W "32’\ 4

SBBMFUSPO (—f
ASE: - O
% SYS N (0% 0 DX

Instituto de Fisica
Universidade de Sao Paulo

QUANTAS MEDIDAS SAO NECESSARIAS
PARA O CONHECIMENTO DE UMA
GRANDEZA FiSICA?

V.P. Likhachev, M.T.F. da Cruz, J. Mesa

Instituto de Fisica da Universidade de Sdo Paulo, Sdo Paulo, Brasil

Publicacdo IF - 1388/99




QUANTAS MEDIDAS SAO NECESSARIAS PARA O CONHECIMENTO DE UMA
GRANDEZA FISICA?

V.P. Likhachev, M.T.F. da Cruz, J. Mesa

1. INTRODUCAO

O objetivo inicial deste trabalho era apresentar, de forma clara, conceitos estatisticos
essencials para a representacio correta de resultados de experimentos, para estudantes de
dreas de cunho experimental. A discussio do assunto durante o preparo do texto,
- juntamente com os resultados das simulagdes que efetuamos, nos levou a rever temas que
pareciam sedimentados, mas que agora recebem nova interpretagio. Dessa forma, a
motivagio do trabalho se desdobrou, como explicamos a seguir.

A urgéncia em se utilizar ferramentas que possibilitem um tratamento mais
sofisticado e completo de um assunto causa as vezes inversdes, pois somos levados a utilizar
a ferramenta antes mesmo de estudd-la em um curso adequado sobre o tema. Essa é uma
situagdo comum, sucedendo tanto em cursos tedricos como nos laboratérios didaticos. No
caso particular dos laboratérios diddticos, muitas vezes os estudantes comegam a utilizar
diversas ferramentas estatisticas antes sequer de se familiarizarem com o seu significado
preciso e com o aparato matemdtico que as envolve.

Esse procedimento pode deixar deficincias na forma¢do do estudante. Dentre as
deficiéncias que encontramos estio a falta do entendimento e do uso corretos da linguagem
estatistica. Assim, a motivagiio diddtica deste trabalho € a de esclarecer para o estudante o
significado de ferramentas estatfsticas, como o desvio padrio da amostra e aquele da média.

Durante o preparo das simulagbes de medidas e exame das propriedades dos
diferentes intervalos estatisticos, pudemos observar diretamente o efeito de se fazer um
niimero reduzido N de medidas (e.g. N < 5) ¢ também o que sucede em casos de N mais
elevado. Muito embora a linguagem estatistica nfio possua qualquer ambigtidade, os
resultados dessas simulagbes t8m aspectos essenciais, que permitem ilustrar que, ao
expressarmos o nivel de confianga (probabilidade) associado a um determinado intervalo,
esse nivel de confianga € um valor médio, tendo certa dispersio, associada i dispersdo da
média e a dispersido do desvio padrio do intervalo apresentado. A dispersio do nfvel de
confianga serd tdo maior quanto menos medidas fizermos. Assim, por “conhecimento de
uma grandeza fisica” nos referimos a obtengdo de um intervalo (dado pelo melhor valor +
desvio padrio) com um contefido de probabilidade que tenha uma dispersio pouco
importante.

2. A LINGUAGEM ESTATISTICA

Nessa linguagem, os resultados obtidos em um experimento onde foram feitas N
medidas da grandeza que chamaremos de Y, representam uma amostra dessa grandeza.
Representaremos o conjunto desses resultados por {Y;}n. O conjunto de todos os resultados
possiveis de serem obtidos para Y é chamado de populacdo. Denominamos Y uma varidvel



aleatoria e dizemos ainda que essa varidvel aleat6ria & regida por uma funcdo densidade de
probabilidade, F(Y), cuja forma funcional pode ser ou niio conhecida previamente [1].

Um ponto importante € como representar a amostra {Y;}n. Intuitivamente, o
aluno/experimentador quer apresentar um melhor valor  juntamente com alguma
caracteristica que indique a reprodutibilidade desses dados. A maneira adotada & apresentar-
se o valor médio, Y , e o desvio padrdo da média, s, . Este dltimo é calculado a partir do
desvio padrio da amostra, s, ambos definidos adiante. O que se estd informando, dentro de

uma linguagem padronizada, sio os intervalos [¥ 5,7 +s] ¢ [V -, 7 +s,].

Costuma-se afirmar que os intervalos, centrados em Y, estipulados pelo desvio
padriio ¢ pelo desvio padrio da média contém wrés tipos de informacio, ou tém trés
conteddos estatisticos:

1. [}_’ —5,¥ + 5] encerra uma probabilidade conhecida de se obter uma particular medida Y;
em seu interior, 7o caso de se repetir uma medida em condigdes idéniicas;,

2. [17 ~s,.Y + Sm] encerra uma probabilidade conhecida de se obter uma nova média Y’

dentro dele, no caso de se repetir todo o experimento em condigbes idénticas. Isso
significa que, tendo feito N medidas no primeiro experimento, sabemos a chance de que
numa repeticdo de N medidas nas mesmas condi¢hes experimentais a nova média Y’
esteja dentro do intervalo apresentado;

3. [17 ~5,,Y +Sm] encerra também uma probabilidade conhecida de se achar o valor

verdadeiro Y, de Y dentro do intervalo obtido, quando Y, existir. Aqui, a existéncia ou
nio do valor verdadeiro depende do que estamos medindo (e.g. podemos calcular o
mesmo intervalo para as velocidades das moléculas de um géds 4 temperatura ambiente,
mesmo ndo existindo o valor verdadeiro dessa velocidade, pois as variagbes obtidas
durante as medidas nfo se devem apenas a flutuagdes estatisticas da grandeza em si ou
aquelas introduzidas pelo processo de medida. Aqui, a principal origem das variagDes
reside na distribuicio Maxwelliana de velocidades, i.e., hd de Jato moléculas movendo-se
mais lentamente e outras mais rdpidas).

O primeiro e segundo conteddos representam como flutuam resultados obtidos
dentro das condigGes do experimento. O terceiro nfio, pois ele & baseado na existéncia de um
valor limite, Yo, para ¢ qual convergird a média de um nimero de medidas muito grande,

com o concomitante estreitamento do intervalo [17 -s,.Y +Sm] ao redor dela. Este valor

limite jamais serd conhecido a nfio ser que a populagdo seja finita e nds a conhecamos, o que
¢ um caso muito especial.

Demonstraremos aqui, com o auxilio de simulagdes usando o método de Monte
Carlo, que estes trés contefidos de fato coincidem no caso de um grande ndmero de
medidas, N, mas que os resultados sdo bem diferentes se fazemos poucas medidas e que,
além disso, o primeiro ¢ 0 segundo conteddos probabilisticos deixam de fazer sentido e
mesmo ter utilidade pritica para N pequeno. Simulagdes de Monte Carlo permitem estudar
diretamente a evolucdo desses trés contedidos com a diminuicdo do ndmero dos medidas.
Isso se deve ao fato de que essa técnica nos permite inverter o problema: gerar resultados de
medidas fixando o valor verdadeiro (i.e. fixando a média da populacdo, Yy) e o desvio



padrdo da populagio, o, e observar os conteiidos (1), (2) e (3) dos intervalos através da
andlise das distribui¢tes de freqiiéncias.

3. DEFINICOES E METODOS DE SIMULACAO

Seguindo as prescricdes estatisticas [1,2], devemos observar a diferenca entre os ‘
parimetros da populagfo ¢ aqueles da amostra (veja a Fig.1). |
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Fig. 1. Definicdo geral

Vamos iniciar caracterizando a amostra, {Y;}x, de resultados de N medidas de uma
grandeza através da sua média aritmética

- 1
g =W;Y, )
¢ da variincia
N
Q-7
SZ = i=1 N_l . (2)

A raiz quadrada da varidncia é o desvio padrio, s, da amostra:

3)

este € uma estimativa do desvio padrio, ¢, da populagio. Vamos introduzir também o
desvio padriio do valor médio, sm, que pode ser calculado através do desvio padrdo da
amostra;
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Vamos supor um caso tipico: todos os dados sdo estatisticamente independentes e
obedecem & distribuigio normal, ou de Gauss, dada por

_ 1 ~Y~5)*
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onde Y, ¢ ¢ tém os significados apresentados. E facil verificar direto de (5) que o desvio
padrio da populagfo, o, é a meia largura da distribuiciio F(Y) na ordenada ¢™2 = 0,61 do
valor méximo da curva e que a drea sob esta dentro do intervalo [Y¢~0,Yo+G] é = 0,682.
Em outras palavras, a probabilidade de se achar um elemento da populacdo dentro do
intervalo de um desvio padrio € = 68,2%.

A média iniroduzida no gerador de niimeros aleatdrios fard o papel do valor
verdadeiro. A confiabilidade do gerador de nimeros aleatGrios € também uma questio
importante, existindo toda uma literatura a respeito [3]. Para termos certeza de que os
resultados obtidos estavam consistentes, utilizamos dois geradores independentes, como
explicado a seguir: (1) foi preparado um programa em lingnagem FORTRAN, utilizando o
algoritmo de Box-Muller [3], eq.(6), com o qual sfo gerados dois mimeros aleat6rios, X1 e
X2, distribuidos uniformemente dentro do intervalo [0,1]. A transformagio abaixo os
converte no mimero Y;, pertencente ao intervalo aberto ]-oo,+ee[, distribuido de acordo com
a curva de Gauss de média Yo e desvio padrio o:

Y, =Y, +07J=2-In X1-cos(2z- X2) (6)

aqui, Yo e © t8m 0s papéis de valor verdadeiro e de desvio padriio da populagio; (2) foram
preparadas rotinas de simulac#io, na linguagem da plataforma MATLAB® [4].

A qualidade destes geradores de niimeros aleatérios de gaussianos foi estudada e um
teste pode ser visto na Fig.2, para o caso dos cdlculos em FORTRAN, onde foi produzido
um histograma a partir da geragdo de 10000 mimeros com distribuicio normal, com
parimetros Yo=2,0e 6=0,3.
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Fig.2. Histograma da distribuicio de Y;.

Os parmetros da curva sélida foram obtidos através do ajuste dos dados da
simulacfo ¢ resultaram em Y = 2,0031 e s = 0,3011 . Efetuamos um teste similar com o
gerador de mimeros aleat6rios gaussianos na plataforma MATLAB®, randn, produzindo Y
=1,9965es5s=0,3012 . ’

4. ESTIMATIVA DOS PARAMETROS DA POPULACAO

Estudamos primeiramente o conteddo probabilistico do desvio padrio do conjunto
das medidas, s, no caso de um pequeno nimero de medidas, N = 2: fixamos Yo =2,0e 0 =
0,3 e geramos apenas dois dados aleatorios Y; e Y,. Calculamos o valor médio ¥ e o
desvio padrio do conjunto, s, de acordo com as equacOes acima. Determinamos assim o
intervalo[? -5Y + s]. Geramos em seguida N” = 1000 dados, {Yi}iee0, € contamos o
niimero ocasites em que Y; estd contido no intervalo definido acima.

Repetimos este procedimento N = 2000 vezes e elaboramos um histograma da
distribuicfio de freqiiéncias relativas para a fracio de sucessos, que é a probabilidade ou o
nivel de confianca daquele intervalo. A Fig.3 representa os resultados desse tipo de



simulagio para N = 2, 3, 5, 10 ¢ 100. Podemos ver que no caso N = 2 a distribui¢io de
probabilidade é monotdnica, quase uniforme, com um pequeno aumento da probabilidade
para valores baixos da fraco de sucessos. A freqiiéncia de se achar 10% do conjunto dentro
do intervalo € s6 ~2 vezes maior do que aquela de se achar 90%. Podemos concluir que no

caso N =2 o intervalo [¥ —5,¥ + 5] nfo tem um nivel de confianga bem definido.

N=2

04 7 N=3

N=5

04 - N=10

Frequéncia

0,80 0,65 0,70 0,75

Probabilidade

Fig.3 Histogramas da distribuigdo da probabilidade de se achar Y; dentro do intervalo
[I7 -5Y + s] para virios nimeros N de medidas. O iltimo grifico representa um
detalhamento do resultado para N=100.

No caso N = 3, a caracteristica da distribuicio mudou. A probabilidade de se achar a
metade do conjunto dentro do intervalo € bem maior do que para fragdes muito pequenas e
‘muito grandes. No caso N = 5, a distribuiciio torna-se ainda mais estreita e o valor maximo
se desloca para a direita, para valores maiores da fragdo de sucessos. Todas as distribuicdes
para N > 3 t€ém aspecto gaussiano. No caso N > 5 o maximo da distribuigio corresponde i
probabilidade igual a aproximadamente 68% .

5. ESTIMATIVA DA DISPERSAO DO VALOR MEDIO

Mostramos agora os resultados do exame do contetido do intervalo [¥ —s,,,7 +s5, ]
O que fizemos foi estudar a probabilidade de que a média ¥ de outras N medidas esteja
dentro do intervalo [¥ —s,,7 +5,,]. Este ¢ o caso em que repetimos todo o experimento

em condi¢ches idénticas. Para este fim, geramos N = 2 dados aleatérios Y; e Y., calculamos
0 valor médio, Y , e o desvio padrio da média, sy, de acordo com as expressdes da secio 2,



determinamos o intervalo [17 —5,.7 + Sm] e geramos ainda N” = 1000 vezes conjuntos de N

= 2 dados, {Y;},, calculamos a cada vez a média ¥ * e contamos o ndmero de vezes em que

‘ ¥ * cain dentro do intervalo obtido no inicio. Este procedimento foi repetido N = 2000

vezes ¢ elaboramos um histograma da distribuicio de probabilidade dos sucessos, ou seja,
das fracOes do mimero de conjuntos {Yi}n, cujas médias cafram dentro do intervalo
mencionado.

N=2

Frequéncia

N=100

0.4 0,6 08 1,0

Probabilidade

Fig.4. Histogramas da distribuicio da probabilidade de se achar ¥’ dentro do
intervalo [f’" ~s,,,Y +5,,| para virios niimeros N de medidas.

A Fig.4 representa os resultados das simula¢Ges para N = 2, 3, 5, 10 e 100. Podemos
ver que no ¢aso N = 2 a distribui¢iio de probabilidade é a mesma do caso anterior (Fig.3), ou
seja, a distribvicio € quase uniforme, com um aumento da probabilidade para fragdes
pequenas. No caso N = 3, as caracteristicas da distribuicfio também se alteram. Aqui, a
probabilidade de que a metade do conjunto de ¥’ esteja no interior do intervalo de teste &
novamente maior que os valores na vizinhanga. Nos casos N =5, 10 e 100, essa tendéncia é
ainda mais forte. Porém, as caracteristicas da distribui¢io de probabilidade jd nio sdo iguais
as da distribuicio de Gauss, como foi obtido na primeira simulagio (Se¢do 4, Fig.3). Mesmo




no caso N = 100, a probabilidade encontra-se relativamente mais dispersa. Isso é devido ao
fato de que o centro do intervalo [17 ~s,,7 ~I~sm] flutua com dispersdo compativel com o

tamanho do préprio intervalo, s, 0 desvio padrio da populagio das médias ¥’ estudadas.
Ao contrfrio do primeiro caso, em que o centro do intervalo [¥ —5,7 +s] flutua bem

menos (S,), quando comparamos esta flutuagdo com a semi-largura do intervalo, s.
Isso significa que, mesmo no caso de um nimero elevado de medidas, a

probabilidade de que a média de outro conjunto de medidas, ¥ ’, esteja dentro do intervalo
tem grande disperséo.

6. ESTIMATIVA DO VALOR VERDADEIRO

Finalmente, estudamos o contetido probabilistico do desvio padrio do valor médio
$m COm respeito i probabilidade do intervalo [17 ~s,,7 + sm] conter o valor verdadeiro, Y.

Este conceito € basico em estatistica.

Vamos comegar nosso estudo a partir da definicio da probabilidade de acharmos o
valor verdadeiro dentro do intervalo obtido no experimento. E claro que o valor verdadeiro,
Yo, ndo € uma grandeza aleatéria, e por isso a probabilidade de achd-lo dentro de um
intervalo experimental particular nfio tem sentido direto. Assim, a probabilidade de se achar

0 valor verdadeiro dentro intervalo [? ~s,.¥ + sm] ¢ definida, por exemplo nas referéncias
[5,6], como:

_ N
P, el¥ -s,,7 +s5,1) = im—
’ N @)

Ntutal —> e

onde N; € o niimero de intervalos que contém Yo e Nigu mimero total de intervalos do
ensaio. A probabilidade de se encontrar o valor verdadeiro Y,, assim definida ndo é
caracteristica de um intervalo particular, obtido em um experimento, mas sim de foda a
populacdo de intervalos. Por essa razio ela é interpretada como uma constante para
qualquer intervalo obtido no experimento.

Vamos estudar o que significa na prética este conceito. Neste ensaio, nés geramos

novamente N = 2 dados aleat6rios, Y; e Y,, calculamos o valor médio, ¥, e o desvio
padrio da média, s, de acordo com a se¢io 3. Determinado assim o intervalo

[17 -5 ¥+ Sm] , analisamos se o valor verdadeiro Y, estava em seu interior. Repetimos esse
procedimento N’ = 1000 vezes, ou seja, geramos outros 1000 conjuntos { Y}, e contamos o
niimero de intervalos [i’_ -s,.7 +Sm] , gerados a partir deles, que contém Y,. Repetimos

esse procedimento N” = 2000 vezes e elaboramos o histograma da distribuicio de
freqiineia para a fragdo de sucessos. A Fig.5 representa os resultados desse tipo de
simulagfio para N =2 e 10,



Fig. 5. Histogramas da distribuicio da probabilidade de se achar Y, dentro do
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intervalo [¥ —s,,,7 + 5] para mimeros de medidas N=2 ¢ 10.

Podemos ver que no caso N = 2 a distribui¢iio de probabilidade & bastante diferente
dos casos anteriores. J4 nesse caso a distribui¢io € bem localizada e possui as caracteristicas
de uma gaussiana. A probabilidade é méxima para uma fracfio de cerca de 1/2. Com o
aumento de N, a mdxima probabilidade da distribui¢io se desloca para a dircita ¢ atinge o
limite de 68% (N = 100). Podemos corrigir s,, introduzindo um coeficiente k dependente de
N [7], tal que (veja a Tab.1) sy” = ks, para obter a maxima probabilidade em 68%, para

qualquer N. A Fig.6 mostra os resultados da simula¢do com s,

TABELA 1
N 2 3 4 5 10 20
k 1,84 1,32 1,20 1,14 1,06 1,03
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Fig. 6. Histogramas da distribuicio da probabilidade de se achar Y, dentro do
intervalo corrigido [? -5, ¥ +s;,] para virios nimeros de medidas, fazendo uwso do
coeficiente de correcio, k.

A largura dos histogramas diminui com o aumento do tamanho N’ da amostra dos
intervalos (veja a Fig.7). No caso de pequeno numero N’ < 5 o intervalo [V —s,,7 +/] i

ndo tem um nivel de confianga bem definido em relagio Y.
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Fig.7. Histogramas da distribuigiio da probabilidade achar Y, dentro do intervalo
corrigido [}7 ~50. Y + s;,} para virios niimeros de simulagdes, N’ (tamanho do conjunto dos
intervalos).

6. CONCLUSQES

Os resultados das simulactes efetuadas mostram que os trés contetidos discutidos
acima coincidem, no limite de um grande ndmero de medidas, N.
Situa¢do 1: o miximo de freqii€ncia corresponde i probabilidade ~68% de encontrarmos o
resultado individual Y; dentro do intervalo {Y—s, Y+s];
‘Situagio 2: o médximo de freqiiéncia corresponde A probabilidade ~68% de encontrarmos
uma nova média de N medidas, Y’, dentro do intervalo [17 -5 ¥+ sm] ;
Situagiio 3: o maximo de fregiiéncia corresponde 2 probabilidade ~68% de encontrarmos o
valor verdadeiro, Yo, dentro do intervalo [¥ —s,,,¥ +s,].

Por outro lado, o desvio padrio da amostra, s, ¢ o desvio padrio da média, sy,

podem nfio caracterizar a reprodutibilidade da medida, espec1a]mente quando a amostra a
partir da qual eles foram obtidos é pequena (N pequeno).

11




_ Concluindo, os comportamentos apresentados estdo ligados a flutuacio estatistica do
proprio desvio, s, ¢ da posi¢io do centro do intervalo, ou seja, o desvio padrdo
experimental e a posi¢do do centro do intervalo sdo também grandezas aleatorias e a
- dispersdo destes afeta o conhecimento da probabilidade associada ao intervalo. A dispersdo
do desvio pode ser caracterizada através do desvio padriio do desvio padrio, dado por [2]

5

— m
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As distribui¢es de probabilidade obtidas sdo normais no primeiro e terceiro casos, e
assimétrica no segundo. Quando diminuimos o nimero N de medidas, as larguras das
distribui¢des de probabilidade aumentam no primeiro e segundo casos € praticamente ndo hé
alteracfo no terceiro caso.

Nos primeiros dois casos, para N = 2 o desvio padrao do conjunto s e da média s, jd
nao caracterizam dispersdo. A probabilidade achar a grandeza testada dentro do intervalo
pode ser qualquer e s6 para N = 5 nds temos um méximo de freqiiéncia correspondente a
uma probabilidade em torno de 2/3. A diferenca de cardter da distribuicio de probabilidade
no primeiro e segundo casos em comparagio com o terceiro estd ligada a diferenca entre os
contendos desses intervalos. Nestes casos nds testamos o intervalo particular, no terceiro
testamos o conjunto dos intervalos e sé agrupamos este conjunto de maneiras diferentes, N

‘=2, N =10 etc. Por isso nfio hd paradoxo, no fato de que a probabilidade ¢ a mesma para
qualquer intervalo particular no terceiro caso.

' A largura da distribuicio de probabilidade para o primeiro e segundo casos
praticamente ndo depende do tamanho N” do conjunto Y; ou Y’ ¢ estd ligada a flutuacdes
estatisticas da posicdo e da largura do intervalo testado. No terceiro caso a largura ndo estd

- ligada a flutuagtes estatisticas da posicio e da largura do intervalo testado mas sim com as
flutuaces estatisticas de todo o conjunto dos intervalos. A largura diminui com o aumento
do tamanho N” da amosira de intervalos. Para N’ pequeno conseguimos reproduzir o mesmo
efeito observado com N pequeno nos outros dois casos.

A probabilidade de se encontrar o valor verdadeiro Y, ndo é uma caracterfstica de
um intervalo particular, obtido em um experimento, mas sim de foda a populagdo de
intervalos. Por essa razfo, ela € interpretada como uma constante para qualquer intervalo
obtido no experimento e ndo tem sentido pratico no caso de um pequeno nimero N de
medidas, onde a largura e a posigcdo do intervalo variam muito.
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