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RESUMO

Com auxilio de projetores dependentes da confi-
guragao, constroi-se um formalismo Lagrangiano-Hamiltoniano
para a dinamica do sistema de partTculas sujeito a vinculos
nao lineares. 0 formalismo obtido pode ser Gtil para o tra
tamento de problemas em que nao seja conveniente a elimina-
¢ao de coordenadas redundantes ou a utilizagao dos multipli
cadores de Lagrange. A existencia dos vinculos e representa
da pelos elementos de matriz dos projetores. A técnica cons
truida permite, de modo geométrico natural, a separacao da
dinamica em uma parte intrinseca e em uma parte coletiva e

induz um processo de quantizagao para o sistema de particu-

las com vinculos holonomicos.
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PROJETORES E A DINAMICA DO SISTEMA DE PARTICULAS
COM VINCULOS NAO- LINEARES

I - INTRODUCAO

0 tratamento dos vinculos, na mecanica anali-
tica do sistema de particulas se faz, usualmente (]), pelos
processos gerais de eliminagao das coordenadas redundantes
ou dos multiplicadores de Lagrange (]). Entretanto este ul
timo metodo & inconveniente para a quantizacao do sistema ,
porque os momenta canoniciyenté conjugados aos multiplicado
res de Lagrange sao nulos, enquénto que o primeiro metodo -
tem a inconveniencia de que a eiiminagio de coordenadas su
perfluas, com ajuda dos vinculos, destroi as simetrias ine

. rentes a representacao de partTcula (2) | peste modo, e im -

| portante a construgao de metodos que nao contenham as desvan
tagens dos dois metodos citadoé. Importantes contribuigoes

neste sentido, foram dadas pelos trabalhos de Lipkin-de Sha

Vit-Taimi (), skinner(3), schwartz(4) e Takahashi(3).  En

particular, Y.Takahashi(s) propos um formalismo Hamiltoni -

ano, sem os inconvenientes citados, para o sistema de parti

culas sujeito a um vinculo holonomo Tinear e Schwartz(4) es

tendeu os trabalhos de Takahashi para o caso de r vinculos

lineares.

0 presente trabalho, além de generalizar o for
malismo de Takahashi-Schwartz, estabelece uma técnica para
o multicorpo, que permite intercambiar o conceito mecanico

de vinculo pelo conceito geometrico de projetor. No formalis

» mo aqui construido, nao se elimina nenhuma coordenada de




particula, o que permite conservar as simetrias inerentes a
representagao de particula. A introdugcdo de referenciais lo
cais, construidos a partir do referencial de laboratorio -
por meio de transformagoes matriciais fungoes da configura-
¢ao, possibilita a construcao de projetores que representem

vinculos nao lineares.

Com auxilio dos autovetores dos projetores, se
para-se a dinamica do multicorpo em Uma dinamica intrinseca
e em uma dinamica coletiva, esta Ultima ligada diretamente
aos vinculos. Este processo de separacao e geom§trico, sim-
ples e natural e difere do usualmente encontrado na litera-
tura, como por exemplo nos trabalhos de Scheid(a), Villars(g),
Fink(10, por outro lado, com os elementos de matriz dos pro
Jjetores, constroi-se momenta generalizados e, como conse -
quencia, surge uma dinamica de Lagrange-Hamilton generaliza
da, onde o projetor tem papel fundamental. Dos parentesis
de Poisson modificados, obtidos, quantiza-se o sistema,pelo

processo usual da quantizagao can8nica<7).

Neste trabalho se estabélece a estrutura mate-
matica de um formalismo Util para o tratamento de problemas
em que nado seja conveniente a eliminacio de coordenadas re
dundantes, ou a utilizac3o dos multiplicadores de Lagrange,

como @ o caso dos processos coletivos no multicorpo nuclear.



IT - A BASE LOCAL E A BASE NZO LOCAL

Consideremos um espago Euclidiano real, N di -
mensional EN,’com coordenadas cartesianas ortogonais genera
lizadas X;v=1...,N. Cada ponto (X],...XN) de Ey, pode re -
presentar(]), em um dado instante t, um sistema mecanico
com um numero finito n de graus de liberdade, n<N. Suponha-
mos que o sistema considerado esteja sujeito a r vinculos

holonomos(]) independentes:

o) (e, oMty 5 t) = o
(1.11)

¢ J' = 1,..., reN
Na forma diferencial as (1.11) se escreverao:

N oo .
S ¢ vy p30) L (2.11)

v=]
onde,
¢ . sl
axV
p(3') 29 (9") . (3.11)

ot

X" =

. dt




A independencia expifcita do tempo, correspon-
dera a D(J')so. E conveniente representar a configuracgao do
sistema mecanico, em EN’ por meio de um vetor cartesiano
X(t) N-dimensional. Para isto, definamos em Ey uma base or
tonormal {ev}, independente da configuracao e do tempo e

que chamaremos de base nao local.

Na base nao local, o vetor configuracao sera:

- N
X(t) =;X°(t) e, (4.11)

e a velocidade de configuracao sera:

-* N .
X(t) =3>", xV(t) e, (5.11)

v=

Definamos em Ey um campo matricial, S(XY(t);t),
regular, funcao continua, diferenciavel de t e de XY (t).
Por meio deste campo podemos construir, a cada instante,uma
outra base, local zy.(XY(+);t). que depende da configuracgao
e do tempo t. A matriz S(X*(t);t) permite associar, de modo
biunivoco, bicontinuo, diferenciavel, em cada instante, a
base nao local {e }a base local {zY.(X7(+);t}:
N
(o (X(#+) 5t &x*(t);t){zy} (6'.11)
V=
Em termos dos elementos de matriz da S, tere -

mos :

N
£ (XT(+)5t) - er Se(XY(t);t)u. Ly (6.11)




Doravante, em geral omitiremos os argumentos

em XV, e , e S* ,.
v v

Um vetor como Y. podera ser descrito tanto na

base local quanto na nao local:

N »

>

X=2  Xx'e = 2 XV e, . (7.11)
u=1l e v' =] v '

LA +>
onde as X’ s3o as componentes de X na base local.

De (6.II) e (7.11) vem:

XV = 3 s¥ , x¥ (8.11)

Vamos impor a condicao adicional de que 0s ve

4 tores da base local sejam constantes de movimento.

Y. =0 (9.11)

Desta condigao, de (6.I1) e do fato de que os

e, s30 vetores constantes, resulta:

d s*,
—Y .9 (10.11)
dt

As condigoes (9.II) e (10.1I) sao equivalentes

e levam a parentesis de Poisson classicos, constantes de mo




vimento, quando os vinculos sao lineares; levam tambem a
que a lei de transformagao dos *"'seja & mesma que a dos X”:
Com os elementos de matriz S"v. serao construidos projeto -
res locais, que terao papel importante na formulacgao de
uma dinamica do N-corpo com vinculos holonomos e a condigao

(10.1I) levara a projetores constantes de movimento.

ITI - 0 PROJETOR

De um ponto de vista geométrico, a equagao
(2.11) pode ser descrita na forma de um produto escalar em
EN:

N C R AT (1.111)

]
onde os vetores E ') tem componentes contravariantes
c(d )”, quando referidos a base nao local {eu} e componen -

’
tes covariantes C(J )v, relacionadas pela expressio:

[} N ] N '
cld' v .y W ) v . Zf—a-?;(i sVY  (2.111)
v= v=

ax¥

onde os 6“", cujos reciprocos se escrevem avu. valem 1 se

V = u e zero em caso contrario.

Entao:
(Jl) N (Jl) N 3 (J') ’
¢ D NN AN L A P T 13
v n= Yoviem axV ¥

A independencia dos r vinculos (1.11), leva a




independencia linear dos r vetores E(J‘) e, como estes de -
pendem de X, isto corresponde 3 existéncia de um espago 1o
cal, linear, r-dimensional Er’ gerado a cada instante pelos
r E J') e associado ao vetor configuracao f, naquele instan-
te. Como o espago vetorial gerado pela base local {ev.} e
N-dimensional, resulta que tambem se pode associar em cada
instante ao Y, um espago vetorial linear, complementar do

E N-r dimensional e que indicaremos por E

r’ N-r-

0 produto escalar (1.III) torna obvio, que X &

ortogonal, em cada instante, ao espago Er gerado pelos
e 200,

A dimensao de E,__ & o nimero de graus de 1i -
berdade do sistema mecanico sujeitos aos r vinculos (1.I111).
E claro, que qualquer vetor associado a dinamica do sistema
pode ser descrito pela uniao das bases de E. e Ey_ps pois-
podemos associar a dinamica do sistema, o par de espagos ve
toriais ortogonais locais EN-r e Er e cuja uniao gera )
EN naquele instante. Entao, um vetor qualquer de EN’ pode

ser decomposto de modo univoco na forma:

L)

<¢
"

nary * v, (4.111)

r :
onde V, € a projecao de V sobre E, _ e b= L0 MU
4 : N-r (J')=] (J )
e sua projecao sobre E,..

Os r n(at) sao vetores de modulo 1, construi -

. —
dos a partir dos r vetores E(J ). por meio da relagao:




r E(L')

Nggry * 2—.a Yay =
(5.111)
P GO ILIEURY
(L')=1
onde 9(J'L') & o recTproco de:
S IO rALEDN
SR {Y (6.111)
e onde
IE(L')I - [<+(L|)l E(L'))]]/z (7.111)
. Construamos um operador, A, que permita asso

ciar a cada V de Ey, sua projegao 2¢ , definida em (4.111).

Entao:

=V - :éé::; v(d')
(4')=1

"(J')

(8.111)

A @ um projetor, dependente da configuracio -

do sistema a cada instante. Se I e a identidade em EN, entao

0 projetor que projeta v sobre o espaco ortogonal, Er’ 1o -

cal sera:

(9.111)




Para todo v de EN. teremos:

. - .
Q-\;= § V(J / n(Jl) (9'.111)
(4')=1

De (5.III), podemos escrever:

r ' '
v (%1 O gy o

§r:: v (L") 10.111
(Ll) n ’ ( . )

(L*)=1

com

S (M)
V(Ln) = g(Lan) v =

(M*)=1

r

"S> Ly bogey s v -

(M*)=1

= <y | Q V> (11.111)

onde < LITRE) I nMey> e o produto escalar dos unitarios
"(L')’ "(Mf) referidos a base nao local {ev}.
Como ny, «, pertence a E_, que e ortogonal, 1o
(L*) r =

calmente, a En-pe tambem podemos escrever:

YLy = < nnyl V+HQ V> =< "Lty | V> (12.111)



Ent3do, de (8.II1) vira:

> > r (L")
AV'—'V'ZV n(Ll) =

(L')=1

r 'L .
a uE-M:-) 1 oM vy ny 03D

Por conveniencia, expressemos os projetores -

no formalismo "bra-ket" de Dirac(7)‘

<}
v
"

Alv =] v> - :>__r (L'Mh) | >< I
g Tl(Ml) “(L')

(L'M')=1

r (YR
=[I - Z g(L M ) l n(Ml) >< “(L')l] lv > (14’111)

(L'M')=1
o De (9.1II) e da arbitrariedade do | V >, obtem-se:
0= _ olt™) < | (15.111)
o "Mty 7L ‘

[+ -2

E interessante observar que o projetor Q

[}
construido somente com auxilio dos r vetores E(J ), logo

-

tambem o e. Isto significa, que do conhecimento dos vincu

los do N-corpo e de uma maneira geometrica, conveniente, de
representa-los, e possivel a construcao de dois projetores,
A e Q, locais, que projetam a dinamica do sistema em ‘dois
sub espagos complementares, locais. Se X e o vetor configu-

racao do sistema em um dado instante, somente as velocida -

P des A X serao permitidas e protbidas serao as Q ?. Como os
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projetores vao ser constantes de movimento, poderemos es -

crever:

L
>v*
n

>
QX =0 (16.111)
dt

Quando o sistema mecanico esta restrito pelos
r vinculos holonomos (1.III), a dinamica do sistema livre e
quivalente, se efetuara no espago A EN = EN-r’ pois este es
paco € livre de restrigoes vinculares. A dinamica serd proi
bida no Q EN = Er' Chamaremos o espago Er de espag¢o vincu -
lar local. Os espagos Er e EN-r estao imeros no espaco N-di

mensional EN, de modo que os projetores A e Q sao descriti-

veis em termos das bases local e nao local.

IV - A CONEXAO ENTRE O PROJETOR E A BASE LOCAL

Como E. e Ey_.., sao espacos ortogonais, cuja
uniao gera o EN’ o operador Q sera um operador hermitiano ,
observavel, que admite Er e EN-r como autoespag¢os associa -
dos, respectivamente, aos autovalores 1 e zero. Q admite r
autovetores associados ao autovalor 1 e N-r autovetores as-
sociados ao autovalor nulo. Todos estes N autovetores sao
locais e, com eles, podemos construir uma base local. A ri
gor, uma infinidade de bases locais devido a degenerescencia
dos autovalores. Como a cada instante temos,o projetor Q, a
cada instante teremos uma base local, construida com os au

tovetores de Q. Como os r n(J.) sao autovetores de (Q associa

- dos ao autovalor 1, podemos escolhe-los como r vetores da
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base local e os demais N-r, sendo quaisquer vetores ortonor
mais de EN-r‘ (que serao autovetores de Q associados ao au-

tovalor zero).

Especificamente, indiquemos a base local {evJ,
como constituida pelos N-r primeiros vetores ej. H
J'=1,...,N-r; e os demais r vetores coincidindo com os r

"(J') e que indicaremos por ey isto e:
n(J.) EeJ|’J ’N'f""],...,N .

De (6.II), teremos:

N
ey = E sV ' e¥ , (1.1V)

v=]
! Y 2.1V)
zd"n(J')=§‘S Jll ’ ( .
com:
szl, 0, QLJ' =1, : (3.1V)
A partir da base nao local {zy}. ha uma infini
dade de transformagoes S" y' que lTevam a bases locais e

que geram o projetor Q, pois a degenerescencia permite isto,
Entretanto, o projetor Q @ o Unico e & construtivel com ele

mentos de matriz da S e de sua inversa S, como veremos.

% -
A velocidade X, permitida ao sistema, est3 con
tida no espaco livre de vinculos En-r € entdo, sera um au

tovetor de Q assdciado ao autovalor nulo. De (1.IV) e (2.1V),

Juntamente com (8.I1) e sua inversa, obtem-se:

S ST z T

» (4.1V)
J'=1 '=N-r+]



‘]3.

e
. N '
x3' e S 5T g,
Y= Y
(5.1V)
) N -1J!
) =S s XY
Y= Y
Intrinsecamente, podemos escrever:
. N N \
X -Z XY o = S XY Lo (6.1V)
Y= Yooyt
De (4.1V) e de condigao (10.1I), tem-se:
’ N-r ) N
W e 2 sV xd a0 sv g i (4'.1V)
. it=1 J'=N-r+l

0O mesmo prevalece para as (5.1V).

A cada instante, as condi¢des de vinculo -
(1.11), ou suas equivalentes (1.I11), serido representadas

1
nas novas coordenadas XY , pelas condicdes restritivas:

iJ‘ = 0 (7.1V)

Como a cada instante, Er e proibido a dinamica do sistema R

podemos impor a condicao de contorno:

x3' = 0 (7°.1V)
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Indicando, por Q' a representacao matricial do
operador Q na base constituida por seus autovetores e por
Q a sua representacao matricial na base nao local {zy}. te

remos:

-1
Q=S 4@Qs, (8.1V)
onde os elementos de matriz da S sao dados em (6.11).

E claro que a forma matricial da Q' sera:

=y 0 | (9.1V)

Invertendo (8.1V) e considerando a forma diago

nal simples da (9.IV), teremos para elementos de matriz da

= 13" -

onde u,y=1l,...,N.

0s Tndices u,y referem-se a base nao local
{zy}. enquanto que os Tndices J' estao associados a sub-ba-

se local, {QJ. = n(J.)}. que gera localmente‘Er.

A (10.1V) e relevante, pelo fato de evidenciar

que o projetor Q e construtTvel com elementos de matriz da

S e de sua inversa S~ V.
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Na base dos autoestados de Q, as coordenadas
dinamicamente permitidas pelos vinculos, sao as N-r Xj.
Elas definem pontos do espago livre de vinculos, local,
EN-r' Os projetores Q e A separam, de modo natural, o espa-
¢o das configuragoes do N-corpo em dois sub-espacos comple-
mentares. Em um deles, E,_ ., a dinamica do sistema & livre,
isenta, de vinculos; no outro, E.. a dinamica e proibida, e
0 espago vincular. 0 espago das velocidades tem a mesma es

t rutura, porque valem as (5.II) e (10.11).

A equivalencia entre as (1.I1) e (7.1V) pode

ser explicitada se escrevemos:

2= g0 (N ey 0 (11.1V)
hnalogamente,temos.

oL doY (3'), %

XY = S0 . | X > =0 (11'.1V)
dt

De (9.III), resulta:

>'
"

(12.1v)

. —
0 sistema de coordenadas XY, associado a base

definida em (1.1V), (2.1V), (3.1V), sera chamado o sistema

. de coordenadas naturais do N-corpo no instante t. Uma vez




.16.

construido este sistema, anular r coordenadas XJ a cada
instante, equivale impor r vinculos holonomos ao sistema me
canico, representado pelas XY.. A existencia dos projetores
Q e A, corresponde a possibilidade f7sica de construir dois
sistemas de coordenadas, que descrevam dois sub-espagos To
cais, ortogonais, um deles estando associado 3 estrutura de
vinculos do sistema, (e sendo vedado 3 dinamica, quando im
pomos a este, r vinculos holonomos), o outro estando asso -

ciado a estrutura intrinseca do sistema.

0 fato de que vinculos holonomos sejam restri-
¢oes coletivas ao N-corpo e o fato de que, em coordenadas
naturais, os vinculos holonomos sejam expressos pelas rela-
¢oes (11.1V) nos leva a considerar, quando conveniente, um
dos projetores, como o projetor sobre o espago das coordena
das coletivas e o outro, como o projetor sobre o espago. in
terno ou espagé das coordenadas intrinsecas no N-corpo. Den
tro desta interpretagao, a existencia de r vinculos corres-
ponde a ter-se r valores fixados de coordenadas coletivas ,
(nulos por conveniencia), na representacao de coordenadas
naturais. Quando quebrarmos as condigoes restritivas de
vinculo e mantivermos a mesma dimens3o, para os graus de 1i
berdade internos, teremos dois sub-espacos complementares ,
ortogonais, a cada instante, um deles associado a3 dinamica
interna e outro associado a dinamica coletiva do sistema. E
interessante observar, que um sistema com uma dinamica cole
tiva lentamente variavel no tempo, pode ser aproximado, na
ordem zero, por um sistema dinamico sujeito a r vinculos ho

lonomos.

As coordenadas coletivas interpretadas pelas
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]
x9 nao sao ortogonais, porque os ISR nao sao ortogonais

em geral, mas podem ser ortogonalizadas, & claro, se conven

niente.

V - AS EQUACDES DE MOVIMENTO DO N-CORPO

Ao'procurarmos expressar a dinamica do N-corpo
isolado, por meio de uma Lagrangiana L (i(t), ?(t”, devemos
levar em conta que, devido a existencia de vinculos, as -
coordenadas X' nao sdao independentes. F obvio que o uso das
coordenadas naturais Xj. e XJ', dadas por (5.1V), e mais -
conveniente para a simplificacao do tratamento matematico
do problema, que a utilizagao das coordenadas XY. Entretan-
to, para passar das coordenadas f(para as naturais XY', ne
cessita-se de uma transformagao como a (8.II) e, da teoria
analitica da mecanica, sabemos que, enquanto as equacoes de
Lagrange s3ao invariantes por transformacdes arbitrarias de
coordenadas, o mesmo nao ocorre para as equacoes de Hamil -
ton, que necessitam de restrigoes adicionais. 0 que ocorre
€ que o caso Hamiltoniano & um caso particular de problema
Lagrangiano(]) s i;to e, aquele em que a Lagrangiana deve

estar normalizada a forma:
N

L=Z‘py).(Y_H, (1.V)

v=1

onde H e a fungao Hamiltoniana do sistema.

A invariancia da L e da H por transformagdes -
de coordenadas, como as (8.II), leva a que seja invariante

0 produto escalar:
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-+ > N
<p | X >=Lp XY (2.V)
y=1

De (4'.IV) e da invariancia da (2.V), vem:

N- . .
b, = S s, s-1

j'=1 Yot J'=N-r+l y Po (3-¥)

Nas coordenadas naturais, levando em contas as
condigoes vinculares (7.1V) e (7'.1V), obtem-se as usuais

equacgoes de Euler-Lagrange:

d aL' aL’
dt aXj! aXj'

!
o

(4.V)

A invariancia da Lagrangiana, pelas transforma

¢oes de coordenadas (8.I1) & indicada por:
] . [] .
L3, X3y =L o, (5.V)

As coordenadas naturais constituem um sistema
em qué as equagoes de movimento sao mais simples, mas & no
sistema de coordenadas )(}Y que queremos representar a dinimi
ca do N-corpo. Para isto devemos transformar as (4.V) para

a representacao de coordenadas XY. De (4.1V), calculando-se

Y
X » Obtem-se:

axd’
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Y N-r '
I TI = AL
ale : kl=] 1 ]
N-r N
=sTor 2 338V, g stk uxe (6.V)
J k'=1 u=1 '
3SYk|
onde usamos a (5.IV) e indicamos SYk. o=
- axd
De modo analogo obtem-se:
Y
X . sy (7.V)
R
axJ
~ - 387k
Em (7.V) nao aparece o termo » porque
aXj

os SYj. nao dependem explicitamente dos Xj.

Se levarmos as (6.V) e (7.V) nas (4.V), obte -

remos:

N N
d :E:; Y jo 3L . :z:; SY ' 4

dt yel akY y=1
N-r
s 2 s kgt Bl L (8.V)
k'= 1 axY

[}
Se expressarmos Xj em fungado dos X', multipli
- [
caremos as (8.V) por S 1 © e somarmos em j', levarmos em

conta as (9.III) e (10.1V), obteremos:
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N N'Y’ : (]
=D . > . S-U.e AT stk'p xp 2L (9.V)
Yop=1 J',k'=] axY¥

As (9.V) sao as equagdes de Euler-Lagrange pa
ra o N-corpo sujeito a r vinculos holonomos da forma (1.11).
0s AYe, s3o elementos de matriz de A, definidos em (9.111)e

da forma:
AYe = g¥e - QYo , (10.V)

onde gYeserE 1 se y=0 e zero em caso contrario.

A contragdo de AYe com 9, = <, | 2>, da:

= = Y
<2 [A] Lg> = A0 9, A8 (11.V)

Em (9.V), em lugar dos S']j 6, poderiamos in

' N '
troduzir o braket <gJ |24> = S gy <t [eg>
y'=1

As equacoes de movimento (9.V) sao equagdes -
que envolvem as N coordenadas XY, com as restricoes que es
tas coordenadas contem, pois os vinculos estao explicitados

pela presenga dos elementos de matriz do projetor A.

Quando o campo matricial S nao depender da con-

figuragao do sistema, o segundo membro de (9.V) sera nulo .
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Este e o importante caso dos vinculos lineares, isto e:

x3' . :é%, s~ o

- 2]

6=1 (12.V)
j' = ],o.o,N-ro

As condigoes (12.V) levam a que as (9.V)coinci
dam com as equagoes de Takahashi-Schwartz(4-5). Os momenta
permitidos na dinamica do N-corpo sujeito aos vinculos (1.11),

nao obtidos de (3.V), com a condigao subsidiaria:

PJ. = 0,J' = N-r + 1,...,N (13.V)
Esta condigao e equivalente a (7.1V) e decorre
P 4
do fato da matriz jacobiana A »J',L' = N=r + 1,...N,
axL "
ser nao singular.
Entao vira:
Y j'=1 y " j aij'
. - u - 1)
. E S'lj- aX ol - S]j SH ., alL -
. Y i - RS "
J'yu=l axX aX J',u=l aX
*
N

- :E:%A" 2, (14.V)
TE) I AP




.22,

onde se usou as (7.V).

'Se os vinculos forem quebrados, isto &, se por
questao de conveniencia, ou de informagao experimental, ti
véssemos que separar a dinamica do N-corpo em uma dinamica
intrinseca e em uma din3mica coletiva, associadas respectiva
mente aos projetores A e Q entao, neste caso, a formula -

(14.V) teria termos adicionais associados ao projetor Q, is

to e:
= Soa AL, St b (14.)
Y u=1 Y %M p=1l Y L

Neste caso, informacoes sobre a dinamica cole-
. tiva deveriam ser dadas, de modo a se poder construir o pro

Jetor Q.

Os momenta generalizados do presente formalis-
mo, sao os (14.V). Eles contém a presenca dos vinculos, re
presentada pelos elementos de matriz do projetor A. Quando
nao houver vinculos, A“Y = G"Y e teremos os momenta conjuga
dos aos XY do problema variacional livre de vinculos. Quan-
do o projetor nao depender da configuracao, como @ 0 caso

de vinculos lineares, teremos os momenta formalismo de Ta

kahashi—Schwartz(4’6)

. A obtencao das equagoes de Hamilton
sera feita por processo analogo aquele de obtengao das equa

¢oes (9.V). Partindo-se das equagdoes de Hami.lton no sistema

natural intrinseco:
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pyo = - 2 ;%3 . 2

axd’ .

1 h I = Y
w3 pga) = HOXT, py)
(15.V)
PJO=0. J' = N-r+l,...,N

De (14.V), com auxVlio de (10.I1, (6.V) e pro

cedendo como no caso Lagrangiano, teremos:

N
) = - E Y -]j. Y -1k p 9H
pu =~|Au+j',k',ps usk.,jls px
Y BXY
(17.V)
€
’.9k' = 1,..0,N-r; pyu,y = Ts...,N

0 aparecimento da parcela em x® em (17.V) ,deve

-se ao fato de que valem as (6.V).

Analogamente, de (4.IV) e (7.1V) vem:

(18.V)

Na passagem para a representacao de coordena -

das XY, leva-se em conta a validade de:
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XJ|= aHI
[ ]
apj.
(18'.V)
pyr = aH
an.
veyd . - Y.
(XY 5 pga) = H (XV5 p)
j.glgcno’ N-r; Y=]..,.,N )
pois na representacao Hamiltoniana livre, XJ., pj. ’ as

equagoes de Hamilton sao as usuais.

Entao:
a2, oy, M
- | Yo 50 APY
SO s, sl M
Ysj. j Y 9Py

= EN=Au __3_"__
y=1 Y apy

onde usamos as (9.III), (10.1V), (3.V), juntamente com a

condigao restritiva py. = 0, (13.V).

As equagodes (17.V) e (19.V) constituem o sis-
tema de equagoes de Hamilton do N-corpo, com vinculos holo

nomos.

Ha um aspecto nao simetrico nestas equagoes e
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esta assimetria esta contida na nao existencia, em (19.V) ,
de uma parcela analoga aquela em SYk.’j. que aparece em -
(17.V). Esta ausencia decorre simplesmente da independencia
explicita dos SY, . nas ¥3', como se vé em (5.11). 0 aspecto
simetrico existiria, se as S"Y. fossem funcdes, nao so dos
XY, mas tambem dos XY, o que poderia ser considerada em um

formalismo mais completo que 0O presente.

VI - A QUANTIZACAO DA DINAMICA DO N-CORPO COM r  VINCULOS
‘ HOLONOMICOS

sabemos (7), que a quantiiagio canonica de um
sistema classico se obtem, substituindo-se os parentesis de
Poisson classicos, pelos correspondentes comutadores e 3S$
variaveis dinamicas classicas, fundamentais, XY, P, canoni
camente conjugadas, pelos correspondentes operadores hermi-
tianos. Entretanto as XY, definidas em (4.1V), nao sao in -
dependentes porque existem as restrigoes vinculares. 0 mes
mo ocorrendo com as pY definidas em (3.V). Como 2 mecanica
Hamiltoniana intrinseca & construida com N-r variaveis x3 '
e N-r momenta independentes, cartesianos retangulares, 0s
correspondentes parentesis de Poisson classicos satisfazem
as regras usuais:

] kl

od L xkr =0

{Pjn ’ pk.} =0
(1.V1)

jl jl
(X s pk.} 87 o

j.'k.glgooo' N'?‘
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Se em (1.VI), levarmos as relagoes entre 0s
x3J » Py € 0s xY, Pus isto e, se usarmos em (1.VI) as (5.IV),
(7'.1V) a inversa da (3.V) juntamente com a (13.V), obtere

mos :

xY, x*

u
o

L]
o

{pl-l' pu}

(XY, p.} = A" p .s‘”"u Sy GsTH e (2

+ .
u o opak',d
p,u,Yg]’.oo’N ; k"j.=]o-¢’N-r
No caso de transformacao lineares, teremos

SYj.’k.= 0 e desta condigao, decorrem parentesis de Poisson

mais simples, da forma:

p—
o
-
.
©
[
"
o

(2'.VI)

r—~
>
<
w
<
[
"
S
)
“~

onde os AYu nao dependem dos XY.

A quantizagao canonica se obtem, substituindo

se as (2.VI), pelos correspondentes comutadores:




[xY , X*l= o
[PY ’ pu-' 0
(3.V1)
Y 1=
[X » Py

fn
wabe
=t
/-\
>
<

P> g1k gy 513" g
s psk'9j'=] L AL e

0s operadores XY » Py sao os operadores funda
mentais, do presente formalismo, para a quantizagao do
N-corpo com vinculos holonomicos. Todos demais operadores
serao fungoes de XY e pu e, eventualmente do tempo, como -

parametro.

A forma do operador P, deve ser construida a

partir de:

(4.V1)

Y=]l""N pjl = 0

J.=N'r+],...,N

e do fato de que nas coordenadas naturais intrinsecas, o

operador associado a pj.. e o usual:

Pyr = - h —2— © o (80.v1)
axd
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Levando-se as (4'.VI) em (4.VI) juntamente -

com as (6.V) .temos:

b, = -ik A s“j'Y s s-1k' yo _ 0 (5.V1)

k.vj'ﬂ)
j.’k.=]’°0"N-r; Y)p= lpooo,N.

0 operador Hamiltoniano na representacao XY e

obtido do operador:

N [} L}
1 .65 k

H.(XJ » PJ 3 t) = pj
j',k'=] zmj|

P +

3 (6.V1)
+ V(XI5 t),

usando-se a invariancia H'(XJ s Py t) = H(XY, P, t); as

(5.1V), com a restrigao x3" - 0 e as (4'.VI), juntamente -

com as (6.V).

E claro que a equagao de Schr8dinger correspon

dente tera a forma usual:

d
ik - 1§ = HXY, put) |b (7.V1)

onde a H(XY, P, t) e construida a partir de (6.VI).

E interessante ressalvar que, no caso de vin -
culos fisicamente importantes, o formalismo obtido se sim -

plifica bastante, como e o caso do N-corpo no referencial

de centro de massa, e o problema quantico do N-corpo com
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familias hiper-completas de estados{10). As eplicagdes destes

formalismo virao em posteriores trabalhos.

0 caso do N-corpo em rotagao, pode ser descri

to por vinculos n3o lineares que, entretanto, levam a um

formalismo inteiramente analogo ao descrito por vinculos -

lineares.
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