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I. INTRODUGAO

Sistemas dindmicos espago-temporais tém um numero t:plcamente muito grande de graus
de liberdade. A extensdo do estudo de sistemas com baixa d1men31ona11dade para incluir graus

- de liberdade espacmlmente distribuidos tem sido uma das Aréas mais ativas de pesqulsa. em

Dindmica Nio-linear nos dltimos vinte anos. Este interesse é motlva.do pelo grande nimero de

_ problemas praticos onde a dindmica espacxal desempenha um papel 31gn1ﬁcat1v0' turbuléncia
‘em fluidos e plasmas, ergodicidade na mecéinica estatistica, sohtons redes neurais, excitagbes em

sélidos, formagdo de padrdes em sistemas naturais, processamento. dlgxta,l de sinais, computagao
pa,ra.lela., dentre outros.

As vezes ¢ dito, talvez injusta,mente, que a turbuléncia é o grande problema nao-resolvido
da Fisica Cldssica. O fato é que, a despeito do imenso esforgo dispendido neste século, ainda

parecemos estar longe . de uma descrigao satisfatéria de todos os aspectos da turbuléncia. Ruelle .

e Takens, em 1971, sugeriram que a representacio de um fluxo turbulento no espago de fase
poderia ser um atrator estranho, ou cadtico. No entanto, a dindmica cadtica nio nos fornece

indicagbes sobre a estrutura espacial do fluxo. A conexao entre as propriedades de sistemas

cadticos de baixa dimensionalidade e a dindmica espaco-temporal é uma das linhas de pesquisa
mais intensa nesta drea.

Em Ciéncias Naturais e Tecnologia nés dependemos fortemente de modelos matematicos
para descrever os fenomenos observados. No que diz respeito a sistemas dinimicos espa-
cialmente estendidos, devemos levar em conta que os graus de liberdade espaciais devem ser

‘adicionados acs modelos matemdticos obedecendo a uma simetria espacial. Esta simetria, a

invariancia translacional, restringe o tipo de acoplamento entre os graus de liberdade do sis-
tema, j4 que a posi¢io relativa dos graus de liberdade espaciais determina as propriedades do
acoplamento (mais ou menos intenso, nesta ou naquela direcéo , ete.).

Sistemas continuos apresentam num ndimero infinitamente denso de graus de liberdade es-
paciais, e sao normalmente descritos por equacbes diferenciais parciais. No entanto, neste curso
estaremos mais interessados em sistemas que apresentam um niimero enumeravel (e finito) de
graus de liberdade espaciais, que denominaremos de sistemas dindmicos na rede. A cada grau
de liberdade espacial .nds podemos assinalar uma variavel de estado que caracteriza alguma
propriedade fisica do 51stema. que varia com o espago e o tempo..

Na tabela a seguir nés apresentamos uma hierarquia de s;stemas dinadmicos espacialmente
estendidos [1]. Equa¢des diferenciais parciais tém espaco, tempo e varidvel de estado continuas.
Equagdes funcionais iteradas diferem no tratamento do tempo como varidvel discreta. Cadeias
de osciladores representam sistemas dinidmicos na rede onde a variavel de estado local é continua,
ou seja, sdo redes de equacbes diferenciais ordinarias acopladas. Nosso objeto neste curso sao
redes de mapas acoplados, que tém espago e tempo discretos, mas sendo continua a variavel
de estado. E uma categoria acima, ainda, dos autémata celulares, onde todas as varidveis sio
discretas.
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| sistema Il espago [ tempo [varidvel de estado]
equagées diferenciais parciais||continuo|continuo continua
equagdes funcionais iteradas |[continuo| discreto continua
cadeias de osciladores [ discreto |continuo continua
redes de mapas acoplados || discreto | discreto continua
autdmata celulares - || discreto | discreto discreta

Cada uma destas categorias de sistemas tdm seus méritos e defeitos, sua utilizagdo-é deter-

««minada pelo balango custo-beneficio das caracteristicas que definem o problema a ser resolvido.

Por exemplo, poderiamos preferir as equacdes diferenciais parciais pela suposta “generalidade”
que seu tratamento proporciona, mas isto é'questionavel pois: (a) os métodos numéricss em-
pregados para resolver problemas de valores de contorno acabam sempre por discretizar as
varidveis espaciais e temporais; (b) o tempe computacional alto e a recorrente instabilidade
nurpérica sio fatores que dificultam a sua investigacéo . :

" Sistemas dindmicos na rede, como mapas ou osciladores, s30 mais complexos que autdmata
celulares pois tém varidveis de estado continuas, e consequentemente a capacidade de gerar
informacio local. No entanto, ha sistemas onde a informacéo local é naturalmente discreta,
mesmo bindria, como em determinadas redes neurais, e para elas a descricdo mais adequada
pode ser a dos autémata celulares.

Finalmente, redes de mapas acoplados podem ser obtidas como segOes de Poincaré (estro-
boscopicas) de cadeias de osciladores acoplados. Em certos casos, € possivel passar de uma
categoria a outra por meio de um processo sistemético de discretizagio que leva em conta uma
periodicidade natural, tanto no espago como no tempo, sobretudo quando ha uma perturbacio
do tipo fungéo delta de Dirac periédica.
 Redes de mapas acoplados foram introduzidas em Dinimica Nio-Linear a partir da tese de
doutoramento de Kunihiko Kaneko [2], em 1983. Desde entio, tem sido dele e seus colaboradores
da Universidade de Téquio as principais contribuicoes a teoria; embora haja varios outros
grupos pesquisando o assunto em outras partes do mundo. Um 1992, a revista americana

7 CHAOS dedicou um fasciculo inteiro as rédes de mapas acoplados [3]. Em 1994, Kaneko
.- editou o livro “Theory and Applications of Coupled Map Lattices” pela World Scientific {4],

com contribuigoes de diversos autores. Ainda hoje, as principais revistas cientificas na 4rea de
Dindmia Nao-Linear exibem um bom nimero de artigos neste assunto, que continua oferecendo

problemas de interesse aos pesquisadores.

Devido as suas caracteristicas de ficil implementacio computacional, quando comparados

«a outros sistemas hierarquicamente superiores (vide Tabela), as redes de mapas acopladas tem

sido escolhidas com frequéncia como “laboratdrios teéricos” para o estudo da dinamica espago-
temporal. Respeitadas suas limitagdes enquanto modelos matematicos da Natureza, podemos
encarar as redes de mapas acoplados como paradigmas extremamente 1iteis para a investigacio
de fenémenos nio-lineares espacialmente extensos.

A estratégia para modelar fendmenos dindmicos em sistemas espacialmente extensos por
redes de mapas acoplados é baseada nos seguintes passos [4]:

1. Escolha um conjunto de varidveis de estado macroscépicas numa rede. Num sistema fisico-
quimico, por exemplo, tais varigveis podem ser a temperatura, o campo de velocidade do
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fluido ou a concentracdo local de alguma substancia. A dimensdo e a topologia da rede
~ devem ser escolhidas de acordo com o sistema fisico a ser modelado;

2. Decomponha. o processo subjacente ao fendmeno em componentes 1ndependentes Por
exemplo, para. um sistema fluido néo- homogeneo e condutor de calor, os processos de
conveccao , rea,ga,o dlfusao, etc.; '

3. Substitua cada componente por uma dindmica paralela s1mp1es na rede. A dindmica
consiste numa transformacio ndo-linear das varidveis de estado em cada sitio da rede e
~ um termo de acoplamento entre vizinhos adequadamente estolthidos;

4, Leve a cabo cada unidade dinamica, ou nrocesso, sucessivame_nte.

A maior motivagio para o estudo das redes de mapas acoplados tem sido a investigacao do
' caos espaco-temporal, entendido como a dinimica cadtica em sistemas espacialmente extensos,
onde o nimero efetivo de graus de liberdade diverge quando o tamanho do sistema aumenta.
O caos espago-temporal é criado pela dinamica nao-linear local e pela difusdo espacial. Nas
redes de mapas acoplados estes procedimentos sdo considerados separadamente.

II. CONCEITOS BASICOS

Nés supomos uma rede espacial M —dimensional. Em principio, trataremos do caso unidi-
mensional (M = 1) para definir os conceitos basicos, mas também nos reportaremos a estudos
bi- e tri-dimensionais. J4 existem alguns trabalhos sobre redes fractais (como um tapete de
Sierpinski), nas quais M ndo é um niimero inteiro. A cada sitio da rede espacial nds atribuimos
- uma varidvel de estado real D—dimensional x*} € RP, onde i = 0,1,2,...,N — 1 é o indice

que identifica o i-ésimo sitio numa rede unidimensional com N sitios. Na-maioria dos casos até
‘agora estudados, a varlavel de estado é unidimensional (D = 1), mas jd existem alguns estudos
para D=2

O tempo é dlsq,retlzado na forma usual n = 0,1,2,..., tal que x(!) seja a varidvel do sitio ¢
no tempo n. A evolugao de uma variavel de estado local é governada por dois fatores:

1. a dinamica ]]oc:a.l é regida por um mapa D— dlmensxonal x ++ f(x) que avanga discreta-
mente no tempo,

2. o acoplamento a putros sitios por meio de uma certa prescricao ;
" De forma geral, a equagéo que define uma rede unidimensional de mapas acoplados é

B = £69) + 09 ) | @

"

onde C é um termo genérico de acoplamento, que pode depender de todos os sitios 7 =
0,1,2,...,N — 1, inclusive do préprio sitio 7. O vetor N D—dimensional (x{®, x{1), .. x(V-1),
que representa o estado da rede no tempo n, é dito o seu padrdo neste instante.

2AASRASETRAATLL A A LA e NQACRONCLNRNC NN RO SRR OESS




@%@%@@@@@@&@%6@@%6663%55%%5%68633%%%33$%@@*

A. Dindmica Local

A dipdmica local tem sido 1nvest1ga.da por meio de mapas de baixa d1mens1ona11dade bem

conhec1dos O exemplo mais estudado é 0. do mapa logistico

T f(:c) = Az(l — z) ﬁ.‘fl‘i.:“:"” | (2)

":=;.:: onde z € [0,1] e A € [1,4] é o pardmetro de controle do mapa. Além deste, merecemn destaque
* os mapas lineares por partes, como os mapas do pa,de1ro z — 2x (modl), o mapa da tenda e
o ‘mapa do seno-circulo Wi

T f(a:) =zr+w+ gr—sin(%r:c), (3)

onde z €0,1) € uma varidvel angular, 0< w < 1 € uma frequéncia natural, e K > 0 mede a
nao—hnea.mdade do sistema. ‘

" Outros mapas unidimensionais serio expostos mais adiante. Quanto a mapas bidimensionais
( D = 2}, as investigacdes tém-se concentrado no mapa de Hénon

Tptl = A— (SL'-,,,) + By’na iny1 = Tn, | (4)
e no mapa padrao de Chirikov-Taylor (redes simpléticas):

Pat1 = Pn + Ksinf,,, 0rt1 = 0n + pn  (mod2rw), (5)

. Daqul para frente nos limitaremos ao caso onde a varidvel de estado é unidimensional (D=1).

- Quanto ao tipo de dindmica local, podemos classificar as redes de mapas acoplados como

1. Homogéneas: quando os mapas sio idénticos em todos os sitios;

- 2. Nao-homogéneas: quando 08 mapas nao sao idénticos devido a mudangas nos seus
parametros para cada sitio da rede;

Redes homogéneas sido mais comuns nos estudos computacionais, porém em alguns casos, como
-o‘estudo da sincronizagio , é conveniente usa redes nao-homogéneas com pardmetros aleatori-
amente distribuidos num dado intervalo. ‘ :

B. Tipos de Acoplamento

H4 infinitas formas de acoplamento entre 0s mapas. Nos acoplamentos locais, a dindmica de
um dado sitio ¢ é determinada apenas pelos sitios vizinhos mais proximos: i+1ei-1. Acopla-
mentos ndo-locais permitem que o sitio i seja influenciado por um mimero arbitrariamente
grande de outros sitios mais distantes.

Vamos abordar inicialmente o primeiro caso, Um tipo genérico de acoplamento local é dado
pelo termo de acoplamento

€2 (@9 = (2 + erg(ztD) + epg(afi-1) (6)

onde o vetor € = (¢, €R, ¢z) é chamado o nicleo (kernel) de acoplamento. Podemos enumerar
quatro casos de interesse: :



1. Acoplamento aditivo: ¢y = 0,¢ep = ¢z;

2. Acoplamento Laplaciano, ou difusivo: —% = ep = €r;

3. Acoplamento totalifstiico: € = —%, €ER = €1 = -:15;

4. Acoplamento unidirecional: —e; = e, ep = 0;

'-_0 acoplamento Laplatiano
| G

§ - ]
Tpi1 =] (=) + -

2
¢ o mais utilizado nos estudos de redes de mapas acoplados, Seu nome decorre do fato que

- 0 termo de acoplamento pode ser encarado como a discretizacdo de uma derivada segunda
espacial :

(9(=871) - 2g(20) + 9ol ) (7)

.aagaff ), ‘;‘(g(z(“”) —2g(e) 4 g(a®+0)) | (8)

onde o parametro de rede espacial € igual 2 um: Az = (¢ + 1) — ¢ = 1. Tais derivadas ocorrem
em termos difusivos de equacdes de reacio -difusio.

As trés primeiras escolhas para o micleo de acoplamento referem-se a sistemas com difusao
simétrica, ao passo que o ltimo tipo corresponde a um acoplamento assimétrico. Redes com
" esta caracteristica tém sido usadas para modelar fluxos abertos (open flow lattices).

A fungdo g(z) define a dindmica de acoplamento. H4 apenas dois casos de interesse:

1. Acoplamento Linear: g(z) = z;
2. Acoplamento Futuro: g(z) = f(z).

sendo que o acoplamento futuro tem como vantagens o fato da variavel de estado em cada sitio
permanecer dentro do mesrmo dominio que teria no mapa isolado. de modo que os mapas acopla-
dos na redes continuamn normalizados. Além disso, no acoplamento futuro nds pré-iteramos os
sitios vizinhos (¢ & 1) antes de acoplé-los ao sitio i. Isto fornece uma melhor aproximagio a um
mapeamento estroboscépico de uma cadeia andloga de osciladores a tempo continuo.

A iteragao simultanea dos vizinhos é uma aproximagio melhor do estado corrente da rede,
em relagdo ao simples uso de seus valores no instante precedente. Por exemplo, um acoplamento
Laplaciano futuro é dado por

zi = [(@) + 5(£(@T) - 2£(al) + f(24)). (9)
= (1= () + S(S(25) + f(al*))).

No entanto, poderfamos permutar os processos, primeiro acoplando os valores dos vizinhos e
depois aplicando a funcdo do mapa ao resultado:

e = £ (1= e + Sl 4 240)), (10

6
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Esta substituicio parece nio alterar qualitativamente nenhum dos resultados obtidos com a’
primeira forma do mapa. _
. O caso extremo de acoplamentos nio-locais é o chamado acoplamento global, onde todos os

sitios’ da rede interagem com todos de uma maneira “democratica”. tal que o sitio aco la na
et : ) q

verdade com uma média sobre toda a rede. Por este motivo, este caso também é chamado-de.
acoplamento do tipo “campo médio” [5] ' ‘ e

. ' € N .
o= (1= @) + 5= Y. ). (1),

j=1!j‘-l£"-

Um acoplamento global deste género justifica-se, por exemplo, numa simulagdo computacional’

. de uma rede neural, onde cada unidade (neurdnio) interage com uma grande quantidade (da.

ordem.de 100) de outras unidades. ... _

Néé poderiamos, ainda, imaginar acoplamentos nio-locais que levassem em conta a distancia
de um'sitio a outro na rede, quando fosse computada sua influéncia relativa. Por exemplo, um
tipo de acoplamento néo-local de alcance varidvel, na qual a interacio entre sitios vizinhos decai
com a disténcia na rede como uma lei de poténcia, é dado por:

. . € N’ .. . L
oth = )+ 7 3 < (Fal) ~ 27(0) 4 f(af)), (12)
| =
onéié N'=(N=1)/2, ¢
na) =23 — (13)

o
j=1J

€ um fator de normalizacdo que depende do pardmetro de alcance . Ele vem da observacio que
a somatoria no termo de acoplamento acima é, na verdade, uma média aritmética ponderada de.
parcelas do tipo f{z{~9) — 2f(z())} + F(zl+)y, sendo o fator n{e) a soma dos pesos estatisticos;
correspondentes. Este acoplamento foi introduzj_d(z) por Rogers e Wille [6} para uma cadeia de:
osciladores, e estendido por Viana e Batista para redes de mapas acoplados [7]. ' =
Vamos considerar alguns casos limites desta expressio. Para o = () néds temos quen = N-1,

€ podemos reescrever a somatéria em (12) de modo que obtemos o acoplamento do tipo global:

de campo médio (11). Se o — oo, apenas aqueles termos com 7 = 1 sobrevivem em ambos-
os somatérios. Portanto,  — 2, e somente.os vizinhos mais préximos contribuem para o
acoplamento, resultando no acoplamento local Laplaciano futuro (9). '

O pardmetro de alcance o pode ser qualquer mimero real e positivo. O termo de acoplamento
correspondente '

Nl‘

; . € 1 . . ..
CONeD) = — 3" —(f(2l) - 2f (e} + F(2+)) (14)
??(a) i=1J )
sera identicamente nulo se todos os sitios tém a mesma variavel de estado num certo instante
de tempo: z{” = ... = z{N-D. J4 para um padrio linear, como ) = (x/N)i, o termo de
7



acoplamento também serd nulo para todos os sitios da rede, pois temos Fal-D) = 2f (=) +
'f(:cg"'j)):(W/N)(i—j——2i+i+j)=0. _
E muito dificil, no entanto, dar expressoes analiticas para o termo de acoplamento, exceto
em alguns casos particulares,:como o padréo quadraticamente distriﬁgido 2} = (4/N?)i%.
Neste case, o termo de acoplamento ¢ o mesmo para todos os sitios, se_;i;d}o dependente apenas
de o [7]: o ' : S .
ST N' 2—x
GO P = Eli - o 15
%) = e (1)
cujo valor decresce exponencialinente com a. Ainda que, num instante subsequente, o padrio ja
nio seja mais quadratico, devido & mudanga nos valores dos sitios, podemos esperar que grandes
valores de a devem sempre influenciar muito pouco em termos,do acoplamento. Nés verificameos
isto para um padrio aleatério (com média zero), para o qual o termo de acoplamento é muito
bem ajustado por uma gaussiana, e anula-se quando tomamos uma média sobre toda a rede.

C. Redes de Mapas Acoplados e Equacoes Diferenciais Parciais

E possivel explorar mais a fundo a conexao existente entre redes de mapas acoplados e
equagdes diferenciais parciais, a partir de uma equacio do tipo reagio -difusdo, onde o termo
de reagdo é uma perturbagéo periddica. Vamos partir do seguinte modelo unidimensional para
uma variavel de estado z(y,t) (note que a varidvel espacial é y) [8]

dz 8%z
— = D— + G(t)R(=z 16
o = D + GUIR() (16)
onde D é um coeficiente de difusdo, R(x) ¢ um termo néo-linear de reagao , G(t) é uma funcao
periédica do tempo, que pode ser uma sequéncia de perturbacoes impulsivas com periodo T:
| G(t) = Y_ o(t —kr) o (17}
7 k=0 i

Inicialmente, ihtegrarﬁos"a equagdo num entorno da funcao delta.em t = n7, ou seja, de

nr — € a nT + £. Definimos as seguintes varidveis -

zn(y) = gg% z{y,t =nr—g) z(y)= lx_xgcl, z(y,t = nt +€) (18)
Tomando o limite ¢ — 0, e utilizando algumas propriedades das fungoes delta, obtemos

25 (y) — 2a(y) = Rlza(y)] (19)

Agora vamos ihtegrar a equagao diferencial no intervalo entre dois pulsos t € [nT +e,(n+
1)r — ¢], onde a funcao delta se anula, bem como o termo de reagdo , deixando apenas a parte
linear de difusdo z; = Dz,,. Podemos discretizar a derivada temporal como

- - - 4-.-.4-.mmmmm&&&%%&%@%ﬁﬁé‘&‘%.@‘s.ﬁ‘?‘yt.ﬁ..z.:’f’
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oz m[y,t_(n+1)—s]~—w[y,t-n'r--5] o
(5) e S

onde‘l‘&;l = 7 — 2¢. Fazendo ¢ — 0 teremos

(wyt=nr) ' ' |

ot T

Discretizamos a varidvel espacial introduzindo uma rede unidimensional cujo passo é w, ou
seja, y,= iw,onde i = 0,1,2,... N — 1. As derivadas espaciais sdo discretizadas simetricamente,,. -
da maneira usual ' :

(Bm) _y=(+ Nt —aly=iwt) * 2(y=dwt)—ely=(i-Dw] (22)
(y=iw,t)

By wooo w ’

&))@
9y wmiwg @ [ \OY (y=(i+1)ws) Oy (y=iw,t)

_ zly = (i + Dw, ] — 22(y = iw, t) + z[y = (i — l)w,t]'

. w? (23)
" Definimos a varidvel discreta na rede
| 2O(t) = z(y = iw,t) = 2l = li_l;%m(y =iw,t =nr —¢) (24)
tal que )
: . ot (y=1'w,f=nr) T .
Calculando (23) em ¢ = n7 + ¢ e fazendo £ — 0 obtemos
(321) A (26)
8y (y=iw,1) w2
Combmando as equacgoes anteriores, escrevemos
zia — )~ Ra®) = = [ S+ R) = 220 — 2Ry + 260 4+ RG], (27
D_eﬁmndo uma constante de acoplamento '
= 207 (28)
Cp2 [
bem como a fungdo que representa o mapa nao-linear
flz) =2+ R(z), - (29)
obtemos uma rede de mapas com acoplamento. laplaciano futuro
i i € i~ i '
za = f) + (@) = 2f() + f(6+)). (30)
9




D. Condigdes Iniciais e de Contorno

Sendo um sistema espacialmente extenso, uma rede de mapas acoplados prec1sa de condigdes
de contorno adequadas (nos extremos darede: i=0ei= N —1) 3

1. fixas: #{® = a,2(V-1 = b, onde usualmentea = b=10;
2. periddicas: :c(°) = z{M), ou em geral 2 = z{*+N) para todo i (mms ut:hza.do)
. 3. livres: :c(O) e a:(N 1) podem ter qualsquer valores; |

4. mistas: uma extremidade fixa e outra livre;

Devemn ser também espec1ﬁcadas condxgoes iniciais em n = 0 para a rede. Dentre as dwersas '

escolhas possiveis, destacamos as sL,Eumtes

()

1. perfil constante: z;’ = const.;

2. perfil senoidal: z{) = A + Bsin(2ni/N);

3. perfil gaussiano: z{) = C exp(—(i —73/N);

() _

4. perfil aleatério: zy’ = niimero pseudo-aleatdrio dentro de um certo dominio, como [0, 1].

Certas caracteristicas, como veremos, dependem desta escolha. Qutras nio, razio pela qual os
perfis iniciais aleatérios sdo preferiveis em muitas aplicagées .

III. DINAMICA DE PADROES ESPACO-TEMPORAIS

Neste capitulo vamos dar uma idéia geral sobre alguns dos tipos de padrdes espago-temporais
que tem sido estudados em redes de mapas acoplados nos dltimos quinze anos. Vamos comegar
esta abordagem estudando uma rede- de mapas do circulo ¢ — 8 € (-, +7] dado: (implicita-
mente) por

sin(f, + 27 3)
2a + cos(f, + 27 3)’

tanf,, = (31)
ondea >0 el < 8 < 1. O mapa acima foi introduzido por Ding [9] para descrever um
sistema com ciclo limite perturbado impulsivamente por pulsos periédicos, e por este motivo
nds o chamaremos de “mapa prototipico”. Mais & frente, empregaremos este mapa para estudar
efeitos coletivos de sincronizagao de osciladores perturbados. No capitulo 5, nds veremos com
detalhes como este mapa é obtido a partir de um sistema a ciclo limite.

O acoplamento a ser considerado sera de alcance varidvel, e com a funcéo do mapa aplicada
ao sitio apds o seu acoplamento com todos seus vizinhos (vide Eq. (12)):

$9n+1 =f ( )

Z (0= — 208) 4 gli+9) )) . | (32)

10
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Nés analisaremos dois casos extremos relativos a este acoplamento, o caso local, coma =5, e
o caso global, com o = 0. _ '
Vamos considerar um perfil de condices iniciais na rede na forma senoidal

z$) = 0,5+ 0,4sin(2mi/N), (33)

Este perfil influencia o padrdo exibido pela rede, mas ndo altera as caracteristicas bdsicas a
serem estudadas. Também adotaremos condicdes periédicas de contorno. '

A. Comportamento do mapa isolado

0 ”ciomportam‘ento temporal do mapa

sin(6, + 274)
tand,.; = ; 34
P = 5 + cos(f, + 27 3) (34)

foi estudado por vdrios autores [9,10]. Seu espaco de pardmetros apresenta duas regides dis-
tintas. Se ¢ < 1/2 o mapa & inversivel, linear por partes para ¢ = 1/2, e ndo-inversivel para
a > 1/2. Os seus pontos fixos #* séo dados por

sin§" = S sin 273, (35)
2a

cuja estabilidade depende do médulo da derivada | f"(ﬁ*)], onde

rian 14 2acos(d + 27 3)
F18) = 1+ 4a? + 4acos(d + 2r3) (36)

O espaco de pardmetros a x 3 apresenta duas regioes bem distintas, de acordo com o valor
de a. - o
(i) Regige “fraca” (a < 1/2): o mapa exibe comportamentos periddico e quasiperiédico car-
acteristicos de mapas do circulo. Para caracterizé-los, usamos o nimero de rotacio {winding
number), definido como '
L f"(6o) — b0

w = — lim
D n—=co n

(37)

Se o mapa for um difeomorfismo (i.e., se f(6) tem uma inversa continua e diferenciavel /e,
entdo o limite acima existe, e o valor de w nio depende da condicdo inicial fq. Uma dérbita
periddica de periodo @ (onde @ é um inteiro positivo) é caracterizada por um valor racional
para o mimero de rotagdo w = P/, onde P é um inteiro positivo co-primo a ). Uma drbita
quasiperiddica, por outro lado, caracteriza-se por ter um nimero de rotagdo irracional.

Se a = 0 0 mapa se limita a uma rotagao rigida § — 6 + 3. Neste caso o conjunto de valores
de 3 que levam a érbitas periédicas tem medida de Lebesgue nula. No entanto, se ¢ > 0,
ocorre que mais de um valor de 8 podem fornecer uma érbita com mesmo nimero de rotacio
(racional) - isto é conhecido como mode-locking ou entrainment (eu desisti de procurar uma

11




traducédo para estes termos) No espago de parametros, esta regido aparece na forma.de linguas
(“linguas de Arnold™).

(i1) Regido unimodal (a > 1 / 2 ) © mapa nio é mais inversivel, pois é unimodal, ou. seja, tem
extremos dados por- B S

9 . l(l1»;2ﬁ)7r:tarccos(21) o - (38)

‘Para a > 1/2, as linguas de Arnold’ correspondentes a compmuamentos perlodlcos se interpen-
etram, de modo que nesta regido nio mais existe comportamento quasi-periédico.- -Devido a ser
unimodal, no entanto, o mapa pode apresentar comportamento cabtico devido a cascatas de
bifurcac¢ao .com duphca.gao do permdo, a la Feigenbaum.
De fato, tomando a regido do- espago de pardmetros com § = 0, 315.¢ o intervalo 0, 540 <a<
"0, 610, podemos observar-uma cascata inversa de duplicagées do periodo {Figura 1). A primeira
blfurcaga,o ocorre para a ~ 0,605 (nio mostrada na figura), e inicia uma cascata inversa cujo
ponto de acumulacio ocorre para a = 0,540. A partir dai, a dindmica é predominantemente
 cadtica, intercalada com janelas periodlcas Nés deixaremos de falar no nimero de rotacao nesta
regido do espago de pa.rametros j3 que o limite na Eq. (37) ndo tem um valor bem-definido
num regxme cadtico. ' | ' '
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FIGURES B

-----

-2 1 0 1
0.5 0.52 0.54 0.56 0.58

FIG. 1. Diagrama de bifurcagées para o mapa prototipico com 3 = 0,315

B. Duplicagdo de Periodo na Rede com Acoplamento Local

' Uma técnica muito ttil para a visualizagdio dos padrdes espago-temporais exibidos por uma
rede de mapas acoplados é o diagrama amplitude-sitio. Nés registramos, apés um dado tempo
n = m = 5000 (apds descartar, para decaimento dos transientes, as 1000 primeiras iteragdes ),
dezesseis padrées (), com i = 0,1,2,... N — 1 e m = 5000, 5001, ... 5016, que sio por sua vez
todos graficados simultaneamente no diagrama. Isto permite observar a presenca de drbitas
com periodos até 16 mapas acoplados na rede.

0.95 -

09 ~

f
0% a5
08 - _ ]

0.75 -

0.7

0 20 40 80 80 100
1

FIG. 2. Diagrama amplitude-espaco para a = 0,610
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. Na figura 2, consideramos o caso em que a = 0,610 e § = 0,315 (este dltimo valor serd
mantido constante, de acordo com o diagrama de bifuragdes da Figura 1). Tomaremos & = 9
(acoplamento local) e € = 0.01 nos gréficos a seguir. O mapa isolado terd um tinico  ponto
. fixo ¢* = 0,852 estavel (pois |f'(6*)] = 0,972 < 1). Vemos que, para uma rede de 100 mapas
 jdénticos acoplados, todas as condicdes iniciais sdo atraidas para este pontd fixo apés um certo
tempo, e o padrio observado é uniforme. B §

15 -

e(l‘)

05

ol

0 20 40 60 80 100 y
i

FIG. 3. Diagrama amplitude-espago para a = 0, 580

Na figura 3, onde tomamos a = 0,580, podemos observar methor a influéncia do mapa
isolado no comportamento coletivo da rede. Isoladamente (ou seja, para € = 0} cada mapa
apresentaria uma érbita estivel de periodo 2 8 = 0,64, 07 = 1,04, que repete-se na rede por
muitos sitios adjacentes dentro de um dado dominio. Dentro de um dominio, os sitlos sdo
espacialmente correlacionados, apresentando um certo grau de invariancia translacional.

1.5

a®

0.5

0 L n 1
0 20 40 80 80 100

FIG. 4. Diagrama amplitude-espago para a = 0, 560
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Dois dominios adjacentes sio separados por paredes de dominio, formados por dois tipos de
estrutura, um kink e um anti-kink.. Na terminologia convencional, um kink é uma parede
.ascendente (no sentido de i crescente), ao. passo que um anti-kink é no sentido descendente.
“Um par kink-antikink forma-se nas vizinhangas de uma érbita instdvel do mapa isolado; eisua, -
Iocahza,ga,o na rede depende das condigdes;iniciais escolhidas. No caso da figura 3, a érbita -
mstavel fica em 6* = 0,913, que provém naturalmente da orbita de periodo 1 que, antes da
bxfurcagao era estdvel. :

o

J

o 20 .40 . 60 80 100
i

FIG. 5. Diagrama amplitude-espaco para a = 0, 555

Dominios de periodo 4 séo vistos na Figura 4 (a = 0,560), juntamente com dois dominios
de periodo 2, e todos eles separados entre si por paredes localizadas nas vizinhangas do ponto
fixo instavel 0 ~ 0,961. Os dominios de periodo 2 tém mapas cujos valores da amplitude 61
situam-se aproximadamente nas posicoes da érbita de periodo 2 antes da bifurcagdo (comona
figura anterior). Neste caso, no entanto, esta érbita seria instével para o mapa isolado, devido
a bifurcagao ; o que mostra que o efeito do acoplamento pode “estabilizar” uma drbita instavel,
o que também explica a presenca das paredes de dominios préximas a pountos fixos instaveis.

Este também € o caso da Figura 5, com a = 0, 555. Para, este valor de a, os mapas isolados
apresentariam uma érbita estavel de periodo 8. No entanto, dependendo das condicdes iniciais
escolhidas, sitios adjacentes podem ter érbitas com diferentes fases. Por exemplo, no sitios = 45
poderiamos ter o 8-ciclo {63, 65,8;,...0%}: e no sitio vizinho ¢ = 46, terfamos {67, 05, ... 62,65},
devido as condigdes iniciais diferentes para ambos. "

15
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- FIG. 7. Diagrama amplitude-espago para a = 0,540 - .
|

Quando o sistelna fosse a,copla,do (¢ # 0), esta tendéncia persiste, formando os dominios de
. sitios com a mesma fase do ciclo. No entanto, devido ao acoplamento, que é um efeito difusivo,
- os kinks sfio “suavizados”, e estendern-se por diversos sitios. Em sucessivas iteracdes do sistema,
os kinks e antikinks trocam de posigoes , formando uma espécie de nodo .estacionério centrado
numa 6rbita instavel de periodo 27, que por sua vez é estabilizada pela acio do acoplamento
[8]. Um comprimento de onda espacial poderia ser definido de maneira nao-rigorosa como a
distancia minima de correlacio entre sitios dentro de um dominio. Observamos, neste caso, que
os comprimentos de onda espaciais também decrescem quando hd uma duplicagao de periodo
na rede.

Os mapas isolados apresentam comportamento cadtico com duas bandas para ¢ = 0,552
(Figura 6), e por este motivo poderfamos esperar também um comportamento cadtico para

16

i

e

cececccceccecOe et OaR TR Y




ﬁﬁﬁ%ﬁ%i%%ﬁ%ﬁ%%5&%15153%%%3%%%%%%%3@%3iiiil%%@

»53%

boa parte da rede de mapas acoplados. No entanto, simplesmente pela ﬁgura. 6 nao € possivel
checar esta afirmacio , visto que podemeos resolver érbitas de periodo méximo 16. Isto poderd

 ser feito com o auxilio dos expoentes de Lyapunov para a rede, o que serd visto no. préximo
"fcap1tulo De fato, todos os mapas nesta, s1tua,gao comportam-se caoticamente (vide F}g 11)

5000 e
4000
" 3000

2000

0 20 40 60 80 100

FIG. 8. Diagrama espago-tempo para a = 0, 552. Se a amplitude é maior ou igual a 8*, o pixel é
azul, caso contrario, amarelo

- E possivel observarmos também na Figura 6 uma quebra na invariincia translacional dos
dominios grandes. No entanto, mesmo perdendo correlagdo no seu interior, os dominios con-
tinuam “ancorados” na rede, ou seja, ndo se movem. Nés podemos visualizar este fato num

~diagrama espago-tempo (Figura 8), no qual a amplitude dos sitios acoplados 8{) é graficada
- segundo a seguinte regra: se () < #* o pixel (n, t) é pintado de azul; caso contrério, é pintado

de amarelo, onde 6~ = 0,982 ¢ o ponto fixo (instével) de periodo 1 do mapa isolado (esta escolha

' € um tanto arbitraria). Na figura 8, um pixel é graficado a cada 64 passos temporais. Podemos

observar que os dominios maiores, em azul,'nio movem-se na rede para este caso. Este'é um
exemplo tipico do que Kaneko denominou padrio aleatério congelado (frozen random patiern).

17
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FIG. 9. Diaéi‘ama espaco-tempo para a = 0,540. Se a amplitude é maior ou igual a 6%, o pixel é '

azul, caso contrario, amarelo
.

Finalmente, na figura 7, obtida para a = §, 540 (que, para um mapa isolado, ainda significa

- comportamento cadtico, ainda que na vizinhanga de uma janela de periodo 3), podemos observar

que a estrutura de dominios separados por pares kink-antikink nio mais ocorre, j& que ndo ha
mais fases bem-definindas para as amplitudes em diferentes partes da rede, ou seja, ndo é mais

_ possivel distinguir um 2-ciclo do tipo {o, 01,600, 8;,. - .} de outro semelhante porém defasado

{0:,00, 01,8, ...}. Embora ndo haja correlagio espacial alguma, ndo se descarta a possibilidade
de observamos mapas com comportamento periédico. Isso ndo seria surpreendente, levando em
conta que o efeito do acoplamento sobre um dado mapa é equivalente ao de um termo externo
varidvel no tempo 0,41 = f(8,) + &.. Este termo externo pode fazer com que o0 mapa sala do
comportamentd cadtico, ou entre nele, de acordo com a sua posi¢io no espago de parametros.
Esta abordagem foi usada por Shinbrot [5] numa proposta de método de “controle de caos” em

redes globalmente acopladas, De fato, a andlise dos expoentes de Lyapunov mostra que mais

da metade dos sitios apresenta expoente negativo, e ndo sdo cadticos (vide Figura 12).
Isto pode ser visto também na Figura 8, que é o diagrama espagostempo construido da
maneira descrita anteriormente. Podermos observar um comportamento itinerante dos dominios,

. que aparecem, desaparecem, € reaparecem em outros lugares, com o passar do tempo. Estes

processos sdo provocados por colises entre paredes de dominios. Quando duas paredes colidem
elas se aniquilam, provocando a coalescéncia dos respectivos dominios, ou seja, a criagio de um
dominio maior. No limite deste processo, a rede tenderia a um padrao uniforme, dependendo
do valor de a.

IV. ESPECTRO DE LYAPUNOV

Do ponto de vista da dindmica nao-lirear, uma rede com N mapas unidimensionais acopla-
dos é equivalente a um grande sistema dinamico com N dimensoes, ou um mapa N-dimensional:

%, = Fo(2®, 20,2, V1)
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3"35321 = F1(z{", 2V, 2P, . 2Ny |
Tngy = Fa(2l®, s, @, .. V-1 L (39)

n

i = Fazi(eld, 2,2, . 2V-)

(40)

~ Os expoentes de Lyapunov caracterizam o quanto uma pequena distancia no espacgo tangente ao
" espago de fase das varidveis dindmicas ird ser ampliada (ou reduzida). Um mapa N-dimensional -
¢ definido num espaco de fase N-dimensional, de modo que nele hd N dire¢des independentes.
"Correspondendo a cada uma delas hd um total de N expoentes de Lyapunov ordenados \; >
A2 > ... AN, que formam o chamado “espectro de Lyapunov”. :

Sendo assim, a teoria dos: sistemas dinimicos [11] nos ensina que devemos primeiramente

ccalcular o produto ordenado de n matrizes jacobianas do mapa N-dimensional (uma para cada

instante de tempo)

An=013...3, 13, =[] 3, (41)

=1
onde as componentes das matrizes jacobianas sao dadas por

oF;

(Jn),'j = '5;53_) : (42)

Os expoentes de Lyapunov ); sio dados pelos logaritmos dos autovalores da matriz A,

acima definida dividido pelo nimero n de iteragoes , e fazendo-se este niimero tender a infinito.

Cada expoente esta associado a um autovetor u;, ou autodirecdo , correspondentes a estes
autovalores: ' S

n—oo

M = lim (-Tl;) In ||An.wi]. O 43)

A. Espectro de Lyapunov para acoplamento local

Consideremos, inicialmente, o caso de uma rede de mapas com acoplamento laplaciano

" futuro

€
2

Neste caso, podemos escrever a matriz jacobiana a cada instante de tempo como o produto
Jn = F,D, de uma matriz diagonal (proporcional & matriz identidade)

zhly = (1 - € f(eD) + =(f(2l=) + f(2li+hy), | (44)

Fij = f'(z{7)8;, (43)

por uma matriz de difusao
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| D;; = (1 - 5)51'3' + %(5i.j+1 + 5i.j-1)a : | | | (46)
de modo que'_
= 3" Dif'(20)éy;. o - 47
=1 o
oy, em cornponentes,
(1-)f (e /(=) 0
£F(E0) (- ) 1) |

Gaz=1 7.0 ) ( (48

B woo ' 0 gf (m'Sl ))

S U R G- afEM)

O expoente maximo de Lyapunov ), caracteriza a taxa com que um deslocamento pe-
queno arbitrariamente escolhido é amplificado. Como a rede de mapas acoplados ¢ um sistema
fechado, o teorema de Pesin nos [11] que a soma dos expoentes de Lyapunov positivos, que
fornece a taxa de amplificacio de uma bola N-dimensional infinitesimal, é igual & entropia de
‘Kolmogorov-Sinai, ou KS-entropia. Num sistema espacialmente extenso como o nosso, séo mais
iteis quantidades intensivas, ou seja, que sdo divididas pelo tamanho da rede. Desta forma,
nos interessara a densidade de KS-entropia, dada por

he= 5 2 M | (49)

B. Espectro de Lyapunov para acoplamento dependente do alcance

Vamos considerar, agora, o caso mais geral de um a.coplamento totalistico que leve em conta
a dlStELIlCla entre vizinhos, na forma da Eq. (12)

Si’H e+ 25 _Z S - 270+ Sl (50)

onde N' = (N — 1)/2 e n(a) = 223__13' @,
Os expoentes de Lyapunov séo calculados da mesma forma que no-caso anterior, por meio das
expressoes (43) e (41 A diferenca consiste no caiculo dos elementos de matriz das jacobianas

(42)

_0al)y _0/GY) e & 1[5l ™) afel) | 05t

Jn);; = = : — — — . - .
)i oz Az Ni=1J% ozl 9z acy

(51)
onde [12]
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(1 —e)f'(=)) se k=1
9f () _ n(aw_kta s Pa¥)  seli- K <N SR )

oz
Wf( (M) se |i — k| > N,

onde os primos denotam denva.gao em relagdo ao argumento, e levamos em conta condlgoes
periédicas de contorno zf = z{i*N) ;- B

Por exemplo, numa rede com cinco mtms (N = 5) as matrizes jacobianas:tém, em cada
instante de tempo, a forma

(1 —g)f) g, F £af® g, f19) e f'®
af® (1- £) ff(?.) g1 18 gy fr4) g2 f®) .
J = Ezf.r(l) 51f1(2) (1 _ E)fl(s) Elff(ei) ng'(s) ’ (53)
E2f’(l) 52ff(2) Elf’(‘?‘) (1 — 6)]”(4) Elf’(ﬁ)
£ ff(l) €9 f'(z) £g f!(a) e fY (1—¢) ff(s)
onde
£ &y

- =, 34
€1 (@) €2 a | (54)

O calculo numérico destes expoentes ¢ dificultado pelo fato de termos de calcular autovalores
de produtos de muitas matrizes que, em geral, ndo sio diagonais. Uma excegio notével é o
caso de fluxos abertos, onde o acoplamento é unidirecional. Neles, as matrizes jacobianas sio
triangula.res superiores ou inferiores, e seus autovalores sdo os préprios elementos diagonais. Em
geral, porém, o produto de muitas matrizes fornece nimeros muito grandes e coITemos o Trisco
de cair em erros de overﬁo'w antes mesmo de tirar os autovalores. Ha diversas rotinas numéricas
para determinar autovalores de matrizes arbitrariamente grandes, usando reducao & forma de
Hessenberg e balanceamento [13). Temos usado um nimero modesto de tempos; da ordem de
n = 30, que no entanto ja nos colocou quase no limite da capacidade de processamento

Como um exemplo, vamos retornar ao caso de redes de mapas do circulo- (prototlplcos)
acoplados, que vimos no capitulo precedente Na Figura 10 consideramos o mesmo caso da
Figura 5, onde ¢ = 0,555,8 = 0,315,a = 5,¢ = 0,01. De acordo com a' cénstatacio de
que existem apenas mapas com comportamento periédico, vemos um espectro onde todos os
expoentes de Lyapunov sao negativos. A densidade de KS-entropia h,, seré nula neste caso.
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FIG. 10. Espectro de Lyapunov para uma rede de mapas do circulo prototipicos com a = 0,555 e
b=0,315

Na Figura 11, consideramos o mesmo caso da Figura 6, para a qual @ = 0,552. Todos os
expoentes do espectro sdo positivos, resultado numa densidade ‘de KS-entropia da ordem de
0,2. J4 na Figura 12, correspondente a a = 0,540 (vide Fig. 7), cerca de um tergo dos sitios
apresentamn expoentes positivos, e a densidade de entropia é ligeiramente maior ~ 0,25 que no
caso anterior. A conexdo destes resultados com os respectlvos dla.gra.mas sitio x amplitude ja
foi abordada no cap1tulo anterior.
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FIG. 11. Espectro de Lyapunov para uma rede de mapas do circule prototipicos com ¢ = 0,552 ¢
b=0,315 ' '
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FIG. 12. Espectro de Lyapunov para uma rede de mapas do circulo prototipicos com a = 0,540 e
b=0,315 _ .
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V. SINCRONIZAGCAO EM REDES DE MAPAS ACOPLADOS

O fenémeno de sincronizagio foi descoberto em 1673 por. Chrlstla,n Huyghens para oscilagées
harménicas de dms péndulos mecanicamente acoplados - ‘no.caso, dois reldgios de péndulo fix-
ados num mesmo suporte que, com o passar do tempo ‘sincronizaram suas oscilagbes . A
sincronizagio de sistemas periédicos no tempo tem vamas aplicacdes em sistemas fisicos e
biologicos. Certas espécies de va.galumes por exemplo, piscam coletivamente com o mesmo
periodo, dev1do a um processo de sincronizagio que as faz ajustarem seus préprios ritmos [14].

Redes de junges Josephson acopladas tem sido usadas como padrdes confidveis de medi-
das de tensdo elétrica, amplificadores paramétricos, e geradores de ondas milimétricas. Estas
jungbes quanticas supercondutoras tém uma distribuigéo das suas frequéncias naturais, dev-
ido a flutuagbes em seus pardmetros microscépicos, como resisténcias e limiares de corrente:
Quando acopla.da.s as jungbes podem superar a desordem em suas ‘requéncias raturais e sin-
~ cronizar, fornecendo uma poténcia de saida que cresce com o nimero de jungdes da rede [15]
Outros exemplo, ainda, poderiam incluir o comportamento coletivo de células especwhzadas
no coragdo do tipo marcapasso pacemakers, devido & sua mitua sincronizacio .

Podemos distinguir dois tipos bésicos de sincronizagio :

(i) Sincronizagdo de Frequéncias: é o ajuste miituo das frequéncias de osciladores periédicos,
devido  interagao fraca entre eles;

(ii) Sincronizagdo Completa (ou de Fases): ocorre devido a uma interagio forte entre elemen-
‘tos de uma cadeia de sistemnas ca6ticos idénticos, cujos estados coincidem, ao passo que suas
dindmicas temporais permanecem caéticas [16].

Nds nos limitaremos, nesta exposicio , a estudar sincronizagio de frequéncias que ocorre
em cadeias de osciladores com ciclos limites forcados impulsivamente que podem ser descritos
por uma rede de mapas prototipicos acoplados.

A. Cadelas de sistemas a ciclos limites

Sistemas dinamicos com ciclos limites apresentam estados assintéticos no espaco de fase
caracterizados; para certos valores de seus parametros, por curvas fechadas suaves, associadas a
oscilagGes regulares das varidveis do sistema. Sistemas a ciclos limites ocorrem no modelamento
matemético de osdilacbes com relaxagio , como a equacao de Van der Pol, e também sao uteis
como modelos fenbmenol6gicos para estudos da dinimica cardiaca a baixas dimensoes. Na
cinética quimica, d Brusselator forcado e modelos correlatos ; e na eletronica, certos osciladores
com resisténcia negativa também séo exemplos de sistemas a ciclos limites.

Vamos investigar o comportamento de sistemas a ciclos limites na presenca de uma per-
turbagdo externa periddica. Quando a perturbagio é uma sequéncia de pulsos tipo funcdes
delta de Dirac, é possivel estudar o sistema usando um mapa de baixa dimensio. Nés estare-
mos interessados em saber comno tais osciladores se comportam quando acoplados. Gostarfamos
particularmente de determinar sob que condicdes eles sincronizario em frequéncia.

Desta forma, cadeias de osciladores a ciclos limites sujeitos a perturbagdes externas impul-
sivas poderiam ser convenientemente descritos por redes de mapas acoplados. O sistema a ciclo
limite a ser considerado, é dado (em coordenadas polares planas) por
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dr

— = — 2 : .
prike sr(l —r%), (55)
df ) :

onde —7 < 8§ < 7, e s > 0.6 um coeficiente de amortecimento. 0 <0 < 1 ¢ uma frequéncia
natural para o oscilador. Ele apresenta um ciclo limite estdvel com raio igual a.um, e um ponto
fixo instével na origem (o que caracteriza um oscilador “suave”) (cf. Fig. V A)

i 1 initial condition ¥ 1

limit cycle

phase point

r L7

& )

unstable focus

g L .
F1G. 13. Ciclo limite de um oscilador suave no plano de fase (2, y). Duas trajetérias, iniciando em
condigoes iniciais diferentes, sao mostradas '

Perturbando este sistema com uma sequéncia de pulsos do tipo funcio delta na.direcio x,
com amplitude 2a > 0 e frequéncia b € (0,1] nds reescrevemos as equagdes anteriores como

‘de e
; E = s.r(l — yz) ~ yfl +.2a ngm 6(t — 27mb), : (87)
: |

Um mapa estroboscépico {a tempo 2xb) pode ser obtido a partir das equagdes acima da
seguinte forma: sejam r, e 8, as varidveis radial e angular imediatamente apés o n-ésimo pulso

delta (Fig. 14). '

T = li_% r{t = 2rnb + ¢), (59)
0, = lim8(¢ = 2mnb + ¢). (60)
e—0
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. FIG. 14. Definigio das varidveis do mapa estrohoacopico. O forgamento externo consiste em. uma
sequéncia periddica de pulsos do tipo fungio delta.

A integragio destas equacdes € efetuada em duas etapas: entre dois pulsos sucessivos (onde nao

'_hé perturbagdo , portanto a solugao é simples); e através do entorno de uma funcio delta (onde
calculamos o salto de ambas as varidveis) [9]. Resultard um mapa bidimensional dissipativo:

2.1 = [r} cos(, + 27b02) + 2a}* + +r3? sin’ (0, + 27bQY), (61)
r= sin(@, -+ 27b})
= —= 62
tan fnt1 2a 417 cps(@n + 27b2)’ (62)
onde |
Tn '
= 73 (63)

[r2 4 (1 — r2) exp(—47sb)] .
indica o valor de r imediatamente antes do (n + 1)-ésimo pulso.

- Q parametro s é o inverso do tempo de relaxagao, quando o pulso delta levaa trajetoria para
fora do ciclo limite ndo-perturbado. No limite de rdpida relaxagao (s = o), cada pulso desloca

" a trajetéria para fora do ciclo limite, mas ela retorna imediatamente, ou seja, radialmente (e

sempre antes do préximo pulso ser aplicado, veja a Fig. V B). Neste caso limite v} —.1,ea
equacio (62) reduz-se a um mapa do circulo 8 — f(#), com f: (—m, 7} = (—7, 7}, na forma

tan Opy1 = .
A Tntl = 50 ¥ cos(8, + 2mbQ)

Fazendo 8 = bQ obtemos o mapa prototipico de Ding, cujas propriedades foram discutidas no
capitulo 3.

B. Redes nao-homogéneas de mapas prototipicos acoplados

Vamos considerar, novamente, o tipo de acoplamento com alcance variavel da Eq. (12}
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09, = 7[00+ ¢ NS 1 iy _ g0 4 g} (65)
D=7 {09+ =5 (06 — 200 4 gfi* 65
PO n(e) ?:: o o )_ .

onde p{a) = 2):51.\.2_ nf J 7% é um fator de normalizacio, e > 0éa mtensn:lade do acoplamento,
a > 0 é o parametro de alcance e 0 mapa do circulo f(8) é dado pori(64).

FIG. 15. Visio esquemética da trajetoria do sistema a ciclo Iimite perturbado, no limite de ripida
relaxagio

Lembremos que, para a = 0, obtemos o caso de acoplamento global do tipo campo médio,
no qual cada sitio é influenciado pelo efeito médio de todos o sitios da rede. Se a — oo apenas
os termos com j = 1 sobrevivem nas somatorias, e somente os sitios vizinhos mais proxunos_
contribuem para o acoplamento, resultando no acoplamento Laplaciano local.
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FIG. 16. Perfis do nimero de rotagio para uma rede com N = 100 mapas prototipicos acoplados
com @ = 0.4 e b = 1.0. As frequéncias naturais Q) tém uma distribuigio aleatéria e uniforme. Os
pardmetrps de acoplamento sio @ = 0 e: (a) ¢ = 0.90, (b) € = 0.70, (¢} ¢ = 0.50, (d) ¢ = 0.01.

Nés consideraremos que dois ou mais mapas estardo sincronizados em frequéncia, se seus
nimeros de rotagao forem iguais, a menos de uma dada tolerancia. Para os mapas acoplados,
serd mais conveniente trabalhar com a seguinte expressao para o numero de rotagao do i-ésimo
- sitio: ©

no qual mp = 1000 é o nimero de iteracoes transitérias. O conjunto dos numeros reais w),
com: =0,1,2,... N -1, define um perfil de nimeros de rotacio . Na auséncia de acoplamento
(e = 0), e sem nao-linearidade (sem forca externa) {¢ = 0), os nimeros de rotagao reduzem-se
4s frequéncias naturais Q) dos osciladores individuais. Nés consideraremos o caso no qual cada
mapa tenha um valor diferente de (), aleatoriamente escolhido entre 0 e 1.
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FIG. 17. Pa,rémetrordeL ordem para uma rede de mapas acoplados com condigbes periédicas de
contorno :

Neste caso teremos dois processos basicos competindo entre si: (i) a frequéncia natural
1, que ¢ fixa no tempo para cada oscilador, mas é aleatoriamente distribuida ao longo da
rede, tende a trazer o nimero de rotagio para um valor racional ou irracional com o mesmo
grau de aleatoriedade; (ii) a difusdio causada pelo acoplamento espacial tende a suavizar efeitos
individuais causados pelas frequéncias naturais, e faz com que conjuntos de mapas fiquem com
o mesmo periodo. A competigéo entre estes fatores pode levar & sincronizacio , caso a difusio
venga a desordem congelada das frequéncias naturais. Nés desejamos saber como os pardmetros
que caracterizam o acoplamento infiuenciam nesta disputa.

Para levar a cabo esta tarefa, necessitamos definir algumas grandezas que caracterizem
a sincronizagio dos mapas. Observamos que, devido & distribugédo aleatdria e uniforme das
frequéncias naturais, para acoplamento suficientemente forte, todos os sitios da rede tendem a
sincronizar num nimero de rotagio comum que tende ao valor b/2. Desta forma nés podemos,

. dado um perfil do ndmero de rotacio . calcular o seu valor médio < w >= (I/NYY;wl) e a

dispersao (desvio gquadritico médio)
._ 1 N-1 1/2
bw = N 1 S (- < w >)? ' (67)

=0

em torno deste valor. . o

Na figura 16 mostramos uma série de perfis do nimero de rotagao-, obtidos a partir de um
acoplamento globdl com (a = 0) e diferentes valores da intensidade do acoplamento €. Para
acoplamento forte nés podemos observar a sincronizagao de todos os sitios da rede no valor
< w >= 0.5, com uma dispersio menor que 10~%. Quando a intensidade do acoplamento
decresce nés observamos a quebra deste estado uniforme em alguns locais, que tornam-se mais
numerosos & medida em que ¢ fica cada vez menor; mas ainda tendo muitos agrupamento de
estados sincronizados (platés). Para acoplamento muito fraco, o nimero destes platds é baixo,

© mas com a mesma tendéncia anterior, e com uma dispersio alta, da ordem de 20 porcento.

Outro diagnéstico de sincronizacio é parametro de ordem introduzido por Kuramoto [17].
Seja 6%, (i = 0,1,2,... N— 1} o padréo da rede no instante n. O parametro de ordem complexo

¢ dado por (veja a figura 17)
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b= R = L NZ p(i0). (68)

Para ca,da. instante n, o pardmetro de ordem ¢ a. rnedla das fases €'’ para cada sitio da rede.:
" Supondo um estado totalmente uniforme (que necessa,namente implica em total smcromzagao -

), onde 6 = 61} = ... = §(N-1} = §, = const., entdo o pardmetro de ordem tera magnitude

‘igual a 1 (para. todos 0s mstantes) e argumento lgual a 8,. Por outro lado, suponha um padrio,
onde as ainplitudes 857 estejam completamente nao-correlacionadas espacialmente, de forma . .

‘que, quando € feita a m.edxa, das respectivas fases sobre a rede, tenhamos
=45} ; . . ;
ip = <e"’"J > = < cos Y >, +1< sin %) >, =0 (69)

- de forma que, para estados ndo-sincronizados como estes a magnitude do pardmetro de ordem
se anula.

De maneira geral, no entanto, hd quase sempre uma certa correlagio espacial entre sitios,
_mesmo que nio haja sincronizagao entre eles; assim como nao é necessario que as amplitudes
f sejam iguais para que os respectivos mimeros de rotagdo o sejam, de modo que os casos
vistos acima sdo extremos. Estados sincronizados normalmente apresentam um valor fixo da
magnitude R, préximo de um (para redes infinitas); ou flutuagées em torno deste valor para
redes finitas, sendo a amplitude destas flutuages proporcional a 1/+/N, onde N é o tamanho

da redé. J4 estados nao-sincronizados apresentam tipicamente oscilagdes de R, em torno de -
um valor baixo, com periodicidade complexa. No entanto, ndo esperamos a presenga de caos:

deterministico nestas oscilagdes , visto que hd um certo grau de correlagio espacial mesmo na
“auséncia de sincronizagao . .

A figura 18 apresenta a série temporal da magmtude R, do parametro de ordem e o espectro

de poténcia correspondente, para os mesmos pardmetros da figura 16. Quando a maioria dos

sitios da rede estdo sincronizados, R, apresenta oscilagdes regulares, caracterizadas por um:
pequenc ‘nimero de picos esbeltos nos espectros . .correpondentes. A quebra deste estado ¢,
seguida por uma complexidade crescente nas oscﬂagoes de R, cujos valores médios decrescem, .
e com vérios picos de frequéncia adicionais nos seus respectivos espectros, indicando a presenga: '

de muitos harmonicos em suas oscilagdes .
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FIG. 18. Magpitude do parimetro de ordem e espectros de poténcia correspondentes para os
mesmos parametros da figura 16: o =0 e (a) e = 0.90, (b) € = 0.70, (c) € = 0.50, (d) ¢ = 0.01.

“Nas figuras 19 e 20, mostramos perfis dos mimeros de rotacio , as magnitudes do pardmetro
de ordem e os respectivos espectros de poténcia para o = 3, que ja configura um acoplamento
praticamente apenas entre os vizinhos mais préximos. As diferengas com o caso de acoplamento
global sdo grandes, j4 que mesmo para acoplamento forte (e alto) nds temos apenas alguns platos .
de sincronizagéo , o que gera flutuagdes irregulares em R, com um espectro ruidoso e sem picos
distintos de frequéncia. ' " '
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FIG. 19. Perfil do nimero de rotagio para uma rede de N = 100 mapas prototipicos com a = 0.4
e b= 1.0. As frequéncia naturais Q) tém uma distribuigio aleatoria e uniforme. QOs parimetros de
‘acoplamento sio o = 3 e: (a) € = 0.90, (b) € = 0.70, (c} € = 0.50, (d) e =0.01.

Para intensidades menores do acoplamento (veja as figuras 19 e 20) a situagao é similar, comn
um crescimento da dispersiao dos mimeros de rotagao , ainda que estejamos vendo alguns platos
pequénos (equivalendo a menos de 5% de toda arede), a mesma observacio sendo valida para
os espectros correspondentes. Para acoplamento pouco intenso, a distribuigdo dos mimeros de
rotacio é semelhante aquela para o acoplamento global, como esperado. Comparando as figuras
18 e 20 nds vemos a mesma estrutura no espectros das flutuagoes dos pardmetros de ordem em
ambos 0s €asos. ) j

Para acoplamentos locais a influéncia relativa da difusio na rede é pequena, néo sendo tipi—
camente forte o bastante para superar a desordem congelada das frequéncias naturais de cada
mapa. Portanto, mesmo que usemos intensidades altas de acoplamento, o resultado final em
termos de sincronizagio sera aproximadamente o mesmo. A influéncia do alcance do acopla-
mento nos perfis do nimero de rotagio pode ser vista a partir da figura 22, onde mostramos
tais perfis para diferentes valores de o e a mesma intensidade de acoplamento. A transicdo de
um estado completamente sincronizado para um completamente nao-sincronizado é efetivada
pela quebra da estrutura de platos. Inicialmente o grande platé em w = 0,5 é quebrado, e
 além das irregularidades que nos lembram da desordem natural congelada, existem também
pequenos platds a diferentes numeros de rotagao . '
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FIG. 20. Magnitude do parimetro de ordem e espectros de poténcia correspondentes para os
mesmos parametros da figura precedente: @ = 3 e (a) € = 0.90, (b) e = 0.70, (¢) € = 0.50, (d) ¢ = 0.01.

~ Para prover uma caracterizagio mais precisa de padrdes' como os mostrados na figura 22,
contamos o nimero de platés de sincronizacio nestes perfis de mimero de rotacdo . Seja N;
o comprimento do i-ésimo platd, e N, o nimero total de platés. O tamanho médio do plato

. N . . . s
€ < N >= (1/N,) 3,5, N;. Definimos o chamado “grau de sincronizagao "como o tamanho

médio relativo dos platés: (veja a figura 21) p =< N > /N.

)

0

N

FIG. 21. Platés de sincronizagao num perfil de niimero de rotagao
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Para um estado completamente sincronizado nds temos apenas um platd, que vem a ser a prépria
rede, portanto < N >= N,ep=1. Se temos, por outro lado, numa rede completamente nao-
sincronizada nés temos tantos platds como sitios, N, & N,ou < N >= 1. Portanto p~ 5 — 0
-+ caso N — 0o, R : Ct

:1-0 T ‘.. 1 L] T

W 05 — (@
f 0.0

05 .-\{.,,,,,_—-\.NJJ\.—- (b)
._ 0.0 | et ‘.“I +—t }

- 05 (©)

0.0

0.5 {d)

0.0 | I 1 L 1 n ] "
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i
. FIG.22. Perfis do némero de rotacdo para uma rede de N = 100 mapas prototipicos com a = 0.4
- and b = 1.0. As frequéncias naturais Q) témi uma distribuigao aleatéria uniforme. Os pardmetros de
~ “acoplamento sdo € = 0.85 e: (a) & = 0.0, (b) a = 1.0, (c) =20, (d) a=3.0. .

- Nafigura 23 observamos a variacao da dispersdo do ntimero de rotacio com o parametro de
. alcance. Existe uma transigao abrupta entre o estado de platd tnico, no qual dw ¢ muito pe-
~ queno (=~ 107°), e aqueles estados nio-sincronizados com dispersio da ordem de 10% da variacao
do nimero de rotagao . Esta conclusao também pode ser tirada a partir da variagao do grau de
sincronizagao p correspondente a este caso. O salto entre estados completamente sincronizados

e completamente nao-sincronizados ocorre para um alcance de acoplamento ligeiramente infe-

rior a 1. Este valor critico de o depende também da intensidade do acoplamento €. Este tipo
de transicio de fase foi também encontrada em cadeia de osciladores lineares com interagoes

" ndo-lineares {6].
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FIG. 23. (a) Dispersdo do nimero de rotagio , e (b) grau de sincronizagio dos perfis de niimeros
de rotacio obtidos para vérios valores do alcance do acoplamento « e uma intensidade fixa ¢ = 0.85.

‘Consideramos uma rede com N = 100 mapas prototipicos com a = 0.4, b = 1.0, e frequéncias naturais

aleatoriamente distribuidas.

C. Distribuigio dos platés de sincronizagio

Além do mapa prototipico de Ding, é possivel estudar estes efeitos de sincronizac¢do depen-

dentes do acoplamento num mapa mais simples, o mapa.do seno-circulo de Arnold:

o K . .
b— fl)=0+0+ gsin(%’ﬂ) (70)
onde Q é a frequéndia natural, e K é um parametro de ndo-linearidade. De fato, é possivel provar
que o mapa prototipico reduz-se ao mapa do seno-circulo no limite de pequenas amplitudes de
forcamento (e < 1), r '

Em um traballio recente [18], nés investigamos a distribuiciio estatistica dos platés de sin-
cronizacao de acordo com o seu comprimento. Para esta finalidade, é conveniente admitir a
existéncia de platGs de comprimento igual a um, ainda que eles de fato ndo representem um
platd, por ndo estarem sincronizados com ninguém. Como para os acoplamentos globais (o
pequeno, pouco menor que um) hi uma forte tendéncia para um pequeno numero de grandes
platds, decorre que para eles nio obtemos uma boa estatistica pelo pequeno numero de eventos.
Por esta razio, nés nos limitaremos ao caso de acoplamento local:

Ot = (1= )f(0)) + 5 [FO5*)) + 765~ (7)
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- Como neste caso o tempo de computagio € siginificatelvamente menor do que no acoplamento
com alcance variével, é possivel trabalhar com redes de até cerca de um milhéo de sitios.

Na figura 24 mostramos alguns graficos semi-logaritmicos para histogramas do nimero de
platés de sincronizagéo n em fungdo de seus comprimentos N;, para valores diferentes da intensi-

dade do acoplamento ¢, usando uma grande rede com N = 200.000 sitios. Todas as @_igfnibuigﬁes
sao bem ajustadas por retas, indicando pois uma dependéncia exponencial §

n(N;, €) ~ exp(—m(€)N:) S

Para acoplamento fraco (¢ = 0.1), sera improvével observar platdés muito grandes:  De fato,
- h4 menos que dez platés com comprimento igual a 7 , e nao ha maiores que isto! A maior
parte deles tem comprimentos muito baixos. A inclinagéo das retas (coeficiente angular) vale

m & 1.53. ' '

E & ]
[ e =010
¢ e =030
w 10000 ¢ ag=025 3
a s e=040 .
2
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2
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E E E
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FIG. 24. Ndmero de platés de sincronizagio com um dado comprimento N; para uma rede de

N = 200.000 mapas do seno-circulo localmente acoplados com K = 0.25 e alguns valores da intensidade
do acoplamento e. As retas indicam ajustes feitos por regressao linear aos dados numéricos

Para intensidade maior de acoplamento, vemos a presenca de platos maiores, de até quatorze
sftios. A inclinacdo da reta-ajuste dimiriui, neste caso. Platds com maiores comprimentos sao
majs raros, ¢ contribuem de maneira po'bre & estatistica nesta regido, razao pela qual nela o
ajuste é pior. Esta tendéncia € confirmada para ¢ maiores, onde encontramos platos de até
quarenta sitios, porém com uma qualidade pior de ajuste. N

A inclinacio m é o pardmetro caracteristico da distribuicdo estatistica dos comprimentos
dos platds. A variagio de m com a intensidade do acoplamento pode ser vista na figura 25, na
qual observamos uma queda monotdnica da inclinacio quando ¢ cresce de 0.1 a 0.5.
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FIG. 25. Inclinagdo m da distribuicdo dos platds de sincronizacio em fungio da intensidade do
acoplamento para uma rede de N = 200.000 mapas do seno-circulo com K = 0,25. A linka cheia
representa um ajuste do tipo lei de poténcia para os dados numéricos

Uma dependéncia do tipo lei de poténcia (mostrada em linha cheia) é fortemente sugerida
pelos dados. Para a.copla.mentos fortes, ainda ndo é claro se esta inclinagio satura num valor
m- = 0,28. Neste caso, é preciso sahenta.r, a estatistica sempre tende a ser pior devido a
formaga.o de um niimero progresswamente menor de platds grandes,

2
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FIG. 26. Inclma.(;a,o m da distribuicao dos pla.tos de sincronizagdo em fungao do tamanho da rede
N para dois valores da intensidade do acoplamento

Muito embora nés ja estejamos procurando trabalhar com grandes redes para permitir uma
boa estatistica , é interessante investigar o limite termodinamico da rede, que corresponde
a N — oco. Na figura 26 nés graficamos a inclinacio da distribuigio dos comprimentos dos
platés versus o tamanho da rede N para dois valores da intensidade do acoplamento . Foram
investigadas redes de até 800 mil sitios. Para ambos os casos mostrados, observamos uma
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~ saturagdo da inclinagio m para valores “termodinamicos” de m = 1,5 (para acoplamento
‘fraco) e m ~ 0,6 (para acoplamento forte). Como tais valores nao mudam apreciavelmente de

200 mil para 800 mil sitios, nés esperamos que nossos resultados prévios também ja estejam

_praticamente no limite termodinamico.

VI MEMORIAS DE CURTO PERiODO

Redes neurais tem sido o tipo de modelo'ma.is estudado em investigagbes de comportamento

~ computacional que lembra sistemas neuronais biolégicos. As unidades Jo sistema, ou rieuronios,
's30 reduzidas a sistemas légicos binarios simples com relagdes de entrada-saida. A alternincia
_entre estes estados - ativado e desativado - € ativada pela intensidade dos sinais acumulados
de entrada provenientes de outras unidades da rede . Um exemplo é o mncdelo de Hopfield,

‘que presume uma rede neuronal na forma de um sistema de spins, supondo uma matrix de

‘conectividade simétrica (sinapses neuronais). A varidvel de estado ¢ discreta e bindria, tendo

como estados possiveis: +1 (ativa) ou —1 (inativa) [19].

 Como neurdnios bindrios estio limitados a portar uma quantidade limitada de informacao
, a capacidade de memorizagio da rede é proporcional ao nimero de unidades da rede. Se
pudéssemos armazenar mais informagio em cada unidade, poderiamos empregar (ao menos em
principio) redes menores. O uso de varidveis de estado continuas - como numa rede de mapas
acoplados - é, portanto, atraente. Um estudo pioneiro nesta direcao foi realizado por Nozawa
[20], que considerou uma versdo discretizada do modelo de Hopfield.

# “Um estudo recente que também explorou esta possibilidade visou explicar o resuitado de um
experimento de ondas de densidade de carga em NbSes [21], no qual a memdria manifesta-se
na sincronizacio da resposta de uma sequéncia de pulsos elétricos no cristal. Uma rede de
mapas acoplados com perturbagéo externa periddica foi proposta para explicar a existéncia
de memérias de curto periodo, pelas quais entendemos a capacidade da rede de memorizar

~ os pulsos apenas enquanto eles estdo sendo aplicados. Apés deixarem de ser aplicados, a
- difusao provocada pelo acoplamento entre os mapas faz com que a rede perca a toda informacao
.- recebida. ‘

Seja z, a variavel de estado do neurdnio no tempo discrito n = 0,1,2,.... Uma rede
unidimensional é formada com acoplamentos do tipo Laplaciano futuro. *

2, = f(e9) +int {k[f(mS:'*‘?)~2f(w£:’)+f(w£f+“)]w(1+An)},' (1)

onde k ¢ a intensidade do acoplamento e int{z} é o maior inteiro menor ou igual a z. A,

representa o sinal externo de entrada aplicado ao mapa, e corresponde ao padrio que a rede
deve supostamente memorizar. Esta rede de mapas descreve a dindmica de uma cadeia de N
particulas super-amortecidas, num potencial periddico profundo, com vizinhos mais préximos

INum modelo -baseado numa arquitetura neuronal semelhante a de sistemas biolégicos, no entanto,
“um acoplamento global seria mais adequado {20].
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conectados por molas de constante eldstica k, e sujeitos a forgé,s externas de amplitude 1 + A,,.
Em [21] um mapa linear simples f(z) = z foi usado, mas analisaremos também o efeito de uma.

pequena nao-linearidade, da forma f(z) = z + re?, com r <« 1.
(%)

Partindo de uma configuragio inicial zj’, o sistema evolui através de uma sequéncia de -i
-padrées que pode ou ndo estacionar numa configuracio estavel. O padrdo que memoriza a |

sequéncia de entrada {A;, A;} pode ser recuperado a partir da varidvel {dita “de curvatura”) -
), definida (para o sitio i e o instante n) como

o) =k [f@l) - 2f(21) + £ (25H)], (74)
tal que o armazenamento de mefnéria é caracterizado: pela formagao de platés de variaveis

de curvatura. Em histogramas da parte fracional de ¢, dadas por frac(z) = z — [(z), ‘estas
memdrias aparecem como picos de frequéncia [21]. Tais picos podem persistir, no méximo,

- enquanto o sinal externo cofitinua sendo zplicado,

12

10

L LS

i 3 3
n (x10% )

FIG. 27. Evolugao temporal para os sftios de uma rede de mapas lineares acoplados com' N = 10,
k =0.01, e-um input 4; =9, A, = 10. Usamos condigdes iniciais aleatérias xf;) e condigbes mistas de

contorno. Cada curva corresponde a um dado sitio (1 =2,3/4,...,9).

1} .

Como um exemplo (Figura VI), nés computamos as varidveis de curvatura para N = 10
mapas lineares {r = ) numa rede com condigdes periddicas mistas (uma extremidade pincada,
outra livre): z{® L O, 2N-1 = V=2 ¢ 4 seguinteé sinal de entrada (com periodo 2) A, =
9, Ay = 10, etc. Oéorre que A, = 9 é memorizado por um curto periodo, ao passo que A, = 10,
o ponto fixo, perdiste pelo tempo no qual o input é aplicado. Cada sitio da rede (fora das
extremidades) acaba atingindo o mesmo valor memorizado para a variavel de curvatura.

Para entender como estas memdrias sio formadas, consideramos o efeito do primeiro pulso
Ay, que é aplicado a todos o sftios. O incremento na variavel de estado z!) é 0 mesmo para todos -
os sitios, exceto a extremidade fixa () = 0. Isto gera um aumento na varidvel de curvatura
na vizinhanca da extremidade fixa, até que o acoplamento entre a ela e o sitio sequinte (i = 1)
torne-se grande o suficiente para manter a curvatura constante. Isto ocorre para todos os outros
sitios na diregdo da extremidade livre, até que o valor de saturacao , que correponde a memdria
permanente. ' '
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b‘IG. 28. Duracgao do transiente“'f)ara o valor memorizado ¢{*} = 10 como func¢ao da posigao na rede,

para uma rede de mapas lineares acoplados com N = 50, k = 0.01, A = 10, & as mesmas coi}digées
iniciais e de contorno como nas figuras prévias h E

H4 um transiente associado a esta meméria permanente. No exemplo da Figura VI, ele é
menor que 2 x 104, valor este que depende de parametros do mapa e da rede. A dependéncia
com a posigio do mapa na rede i é mostrada na Figura VI para uma rede maior (N = 50)
e com um tnico input A = 10. Os resultados numéricos parecer ser bem ajustados por um
polinémio de quarta ordem, cujos coeficientes dependem do tamanho da rede. Os sitios mais
préximos da extremidade fixa atingem a memdria permanente mais rapido que os distantes,
devido ao mecanismo mencionado anteriormente [22]. .

A duragdo do transiente também depende da intensidade do acoplamento k, sendo inversa-

_mente proporcionais entre si - quanto mais fraco é o acoplamento, menor sera o efeifo difusivo

na rede, e mais tempo sera necessario para propagar qualquer informagao , e o transiente sera
mais longo neste caso. Encontramos, também, uma dependéncia desta duragao com a quinta

poténcia da amplitude do input A.

10

1
n (x10%

FIG. 29. Evolucio temporal da varidvel de curvatura para os sitios de uma rede de mapas fraca-
mente ndo-lineares acoplados com N =10, k= 0.01, r = 1078, A = 10. Usamos condigbes iniciais
aleatorias a:g) e condicdes de contorno mistas. Cada curva corresponde a um dado sitio da rede

(6= 2,3,4,---,9).
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- A'adigdo de uma pequena ndo-linearidade ao mapa isolado (.’L‘ ~ = + rz®) tem um efeito
significativo sobre a sua capacidade de armazenamente de memdria. Para um' valor da nio-
linearidade tdo pequeno como r = 1078, segue que miiltiplas memdrias podem ser armazenadas,

a0 invés, de apenas uma COmmoe no caso lmear (Fig. VI) Fizemos varios testes numéricos para '

checar que estas muiltiplas memdrias permanentes permanecem tanto quanto nds continuemos a
aplicar 08 inputs, em contraste com o caso de memdrias simples apresentado por mapas lineares.

Inicialmente, notemos que um mapa linear f(z):= z tem inclinacio igual a um, portanto
possui um continuo de pontos fixos. Com uma pequena nio-linearidade » > 0 o mapa passa
a ter apenas um ponto fixo na origem, e as iteragdes- evoluem muito préximas & linha de 459,
permitindo que qualquer valor seja memorizado pela influéncia dos inputs. Como o termo
nao-linear é quadratico, seu efeito é muito reduzido para r peqveno, e torna-se mgmﬁcatlvo
somente para grandes valores de z, da ordem de 10° ou maiores. Aumentar a nio-linearidade

+ faz com que:a varidvel de curvatura anule-se, j4 que os mapas passam a sincronizarrem fase,

apresentando o mesmo valor de 2 para todos os sitios. Este efeito comeca a aparecer a partir
da extrermdade livre da rede.

[3.4[ | [7,8] [11,12][15,16]

[2,3[ | [6,7] [10,11ff14,15]

[1,2] | [5,6[ |[9,10[ [13,14]

[0,1] | [4,5] [8,9[ [12,13]

L {" .

FIG. 30. Matriz grifica para codificagio de simbolos, onde cada célula estd relacionada a um

intervalo mdlcado para a variavel de curvatura

Vamos considerar um exemplo especifico para ver porque multiplas memérias de curto
periodo sdo encontradas no caso fracamente nio-linear. Comegamos por escrever a variavel de
curvatura para o mapa '('juadré.tico COIMo:

(z) — k{x(z—l) 21*( i) +:c“+1) 4 [( (a—l)) 2(3:&'))2 + (mg+1))2]}_ (75)

Nés consideraremos uma pequena rede com ([\f = 6) sitios. No caso linear (r = 0}, nds

feremos a sequéncia de valores estacionarios para as variaveis de estado: z(® = —11000, 2® =
41



Z15000, £ = —18000, z(®) = —20000. Substituindo estes valores na equagéo (75) nos podemos
‘obter as seguintes memorias ¢® = ¢4 = 10. Se adicionarmos uma pequena no-linearidade
(r = 107®) séo obtidos diferentes valores estacionarios (apés iterarmos 4 bilhdes de vezes!):
2 = —9472, z® = —12709, z{¥ = —15047, £ = —16583. Usando (VI), teremos duas
memorias diferentes: ¢® = 9.05 and ¢¥) = 8.11. S -,

FIG. 31. Codificagio da letra “V” usando a matriz da figura precedente, e uma tede de mapas
acoplados com n = 18, r = 1077, A = 10 e as mesmas condigbes iniciais e de contorno

Esta propriedade sugere o uso de mapas ndo-lineares acoplados para armazenar informacoes
mais complexas. Usamos uma sequéncia de células num mostrador (Fig. VI), onde nés
" atribuimos a cada uma das dezesseis células um dado intervalo para a varidvel de curvatura. e

superpomos todos os mostradores (o que requer uma rede com N = 18 sitios). Cada sitio € as-
sociado a um mostrador como o da figura V1. Para uma rede, nés superpomos N mostradores,
obtendo um tnico padrao. Usando este cédigo simples, podemos por exemplo armazenar a
letra “V" a partir de uma sequéncia previamente determinada de memorias permanentes para
a curvatura (Figura VI). : ' . - '
No entanto, de maneira a garantir a efetividade de nossa rede de mapas acoplados como
um instrumento de armazenagem de memotias, temos de atribuir uma dada regra para obter o
padrio desejado de memdrias perinanentes. Isto implica em usar a intensidade de acoplamento
" k ou a amplitude dos pulsos externos A como pardmetros variaveis, para €screver uma regra
de aprendizagem que possa produzir alguma sequéncia de valores para a curvatura, e portanto
umn simbolo codificado em nosso mostrador grafico 4x4. |

42

B

1aaaaa1aiaaaaaaaaasaﬂﬂQQ!!Q!!!!!!!11111!1111311!(




ﬂWWiiii%%iiii666?56366633333iiiiiiifiiii?iiiiiiii?

ki x 69)

5 . =
) 5 10 15 20

t .
FIG. 32 Comportamento da constante de‘acoplamento k para a obtencio do padrio-alvo:mewmo-

rizado mostrado na Figura VI. Este padrao é estdvel até 7 x 106 iteraces da rede de mapas acoplados,

Seja {CN,CD,...C9)Y} uma dada configuracio desejada para a variavel de curvatura, que
serd a configuracio de meméria que desejamos atingir; em outras palavras, nosso padrao-
alvo. Nés pressupomos que, dado um padrio inicial arbitrario, possamos dirigir as variiveis
de curvatura para seus valores-alvo, fazendo ajustes nas constantes de acoplamento k) ou nas
amplitudes A{) para cada sitio e para cada instante de tempo. :

- Usando a rede de mapas acoplados da Eq. (73) € o mapa fracamente nao-linear z + ra?
uma possivel regra de aprendizagem ¢é obtida usando uma forma modificada da Eq. (VI), onde
! — €, e nés permitimos que a constante de acoplamento seja variada para cada sitio e em..
cada instante: k — k), '

Vo 0 5 0 15 20
t

FIG. 33. Comportamento da amplitude A para a 6bte’ng:§,o do padrao-alvo memorizade mostrado
na, Figura VI. Este padrio é estdvel até 7 x 105 iteracoes da rede de mapas acoplados.

Como um exemplo, consideremos o padrio mostrado na figura VI. Ele pode ser repre-
sentado pelo padréo-alvo seguinte (note que esta escolha nio é inica, ja que nds fizemos um
particionamento do tipo “grio-grosso” do intervalo [0,16]) para uma rede com N = 18 sitios:

CV=15 (1<i<6). cW=25 (T<i< 9), CUM—cln _gs (76)

c12) — c13) 4 5 cl4) — 8.5 Cc%) = 135 Cclaey — 145 cln — c8) — 15 &

” n n . n . n " . n k13
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A sequéncia dos k() configura um tipo de lei de controle para as intensidades de acoplamento
na rede, que as dirigem para um padrio estaciondrio como o mostrado na figura VI Este
procedimento é possivel apenas para valores ndo-nulos de C{). No entanto, as constantes de
acoplamento no séo, na pratica, parametros cuja mudanga seja simples.

Ao invés de variar k, podemos optar por mudar as amplitudes A,, o que também fornece um
~meio de dirigir as curvaturas para o padrao-alvo, e também nos permite obter uma expressio

‘analitica para a lei de controle correspondente, como no caso anterior. Usando este esquema de
controle para o mesmo padréao-alvo da figuraVl, obtemos um perfil na rede para as amplitudes
" que é mostrado na figura VI. Observe que cada sftio recebe um pulso externo diferente, de
~ acordo com qual seja o padrao-alvo. ' '

“(a) (b) -
600 T T T 1 . : 1

A

300 q 4t e

0 1 A 1 1 i i 1 " " 1 i 1 " L 1 1
00 02 04 06 08 O 2 4 6 8 10 )
FIG. 34. Maxima amplitude nejgssiria para a obtencao dqﬂpegifgwﬁ}lvo da figura VI, como funcao
da (a) constante de acoplamento &, e (b) pardmetro de nao-linearidade r. '

O maximo valor da amplitude dos pulsos externos que sao necessarios de forma a obter
um dado padrao-aivo depende tanto da intensidade de acoplamento k como do parametro de
nio-linearidade r. Na figura VI nds ilustramos ambos os casos. Observa-se que Am,. decresce
como o inverso do quadrado da intensidade de acoplamento. Isto ocorre pois, para a,co_plamento
fraco. amplitudes maiores s30 necessarias para obter o mesmo padrio-alvo, em comparagao com
uma situacio onde o acoplamento é mais intenso, porém as amplitudes sao menores. Em casos
intermedi4rios, o padrao estacionario para as amplitudes é determinado pela competigao entre
a difusdo na rede causada pelo acoplamento e as perturbagoes externas. '
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