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DESCRICAO CLASSICA DO ESPALHAMENTO ENTRE

DUAS PARTICULAS

Cinemitica do espalhamento eldstico. Consideremos duas particulas, 1 e 2, que colidem
~ uma com a outra passando de um estado inicial, em que cada particula realiza um movimento
~ livre, para um estado final, no qual o movimento das particulas é novamente livre. Se, no final
do processo, os estados internos das particulas sd0 os mesmos que no inicio, a colisdo € um
espalhamento eldstico. O nosso objetivo é descrever esse espalhamento, que € univocamente
determinado quando sdo dadas as direcSes de movimento ¢ as energias das particulas no
estado inicial, bem como a forma da interacfio entre elas. Algumas propriedades da colisfio
sd0, no entanto, independentes do particular tipo de interagfio envolvido e decorrem das leis
gerais de conservagio da energia € do momento linear. Tais propriedades constituem as
relagdes cinemdticas. Embora ndo fornegam a descricio completa do espalhamento, essas
relagBes contém informacdes importantes, como veremos a seguir.

Os sistemas de referéncia de centro de massa e de laboratério. O sistema de referéncia
ligado ao laboratério onde € feita a experiéncia de espalhamento € denominado sistema de
laboratdrio e indicado com SL. Vamos indicar com v, e v, as velocidades de 1 e 2 com

respeito ao SL; as velocidades iniciais sio v, € v,,enquantoque v, ¢ v, sfo as finais:

sz /:f
:7// m regido onde ocorre
Y ///’ a colisdo

.‘b/ \Vu

Embora a experiéncia seja feita no SL, é mais comodo descrever o espalhamento num sistema
de referéncia no qual o centro de massa das duas particulas estd em repouso — o sistema de
centro de massa (SCM). Esse sistema realiza um movimento de translagio uniforme em
relacdo ao SL, com uma velocidade V , igual 4 do CM :

Figura 1
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m, € m, sendo asmassasde 1 e 2 e M =m, +m, a massa total do sistema. No SCM, as

velocidades sdo indicadas com v] e v;,sendo v} e v, as velocidades iniciais e vj, e

v, as velocidades finais.

Expressdo das velocidades no SCM em termos das velocidades no SL. Como o SCM
translada-se com uma velocidade V em relagio ao SL, a velocidade de uma particula em
relagdo ao SCM € igual a sua velocidade em relagio ao SL subtraida de V:

Vi=v,-V , vy=v,-V . @)

* Substituindo V pelo segundo membro da primeira igualdade de (1), vamos obter

. m . m
v1=-ﬂ~j-(v1—v2) , v2=—54—‘—(v1—v2). _ (3)

Introduzindo a velocidade de 1 com respeito a 2,

vV=v,-V, , 4)
podemos escrever
.« m ‘ m
vi=—%v , v,=——Lly . (5) ’
M M -
Em particular, para as velocidades iniciais, temos "
* m2 * ml
Vi=—V , Vua=——%V, , Vi=EV;—-Vy . ©
M M :

Relagdes cinemdticas no SCM. Nesse sistema de referéncia, os momentos lineares iniciais e
finais sfo
* * ' * ® * * . *
Py =mVy » P =MVy o Py =miVy o, Py =mVy o (D
Como o momento linear total é constante, ¢ vale zero no SCM, temos
* x * ® )
Pii + Psi =Pyt TPy =0 (8)

e, entdo,

P;i = _P:i ) P;f = ‘“P;: . )



Portanto, os momentos individuais s@io opostos como mostrado na figura seguinte:

* * *
P, =-F P,
—— -
2 1 .2
* %
By =Py
estado inicial estado final

Figura 2

Vejamos agora que informac@o se obtém da conservacio da energia. Nos estados inicial e
final, a energia total ¢ dada pela soma das energias cinéticas das particulas acrescida das
energias internas. Como estas sdo as mesmas antes ¢ depois da colisdo, a conservacdo da
energia acaba sendo a da energia cinética total:

Pii” ,+_1U.,ck_»i2 =P1*f2 +P;|2 . (10)
2m, 2m, 2m, 2m,

Utilizando as relagdes (9) em (10), concluimos entéo que

Py=Py - Pa=Pa - (11)
Isso significa que, no SCM, o momento linear de cada particula tem, apds o espalhamento, a
mesma magnitude que no estado inicial. Podemos dizer que, vista no SCM, a colisfio gira as

velocidades de tal modo que elas permanecem sempre opostas € possuem, no final do
processo, as mesmas magnitudes que no inicio:

* *
Uy =71,
* *
\Z \ﬂ
! 1f * %
. Uy = Yy
A Vi
— >
V\ .
Figura 3

Na figura, mostramos também o vetor unit4rio n" que tem a diregdo de v;; . Em termos dele,
podemos escrever



*

* ® L] * *
Essas expressdes, mais a primeira das relacSes (8) escrita na forma
" *
Vg +mvy =0 (13)

constituem as relagbes cinemdticas no SCM. As equagdes (12) representam as velocidades
finais numa forma que incorpora o fato de terem elas a mesma magnitude que as velocidades
iniciais correspondentes e de serem opostas uma da outra. Quanto A direcio dessas
velocidades, ou seja, a do vetor n’, ndo é possivel determind-la considerando apenas a
conservagio do momento linear e da energia. A diregiio efetivamente observada depende nio
apenas das velocidades iniciais v}, e v, (que fixam a energia ¢ o momento linear do
sistema), mas também do posicionamento inicial, mais pré6ximo ou mais distante, de cada
uma das particulas em relagdo a “linha de tiro” da outra, detathe esse que determina o grau de
aproximagdo entre as particulas durante a colisio — por exemplo, se elas colidem
frontalmente ou “de raspdio’” — propiciando uma maior ou menor interagfio entre elas. Por
isso, se especificamos apenas as velocidades iniciais, como acontece em experimentos
envolvendo particulas microscépicas, qualquer diregiio é admissivel, em principio, para n”.
Velocidades hipotéticas compativeis com a conservagio do momento linear e da energia seriio
ditas cinematicamente admissiveis ou, simplesmente, admissfveis. Nem todas as velocidades
finais admissiveis vdo realmente ocorrer ; pode acontecer que determinadas direcSes de
movimento ndo sejam acessiveis dependendo do tipo de interagéo entre as particulas.

Relagoes cinemdticas no SL. Considerando as relagdes
V=V +V . vy=vy+V (14

que decorrem de (2), podemos estabelecer as relagbes cinemdticas no SL a partir da
cinemética no SCM. Isso pode ser feito graficamente, como mostramos a seguir. Vimos que,
no SCM, as velocidades finais das duas particulas s3o opostas uma da outra, tem magnitudes
que independem da dire¢do,

= *_mz . *_m, _
v1f"""1i‘“‘"1'l'4,"vi y Uy =Ux=—-7 , U=Vl (13)

e, em principio, qualquer direcdo é admissivel para elas. Portanto, as velocidades finais
admissiveis no SCM sfo quaisquer dois vetores opostos, tragados a partir da extremidade do

vetor V, um (v:f) tendo a extremidade sobre a superficie esférica de raio (m,/M)v, e o

outro(v,) sobre a de raio (m, / M )v,, ambas as superficies sendo centradas no extremo de V.
Desse fato € das relagGes (14), decorre entdo que as velocidades finais admissiveis no SL s&o
quaisquer dois vetores tragados do inicio de V a pontos diametralmente opostos situados
um em cada uma das superficies esféricas mencionadas, como ilustrado na figura seguinte:
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Figura 4

Essa figura ocorre quando as velocidades iniciais ¢ as massas das particulas sdo tais que V <
(m,/M)v, <(m,/M)v,. Vemos que, nesse caso, qualquer diregio € admissivel para as
velocidades finais no SL. Se tivéssemos (m, /M)y, <V <(m,/M)v,, o inicio do vetor V
estaria entre as duas superficies esféricas e ndo ocorreriam velocidades v, para fora de um
cone de eixo V, vértice no inicio desse vetor e geratriz tangente & superficie esférica de raio
(m, / M)v,. A colisio no SL tem, assim, caracteristicas geométricas distintas, dependendo de
como s#o as velocidades iniciais e as massas das partfculas envolvidas.

Daqui para diante, vamos nos restringir ao caso em que uma das particulas estd em
repouso antes da colis@o. Essa € a situagfio que ocorre usualmente no laboratdrio onde uma
particula, que denominamos projétil, € arremessada em dire¢dio a uma particula-alvo que se
encontra em repouso. Indicando o projétil com 1 e o alve com 2, temos entfio o seguinte
estado inicial:

Figura 5

Vejamos como fica o diagrama de velocidades. A expressio da velocidade do centro de massa
e a da velocidade relativa inicial reduzem-se a

V= 572 Vai ' Vi=Vy (16)

e, portanto, as velocidades iniciais das particulas no SCM séo dadas por



* m
Vi =g Vo : Vu=——v, ==V . (17

Temos entdo vy, /vy = vy, /vy =m, Im, e V =uv, =1 . Isso significa que, no diagrama de
velocidades, a superficie esférica das velocidades vy, € externa ou interna a das velocidades
v, conforme seja m, menor ou maior do que m,, € o inicio do vetor V estd situado
precisamente sobre a superficie das velocidades v, :

ny
V= Y

m

H 2
% = 37 i

=
vp= 77 Ui

a) my<m,

Figura 6

Quando m, =m,, as duas superficies esféricas se degeneram numa s6 e temos a figura
seguinte:

Figura7

Como a diregio de V é também a das velocidades iniciais vy, e v,;, os dngulos € ¢ 6,
mostrados nas figuras s3io os ngulos que descrevem, respectivamente no SCM e no SL, o
desvio sofrido pelo projétil na colisio. Cada um desses dngulos é, assim, o Angulo de
espalhamento do projétil, um referente ao SCM e o outro ao SL. O éngulo 6,, por sua vez, é
o Gngulo de espalhamento da particula-alvo no SL - ele especifica a dire¢io em que recua a
particula 2 no SL, relativamente 2 diregdo de incidéncia da particula 1 (no SCM, o angulo de
espathamento da particula 2 € evidentemente o préprio angulo 0, se medido em relagio 3



diregfio da sua velocidade inicial). E costume chamar o ingulo de espalhamento da particula-
alvo no SL de dngulo de recuo e o do projétil (seja no SCM ou no SL) simplesmente de
dngulo de espalhamento. Angulos de espalhamento menores que 7 /2 sio ditos dngulos
dianteiros e, maiores que 7 /2, traseiros. Observacio: no que segue, quando usarmos o
termo espalhamento sem especificar de qual particula se trata, estard subentendido o da
particula incidente.

Os valores admissiveis para o dngulo de espathamento no SCM sdo todos os valores do
intervalo 0<8 <7, pois, como vimos, o espalhamento no SCM pode ser em qualquer
direcdo. O angulo @ =0 ocorre quando a particula 1 “passa ao largo” sem colidir com a
particula 2 , mas hé situacBes em que ela pode emergir na diregfio frontal mesmo que haja
interacdio com a particula alvo; @ =7z corresponde a uma colisfio com reversdo total da
. dire¢do de movimento de cada uma das particulas no SCM, o que acontece, por exemplo,
quando duas particulas que ndo podem se interpenetrar colidem frontalmente.

O intervalo dos valores admissiveis para o angulo de espalhamento no SL depende da
razdo entre as massas m, ¢ m, . Da fig. 6.a, vemos que, se m,<m,, a corresponéncia entre &

e 08, € biunivoca, o dngulo 0, variando de 0 a # quando € percorre o seu intervalo. Portanto,
quando m,<m,, também no SL pode ocorrer espalhamento em qualquer diregio. Mas, se
m, >m,, o angulo de espalhamento no SL ndo pode superar o dngulo @,,,, mostrado na fig.
6.5. Neste caso, a correspondéncia entre & e #, nfio € biunivoca, existindo dois valores
distintos de 8 associados ao mesmo valor de 0,. O @ngulo 6, cresce inicialmente com 6 até

atingir o valor 8, ,, quando & =0 e depois volta para zero 3 medida que 6 aumenta.

max
Portanto, quando m;>m,, 0 espalhamento no SL ocorre em #&ngulos dianteiros (pois
O\ max <7 /2), em diregdes que se distribuem num cone de abertura « =0, ,, € eixo na

dire¢do de incidéncia. Para completar, mostremos que o angulo 0, relaciona-se de um
modo simples com as massas m, € m,. Yemos da fig. 6.5, que senf,,,, = vy /V . Levando

em conta que V = vy = (m, /m,)v;; , obtemos entio

m,

senfy e = —= (18)
m
ou seja,
m,
Oymax = arcsen—= , m>m, . (19)
n,
Para o angulo 0 resulta
§=£+91max =2} arcsen 2 (20)
2 2 m,

Se m, =m,, o &ngulo 8, vale exatamente a metade do dngulo &, percorrendo o intervalo
[0,7/2) quando 8 varia no intervalo [0,7). Para 8 =7, o 4ngulo 8, é desprovido de
sentido ja que, para esse valor de 8, a particula 1 tem velocidade final nula no SL, como



resultado de uma colisdo em que ela transfere toda a sua velocidade para uma particula de
mesma massa que se encontra inicialmente em repouso.
Quanto ao angulo de recuo, vemos das figs. 6 ¢ 7 que os valores admlsswels sdo todos

os valores do intervalo [0,7 /2), qualquer que seja a razdo das massas m, e m,. O valor &

zero numa colisio em que @ =7 e tende a /2 quando 8 — 0 [o intervalo € aberto em
7 /2 porque, no limite & =0, v, & um vetor nulo, desprovido portanto de direcdo]. Vemos

que, no SL, a velocidade final da particula-alvo tem uma componente na dire¢io da
velocidade inicial do projétil. Isso quer dizer que o seu movimento final no SL é realmente
um recuo, mesmo que a forga entre as particulas seja atrativa.

A soma 8, +0, di o dngulo entre as dire¢des dos movimentos de 1 e 2 no SL apés a

colisfo. Das figuras, vemos que esse angulo € maior que 7 /2, para m;<m, , € menor que
w/2,se m>m, .Quando m; =m,,temos 8, +8, =7 /2, isto é, as duas particulas emergem
da colisdo formando um angulo reto.

Expressdo de 0, e 8, em termos 6. Determinemos agora a forma precisa das relagdes entre
0, e 0 eentre 8, ¢ 6. De qualquer uma das figs. 6, vemnos que

v;, senf
tanf, = —L———
V + vy cos@

Lembrando que V = (m, /m,)v;, , obtemos entio

tang, =—>19 1)

—L +cos@
m,

Se m,<m,, o ngulo 68, varia no intervalo [0,7] quando @ percorre o intervalo [0,7]. Se
m,>m,, 8, percorre o intervalo [0,6,,,,], uma vez no sentido crescente e outra no sentido

decrescente, em correspondéncia 2 variagio 0 — 8 — 7z do angulo 0 . Quando m, =m,, a
expressdo (21) pode ser escrita como tan@, = tan(8 / 2) e, entéo,

91=—g— , Sse m =m, . (22)

O &ngulo 8, percorre o intervalo [0,7/2) quando € varia no intervalo[0, ) e é desprovido
de sentido quando 0 =7, jd que, para esse valor de 8, a particula 1 tem velocidade final nula
no SL, como vimos anteriormente. Na figura seguinte, mostramos o gréfico de 6,x60 para

alguns valores da razéio y =m, /m,:
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Nota-se que as curvas correspondentes a y #1 tendem a reta 8,=60/2 no intervalo
0° <8 <180° quando ¥ — 1, como de fato se espera.

Para obter a relagio entre 0, e €, observamos, dos diagramas das velocidades, que
20, + 6 = . Portanto, ela é dada simplesmente por

0, =~;-(7z—6) . (23)

O éngulo 6, percorre o intervalo [0,7/2) quando 8 decresce no intervalo (0,7], nfo
estando definido para @ =0 porque a esse valor de 8 corresponde vy =0.

Expressdo de 0 em termos de 0,. A relacdo inversa de (21) é dada pela expressio
cosf =—ysen’d, + cos, \J1—y’sen’d, (24)

que se obtem quadrando e muitiplicando por cos® 8, a eq. (21) escrita como (y +cos@)tan 8,
=senf e resolvendo a equagiio do 29 grau que resulta para cos®. Quando ¥ <1, sabemos
que a correspondéncia entre 8 e 0, € biunivocae € = 0 quando 8, = 0. Portanto, nesse caso,
devemos escolher somente o sinal (+) em (24). Quando ¥ >1, a correspondéncia ndo €
biunivoca e existem dois valores de € associados a um mesmo valor de 8,. Esses dois
valores correspondem ao duplo sinal na expressfio (24), fornecendo o sinal (+) 0 ramo dos
valores de @ que variam de 0 a 6 quando 8, varia de 0 a 8,,,, e o sinal (—) o dos que

variam de 6 a 180° quando @, volta de O, ,, para o valor zero. Quando y=1, a
expressdo (24) tomada com o sinal (+) resultaem 8 =28, , 0<8, <7z /2, como deve ser.



As curvas 0x8,, que sdo as curvas 8, X0 refletidas com respeito a bissetriz do 1° quadrante
(pela propria defini¢dio de fungdo inversa), estio mostradas na figura abaixo:

180
1.0 075
1.25
15 r=05

135
5 %0
=]

45

Figura 9
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0 45 90 135 180
8. (graus)

Correlacdo entre as diregdes de movimento finais no SL. Os diagramas das velocidades
(figuras 6 ¢ 7) mostram que as dire¢des de movimento finais das particulas 1 ¢ 2 sfio
correlacionadas, isto €, o dngulo de espalhamento da particula 1 fixa o dngulo da diregéo de
recuo da particula 2 (se m,>m,, existem, de fato, duas diregGes em que pode recuar a

particula 2 e, nesse caso, a correlagiio entre 0 movimento das duas particulas s6 se torna
univoca quando especificamos também as magnitudes das velocidades ou as energias

cinéticas das particulas). Das expressdes (23) e (24), vemos que o dngulo 0, relaciona-se

com o 4ngulo 6, mediante a expresséio

6, = % [z - arccos( ~ ¥ sen’6, * cosf, 1-y’sen’d,)] . (25)

Quando y =1, essa expressio tomada com o sinal (+) reduz-sea 8, =(1/2)7 —-8,, 00, <
7 /2, como deve ser. Na fig. 10, mostramos os graficos 8, x 8, :

10
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Energias cinéticas finais no SL em termos do dngulo de espalhamento no SCM. Quadrando a
primeira das relagdes (14) ou aplicando a lei dos cossenos ao tridngulo formado pelos vetores

Vi » Vi € V, obtemos

v, =0} +V2 420,V cosh . | (26)

Lembrando que vy, = (m,/M )v,; e V =(m,/M )v, ,temos entdo

2 2
2 _my +my” +2mm,cosf 0.2

Uyt IYE 1i (27)

Substituindo na expressdo da energia cinética final da particula 1 no SL, Ej; = (1/ 2)mlvﬂ2;
obtemos essa energia escrita em termos do 4ngulo de espalhamento no SCM:

2 2
_my" +m,” +2mm,cosf

Ey e E; , (28)
onde
1
Ey = Emlvﬂz (29)

¢ a energia cinética inicial da particula 1 no SL. Vemos que E,; ¢ maxima, e igual a E,;, para

0 =0, e mfnima, numa colisdo em que € =7, quando o seu valor é [(m, —m,)* /M 2]E,i.
Para obter a expressdio da energia cinética final da particula 2,E,, em funcio de 6,
observamos que o tridngulo formado pelos vetores vy , vzf* e V ¢ isOsceles e, entdo,
Uy =20, sen(8/2). Sendo v, =(m, /M)v,, , temos entdo

Uy = 2%0“ sen—g— (30)

ii



e substituindo na expressio E, = (1/2)m,v,’ , obtemos finalmente

_4dmm, 20 - (31)

E sen“—F._.
2f 2 2 1i

Como a particula 2 encontra-se inicialmente em repouso, a sua energia cinética final € a

energia adquirida na colisdo. A expressdo (31) mostra que o maéaximo valor da energia

adquirida é

(Ey) = 4mm,
max M2

E, (32)

e ocorre quando & =7 . Podemos constatar que a energia adquirida pela particula 2 €, como
se espera, igual a energia perdida pela partfcula 1, isto é, E, = Q=E, —E,. De fato,
utilizando a expressdo (28), temos '

8

2 2z
m +m,” +2mm.,cos0
1 2 1 2 SGHZEE“ =E2f

E = 2mym, (1 - cos@)
M* ‘

i M2

g = 4mm,
1§ = 7

Q=E1i_

Expressdo das energias cinéticas finais em funcdo das direcdes de movimento no SL. No item
precedente, exprimimos as energias cinéticas finais no SL. em termos do angulo de
espalhamento no SCM. Vamos agora exprimir essas energias em fungfio das diregdes de
movimento finais no SL, isto é, F,, em termos de 8, ¢ E, em termos de 8,. Para isso,
determinemos antes as expressdes correspondentes para as velocidades finais. Quadrando a
relagdo vy; = vy, — V, ou aplicando a lei dos cossenos ao trigngulo de lados vy, , v, e V,

temos
v =v, +V?-2v,Vcos, ,
isto €,
m22 2 2 mnz 2 m,
—S5 Uy = Uy 5 Uy =20y —-1; cosb,
M M M
ou ainda
v, Y m v m’ ~m,’
[—11) —2—'—00391(—~1-f-]+-—1-—-—§—2—=0 . (33)
(7 M (2" M

Resolvendo essa equacio do segundo grau em v, /v, , vamos chegar A seguinte expressio
para a velocidade final da particula 1:

Vyg =( %COSQT + ﬁ.‘/mz2 —m,* sen’@), )v” . (34)

12



Se m,<m, , temos \/mzz ~m,’sen’0, > Jmlz —m,’sen’0, = m, |cosf, | e, portanto,
devemos escolher o sinal (+) em (34) . A correspondéncia entre 8, e v,, € biunivoca, o
angulo 6, podendo variar em todo o intervalo [0,7 ]. Temos v, (0) = v,; (como se espera,
pois, nesse caso, Uy =0) e v, (%) = (m, /M —m, [/ M)v,, valores esses respectivamente
iguais a v); +V € vy —V, como devem ser. Se m, > m,, o dngulo 6, s6 pode tomar valores
para os quais estejam satisfeitas as condigbes m, —m,"sen’6, 20 e v, >0 . A primeira
condicio & observada nas regides 0<6,<0,,,, ¢ 7 -0, <0,<7, mas sO na primeira

P : . v 2 2
delas estd satisfeita a segunda condigfio, uma vez que temos agora \/mz —m,"sen’0, <

2 2 .
\/ml —m"sen’0, = m | cos0, ] e cosf, <0, para 7 -6, <6, <7m. Vemos assim que,
se m, >m,, o espalhamento s6 pode ocorrer nos angulos 0, tais que 06, <8,,, , como ji
sabiamos. Mas, vale agora o duplo sinal em (34), o ramo com sinal (+) sendo o dos valores

de v, que variam de v, a \/(m]2 —m ) I M* v, (=4/V?-2;,") quando 6, cresce de 0 a

B, max» €nquanto que o ramo associado ao sinal (—) varia de \/(mlz -m’)IM* v, a
(m /M —-my,/ M), (=V-1v}) quando 0, voltade 0,,,, para 0. Se m, =m,, arelagio
entre v, e 0, ¢ obtida de um modo direto da fig. 7, que fornece v, =2V cos#, , isto é,

vy =v,c088, , 0<8,<m/2 , se m=m, . (35)

As expressdes para a energia cinética final da particula 1 no SL s#o obtidas substituindo (34)
e (35) na expressdo E, = (1/2)mv,” , o que resultaem

-

2
m 1
(ﬁcoa@,+—ﬁ\/m22—mlz sen261] E, , 050,57 , se m<m, ,

E-" = 3 008261 E-“ 1 0 S 91 <% ) Se m1 =m2 3 (36)

2
[%cos@1 * %szz—miz senzﬂl] E,, 020,20,, , se m>m,

Para a expressdo de E,, em termos de 6, , obtemos

E, = 47117‘”1—2-c052 0,E, |, (37

2

apds substituirmos 8 =7 - 20, em (31). Vemos que, se m, = m, , a energia final da particula-
alvo numa colis@o em que ela recua numa dire¢fo y € igual & energia final do projétil numa
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colisdo em que este € espalhado desse &ngulo ¥, a energia de incidéncia sendo a mesma nos
dois casos. Nas figuras seguintes mostramos o gréifico polar de E,, x 6, :

mi<m;
E1f
" 81
Ey o [ma-mq) M) By
Figura 11.a
My =M

A

Figura 11.b

Eits . m,>m,
/N@\
g//, °

[y my) /M] E Figura 11.c

Nas figuras, o eixo polar foi tomado na direcdo do movimento da particula incidente. As
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energias cinéticas FE,, € E,,. nafig. 11.c referem-se ao duplo sinal do caso m, >m, na
expressdo (36). O grafico polar de E, x0, € semelhante ao da fig. 11.b .

Determinaciioc do dngulo de espalhamento. No item anterior, vimos que € possivel obter

informagfes importantes sobre a colisdo entre duas particulas utilizando a conservagio do
momento linear ¢ a conservagdo da energia. Para completar a descrigio da colisdo, falta

relacionar o &ngulo de espalhamento com as dire¢des de movimento e as energias das

particulas no estado inicial, o que requer a introdugdo da forma especifica da interagiio entre

as duas particulas. Vamos nos restringir a interagfio mais simples para a qual o espalhamento

¢ elastico — a que néo envolve os graus de liberdade internos das particulas.

Na figura abaixo, mostramos novamente o estado inicial de uma colisdo no qual temos
uma particula 1 (projétil) sendo langada do infinito, isto €, de um ponto bastante afastado,
com uma velocidade v, em dire¢do a uma particula 2 (alvo) que esti em repouso no

laboratério:

2 eivo na direcdo de incidéncia Figura 12

A distincia b mostrada na figura é denominada pardmetro de impacto. Se nio houvesse
interacfo, a particula 1 passaria a uma distincia b da particula 2.

Para obter a expressfio que determina o angulo de espalhamento, € conveniente
trabalhar no SCM. Nesse sistema de referéncia, o estado inicial € como mostrado na figura
abaixo:

Vi = szh
-y 1
e b
=TT M
2 e Y
V*'——_ﬂ .
2T T Vi Figura 13

Vamos supor que a interagéio se dé através de uma for¢a que tem a direciio da reta que une as
duas particulas e magnitude dependente apenas da distdncia entre elas:

* * * * l‘*—l‘*
F,=F,0 ~r)=F(r; -r, Dﬁ , Fy=-F, , (38)
1 2

F,, sendo aforcaem 1 devidaa 2, F,, areaciiode 1 sobre 2 e r, e r, os vetores posigio de
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1 e 2 com respeito ao CM:

2'/F" (=-F,) Figura 14

21

Para esse tipo de for¢a, 0 momento angular do sistema em torno do CM € a energia total sdo
constantes do movimento. No SCM, escrevemos

L*=x; Xm, +r, Xm,t, = constante =T, XmVy, + Ty Xm,vy , (39)
1 2 1 * 2 * # *
—myv, +—m,V, +V(r, —r,|)=constante=E
2 2
I * 2 1 * 2 » *
=5 M Vsi "'Emzvzi +V(r - D (40)

V(|r, —r, |) sendo a energia potencial da qual derivam as forgas F,, e F,,, isto §,
F, = _Vr1* Vi -5, ), Fy= _Vr; vir - . (41)

As trajetérias das particulas estfio situadas no plano que contém o CM e € perpendicular ao
vetor constante L *. Esse plano € fixado pelas condi¢des iniciais - € o plano definido pelas
posigdes e velocidades iniciais. Na figura seguinte, mostramos as trajetdrias das particulas no
SCM, para o caso de uma interacfo estritamente repulsiva:

Figura 15
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Como vimos anteriormente, ¢ dngulo & mostrado na fig. 15 € o &ngulo de espalhamento no
SCM. Para determinar esse angulo dadas as velocidades e as posigdes iniciais e a interagdo
entre as particulas, devemos resolver um problema de dois corpos, isto é, de duas particulas
que interagem sem sofrer a acfo de nenhum agente externo. E sabido, no entanto, que o
movimento das duas particulas fica determinado quando se conhece o movimento de 1 com
respeito a 2 e que este movimento relativo se processa comeo se 2 permanecesse fixa na origem
de um sistema inercial, mas 1 tivesse, em vez da massa m,, uma massa reduzida

_mm,

TR (42)

- a forga sobre essa massa sendo a mesma F,, (ver, por exemplo, K. R. Symon, Mecdnica, pag.

211). Para descrever 0 movimento relativo no plano que contém as trajetérias, tomamos um
eixo polar Ox que tem a origem O coincidindo sempre com a particula 2 e aponta sempre
numa direcfio fixa, definida por —v,; . As coordenadas polares do movimento relativo s&o o

angulo ¢ e a distincia r=|r|, r sendo o vetor posi¢do de 1 com respeito a 2. Na figura
seguinte, mostramos o vetor re o ngulo ¢ em diversos instantes:

Figura 16 \

Na figura seguinte, mostramos 0 movimento de 1 visto a partir de 2:
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Note-se que o adngulo de espalhamento no movimento relativo é o mesmo que no SCM.
O movimento relativo € , como dissemos, andlogo ao de um corpo de massa i sujeito a uma

forca externa F =F,, , a equacio de movimento sendo, portanto,

ur=F(r) . (43)
Levando em conta (38), temos

F(r) =F,(r) = F(r){ , (44)

isto €, F tem a linha de ac#o passando sempre por um ponto fixo O (o centro de forga), sendo
portanto uma forga central, e a sua magnitude é dependente apenas da distincia ao centro de
forca. A determinagfio do movimento de uma particula sujeita a uma forga externa com essas
caracteristicas € abordada nos livros de mecénica cldssica. Os pontos principais da resolugio

desse problema sdo apresentado a seguir.
Quando a forga externa € da forma (44), o momento angular da particula em torno do

centro de forga e a energia total da particula s3o constantes do movimento:

L*=rXuv=constante=r,x v, . (45)
1 2 1 2
5[.1 v +V(r)y=constante=E *= E“ v +V(r) , (46)

a energia potencial sendo dada por
;
V(r)=—I_ F(rydr 47)
r

onde r € adistincia na qual V ¢é tomada igual a zero (usualmente, r =o0). A justificativa de
termos indicado ¢ momento angular e a energia total do movimento relativo com 0s mesmos
simbolos, L* e E*, utilizados para o momento angular e para a energia total do sistema das
duas particulas observados no SCM [eqs. (39) e (40)] € o fato de serem iguais esses
momentos angulares e essas energias, como mostramos a seguir. De fato, levando em conta as

relagdes

18



r=r,-r, , O=mr +m,r, (48)

e as inversas

m m
r=—%r r, =——tr (49)

’

temaos

m,m,

X !.___(*“_*X ._-rx mz._“a«x ml._*x .m+ *X L *
pur = (r, -r,) F=n m,———Mr I mz—ﬂz’—r—n m¥, +x, Xm,r,

e, assim, rXMF é também o momento angular total observado no SCM. Temos ainda

2 2
1 2 _1mm, i‘2=lmlm2(ml+m2)i'2=lml(ﬂl‘) _l_lmz(_ﬂl-_)

— UV =
2‘” 2 M 2 M? 2N M 2 M

_lmv*2+1mv*2
) 171 9 2ve

e, além disso, V(r) é a energia potencial do sistema das duas particulas para um observador
ligado ao SCM, pois

_Vr: V(e -r; ) = -V V(n=F=F, ,
“Vr; V(r, -, ) = Ve V(r)=-F=-F, =F, .

Podemos concluir entdio que (1/2)u v> +V(r) & também a energia total do sistema das duas
particulas observada no SCM. Retornando ao problema do movimento relativo, vemos que,
como L* é normal ao raio vetor r e L* & constante, 0 movimento relativo processa-se num
plano. Esse plano, que contém o centro de forga e & perpendicular a L*, € o plano definido
pelo vetor posigdo relativa inicial r; e pela velocidade relativa inicial v;. Ele é o mesmo que
aguele no qual situam-se as trajetrias de 1 e 2 observadas no SCM.

Utilizando as expressdes

r=re., , V=re +troe,, (50)
onde e, ¢ e, sfo os versores das coordenadas polares mostrados na figura precedente, temos

L*=re xu(ie, +rge,),istoé
L*=pr¢ k , (51)

onde k=e, xe, €um vetor unitirio normal ao plano da trajetéria. Chamando de L* a

componente de L* nadire¢cdo de k,temos
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L*=ure . (52)
Como L* é constante, o0 mesmo acontece com L* . Escrevendo

L*
7

ur

(33)

vemos entdo que ¢ ndo se anula para nenhum valor finito de r e isso significa que ¢ é

sempre crescente (se L > 0) ou sempre decrescente (se L <0). Utilizando a expressdo dada -

_ em (30) para a velocidade, temos ainda

E*= % u@ + 2+ v . (54)

Substituindo ¢ dada por (53), temos entéio

%2

|
E¥=— +V(r)+ 55
BT (r) T (35)
Obtemos, assim, uma equagio inteiramente andloga & equagfo
I .,
E=5ux +V(x) , (56)

que ocorre num movimento unidimensional conservativo. No lugar de V(x), temos agora a

energia potencial efetiva
%2

Vi(r)=V(r)+ L

2ur G

O termo L**/2ur® é a barreira centrifuga. A ele esti associada uma forga ficticia
centrifuga de magnitude L**/p . Essa forca surge porque, com a eliminag@o da velocidade

angular ¢ , o movimento radial € o movimento visto por um observador nfo-inercial soliddrio
a um eixo que gira juntamente com o vetor r. No caso da colisio de uma carga puntiforme
g, com outra carga puntiforme g,, aenergia potencial de interacio €, como se sabe,

vin=9% (58)
r

¢ o grifico da energia potencial efetiva (supondo que as cargas sejam de mesmo sinal) € o
mostrado na figura seguinte:
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Figura 18

O Fmin

Para descrever o movimento radial relativo, procedemos como num problema

unidimensional. Escrevendo

#? =%[E*—ve,<r)] , (59)

vemos que o movimento s6 pode ocorrer nas regides onde E* 2=V (r), os valores extremos

de r sendo as solugbes da equacdo
Va(ry=E* . (60)

No caso da figura anterior, qualquer que seja o valor da energia E*, essa equagfo tem apenas
uma solucgdo, r =r,, , a regifio permitida para r sendo o intervalo r 2 r,,, . Num ponto
onde a equagfo (60) estd satisfeita, a velocidade radial 7 € nula . Isso ndo significa que o
vetor velocidade relativa é nulo nesse ponto, pois a velocidade angular ¢ fver (53)] ¢
diferente de zero para qualquer r finito. O ponto onde 7 =0 & um ponto de reversdo da
trajetéria: r(¢) passa a crescer em vez de continuar decrescendo, € vice-versa. Se o intervalo
permitido para r € limitado apenas inferiormente (r 2 ry,) , temos uma trajetoria relativa

como a mostrada na figura seguinte:
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Figura 19

Uma tal trajetéria é a que ocorre num processo de espalhamento, quando uma particula vem
de um ponto muito distante, atinge uma aproximagfo mdxima da outra particula numa
distAncia r = r,;, e depois retorna para o infinito. No que segue, vamos nos limitar a esse tipo

de movimento.
Para obter a equagdo r(¢) da trajetéria do movimento relativo, escrevemos

d _dodr ;1
dr dt dr ¢ F 6D

enquanto que, da relagfio (59), tiramos

T"‘—"i\/'f"l‘[E*_Vef(r)] ’ (62)

o sinal menos valendo na fase do movimento em que r € decrescente e o sinal mais na fase
em que r € crescente. Substituindo (53) e (62) em (61), obtemos

‘;—¢= L 1 . (63)
TORT i\/%[E*—Vef(r)] '

Integrando essa relagéio a partir de uma posicéo inicial (7;,¢,;), temos finalmente

r *
- =f L — - (64)
o BT \/F [E*-V, ()]

o sinal mais (menos) valendo se r cresce (decresce) a partir da posi¢do (r;,¢;) € enquanto r
for crescente (decrescente). A integral obtida fornece implicitamente a equacfio r(¢) da
trajetdria.
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Mostremos, em seguida, que a trajetéria € simétrica em relagfio a um eixo O& que vai do
centro de for¢a ao ponto de reversdo da trajetéria. Para isso, consideremos dois pontos da
trajetéria, P, e P,, situados um antes e outro depois do ponto de reverséo ¢ a uma mesma r

do centro de forga :

Figura 20

1evando em conta a expresséo (64), vemos que os Angulos A¢, € A¢, sio dados por

Fin L* 1 ,
A¢] = J. u ,-’2 2 di" N
4 - \/; [E* V()]

r L* 1 ,
Ag, = I W > dr
A + ‘/_ [E*-V, (]
7

Vemos, entdo, que A¢, = A¢,, ficando assim mostrada a simetria da trajetoria com respeito
ao eixo O&. Em vista dessa propriedade, o 4ngulo total varrido pelo vetor posigéo relativa r
num processo de espalhamento consiste de duas partes iguais, a, correspondentes uma ao
movimento desde o infinito até o ponto de maior aproximagc@o ¢ a outra ao retorno desde esse
ponto até€ o infinito (fig. 17). O valor do angulo (E ¢ dado por '

—_ o Ld
¢=I ;frz - ! —— 65)
Fmn \/—[E*—V(r)— 7]
7] 2ur
onde
E*:luviz (66)
2
€
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L*=puv b 67)

sdo, respectivamente, os valores constantes da energia total ¢ do momento angular do

movimento relativo (ou, como vimos, do movimento do sistema das duas particulas no SCM)
¢ a distincia de maior aproximacfo, r,, , € determinada pela equagio
L*?
E*-V(ryw)—— =0 . (68)
2”‘ Fnin
E conveniente exprimir 5 em termos da energia E* e do parimetro de impacto b.
Substituindo (67) em (65), obtem-se

b
- Gl )
0= L = dr (69)
Tin ‘I_V(r) _b_
E¥* r
enquanto que (68) € escrita como
V(rmin) b 2 _
i- e 7-3— =0 . (70)

O conhecimento do &ngulo ¢ permite determinar o angulo de espalhamento no SCM.

Como vimos, este tem o mesmo valor, 8, que o dngulo de espalhamento no movimento
relativo. Quando se trata de uma interag@o repulsiva, a trajetéria de 1 com respeito a 2 € como

a da fig. 17 e, nesse caso, vemos que a relagdo entre 0 e q_b ¢ dada por
O=m-2¢ . (71)

Entretanto, quando as particulas interagem através de uma forca atrativa, a trajetéria do
movimento relativo tem o aspecto mostrado na figura seguinte e, nesse caso, temos

0=20-m . | (72)

Figura 21
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Em qualquer caso (repulsivo ou atrativo), podemos escrever

0=|m-2¢| . (73)

Pode acontecer que o 4ngulo ¢ dado pela integral (69) resulte maior que 7 , a particula 1
contornando a particula 2 antes de emergir da colisdo, como mostra a figura seguinte:

= Figura 22

Nesse caso, temos @+ ¢ —27 =7 -0 e, entdio,

@=m-20+27 . (74)

De um modo geral, o dngulo de espalhamento & , que esta sempre compreendido entre 0 e 7
(por definicdo), é determinado pela relagfio

+t0=mw-20+27 , (75)

onde o sinal + ou — e o inteiro ndo negativo v s#o escolhidos de tal modo que 8 caia no
intervalo mencionado. A relacéo (75) é, muitas vezes, escrita como

t0=0+2vm , (76)
onde
b
_ oo 7
O=xg-20=nm-2 L dr an
. Tnin 1-— V(r) - _l_?i
E* r?
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¢ denominado dngulo de deflexdo [© = 6 no caso da fig. 17] e pode tomar valores entre — oo

e .
Para finalizar este item, vamos exprimir a energia total do sistema das duas particulas

no SCM, E*, em termos da energia total no SL, E, , que é também a energia cinética inicial
da particula 1 no SL:

1
E,=E; ::-Z'mlvﬂz . (78)

Essa € a energia conhecida experimentalmente. Considerando a expressdo (66), temos

1 1
E*= lﬂ v’ = =T vy = _— —moy
e, portanto,
m+ m,

Secio de choque. Em geral, o objetivo de uma experiéncia de espalhamento é descobrir a
forma da interagdo entre duas particulas. As expressdes (69) e (75) [ou (76) e (77)] mostram
que, fixada a energia E* , o dngulo de espalhamento € uma fungio do parimetro de impacto
b. Em principio, poderfamos utilizar essas expressdes para obter informagfes sobre a forma
da energia potencial de interacio V(7). Fariamos uma experiéncia para determinar a relagfio

entre b e 0 e, em seguida, procurarfamos achar uma forma de V(r) para a qual (69) e (75)

reproduzissem os resultados experimentais obtidos. A dificuldade é que, quando se trata de
colisdes envolvendo particulas atdmicas e sub-atOmicas, os valores do parimetro de impacto
840 {80 pequenos que ndo podem ser medidos experimentalmente. Devemos, entfo, substituir
b por uma grandeza mais apropriada. Essa grandeza é a segdo de choque.

Uma experiéncia de espalhamento consiste realmente do seguinte: bombardeamos um
alvo constituido de n particulas de uma dada espécie com um feixe de outras particulas,
também estas de mesma espécie, o fluxo do feixe incidente sendo de f particulas por unidade
de 4rea por unidade de tempo:

Figura 23

A

At

—

area frontal 4 feixe incidente de particutas do tipo 1 { fiuxo f)
alvo (» particulas do tipo 2)
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As seguintes condigdes estfo usualmente satisfeitas: (7) O fluxo f € suficientemente baixo
para ndo haver intera¢@o entre as partfculas do préprio feixe incidente ¢ para ndic haver uma
diminui¢dio sensivel do nimero de particulas-alvo por efeito de recuo. (i) O alvo é
suficientemente rarefeito para n&o haver possibilidade de espalhamento miltiplo, isto é, uma
particula incidente interage, no miximo, com apenas uma particula do alvo.

A quantidade que podemos medir numa experiéncia de espalhamento € o niimero dNV
de particulas que sfio espalhadas, por unidade de tempo, para dentro de um detector colocado
a uma distincia bastante grande do alvo (figura 24). As dimensdes lineares da regio ocupada
pelo alvo sfio pequenas em comparagdo com a distdncia ao detector. Portanto, podemos dizer
que, de qualquer ponto do alvo, a abertura do detector subentende um mesmo &ngulo sélido,
de aberturas angulares d0, e d¢, posicionado numa direcio (6, ,¢,), 6, sendo o dngulo

polar do detector em relagio 4 dire¢fio do feixe incidente ¢ @, o seu Angulo azimutal medido

‘a partir de um eixo escolhido arbitrariamente no plano que contém o alvo e é perpendicular ac
feixe incidente.

detector das particulas do tipo 1 Figura 24

s
4

[ NSV,
N

elxo paralelo ao feixe incidente alvo . A feixe incidente de
N particulas do tipo 1

O niimero de colisdes que ocorrem por unidade de tempo € tanto maior quanto maior €
o fluxo f de particulas incidentes e quanto maior € o niimero n de particulas-alvo. O nimero
dN & tanto maior quanto maior € o &ngulo sélido dQ, e quanto maior € o nimero de colisdes

por unidade de tempo, ou seja, dN € proporcional a f, n e dQ;:

| d
dN = dg‘ ©,,0) n fde, . (80)

O fator de proporcionalidade, que depende da dire¢do (6,,¢,) do posicionamento do
detector, foi indicado com do, /dQ), e é denominado se¢cdo de chogue diferencial no sistema
de laboratério. Escrevendo |

do, dN
=10,,0)=—— , 81
dsz1(’ ¢ n f dQ, (B1)
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vemos que a se¢io de choque € uma grandeza que pode ser determinada experimentalmente.
A razfo pela qual se introduz do,/dQ, éque do,/dQ, , ao contririo de dN , ndo depende
dos valores de n, f e dQ, de uma particular experiéncia. A seg@o de choque diferencial

para espalhamento numa dada diregdo € o nimero de particulas espalhadas, por unidade de
tempo e por centro espalhador, para dentro de um &ngulo sélido orientado nessa dire¢éo, por
unidade de 4ngulo sélido e por unidade de fluxo incidente. E ficil constatar que a segio de
choque tem a dimensdo de area. Mais adiante, veremos a razéo da notag@o na forma de um
quociente, do, /dQ, .

O espalhamento de uma particula do feixe incidente resulta da sua colisdo com um
particula do alvo. Suponhamos, entfo, que a particula espalhada entre no detector que estd
: ‘posicionado na direcéo (6, ,9,). Inicialmente, vamos considerar m, <m,. A colisdo, vista no
SCM, mostra entdio a particula sendo espalhada para dentro de um &ngulo sélido dQ2,
postcionado numa dire¢do (8,9):

Figura 25

Os eixos de referéncia para medida dos dngulos & e ¢ sdo tomados nas mesmas dire¢Ses gue
os eixos correspondentes do SL. A correspondéncia entre d€2, e dQ ¢é biunfvoca. Como uma

alternativa para a expresséo (80), podemos considerar dN como sendo proporcional a f, n e
dQ :

_do
dN-dg(B,(o) nfdQ . (82)

O fator de proporcionalidade, do /dQ , € denominado se¢do de choque diferencial no sistema
de centro de massa . Para determinar a relago entre as se¢des de choque no SL e no SCM,
igualamos (82) e (80), obtendo

doy,

do
0..,0)d2, =—(@,0)dQ . 83
a0, ®,) dQ, dg( @) (83)
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A relacio entre dQ ¢ dQ, € obtida da relag@o cinemadtica entre 8 e 0, juntamente com a
igualdade ¢ =@, . Sendo

dCQ =senfl d@ do ) dQ, =senb, dO, do, , (84)

obtemos

do

—1dQ, 85
7| (85)

1O = senf
sen,

uma vez que d¢ =dg,. Levando em conta que d8/d6; € positiva no caso m;, <m, (ver

" figura 9), podemos suprimir o sinal de valor absoluto. Observando, entiio, que senf d6 =
—d{(cosB) , obtemos

1 d(cos8)
dQ = - dQ, . 86
sen®, ) do, k (36)

Derivando a expressdo (24) tomada com o sinal (+) e substituindo o resultado em (86),
obtém-se a relagéo

2
m
1+—-cos 26,

dQ=[2"cos0, + —2—— ]dQ, , se my<m, . (87)
m
: \/l—m—lzsenzﬂ
M,

Substituindo esse resultado no 20. membro de (83), chegamos finalmente i relagéo

2
m
1+ —cos26,
m,
m 2
1-—L-sen’d,
m,

46, 6,,p,) = [2-"1‘-cosﬁi1 +

do
—(0, , se < . 88
a0, ", ] dQ.( Q) m <m, (88)

Essa relagio permite conhecer os valores experimentais de do/d€2 a partir dos valores
experimentais de do,/dQ,. Como veremos mais adiante, a secdio de choque do /d2 pode

ser calculada uma vez dada a forma da energia potencial de interagiio V(r). Os valores
calculados podem entdo ser comparados com valores experimentais. Se m, > m,, a obtengio
da relagio entre do,/dQ, e do/dQ deve levar em conta que, a cada diregdo 6, de
espalhamento no SL, estdo associadas agora duas direcSes de espalhamento no SCM, 6, e
6_, correspondentes aos ramos (+) e (—) da expressdo (24). As particulas que entram no
detector sio as que, no SCM, sdo espalhadas para dentro de um 4ngulo sélido d€2, situado na
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na diregdo (6, , @) , bem como as que sio espalhadas para dentro de um fngulo sélido dQ_
posicionado na dire¢do (6_, @), isto €,

do,
dQ,

AN =

do do
@,.@)n fdQ, = E(B-i- s)n fdQ, + ?d‘é"(e_,(P)nfdg_ , (89)

onde dQ,  =senf,dB, dp e dQ_=senf_dO_de . Cada um destes angulos sélidos
relaciona-se com d€2, através de uma expressao do tipo (85) :

9. a0, | .
de,

do_

_ senf, de_
do,

send,

40 _senf_

+

= ’ sy, . (90)
sen6,

Lembrando que 0, ¢ uma funcéo crescente de 8, e O_ é uma funcfio decrescente, podemos
escrever '

Q. = sen@, doO, Q) i = senf_ (_)ﬂ iQ, | ©1)
senf, do, sen6, de,
e, assim,
aQ, =- - 4080 4o g =L 2C0) 4o (o
senf, do, send, do,

Derivando a expressio (24) com os sinais apropriados e substituindo em (92), obtém-se

) 2
1+ cos 20, 1+ cos 26,
dQ, =[27" cost, + ——" 1, d@ =[-2" cosp, + 12 1. ©3)
m, m> my m
1——-sen’f, 1-—sen’s,
m, m,

Utilizando essas expressdes em (89), temos finalmente

2
1+ m—lzcos 26,

—L6,,¢0,) =[2—"cos6,+ : 1==@..0
aQ, 1 my S
——5sen’o,
m,

2
1+~—"—1-1~5~0032t91 p
+[~22 cosg, + —22 1%26.,0) , sem>m,. (94)

m 2 e
’ \/I—ml sen’f,

)
m,
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Essa expressdo & vilida para 8, <0,,,,, = arcsen(m, /m,) ; para 0, >0, ,do,/dQ,=0.
A relago (94) permite conhecer a se¢io de choque no SL uma vez dada a se¢do de choque no
SCM, mas nio no sentido inverso jd que ndo é possivel saber em qual das duas diregdes &, €
6_ € espalhada no SCM uma particula cujo &ngulo de espalhamento no SL € 6,. Essa
ambiguidade pode ser eliminada se medimos, por exemplo, além do angulo de espalhamento
8, , também a energia final da partfcula 1 no SL. - mas, essa informagfio ndo € levada em

conta na definicdo da secho de choque do,/dQ, dada em (80). Para o caso m, =m,, a
relagdo entre as se¢bes de choque pode ser obtida tomando-se o limite m,— m, em (88) ou
(94) e resulta bastante simples:

do,
dQ,

®,,9,) =4cosb, %(B,qo) L omo=m, , =20 , 0<8,<m/2 . (95)

Vejamos agora como é a expressdo da segéo de choque no SCM, do/dQ, em termos
da energia potencial V(r) que descreve a interagfo entre a particula-projétil e a particula-
alvo, Para isso, consideremos uma coliséo projétil-alvo e analisemos o movimento de 1 com
respeito a 2. Na figura 26, mostramos trajetérias com um mesmo pardmetro de impacto, mas
situadas em planos diferentes, ao passo que, na figura 27, mostramos trajetérias situadas num
mesmo plano, mas com pardmetros de impacto diferentes:

Figura 27
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O angulo ¢ na figura 26 € o mesmo que o da figura 25 supondo que os eixos de referéncia

para a medida desses angulos sejam paralelos:

P

‘irecdes paralelas
fixas no espaco Figura 28

"aurag 26 € 27, vemos que a particula 1 serd espalhada para dentro do &ngulo
‘8,de) e eixo na diregiio (8,¢), centrado na particula 2, quando ela for

Combir-
D O abs
langada na dire¢do da .irea transversal dS mostrada na figura seguinte:

Figura 29

No SCM, essa particula € espalhada para dentro de um &ngulo sélido d< de mesma abertura
(d0,dp) e mesma diregdo (0,¢), centrado no CM. Isso porque uma particula que é
espalhada de um &ngulo 8 no movimento relativo € espalhada do mesmo &ngulo € no SCM

¢ também porque o dngulo ¢ € o mesmo nos dois sistemas de referéncia.
A andlise precedente diz respeito a colisdo entre uma partfcula do feixe incidente e uma

particula do alvo. Considerando todas as particulas que incidem sobre o alvo, serfio, dentre
essas, espalhadas para dentro do &ngulo sélido dQ aquelas que incidirem passando por

qualquer uma das secOes transversais de drea dS mostradas na figura seguinte:

32



AP’ A ' 2
T bag as
2 K
o 7
__________ L7
2 A

alvo visto de frente (area frontal 4)
Figura 30

As dreas dS ndo se sobrepdem se o alvo € rarefeito ou suficientemente fino. Como cada 4rea
dS vale bdbdp e o alvo consiste de n centros espalhadores, a soma dessas dreas vale

nbdbdp. Assim, a probabilidade de uma particula do feixe incidente passar por uma
qualquer das seces de drea dS, € dada pelo quociente (nbdbde )/ A . Como, na unidade
de tempo, incidem fA particulas sobre o alvo, o nimero de particulas que passam através de

tais secdes na unidade de tempo €
nbdbdp

A —

Esse é também o nimero dN de particulas que sdo espalhadas para dentro do dngulo sélido

d€2 na unidade de tempo. Assim,
nbdbde

dN = fA
f A

Cancelando A, vem dN =bdbdpn f e comparando com (82), temos
do

—nfdQ=bdbdonf ,

o pnf

isto €,
do
—dQ =bdbdp . 06
0 (] (96)

Utilizando a expressdo dQ =senf d6 dg , podemos escrever

z—gsenﬂ d0 do = b db dg
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e temos, finalmente,
dab

do

do b

97
dQ  send ®7

Utilizando essa expressdo, podemos calcular a segiio de choque correspondente a uma dada
interagdo V(r). Para isso, determinamos, primeiro, a relagio 8 = 08(b) utilizando (75), (69)
¢ (70); em seguida, invertemos essa relagdo obtendo b = b(f); por tltimo, com essa b(8),
calculamos o 2° membro de (97). A derivada db/d@ é tomada em valor absoluto porque
pode ser negativa. A importancia da se¢@io de choque estd, entdio, no fato que ela pode ser
deduzida da energia potencial de interagéo e, ao contririo do que acontece com o parimetro
de impacto, € uma grandeza que pode ser medida numa experiéncia. Os valores calculados
* podem, assim, ser confrontados com valores medidos e a qualidade da comparacgiio permite
tirar conclusdes a respeito da exatidio de uma dada forma de V(r).

Interpretacdo geométrica da se¢do de choque: A segiio de choque diferencial no SCM foi
definida através da relagfio (82) e indicada com do /dQ. Vejamos agora o porqué dessa
notagdo na forma de um quociente. Para isso, vamos indicar provisoriamente a segfio de
choque com (8, ¢). Trocando do /dQ2 por 1(0,p) em (96), temos entio

1(8,0)dQ=bdbdyp . (98)
Definindo a quantidade

do =1(0,¢)dQ ey

que representa, para um fluxo incidente unitdrio, o niimero de particulas espalhadas, por

unidade de tempo e por centro espalhador, para dentro de um angulo sélido dQ posicionado

na direcdo (0,¢), temos '
do=bdbde (100)

¢, portanto, do € a prdpria drea 4§ :

Figura 31

Portanto, do significa também a 4rea da segfo transversal pela qual deve passar a particula
para que seja espalhada dentro do 4ngulo sélido dQ por uma dada particula-alvo. Da
expressdo (99), temos

16,9) = g—% (101)
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e a se¢io de choque diferencial & entfio a drea eficaz para o espalhamento dentro do angulo
s6lido dQ, por unidade de &ngulo sdlido. A propriedade (101) é a razdo pela qual
empregamos a notacdo do /dQ ao definir a segfio de choque diferencial. A drea do, que €
denominada se¢do de choque, é usualmente medida em bams (lb= 10*cm® =
10%cm? = 10*fm*) em problemas de colisfio entre nicleos atdmicos. A se¢iio de choque

diferencial do /dQ é entdo dada em barns por estereorradianos (b/sr) .

Secdo de choque total. A segdo de choque total, o, é o niimero total de particulas espalhadas,
ndo importando em que dire¢fio, por centro espalhador, por unidade de tempo e por unidade
de fluxo incidente. Geometricamente, ela € a soma das dreas do correspondentes a todos os
- parfmetros de impacto para os quais a particula € desviada do seu curso inicial:

c=nb_,’ , (102)

b Sendo o méximo valor do parfimetro de impacto para o qual ocorre desvio. A se¢io de
choque total € a drea maxima ao redor de uma particula-alvo tal que a particula incidente €
desviada do curso inicial se direcionada para dentro dessa 4rea. Se o campo de for¢a tem um
alcance finito a , isto é, anula-se identicamente para r>a, temos b ,, =a ¢ a segio de

choque total
o =na (103)

é a drea transversal que a regifio de interagio exibe ao feixe incidente. Se o campo de forga
tende gradativamente a zero a grandes distincias, sem que exista um raio a partir do qual ele
se anule identicamente, a particula sempre sofrerd um desvio, mesmo que muito pequeno,
qualguer que seja a magnitude do seu parimetro de impacto, € a seg@o de choque total €,
entfo, infinita. Essa conclusfio € sempre verdadeira apenas na mecénica cldssica. Na teoria
quantica de espalhamento a segio de choque total resulta finita mesmo que a regifio de
interacfio se estenda ao infinito contanto que a energia potencial V(r) vd a zero mais
rapidamente do que 1/ r? quando r— eo [ver, L. D. Landau e E. M. Lifshitz, Quam‘um

Mechanics, Third Edition, pgs. 506-507 1.
Formalmente, a segéo de choque total € dada pela expressio

do
— . 104
I (G, ) dQ = J. dB sen@ o (@,9) (104)

O valor infinito de 0 quando a forga de interacio nfio tem um alcance finito a indica
que a se¢do de choque diferencial do /dQ diverge em 8 =0, ji que € este o dngulo de
espalhamento para b tendendo a infinito.

A secdo de choque para detecgdo das particulas de recuo. Numa experiéncia no SL, podemos

detectar também as particulas de recuo. A se¢io de choque para detecgiio dessas particulas €
definida por uma relagio analoga a (80):
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do,
de,

dN =

0,.9,) n fdQ, , (105)

dN sendo agora o nimero de partfculas que recuam, por unidade de tempo, para dentro de um
detector de abertura d€2, posicionado numa dire¢io (6,,¢,). Para estabelecer a relagdo entre

do,/dQ, e do/dQ ,observamos que dN € também o niimero de particulas do tipo 1 que
no SCM sdo espalhadas para dentro de um #ngulo sélido dQ posicionado numa dire¢io
(0,9), sendo 0 =m—20, [ver (23)] , ¢ =¢, 7 [o sinal +(-) valendo se 0<¢, <7
(T<p,<2m)} e

do
d9

_ senf

senf,

dQ, =4cos8, dQ, . (106)

Temeos, assim,

do,
dQ,

(Bz,q)z)ndezz:-—(G 7—20,,0 =0, +7) n fdQ

=.d_(9 7—20,,0=0,t7) n f x4c0s0,dQ, ,

de onde resulta finalmente

do do
ng(ez,(oz) =4cosﬂzﬁ(9=n—262,rp=(p2in) . (107)

Geometricamente, do, € a drea transversal ao feixe incidente pela qual deve passar o projétil
para que a particula-alvo recue dentro de um angulo sélido de abertura dQ, orientado na
direcéio (0,,¢,).

Particulas idénticas. Se as particulas incidentes forem idénticas as do alvo, o detector néio
consegue distinguir (nem mesmo pelas energias, que sdo iguais) as particulas que sdo
espalhadas numa determinada direciio das que sofrem recuo nessa mesma diregdo, ¢ a
contagem por ele registrada refere-se, entfio, ao conjunto dessas particulas. A se¢dio de choque
que abrange todas as particulas que entram num detector de abertura dw orientado na dire¢o
(x.w) € asoma da segio de choque para espalhamento da particula 1 para dentro de dw com

a sego de choque para recuo das particulas 2 para dentro de dw :

do2 aZO'2

=2 — 1
T —==(x.¥)= (xw)

2w (108)
De (95) e (107), temos

do, do
e 1] =4 - 922 3 = ’
o (x.v) cosxdg( | _xqo _w)
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do,
dQ,

(x,w) = 4cosx§§—(9=n—2x,(p=win) )

do [dQ sendo a se¢fo de choque determinada através de (97). Temos, portanto, a relagéo

lab
d;"“z(xm 4cosx[—(9 24,9 = uf)+—(9 =229 = w+ﬂ)}, (109)

que exprime a secdo de choque para colisdes entre particulas idénticas em termos da se¢io de
choque calculada supondo as particulas distinguiveis [isto €, mediante a expressdo (97)]. Para
- aseclo de choque no SCM, a relag@o € dada obviamente por

""f;" ©0.0) = _(9 0) + ——(n 0.0+7) . (110)

Exemplo. A férmula de Rutherford.

Calculemos do /dQ para o caso em que o feixe incidente é constituido de particulas
puntiformes de carga g, e o alvo de particulas de carga ¢,, também puntiformes. O
espalhamento de um préton ou de um elétron por um niicleo atémico, bem como aquele entre
dois nidcleos atdbmicos, pode ser considerado um espalhamento entre cargas puntiformes
contanto que o projétil e o alvo ndo se interpenetrem. A energia potencial de interacdo € dada
por (58), isto €,

vy =<, (111)
r

onde & =gq,q, .Quando g, ¢ g, tem o mesmo sinal (forca repulsiva), & € positivo; se g, €

g, tem sinais opostos (forga atrativa), o € negativo. Na figura seguinte, mostramos as
trajetdrias de 1 e 2 no laboratério quando as cargas séo de mesmo sinal:

-9 >0

Figura 32

Nas figuras abaixo, mostramos a energia potencial efetiva paraoscasos >0 e a<0:
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Vei(r)
Ve(r)

Figura 33.a

<0

Figura 33.b

O ngulo ¢ [eq.(69)] & dado agora por

o0

¢T=I L dr

2
1— a* 1 b -0
E Trin Fin
Introduzindo a guantidade
a
¢ = 2E*
podemos escrever (112) e (113) como
b

o0

E:J. A — dr
. Tin \/14_261_[)_2_

r r
(5]
2
1+2£ L b2=0
Tmin Fnin

Resolvendo a equagdo (116), obtemos

rmin = _5 i 52 +b2 .
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Como r,,, ¢ necessariamente positivo, devemos tomar o sinal (+) e, assim,

P ==& + JE2 4B . (117

Para calcular a integral (115), introduzimos uma nova varidvel de integragdo, x=54/r . Com
isso, temos

Irmm ‘/1-1—2 x—x ‘[rmm J _.( _é)z

b

Levando em conta que

dn n
e = Aretan ————== (118)
_[ /az_nz /02“112
temos entdo
~ . blr,,
¢ = arctan b I
\)1 + 2£x - X 0
Sendo
b & b -Ep, b 'g’[-§+\/'g‘2+b2] b* 4 £2 (- & £ 150,
Tnin b Tin b rmlnb rminb § +b°
temos
Xt
lim b = +4co
X —> \/1 + 2§x - X
Tain
e, portanto, podemos dizer que
£ :
- 7 b 4
= — — arctan = — + arctan = ., 119
?=3 N ) b (115)

Esse resultado pode também ser obtido a partir da equagfio da trajetéria do movimento
relativo,

118 cosg)+seng] | (120)
¥ bbb
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gue se obtém integrando a equagdo diferencial da trajetéria num campo central,

d2 | ]._ 17
EQ)—Z;'F';H—-I:—*ET F(r) , (121)

com uma for¢a F(r)=c/r* e as condi¢Bes iniciais

(1
q) -0 . (122)
r =0

d 1 1 dr 17 —ui o, 1
m_— = | =25 = ——2—. = ” = = -, (123)
g 1 Jso rod | y-o r° 9 }o=0 L* js—0 MHUb b

Na figura 34.a, mostramos as trajetérias de uma particula o (niimero de massa A=4, niimero
atdmico Z=2), de energia E,, =5.30 MeV (particula ¢ proveniente do *'°Po) e parimetro
de impacto variando de O a 48 fm, espalhada por um nicleo de ouro (A=197, Z=79),
enquanto que na figura 34.b estfio mostradas as trajetdrias de um elétron de energia 25 keV

(v /¢* =1/10) e parimetro de impacto compreendido entre 0 e 40 fm, espalhado por um
proton (suposto puntiforme):

R Figura 34.a
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e L\ A Figura 34.b

O éngulo 25 é o valor de ¢ segundo o qual a particula espalhada se dirige para o infinito.
Tomando o limite » — e na expressdo (120), obtemos

[%(1 —cos2¢) +sen2¢ ]=0
Resolvendo essa equag#o trigonométrica, temos

cotgp = -2

3 _¢
tan(qb—-i—) = b

0 que estd de acordo com a expressio (119). Apés essa digresséo, determinemos o angulo de
espalhamento @ e, em seguida, a se¢do de choque do/dQ . Utilizando a expressido (73),
obtemos

isto é ,

r

6=|m-2¢| = |n—n—2arctan—f; I
isto €,

0= 2]arctan§ |= 2arctanl-§~|- . o (129)

Essa € a expressdo do angulo de espalhamento em fun¢fo do parimetro de impacto. Sendo

Iél

= arctan ——

temos
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tan 9 = I—§——| (125)
2 b
e, portanto, a relac@o inversa de (124) €
e
b=]c§|cot5 . (126)
Derivando essa expressio, obtem-se
db 1 1
—=|&|(=) =
de s enzg_ 2
e, portanto,
db 1 1
[EET|=*2“|§! 7 (127)
sen® —
Substituindo (126) e (127) na expressdo (97) , temos entdo
e
do  l&leot= 1 2
i e L R T N ()
sen sen® — sen’ —
2 2
Finalmente, substituindo &, obtemos
2
do _ 1 g L (129)
d@ 4| 2E* 40

sen” —
2

expressdo essa conhecida como formula de Rutherford. Notamos que a se¢io de choque
obtida independe do sinal do produto g,4,. Na figura seguinte, mostramos o grifico de

do/dQ em fungdo do angulo 8 no caso do espalhamento de particulas o de energia
E,, =5.30 MeV por nicleos de ouro:
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1.0E+06 -

1.0E+05 -

1.0E+04 + Figura 35

1.0E+02 +
1.0E+01 +
1.0E+00 T T T 1
0 45 90 135 180
6 (graus)

Vemos que a segéio de choque realmente diverge quando 8 — 0 confirmando a observagiio
feita anteriormente que, na mecénica classica, essa divergéncia sempre ocorre se a interagio
entre o projétil e a particula-salvo nio € de alcance finito. Na figura seguinte, temos um
nicleo de ouro (linhas tracejadas) visto a partir do feixe incidente de particulas o e,
centradas nele, circunferéncias cujos raios (iguais a 9.08 , 21.92, 52.91 e 81.79 fm) sho os
pardmetros de impacto para espalhamento nos dngulos indicados:

Figura 36

A drea sombreada interna é a sec@io de choque para espalhamento em angulos O superiores a
135°, enquanto que o anel sombreado € a segfio de choque para espalhamento entre 30° e
45°, Convém frisar que, para a energia considerada, o projétil ndo penetra no alvo uma vez
que o menor valor de r,..(b), que ocorre quando a colis@o € frontal (b = 0) e vale 43.8 fm , é
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maior do que o raio do nicleo de ouro (da ordem de 7 fm). Figuras semelhantes as figuras
34.a e 36 sdo encontradas em S. Tomonaga, Quantum Mechanics, Vol. 1.

A expressdo (129) refere-se ao SCM. A expressdo no SL & obtida de (88), (94) e (95)
substituindo-se do /dQ (6,¢) pela expressio (129) e levando-se em conta que, de (24), tem-

s8¢

2

2
na 207 [1-cos6]" | 1+ysen’d, F cos, 4 1—-y’sen’H,
sen* - = = = . (130)

(6 =120, , se m; =m,). Substituindo também E * por E, /{(1+7¥), obtém-se :

1+7”cos 26,
J1-7v%sen’,
[ 1+ sen’0, —cos6,/1—y%sen’0, ]2 ,

m<m, , 0<6,<m, (131)

2y cos, +

2
do, 1 a9, 2
9 , = ]| r— 4 1+
Q. 6, ,9,) ) (ZElab (1+y)

2
00,00 = {ﬂz—) 4+y)?

dQ, 4| 2E,,
2 2
2y cos B, +_—l+y SOS 2291 —2ycos0, + 14y :082291
1-y"sen”6, \fl—y sen“d,

+
[1+ysen’0, —cosO,[1-y%sen®0,]”  [1+7sen’6, +cosB,/1 —y%sen’d, ]

m>m, , 020,20, =acsen(m,/m) , (132)
do ’ 0
10,,0,) =| 22| 220y =m, , 0<6,s7/2 . (133)
dQ, E., | sen’d,

Se m; << m, , arelagio (131) reduz-se a

2
d 1 1
2% @0, ,0,) = I{( 9% ] , (134)
(11}

COmo se espera, ja que, nesse caso, 8 =6, e E*=E_ .
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A seg¢do de choque para a deteccao das particulas de recuo € obtida utilizando-se (129)
em (107), o que resulta em

2
do, d192 2 1
“2(8,,¢,) =] 222 | 1+ . 135
sz( 2:02) (ZE,ab +7) cos’ 9, (135)

Se as particulas incidentes forem idénticas as do alvo, obtém-se, de (129), (109) e
(110),

2
doi %92 1 1
=2 (y, W) = + cos ¥ , 136
dw %v) E, | |sen*y cos®y x (136)
c.m. 2
Lz (9,¢) - %[ gg*] =2 | (137)
sen” cos“E

Exemplo. Consideremos o espalhamento de uma carga puntiforme positiva ze por outra carga
puntiforme e positiva Ze blindada por uma casca esférica de raio g e carga —Ze
uniformemente distribuida:

carga -Ze
ze
[ Y
projétit
alvo Figura 37

A energia potencial da interagio entre o projétil e o alvo € dada por

2 2
(Zze _Zze) . r<a,
r a
V(r)= (138)
0 , rza.

Nos pontos fora da esfera, a carga Ze € blindada pela carga — Ze diluida na superficie
esférica, enquanto que nos pontos internos o campo elétrico € o da carga puntiforme Ze . Para
uma energia E* e um parimetro de impacto &, temos a energia potencial efetiva

45



2 2 pA
(Zze L &e )+E*-l?-2— , r<a,
2 a r
Vef(r) =< (139)
b2
E*_Z N rza,
r

Na figura seguinte, mostramos V(r) para os valores indicados de E* ¢ b:

Figura 38

Ex/(Zze*/a) =1

Vet /(Zze ¥/ a)

0 T T i
0.0 05 1.0 15 20 25
r/a

A curva correspondente a b/a =0 € evidentemente a da prépria energia potencial. A linha
horizontal mostrada na figura corresponde a uma ordenada de valor E "‘/(Zze2 /a). Para um
dado b, a distincia de maxima aproximagfo, #,(5), determinada pela condigdo Vi (fy,) =
E *, ou seja, pela abcissa da intersegdo da linha horizontal com a curva correspondente a esse
valor de b , € tanto menor quanto menor o parimetro de impacto. Se b > a, o projétil ndo

penetra na esfera e a sua trajetdria é totalmente retilinea. Se b<a, a trajetéria € retilinea
até o projétil penetrar na superficie esférica, numa posi¢do dada por um dngulo

b

& = arcsen P- = arctan ——%— ; (140)
a . b
a2

dentro da esfera, o projétil fica sujeito apenas 4 repulsio coulombiana devida a carga
puntiforme Ze e a sua trajetéria é entio um segmento de hipérbole com vértice no ponto

(%in ,0) ; apés o projétil emergir da esfera numa posi¢io dada pelo Angulo 25—@ , a
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trajetdria € novamente uma semi-reta, de coeficiente angular tan(2$) :

direcéo de
emergéncia

direcdo de
incidéncia

_/casca esférica de carga -Ze

Figura 39

A equacio da trajet6ria dentro da esfera pode ser determinada a partir da equagéo diferencial
(121), que € escrita agora como

2
d . i 1 = % , (141)
do"r r b
onde
Zze?
=— . 142
¢=-5 (142)

Resolvendo a equagdo (141) com as condigbes

(_1_) 1 [il] 0 . (143)
Y Jo=p  Tmin do r 0=¢
vamos obter
1 1 £ - &
— = —=2icos(p—0)+=> . 144
r (min bz) (¢ ¢) b2 ( : )
Para a distincia de maxima aproximacgo, obtém-se
—§+\/§2+(1—2—§—]b2
a
Foin = E . . (145)
1-2=
a
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Substituindo esse valor em (144), temos finalmente

§+\/§2+(1—2§]b2 cos(p —¢)

% , ®<Pp<20-® , (146)
"

que ¢ a equagio de um arco de hipérbole. O valor do angulo ¢, ainda nfio conhecido, pode ser

obtido fazendo-se r=a e ¢ =29 —® em (146), isto é,

b2
_ —-¢
¢ = P + arccos 4 (147)
‘/52 +(1~2§)b2
a
Utilizando a relagiio
T X
arccos x = —— arctan s
2 1-x*
podemos escrever ainda
b ¢
q_b=¢+—§—arctan—~——q-——f;— . ©(148)
s
Levando em conta a expressdo (140) para o dngulo @ e introduzindo as quantidades
c=2-liczmetiayEn | n2l | (149)
a 2 a
temos finalmente
¢ = —+ arctan 1 +arctan —L (150)
2 2
2 1-1 1-1

Nas figuras seguintes, mostramos as trajetorias para E* = Zze*la e bla=0, 03, 06,
09,12¢e 1.5:
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- r 3 F 3

&~ s & F 3 -~

F 3 F
r 3

Figura 40

Angulo de espalhamento: Substituindo (150) na expressdo 0 =7 — 25 , iremos obter

....—_.é.‘,]__nz
9 =2arctan-—n—l:—c— . (151)

Na figura seguinte, mostramos o grafico de 6 em fungdo de b para E* = Zze’ fa :

180

135 - Figura 41

@ (graus)

45

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
bla
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Determinacio da expressfo da se¢do de choque: Fazendo tan(6/2) =

I'A-¢* = a-n")

de onde resulta
n? = -
$+(-4)r?

e, portanto, a relagdo inversa da relacdo (151) € dada por

b -
a4 JC2+(1—C)2mnzg

T, obtemos, de (151),

(152)

(153)

Na figura seguinte, mostramos o grifico bx8 , para E*= Zze* la :

1.0
0.9 4
0.8 1 Figura 42
0.7 +
0.6 4
0.5

bla

0.4 4
0.3 A
0.2 1
0.1 1

0.0 1 T T
0 45 90 135

@ (graus)

180

Para obter a expressio da segfio de choque, € conveniente escrever a expressdo (97) como

do 1

kel li(bz)
dQ)  sené

2d6

1.1 |4
2 sen@ | dT

Temos entdo

50

L. dT
(™ )dG



doc a 1 =-¢? 1 1
—_—= (1-¢)2r ——
e 4 090560 [§2+(1—§)2T2] cosze 2
2 2 2
e, assim,
2 2
do _ ¢ -0 | (154
d 4

2 2_@ 2y 2g ’
[C cos 5 + (1-¢) sen 2]

~Na figura seguinte, mostramos o grifico de do/dQ para os valores indicados de
E* /(Zze2 /a):

25

7]
~ 5.

> Figura 43
=

wn

o

S 15+

o

o

=

£ 1

Q

3

5 051

~

o T
0 45 e0 135 180

@ (graus)

Para E*>>Zze’la , a expressdo (154) reduz-se a do espalhamento de Rutherford [ver
expressdo (128)], uma vez que { — 0 nesse limite. Isso significa que o espalhamento de
particulas de energias suficientemente altas € pouco influenciado pela carga distribuida na
casca esférica, bastando, nessas circunsténcias, considerar a deflex&o produzida sé pela carga
puntiforme presente no centro da esfera. Na figura seguinte, mostramos a razo entre a segéo
de choque dada por (154) e a seciio de choque de Rutherford {expressao (128)] para as

energias E*/(Zze*/a)=10,100¢ 1000 :
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12 1

1.1 -
T

1.0 T 1000
0.9 +
0.8 -

0.7
0.6
05 4
0.4 -
0.3 1 Figura 44
0.2
0.1 1

0.0 T T T
0 45 80 135 180

10

do/d 02 +(d o/d Qrun

& (graus)

Vemos que do/dQ realmente tende a (do/dQ)g,, A medida que E* cresce. No caso do
espalhamento de particulas o de energia Ep, =5.30MeV por ouro, se aproximamos o
efeito dos elétrons do dtomo de ouro pelo de uma casca esférica de raio a =1.5 angstrém e
carga —79¢ uniformemente distribuida, temos E */(Zze*/a)=3000 e o espalhamento €
determinado essencialmente pela carga positiva do nicleo do 4tomo de ouro.

Para finalizar, como a interagio dada por (138) tem um alcance finito, a, podemos fazer
um teste do resultado (154) calculando a se¢fo de choque total & a partir da expressiio (104)

e comprovando que ¢ =7 a°. De fato, substituindo (154) em (104), vem

r pw 2 _ 2
o= |dp | 40 senf _éj_ a-¢)
o Jo 4 6 87*
[Cz cos? B + (1-¢)*sen? —2—}

1
[CZ+ (1—2§)senzg]

' Fi
=n§2(1—C)ZJ. do sengcosg
8]

0 .
Fazendo ¢ = sen? 5 temos entio

dt 1 o
= EA-{P () — [ 2 +1-20)1]
+ (1-20)1 ] 1-2¢ l

cr=7r§2(1-—§)2r [{2
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Y C 9 N IR T N A -
=T {Cz (1—€>2} e

que € o resultado esperado.

Observaciio: Se a particula incidente é um elétron (carga —e), continuam valendo as
equacoes (146), (140) e (150) para a trajetdria dentro da regido esférica e a expressio (154)
para a segdo de choque, mas sendo agora & [=(Ze®)/(2E*)] e {[=£&/a] quantidades
positivas. A equacfio (146) €, entiio, a de um arco de elipse, parabola ou hipérbole,

dependendo do sinal de 1-2(£/a) [=1—-(Ze®/a)/ E*], isto é, se E* é menor, igual ou

_ maior do que Ze®/a . Para E*=(Ze’/a)/2 e qualquer parimetro de impacto b < a, 0 arco
de elipse tem o semi-eixo maior paralelo & diregio de incidéncia e, por causa disso, ocorre 0
retroespalhamento quando a energia tem esse valor especial. Nas figuras seguintes,

mostramos ~ as  trajetérias. para E*=(Ze’/a)l4, (Zé*la)I2 e 2x(Ze'la),
respectivamente, e b/a=0, 03, 06, 09, 1.2 e 1.5:

F

F 3

F 3

F 3

F 3

F 3

F 3

F 3

F 3

F 3

Figura 45.a
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-
4

Figura 45.b

F Y

F 3

F 3 »

F 3

F 3

F 3

F

F 3

F 3

Figura 45.¢

Na figura seguinte, mostramos o grafico de do/dQ para os valores indicados de
E*[(Ze* | a):
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7
& i
N\ 6
%
8 5
[¢}]
3 do/d2+100 —
@ 47
o
5
£ 3 - Figura 46
[¢3]
‘.g 2 7 00 0-49, 0.51
B
w 1 0.25, 0.75

1.00
0 ; : ; L
0 45 90 135 180

& (graus)

Nota-se que, que o espalhamento vai se concentrando na direcfio traseira 4 medida que E * se
aproxima do valor (Ze®/a)/2 e, no limite, ocorre s6 retroespalhamento, Esse espalhamento

concenirado todo na direcfio traseira é um caso especial de um fendmeno conhecido como
gléria, que ocorre quando se tem um retroespalhamento em algum parimetro de impacto
diferente de zero, o que, pela expresséo (97), resulta numa sec¢do de choque infinita na dire¢o
traseira. No exemplo que estamos considerando, a se¢iio de choque na direcdo traseira é, na

verdade, finita para toda energia E* diferente de (Ze*/a)/?2, e tende a infinito somente no
limite E* — (Ze®/a).

Da mesma forma que no caso anterior, também quando o projétil é um elétron, a segfo
de choque tende para a se¢fio de choque de Rutherford se a energia é suficientemente alta. No
caso do espalhamento de um elétron de 25 keV por um 4itomo de hidrogénio, se o efeito do
elétron atdmico € aproximado pelo de uma casca esférica de raio a = a, (raio de Bohr)
=0.529 angstrdm e carga —e uniformemente distribuida, temos E*/(e*/a)=900 e o
espalhamento se deve essencialmente ao préton localizado no centro do dtomo.
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Exemplo. Consideremos o espalhamento mutuo de duas particulas que tem uma energia
potencial de interag@o

-V, , parar<a,
V(r)= (155)

0 , parar>a,

V.

o]
fungdo contfnua que tem um valor constante, —V,, de r =0 até muito préximo de r=a, e

reduz-se a zero numa vizinhanga bastante estreita de a (Fig. 47.b):

sendo uma constante positiva (Fig. 47.a). Essa forma de V(r) € uma idealiza¢do de uma

Vir Vr
-+ regidio de transigdo
a a
-7, -7 £
Figura 47.a Figura 47.b

A energia potencial dada por (155) € denominada poco quadrado . Ela é utilizada para
descrever de um modo grosseiro a interagdio nuclear de curto alcance entre um néutron e um
préton ou a interagio nuclear média entre um niicleon e um nicleo atdmico. Para a energia
potencial efetiva , temos

[ b?
' -V, +E*— , parar<a,
r

Vg (r) =4 (156)
2
E*¥— , parar>a .

r2

Na figura seguinte, mostramos V,; para os valores indicados da energia e do parimetro de
impacto:
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1.2 E*IV, =15

Vel W,
s

0.3 ' 4

bta=00

bla Figura 48

Vemos que a distncia de maior aproximacgdo, r,, , diminui com o pardmetro de impacto b,
mas ela exibe uma descontinuidade em & =g, uma vez que 7, (a-) <r,(at)=a.

Uma vez que a for¢a € nula tanto fora como dentro da regifo esférica de raio a , o
movimento & constituido de trechos retilineos a mudanga de dire¢io ocorrendo quando a
particula sofre a a¢do de uma forga central muito intensa ao cruzar a zona de transicfio brusca
da energia potencial. Na figura seguinte, mostramos a trajetéria do movimento relativo do
projétil com respeito alvo:

Figura 49

A trajetdria € assim andloga a de uma raio luminoso que € refratado por uma esfera dielétrica
homogeénea de indice de refragfio maior do que 1. Obviamente s sdo espalhadas as particulas

que tern pardmetro de impacto b <a . A distincia de maior aproximagdo, r,, , é dada por
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Vv b*
VLT .
isto &,
foin — b v - (158)
1+—=
E L3
apos definirmos
—_— VO
] n=,1+ i (159)
Temos agora, de (69),
iz dr oo % dr

_ a
9 =I L =
"min 1+L_i
V E* 7

-

Y A
bZ
a 1___
\/ 1"2

Efetuando a mudanga de varidvel x =5/r e levando em conta a defini¢géo (159), obtemos

L
n 2 n a
¢ = I & + “ & arcsen = | + arcsenx
b n® —x* o WNl-x n
a b 0
a
= _ arcsen b + arcsen L2 (160)
na a
Para o angulo de espalhamento 0 = 2;5 — 7 , temos, portanto,
b b
@ =2 (arcsen — — arcsen-——) (161)
a na

Uma vez que n > 1, a diferencga entre os dois arcos senos € maxima quando b — a, isto é,

0 ax 22[1 - arcsen—l—]=2arcsen1/ l—i2 =Zarccos—1— . (162)
2 n n n

Por exemplo, se E*=1.5xV, , obtem-se 8, ., =78.46 °. Na figura seguinte, mostramos o
gréfico de 0 X b para esse valor da energia:
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180 -

E*Vo=15
135 -
w
3
©
D 90 -
> gmax ___________________
O e = 78.46 °
45
0 T I ] T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25
bla Figura 50

Na figura seguinte, mostramos as trajetérias para E* =1.5XV, e para os valores indicados de
bla:

E* V=15

1.2
0.9
06

F 3

F 3

r s
o

03
06

0.9

F 3

F 3

F 3

Figura 51

Observacdo: A expressfio (160) para o dngulo 5 foi obtida seguindo o procedimento geral,

que se vtiliza da integral (69). No caso especifico do espalhamento por um poco quadrado, a
pode, no entanto, ser determinado mediante uma aplicagfo direta das leis de conservagio.
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Para iss0, consideramos novamente a trajetéria da fig. 49, mas introduzindo agora o dngulo &
que a dire¢do de incidéncia faz com a normal e o angulo de refragio f:

4

Figura 52

O valor do momento angular dentro da regifo esférica é 0 mesmo que na parte externa, o
mesmo valendo para a energia total, Temos assim

Hvasenff=uv asenc (163)
1 1
Euv?—m2=5uq2, (164)

u sendo a massa reduzida, v a velocidade no interior da regidio esférica ¢ v, a velocidade
inicial. De (163), obtemos

senal _ v ’ (165)
senff
enquanto que, de (164), resulta
Yon, (166)
4 .

n sendo definido como em (159). Substituindo (166) em (165), temos entio

senct _ , (167)
senf

que ¢ uma relaciio semelhante a da lei de Snellius para a refracéo da luz, a diferenca sendo
que o indice de refracdo € agora a razdo entre a velocidade apds a refracéio e a velocidade de
incidéncia, e ndo o inverso dessa razédo. Substituindo as expressdes

b o
o =arcsen— , f =arcsen = arcsen —
' a n na

na relagdo
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que decorre da figura anterior, obtemos para Eb- novamente a expressio (160).

Determinemos agora a relagdo inversa, b = b(0@) . Da relacéio (161), obtemos

0 b b* b b*
sen— = —, |l -—— — —  J1-— |, 168
2 a n*a® na a’ (168)
isto é,
nazsen—g- = \/nzazb2 —b* —-\/azbz -
Definindo
5= nazsen% , x=b (169)
temos entio
S=\/n2a2x—x2 —\/azx—x2 . (170)

Quadrando essa relacéo, vamos chegar a

(Q+nPa’x-2x"—5* = 2Jn2a4x2 - +n*)a*x +x*

Repetindo a operagio, teremos um cancelamento dos termos em x° ¢ x*, ficando com uma
equacdo apenas do segundo grau em x:

[(1+n)’a* ~4n’a® +45*Ix* - 2(L+ nP)a s’ x +5s* =0 171)
cujas solugdes sdo

(l+nz)azs2 + 25%n%a’ - 5° 4 1
x= . (172)

- =
A+ a" - 4na* + 45 (1+n¥)a® Fadna® —

Dessas, somente a que corresponde ao sinal superior satisfaz a condi¢do x(8 . )=a’.

Considerando entéo essa solugéo e utilizando (169), obtemos finalmente

nt senzﬂ
b = a> 2 - (173)
1+n2—2ncosa
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Na figura seguinte, mostramos o grifico de b = b(0) para E*=1.5xV, :

2.5 -
2.0 E*V,=15
1.5
A
-
1.0 ;
;
!
A : — 1]
05 i Hmax = 78.46
|
!
00 T 6,’ T T 1
0 45 max o0 135 180
0 (graus) Figura 53

Consideremos agora a se¢do de choque. Da relacéo (173), obtemos

(n cosg —1)(n —cos "?“)
p P 1y Logrsend 2 - . (M)
do 246 2 (1+n2—-2ncosa)

e o sinal dessa expressdo é niio negativo, uma vez que n>12cos(0/2) e, para <4, ,

ncos(6/2) 2 ncos(,,, /2) = nx(1/n) =1 . Substitvindo (174) na expressio do/dQ =
(b/sen@) |db/dO | , vamos obter finalmente

do a*n? (ncos% ~1D(n—cos g)

i

4cos 4 (1+n*-2n cosg)2
2 2

€, como ndo existem particulas espalhadas em 4ngulos acimade 6, ,
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do
—_—=0 a 626_, . 176
) par. " (176)

Na figura seguinte, mostramos o grifico da se¢fio de choque diferencial para uma energia
E*¥=15xV,:

6.0
= Figura 54
", 501
[
©
@ 40 -
ks E*/V, =15
e
' 3.0
= B ,ux= 78.46°
£
® 20
S
5 10-
3
00 T QJ T 1
0 45 90 135 180
g (graus)

Pode-se constatar, utilizando (175) e (176), que a seciio de choque total € de fato igual a 4rea
da se¢Ho transversal circular exibida pela regido de interag#o:

2 2 (ncosg —1}n-cos g)

27 i 2r Bmax
0‘=I d(aJ. dGsenGig- =I d(pJ. " d0seng 27 R
° o <2 ¢ ° 40035 (1+n? - 2ncos§)

271'612 .

Exemplo. Determinar o espalhamento mituo de duas particulas cuja energia potencial de
intera¢@o é o poco parabdlico '

2

-(1—-}-"}2—)% , r<R,
V)= | (177)
0 , r=2R,
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V, >0 sendo a profundidade do pogo e R a distincia a partir da qual a interagdo é nula :

Vir

%

Figura 55

A energia potencial efetiva correspondente é dada por

2 2
—(1—-;;)1/0 +E=*=f—2 , r<R,
Ve (r) = (178)
bz
E*—2 s r2R,
¥

¢ estd mostrada nas figuras seguintes, para os valores indicados de E* e b. A distincia de

4
3 .
E*/V,=05
2 .
o
N 1.2
— 1 - 0
8 0.9 (Vg = B*)
\o.a —
0
003 2
1 1B/R=00
” |
bIR _
Figura 56.a

64



TBIR=00

-2

bIR
Figura 56.b

maior aproximagfo r, (b) aumenta com o pardmetro de impacto, mas, para E* <V, (como

no caso da Fig.56.a), ha uma descontinuidade em & = R, pois r, (R-) <r,;(R+)=R. Por
causa disso, quando b — R —, o &ngulo de espalhamento nfio ird tender para o valor zero

-

observado para b acima R . No entanto, se E*>V,, r,.(b) & continua e o &ngulo de

espalhamento ird forcosamente retornar para zero quando b — R ~ .

Para b> R, o projétil nfo atinge a regido onde existe interacdo e a sua trajetéria €
totalmente retilinea. Se b < R, a trajetéria é retilinea até o projétil penetrar na regifio de
interacfio, numa posi¢do dada por um dngulo

= | o

¢ = arcsen E = aretan ——=—— (179)
R 1 b’
T a2

R

na regido de interacfo, a forca € a de um oscilador harmdnico isotropico e a trajetdria € entdo
um arco de elipse com vértice no ponto (r,,,¢); apds o projétil emergir da regido de
interacfio numa posicéo dada pelo dngulo 2¢ — @, a trajetdria € novamente uma semi-reta, de

coeficiente angular tan(2¢—)) :

65



_————

o

N
4
i
3
p
+*
l——-————- —

S =

S
//diregdo de emergéncia

/! Figura 57

Para obter a equagdo do arco de elipse, vamos escrever a energia potencial na regifio
r<R naforma V(r)=-V, +({1/2)k r?, onde

V.
k= ZE%- , (180)
e utilizar a relacdo (64) escrita como
b
— Tnin 7y ‘
5-6 = I r ar (181)
r - 1 V lk 27 bz
—F[“ o TN : r?

sendo essa expressio vélida até o projétil atingir o ponto de maior aproximacgdo (r, , §), isto
€, no trecho da trajetdria desenhado em linha cheia na figura seguinte: '

Figura 58

Para calcular a integral (181), introduzimos uma nova varidvel de integragfio, s = r"*, obtendo
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bJ‘r ds o (182)

2
Pinin s\/—-l—k— +(1+ °)s b*
2E*

Para b<R e E*#V_ ,temos

V b2 v, V. V, .2
1 1+— >A+—2) 4L =(1-—2) >0,
( 2E* )=( ) E*RZ ( E*) T ( E*)
Utilizando entdo a integral
J. dx L arcsen—P2* 2 L se y<0 e B*-day>0 (183)
x\/axz-[-ﬁxﬂ/ -7 [x |4/ B2 —4ay

[ver M. R. Spiegel, Manual de Férmulas, Métodos e Tabelas de Matemdtica, Makron Books,
1992, pg. 114], temos

VO
S\/‘“ﬁ G PR

Chamando E */V_ de €, vamos obter

— 2 _App?
b—6 = —1-arcsen (e+1)r° —2eb
P (e +1)? —4e(b* I R?)

2
—1arcscn (€ + Dy _— 285 (184)
r J(e+1) —4&(b* I R?)
O valor de r,;, € tal que
' 1 1 2 b
1-—[-V,+=kr, 1-—5=0 . (185)
E* ° 2 - rminz

Resolvendo essa equacdo algébrica, € levando em conta que r,;, deve ser menor do que R,
vamos obter :

an\/s+1—J(£+1)2 —4e@ R (156)

Pode-se verificar, entdo, que
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(& +1)r," —26b> = —r, (e +1)* —4e(b* I R?) , (187)
e o argumento do segundo arcsen em (184) €, portanto, —1. A relagiio (184) € entfio escrita
como

_ 2__ 2 ’
5 — 6 = - arcsen — ot DI~ 2€b F 12 (188)

2 PE+): —4e*IR?) 22

isto €,

| (e + Dr* - 2eb*
(e +1)* —4e(b* / R?)

= sen {2(35—@-%] =—c0s 2(p - 9) =sen’ (§ —$) —cos” (§ - 9) ,

de onde resulta

€ +14 /(g +1)* —4e(b*/ R?)

e cos™ (¢ —¢)

L2 e+1—4J(e+1)* —4£(b* | R?)

X sen(p—-¢)=1 .

Introduzindo as quantidades

2eb®
A=
£+1+4/(e+1)* —4e(b*/ R?)

2 2z A
=R\/e+1—-\/(£+1)2 —4e"IR7) ro (189)

2eb*
B =
£ +1-+J(€ +1)* —4e(b*/ R?)

=R\/.e~+1+\/(rs+1)2 —4z(6*/RY)
2

>R>A , (190)

temos finalmente

r? cos? (¢_5—¢) + r* sen® (a—q}) ~1

AZ 3 (191)
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Esse resultado mostra que, quando ¢ variade @ a q_h a particula percorre um arco de uma
elipse que tem o centro (nfo o foco) no centro de forga, semi-eixos A ¢ B dados por (189) e
(190), e apontando o semi-eixo menor na direcio do ponto de maior aproximagio. A forma
explicita da dependéncia de r com ¢ ¢ evidentemente

1
cos sen®(¢ —¢) | 2
[ ff D, =69 192)
O valor do éngulo a, ainda néo determinado, pode ser obtido fazendo r=R e ¢=& em
(188), isto &, :

2 2
g') (I)+1arcsen e+l-2e(7 /R +l£ . (193)

JE+1)? —4e(p?IRY) 22

Para ¢ >¢, aequacio da trajetéria pode ser obtida utilizando-se a relagiio r(¢) =

r(2g$ —@) , que exprime a simetria da trajetoria em rela¢do ao ponto de maior aproximacio
(ver fig. 57). Temos, assim,

o) - [cos ,(f; 9, senzgi-*@} ", paa $<4<2- , (194)

e a expressdo obtida € a propria (192). A trajetéria €, portanto, descrita pela equacdo (192) em
todo o interior da regifio de interagido. Nas figuras seguintes, mostramos as trajetdrias para
e=05 e €=1.5, ¢ paraos valores indicadosde b/R:
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Figura 59.b

No caso da figura 59.a, o ngulo de espalhamento € crescente, tendendo ao valor 7z, quando o
parAmetro de impacto cresce de 0 at€ R , e depois cai abruptamente para zero quando b
ultrapassa o valor R . J4no caso da figura 59.b, ele atinge um valor maximo antes que b seja
igual a R e depois retorna para o valor zero 4 medida que b se aproxima de R .Para uma
energia genérica €, as trajet6rias serfio como nas figuras 59.a ou 59.b dependendo se £ é
menor ou maior do que 1.
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A relagéo entre o ngulo de espathamento 6 e o par&metro de impacto b € dada pela

expressio
g+1-2e(b*/ R?)

6= 2arcsen£ + arcsen -
‘f(e+1) —-4e(b*/ R?)

n
-, 195
5 (195)

que € obtida substituindo-se (193) e (179) na relagdo 0 = 26 -7 . Na figura seguinte, temos
@ emfunciode b para €=05 ¢ £€=135: '

180 qm=mmmmmmmmm
(@) £€=05
135 - () £=15
o % O, =4181°
Lvs]
bail R =0913
45 -
eai
(a), (b)
0 i I I I ¥

Figura 60

As curvas (a) e (b) sdo coerentes com as figuras 59.a e 59.b. Se £ >1, 0 valorde b, parao
qual ocorre o maximo de 0(), é obtido igualando a zero a derivada

2z
46 _1_ 2  e+l-Zen’ b g<hb<r ., (196)
db RJ1-n* (e+1) —4en’ R
isto &,
b, =R/ (197)

2e
Quando €(b) tem um extremo 6 =6, num pardmetro de impacto b =5, e ¢ estaciondria

com respeito a variagdes pequenas de b [como acontece com a curva (b) da figura 60], as
particulas que tem pardmetro de impacto no entorno de b,; sdo espalhadas em dire¢Ges muito
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proéximas da direcdo 8, , produzindo-se assim uma concentragio de muitas particulas numa
vizinhanga estreita dessa diregfio de espalhamento (abaixo ou acima de 8, , dependendo se o

extremo € um méximo ou um minimo). Esse efeito [embora ocorra numa dire¢io €,; < 90° no

caso da curva (b) da figura 60} € andlogo ao que se manifesta como um arco-iris quando a luz
do Sol € espalhada por gotas de 4gua de raio bem maior do que o comprimento de onda da luz
visivel — daf, a denominacio espalhamento arco-iris mesmo em se tratando de espalhamento
de particulas e a utilizacBo da notacio b; e 6O, para indicar os valores de b e

@ correspondentes ao arco-iris. A concentragfio de particulas na dire¢iio 6, de espalthamento

significa que a secio de choque diferencial torna-se bastante grande nessa direcio. A
expressdo (97) mostra que a segio de choque de fato diverge em 6 =8, uma vez que
T db/do = 1/(d0 / db) tende a infinito quando 68 — 6.

Consideremos agora a determinacio da fungdo inversa b= b(0). Para obter 5(8),
devemos resolver a equagéo (195) considerando-a uma equagdo na incégnita b . Por causa da
complexidade da equacgfo, vamos nos limitar a uma determinagido numérica de »(0). Para

isso, procuramos, para cada valor dado de &, o zero da fungfo de b definida pela diferenca
entre o segundo e o primeiro membro de (195), o que pode ser feito utilizando, por exemplo,
o método iterativo da falsa posic@o (ver F. B. Hildebrand, Introduction to Numerical Analysis,
pédg. 446). Obtemos, assim, uma tabela de valores numéricos da fun¢fio b = b(8) e, a partir

dela, fazemos o grafico de bx 8. Na figura seguinte, mostramos as curvas correspondentes a
e=05e¢e=15:

25
(a) £=0.5
2.0 ‘(a) 0 (b} £=15
1.5 B,=41.81°
% By/R =0.913
1.0 b"_j_'ﬁ. __________________ |
Y, !
by/R|  bdE/ @ 5
05 | (k) !
. |
|
0.0 7 - . . |
0 45 80 135 180
& (graus
9 ) Figura 61

72



E claro que a fig. 61 € a fig. 60 girada de 90° no sentido anti-horério e depois vista por tras,
como acontece com os graficos de quaisquer duas fungSes inversas uma da outra. Para £ <1,
a correspondéncia entre & ¢ b é biunivoca, mas, para € >1, existem dois parimetros de
impacto para um mesmo angulo de espathamento, um menor do que b, e outro maior,

indicados com b_e b, .

Para determinar a secfio de choque, utilizamos a expressio (97). A derivada db/d6
pode ser calculada numericamente a partir dos valores numéricos de »(@) ou, entio, através

da relagdo db/dO =1/(d0 /db) que tem a vantagem de ser uma expressio analitica,

b _ . J1-1% (e +1)" —den?

de 2 £+1-2en?

n=% , 0<b<R ,  (198)

muito embora em termos de b e ndo de 6 — o que nfio é um inconveniente quando se dispde
de um meio, ainda que numérico, para se exprimir » em termos de 8. A se¢do de choque
pode, assim, ser calculada como fungdo do Angulo de espalhamento 6 , observando-se que,
para € >1, a expressio (97) desdobra-se na soma de dois termos, um correspondente as
particulas que incidem com parimetro de impacto » menor do b,; e outro para as que o fazem

com b maior do que b, :

E’g_ = fi_q_ + ﬁg = be |db b, |db, (199)
719) dQ Jyep. dQ Jyp. senf | do senf | dO
Pode-se deduzir que, para £<1,
d 'y d -1’
__C_’-_(g_;,o):mRZ , _0(9_”3):_‘9__)_.132 ’ (200)
dQ 4 dQ 4
enquanto que, para € >1,
2
CATIN R (o1
dQ 2

Nas figuras seguintes, mostramos as seg¢des de choque para £=05 e £=1.5:
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E conveniente determinar a forma analitica da segdo de choque nas vizinhangas do angulo de
arco-iris @,. Para isso, observamos que, para b nas vizinhangas de b, , temos

0B)=0,~q(b-b,)" , (202)
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onde

1d%0 1 4g
=2 " py= —- 203
2 de ( al) R?. (S—I)M ( )
apos utilizarmos (196) e (197). Temos, assim,
de
~—=-2q(b-b,
m q(b-by)
e, portanto,
: db 1 1 1
—| = = = . (204)
’del lg@] |-29(6-by)| ~ 290, -6) |

db

qualquer que seja o ramo, b, ou b, de b(#) . Utilizando essa aproximagéo, obtemos entdo,
para @ préximode 6, ,

do by, 1

aQ senf,; \/q (6, —-0)

(205)

1
No angulo de arco-iris, a se¢dio de choque diverge, portanto, com (6,, - 0) ? .

Para finalizar, lembramos que a se¢do de choque calculada pode ser testada
computando-se a se¢do de choque total e verificando que ela é de fato igual a 4rea da se¢fo
transversal circular por onde deve passar a particula incidente para interagir com a particula-
alvo:

2% i1 do
o = I do aze')sene—da = TR?. (206)

0 Q

Utilizando um método numérico (por exemplo, o de Simpson) para calcular a integral em 6
[levando em conta, a expressdo (205) na vizinhanga de 0, ¢ ai fazendo o célculo exato da

integral, se £ >1]), podemos constatar que a relagfio (206) ¢ de fato satisfeita pelas se¢bes de
choque mostradas nas figuras 62.a ¢ 62.b.

Exemplo. Estudar o espalhamento de particulas puntiformes de carga positiva ze por um
niicleo atdmico de carga Ze uniformemente distribuida numa esfera de raio R considerando a
a¢do conjunta da repulsdo coulombiana e de uma interagiio nuclear na forma de um pogo

quadrado de profundidade U, e alcance R, sendo U/, maior do (3/2)x(Zze®/R) . -
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Solucdo: A energia potencial de interago entre o projétil e o alvo é dada por

3 17 «
U +(=—-==—=)= , r<R,
° (2 2R2)R
V(r) -
& . >R,
.

podemos escrever

-V, - %kr2 , Fr<R,
Vir)=
il , rzR
-
A energia potencial efetiva é dada entfio por
2
-V, ——lkr2 +E*P~i- , r<R,
2 r
Vy(r) =
2
LI LAY 3
r r

(207)

(208)

(209)

(210)

E* sendo a energia do movimento relativo € b o pardmetro de impacto. Na figura seguinte,

mostramos V(r) para os valores indicados de E*, Uy ¢ b :
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E*(alR)=1.25

X .
3 15 210
—
Lo

[} 0.0

) 0.3

3 0447

{4) 06

-5
riR .
Figura 63

No caso em que o projétil é uma particula & e o alvo um nicleo de ' Au, para o qual
podemos tomar um raio R = 6.866 fm utilizando a férmula R =r xA'*, onde r,=1.18fm e

A =197 € o mimero de massa (ver A. Bohr e B. Mottelson, Nuclear Structure, vol, 1, pg.
159), tem-se «/R=33.134 MeV, ¢ os valores de E*/(a/R) e U,/[(3/2)c/R)]

assinalados na figura correspondem a uma energia E* =41 MeV e a um poco quadrado de
profundidade U, = 174 MeV, que é um valor comparavel ao da profundidade de outros

pocos (ndo quadrados) que descrevem mais corretamente a interagio o — '~ Au.
Vamos considerar E*> ¢/ R, uma vez que, para E* <« /R, 0 movimento do projétil

ocorre inteiramente na regido externa ao niicleo. O valor critico de b, para o qual o projétil
tangencia a superficie do nicleo (numa trajetéria dita rasante), € obtido de (116) fazendo

Fmin=R :
| f 1 2]
bas =R 1+2§E ’ §=—2E* . (211)

Para a trajetdria rasante, o dngulo ¢ do ponto de méxima aproximac¢do, que € também o de
tangéncia, é dado por

aras = % + arctan ¢ (212)

ras

¢ o angulo de espalhamento tem o valor
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8=0, —2arctan|‘5| . ' (213)

ras

[Se, por exemplo, E*/(cx/R)=1.25, obtém-se b /R =0.447 (na figura anterior, nota-se

que r,, & de fato igual a R quando /R tem esse valor), Ems =48.19° e 6, = 83.62°]. Se

b > b,,, 0 projétil passa ao largo do niicleo alvo e a sua trajetéria € toda a hipérbole de

equacgao (120), que vamos rescrever na forma

1 1 1
— = —[-——(1—cos¢)+sen , 214
s b[ 2877( ¢) ¢l (214)
onde
E* b
= == . 215
€ @ o M=p (215)
R
Se b<b,, o projétil descreve a hipérbole de equagiio (214) até atingir o nicleo numa

posic¢do dada por um angulo

LA nt o

J. rt dr = arctan_....mz_en——arctan-—l-—— ; (216)
1 b2 1, 2en
+2gs - 2 -7
t E

no momento em que penetra na superficie do niicleo, o projétil sofre instantaneamente a agfo
da forga impulsiva associada ao pogo quadrado e tem a direcdo da sua velocidade alterada
bruscamente; dentro do niicleo, o projétil fica sujeito apenas a for¢a coulombiana devida a
carga uniformemente distribuida no volume nuclear € a sua trajetoria € um arco (de uma

outra hipérbole, como veremos) com vértice no ponto de maior aproximagiio (r;,, §) ; apés

emergir numa posi¢o dada pelo éngulo 2¢ @, o projétil segue a trajetdria hiperbdlica usual
do movimento num campo de forga 1/r°
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_‘__,.)--*“'"airegéo de emergéncia Figura 64

A determinagdo da trajetéria dentro do niicleo é feita como no exemplo anterior. Para o
ponto de maior aproximagio, obtém-se

rmir.=z‘3\;—[6+(75~~1)%]+\/["-:Jr(x—l)glz+2811r2 ) (217)
1 3 2en?
_ 1 e+(x - —~2en 17
¢=<I)+-é-arcsen 5 +_E , (218)
J[e+(;¢—1)5]2+2.9'r,t2
onde
_ U
x= 3o (219)
2R

enquanto que a trajetdria € o trecho de hipérbole de equagio

_ N
r(¢)=|:?082$—¢)—sen gi;—(b)}  D<p<2-3 ,  (220)

sendo os semi-eixos dados por

A=r,. B=R\/s+(x-1)~g~+\/[8+(x—1)%]2+23n2 . (221)

O trecho final da trajet6ria € dado pela equagéo
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V11 o cost26— - = —
O b{ o [1—cos(2¢ — )] + sen(2¢ ¢>)}, 2-D<Hp<29 , (222

que é obtida de (214) através da propriedade de simetria r(¢) = r(26—¢) . Na figura
seguinte, mostramos as trajetérias para os valores indicadosde E*, U e b/R:

0.447
0.60

E*fa IR)=125
U /l312)0(/R)]=35

0.30

0.15 060
0.447
0.30
0.15
0.00
0.15
0.30
0.447

0.60

0.00

A A A A A AL

0.15

0.30

Figura 65

Dentro do nicleo, as trajetdrias sfo pouco encurvadas por causa do acréscimo U, na energia
cinética do projétil quando este penetra na superficie do nicleo.

Consideremos agora a relacéo entre o ingulo de espalhamento & e o parimetro de
impacto b. Para b > b,,, , temos a relagdio (124), que escrevemos agora como

0 = 2 arctan 1 . (223)
2en »
Para b<b,, , obtemos arelagdo
T’H‘L 54—(;5"1)3--28112
@ = 2arctan zen 2 arctan 1 + arcsen 2 - % (224)

2
Ji-2-n? & ‘f[s+(x~1)%]2+zsn2
£
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substituindo (218) e (216) na expressdo € =2 a — . Na figura seguinte, mostramos 8 em
fun¢do de b para os valores indicados de E* e U, : '

90 E*/{alR)= 125
6!’35
U,/ (312} (ezfR)]=35
75 -
© b,.=0447R
__ 60 )
4 8.4 = 83.62
4
2 4 ® = 69.40°
S
30 -
15 -
0 ) T T T T T
00 be/R g5 1.0 1.5 2.0 2.5
bIR Figura 66

O angulo © € o angulo de espalhamento de uma particula que incide com parimetro de

impacto imediatamente abaixo do valor b, (mais precisamente, © & o valor para o qual

tende o angulo de espalhamento @ quando b — bpas-) .
Na figura seguinte, mostramos o grifico da func¢fo inversa b =b(8) [para b> b, a

inversa, que indicamos com b, € dada pela expressio (126) ; para b<b_ , a inversa, b_,
€ obtida invertendo-se numericamente a relagéo (224)] :
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25
E*¥/(a/R)=125
2.0 U, /(372 /R = 35
1 5 N b /R brag= 0447R
' >
E:E €45 = 83.62 °
£
1.0 - ©®=6940°
0.5;
bras/ K 5 IR
0.0 T T 1 T T T
0 15 30 45 60 ® 75 Ores a0
@ (graus)
Figura 67

O calculo da segfo de choque € feito numericamente como no exemplo anterior. Na
figura seguinte, mostramos do /d<2, bem como as parcelas provenientes dos ramos b, € b, :

5

b
*k —

by 4. | E*l(@/R)=1.25
3 ‘ Us/ 1(3/2)t/R)] = 35
1)
% 3 - } ¢
- O a5 = 83.62
c
-
s 2- ®=69.40°
()]
3 ]
b
S

0 T T T o= : T i T T

@ ras

0 19 30 45 60 75 90 105 120

Figura 68
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O termo correspondente a b > b, € evidentemente a se¢do de choque de Rutherford, dada por
(129). Na proxima figura, mostramos a razo (do / d2) /(do [ dQ)pyy, -

1.25
. 100 /_\ :
& i !
g E |
5 0751 i |
=2 ! i
c i ! !
g 0.50 | ;
g .
= ! |
0.25 - ! |
0.00 : : : el :
® g
0O 16 30 45 60 75 90 105 120
¢ (graus) Figura 69

Para finalizar, testamos os célculos efetuados verificando se a se¢fio de choque total
para as particulas espalhadas entre os dngulos 8 =0 e 8 = © e incidentes com parimetro de

impacto b< b, ,
2r e dO‘
o(b<b,) = J. do J. d0 sen0 (——-—] , (225)
o ° ds b<b rag

2 . . p
reproduz o valor 7 b, . Calculando-se numericamente a integral, obtém-se, para o caso

considerado na Fig. 68, o valor o(b<b,.)= 0.628xR*, que é, de fato, 0 mesmo de 7 b,as2 .

Exemplo. Considerar o espalhamento do exemplo precedente supondo, em vez do pogo
quadrado, um pogo parabdlico de profundidade U, e alcance R, sendo U, > (3/2)x

(Zze® I R).

Solugio: A energia potencial € dada agora por
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r* 3 17 «
-(1- U,+ (=—=-—=)—, r<R,
. ( g7 Vo™ ( 2 2RR
Viry= (226)
L, r2r,
r
onde o = Zze®, como no exemplo anterior. Definindo
U o 3a '
k=2R; e ’ Vo"—"UO—E“}—e’ s (227)

' que sdo quantidades positivas por causa da restricio U, > (3/2)x(«/ R), podemos escrever

~-V, + %krz , r<R,

V(r)= (228)
4 , r=R.
,
A energia potencial efetiva, dada por
2
-V, + %kr2 +E”‘b—2 , r<R,
r
Vi (r) = (229)
2 .
LAy L A 3
r r

¢ mostrada nas figuras seguintes para os valores indicados de E*, U, e b :

84



Vg (7Y (@/R)

Ve () /(afR)

E*/{alR)=1.25
U, (3720 (R) =35

-4 1b/R=00

riR Figura 70.a

20
E*[(alR)=8

Up fl(312)(x/R)] =35
16 - :

b/R=00

riR
Figura 70.b
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Os valores especiais, 0.447 e 0.9354, sfo os de b, /R (aos quais correspondem &ngulos de
espalhamento 8, iguais a 83.62° ¢ 7.65°, respectivamente). O que distingue as duas figuras
€ que no caso da Fig. 70.a, a distincia de maior aproximag#o, r,, , ndo tende ao valor R
quando b— b, —, a trajet6ria correspondente a um pardmetro de impacto ligeiramente
inferior a b, ndo se aproximando, portanto, da trajet6ria rasante. Essa descontinuidade ndio
deve ocorrer quando E*>U_ +(1/2)X(c/R) , que é o caso da Fig. 70.b.

- Para b>b,, , atrajetéria é a hipérbole dada pelas equacgtes (214) e (215). Para b <
b.s - atrajetoria é essa hipérbole até o projétil penetrar no ntcleo na posigdo cujo angulo, ®,
¢ dado pela expressdo (216). Dentro do nicleo, a trajetéria € o arco de elipse de equagiio
- {192), mas sendo agora

3 2
s+(75—1)5—2£n +lf5_ 230)
2 H]

5=(D+-1-arcsen
2 3 2 N
\/[8 +(x—1)5] —=2(3x - Den

8+(x—1)% - \/[E+(x—1)%]2—2(3x—1)8n2
A=R =r. . (231)
3y -1

e+ (-1 + \/{6+(x-1)§]2—2(3x—1)8n2
B=R 2 2 , (232)
3y -1

valendo para € e x as definigdes (215) e (219). Apds emergir de dentro do nicleo, a
trajétoria € novamente uma hipérbole, de equagéio anidloga a (222). Nas figuras seguintes,
mostramos as trajetdrias para os valores indicadosde E*, U, ¢ b/R:
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As trajetérias estdo de acordo com o que haviamos concluido das figuras 70. Assim, quando o
pardmetro de impacto variade 0 a b, as trajet6rias sdo cada vez mais encurvadas no caso
da figura 71.a, tendendo as trajetdrias limites 0.477 — mostradas em linha mais clara (a essas
trajetorias corresponde um 4ngulo de espalhamento © =96.38° suplementar a 8_, ). No caso

da figura 71.b, as trajetérias comportam-se inicialmente como na figura 71.a, mas, apés ser
atingido um méximo de deflexdo no valor 0.846 R do pardmetro de impacto, 0 encurvamento
passa a diminuir €, por fim, chega-se com continuidade a trajetéria hiperb6lica rasante quando
b atinge o valor b, . Antes de se chegar na trajetdria rasante, ocorre uma trajetéria simétrica
em relacfio ao eixo transversal ao feixe incidente (portanto, uma trajetéria ndo retilinea de
dngulo de espalhamento zero) quando o parimetro de impacto tem o valor b, =0.9350 R,

. muito préximo do valor 0.9354 R de b, :

F 3

Figura 71.c

O angulo de espalhamento é dado pela expressdo (223), se b>b,, . Para b<b

ras ?
obtem-se

1 3
n+o - e+ (x—~1)=—2en’
6 =| 2arctan 128?1 —2arctanzi+arcsen 2 2 z )
£ 2
1“;*’72 1 \{[‘H(X_DE] -2(3x - Den®
\ (233)

o sinal de valor absoluto sendo necessdrio quando E*> U +(1/2)x(a/R) e by <b<b

ras °

- Nas figuras abaixo, mostramos 8(b) , para os valores indicados de E* ¢ U,:
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105 1 E*](@fR) =125
©
90 - U, f1(3/12)(a/R)]1 =35
9['&5
75 4 bras= 0447R
_ o
T - s = 83.62
o @=96.38°
RS
m 45 1
30 -
15 4
0.00res/ R 5 10 15 2.0 25
bIR Figura 72.a
45 -
E*l{lalR)=8 U,/[@/20(x/R}))=35
G b 1as=0.9364 R Higs= 7.65°
b 2=0.846R
30 -
-~ 641=37.80°
g
:_% bo=10.9350 R
SN
15 -
. ok &
91'85 092 093 094 095 096
0 ba|lRy
T bolR T T T T
0.0 06 p°/r-10 1.5 2.0 2.5
biR Figura 72.b

Na figura 72.b, mostramos, no detalhe, o anulamento do &ngulo de espalhamento para o valor
b, do parimetro de impacto. O cardter estaciondrio do méximo 6, significa que um arco-iris
serd observado nessa dire¢fio de espalhamento.
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Nas figuras seguintes, mostramos a fungfo inversa b = (), dada pela expressdo (126),
se b> b, , ou determinada através da resolu¢do numérica da equagio (233),se b< b, .

2.5 -
E¥(a/R)Y=1.25
20 - U, /32 {afR) =35
b 4= 0.447R
15 71 B as = 83.62°
% b, IR ©=96.38°
1.0
0.5 4
brasl‘R b /R
0.0 T T T T T 9 T @ T
o 15 30 45 60 75 ‘g0 105
6 (graus) Figura 73.a
25
E*/I(afR)=8
2.0 1 Us/ (312X a@fR)) =35
2% bras=09354 R 65=7.65°
< 1.5 -
Wy
b,=0846R  #,=37.80°
brais al al
1.0}— . b,=0.9350R
box’R/ _
b, /R
0.5
0.0 5 f ; Figura 73.b
0 15 30 Ea 45
& (graus)
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A se¢do de choque € determinada numericamente, como nos exemplos anteriores, € est4
mostrada nas figuras seguintes:

5 _
& E*{(@/R)=1.25
N4
R, . Uyl l(312XefR)] =3.5
8 \
§ 3 4 3 bas=0.447TR 5= 83.62°
g \
-
=3
£ 2
[«}]
~
B 1]
3
0
0 105
8 (graus) Figura 74.a
_ 100
@ E*[(@/R)=8
& Uy /[GB12)(@/R)1=3.5
% ~dofd{2 x 0 .
[71]
(3] i
-g b > bras b¥as = 0.9354R 63’83= 7.650 E
:'g (X 0.1)—' o
g \ bg[ =0846R 68|=37'80
5.0 !
& ; bo=09350 R
S N
= ! ]
b 5 -
A ' dold 2 :
i b< bal /r g
bo< b=« bras"?:__,,__ﬁ__. ba] <b< bo __________ _,,—r"“'/ .E
00 . e T T T T T T 3 T
0 5 ™10 15 20 25 30 35 #4045
g (graus) Figura 74.b
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Em cada caso, mostramos, além de do/d€}, as parcelas correspondentes aos ramos da
funcdo multivalente b = b(6). Pode-se constatar, calculando a integral

2n Bmax do.
o(b<b,)= I do I d@ senf (—-——) , (234)
o o dgd b<b (ag

onde 6, =© ou 0, conforme se trate da figura 74.a ou 74.b, que o(b<b,,) € de fato

. 2
igunala 7 b,

" A secdo de choque para transferéncia de energia. Vimos que, no SL, o projétil transfere
para a particula-alvo uma energia Q = E,;, — E,; = E,;. Um projétil que é espalhado entre os
angulos 8 e 8 + dB no SCM, transfere, no SL, uma energiaentre Q e Q +d0Q, sendo

0= sen2 S, (235)

14m m2

dQ =" enf E, dO . (236)

A secido de choque para a transferéncia de uma energia entre Q e Q +dg ¢ a drea da coroa de
raios b e b+ db, transversal ao feixe incidente,

do,, =2mbdb | (237)

b =b(0) sendo o parimetro de impacto correspondente ao angulo de espalhamento 8.
Conhecendo a relagiio & = b(8) e utilizando a inversa, 8 = 6(Q), de (235), podemos exprimir
do,,emtermosde Q e dQ:

do,, =2n b[a(Q)]’@%Qﬂ'dQ . (238)
A quantidade
‘“’*e 2% (9)=2n b[@(Q)]l b [gég)]} (239)

€ a secdo de choque para a transferéncia de uma energia compreendida num intervalo unitirio
ao redor do valor Q. Numa unidade de tempo, o nimero de particulas que transferem uma

energiaentre Q e Q+dg €

N = d"g Q) nfdQ , (240)
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n sendo o ndmero de particulas-alvo e f o fluxo das partfculas incidentes. Na verdade, essa
expressdo pode ser tomada como definigédo de do,, /dQ , a expressdo (239) sendo, nesse

caso, uma consequéncia.

Exemplo. No caso do espalhamento de Rutherford, vimos que

b(0) =[§[cot% , 41)
com
€=—§—;§-§; : e

"De (241) e (235), temos

# oo dag (L )= ()

sen”
e, assim,
do,, _ 27[ 1 db2 ‘:2 4m1m2 E1i
- A2
do dQ Q
Escrevendo
1 M 1
§=— ;}1'1‘12 =‘5‘I1‘?2—_“* )
22 E, : m, E;
M
temos finalmente
do,. UL ‘hzqzz 1
— 2 gy (243)

ag m, E; @

Para um dado tipo de particula incidente e para uma dada energia de incidéncia, a secdo de
choque para transferéncia de energia € tanto maior quanto menor a massa da particula que
sofre a colisdo. Assim, a transferéncia de energia para um nicleo atdmico € muito menos
significativa do que a transfcren(:la para os elétrons atdmicos. A expressdo (243) mosira
ainda, através do fator 1/Q 2 , que pequenas transferéncias de energia sio muito mais
provéveis do que grandes. :

O problema inverso na teoria de espalhamento. Nos exemplos vistos, o problema a ser
resolvido consistia na determinacio da secdo de choque, dada a forma V(r) da energia

potencial de interacdo entre o projétil e a particula-alvo. No problema inverso, o objetivo €
determinar V{r), conhecida a segio de choque diferencial como fung@o do édngulo de

espalhamento para uma dada energia E *. Para resolver esse problema (ver L. D. Landau ¢ E.
M. Lifshitz, Mechanics, third edition, pg. 52), partimos da relacdo (97) com do/dQ2(6)

conhecida e determinamos # em termos de b: 8 = 8(b); feito isso, consideramos a relagio
(69) e procuramos pela fungdo V(r) que torna o segundo membro igual a uma fungio
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conhecida de b, ¢(b)=[nF8(b)}/2, o sinal —(+) valendo no caso de uma interagio
repulsiva (atrativa). E importante observar que a relagio entre a secdo de choque e o
pardmetro de impacto € expressa na forma simples (97) somente quando a fungiio 5(8) tem
apenas um ramo, isto €, quando a cada dngulo de espalhamento 6 corresponde apenas um
parametro de impacto b , o que acontece somente quando 8 € uma fungio monétona de b
[forgosamente decrescente ¢ de valor 7 quando o parimetro de impacto € zero, pois devemos
ter 0(b— ) =0]. Um tal comportamento do &ngulo de espalhamento se verifica, por

exemplo, se V(r) decresce monotonamente com r (interago estritamente repulsiva) e V(0) >

E*, mas esta ndo € uma exigéncia necessdria (apesar de que, mais adiante, iremos acabar
restringindo a classe das possiveis solugdes a fungdes V(r) desse tipo). Supondo, entdo, a

. monotonicidade de 6(d), o que implica numa b(8) também monotonicamente decrescente,
temos db/d@ <0 e (97) € escrita como

2
do _ b  db,__1 1 d@) (244)
dQ senf dO@ 2senf do
Multiplicando por 27 senf e integrando entre os extremos 6 e 7, temos
b4 T 2 (]
Jl 27 sen@’ d—G(B’) d6’=—nj d(b,) de’ = —7r[b(t9’)]2
] dg2 g db 0
| 2 2
=—n[b(x)] + n[b(B)] .
Sendo b(7) =0, temos entéo
‘ 2 d » 4Oy s
z[b(@)] = J‘ 21 sen’ —(0")dO’ (245)
8 dsd

que € uma relagdo Gbvia se lembramos o significado geométrico da se¢fio de choque. A
integral € uma fung@o conhecida de 8, pois do/dQ é uma fungio dada de 6’. Portanto,
b(8) fica determinada, o mesmo acontecendo com a inversa 8(d). _

Consideremos agora a relagio (69), supondo, daqui para diante, que estejamos em
busca de uma interagfo estritamente repulsiva. Nesse caso, (69) & escrita como

b
1{z-9(b)]=r r’ ar . 246)
2 Fan [y _ V) _ B
CE*

sendo o primeiro membro uma fungio conhecida de b . Como j4 dissemos, ¢ nosso objetivo
determinar uma V(r) que torne a expressio (246) uma identidade em b. Para prosseguir,

conveniente fazer na integral a mudanga de varidvel

é
€
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w=1 [du=—/r)dr] | (247)
r

Ao extremo de integragdo r— o, corresponde u =0, enquanto que ao extremo 7

corresponde u =u =1/r,, . Definindo também

1 _Vd/w

x=— , v@=,1 TR (248)
temos entdo
1 “ du
Lr-000] =f S - (249)
2 o Vav?-u?
A equagio que determina x & obtida de (70):
I
xfv(u)] —u =0 . (250)

Assim como ry, =1 (b)) , u=u(x). A varidvel x crescede 0 a oo quando b decresce

de « a 0. Para x—0, r,,

u — valor finito . Portanto, a curva u(x) tem o aspecto mostrado na figura abaixo:

— o e u—0; para x-9o0, r. — valor ndo nulo e

Seourva #=H(x)

U

Figura 75

Seja agora « um valor fixo, mas genérico, de x . Dividindo ambos os membros de (249) por
o —x eintegrandoem xdeQa o, vem
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% _f(x) 1 J‘“ J‘E(x) du 1
dx = de . (251
fo 2 VO - x 0 { o '\/JCVZ—MZ : \/(x—x @D

As duas integragdes sucessivas do 22 membro podem ser vistas como uma integral dupla

estendida 4 regido demarcada com tragos na fig. 75. Mudando a ordem de integragdo, temos,
entio,

u(c)
[

22 membro de (251) = I & ] du , (252)

(94
o I ©w) Jv? —uP)o—x)

" o extremo inferior x(#) daintegracdo em x sendo o valor de x para o qual u(x) =u, isto é,

2

X)) = — (253)
v

como se deduz de (250). Temos agora
(@-x)xv’-u®) = v+ (v +ud)x—au®,
e essa expressio é do tipo AE*+BE+C ,com A=—+v <0, B=av’+u?, C=-0u’ e

2 " . - P
B? —4AC=(av®-u®)" >0 [estritamente >0, pois o ponto (u,0) niio estd sobre a curva

;(x)} . Utilizando a integral

2AE+B

dx 1
= — arcsen —m—
J. JAE?+BE+C  -A VB2 —4AC

[M. R. Spiegel, op. cit., pg. 114}, temos entdo

, se A<0 e B*—4AC>0 (254)

(24
J'O‘ dx _ 1 arcsen 2A-vHx+oav? +u?
2 2 2 2
xw v -w)a-n WP Vv -y
2 2 2_ .2
S [ arcsen m: _H; —arcsen-—avTu—z] . 222 (255)
v av: —u oV —u v 2 27 v

e, assim,

wo) g,
2° membro de (251) =7 I —— (256)

o Vv

Por outro lado, efetuando uma integragéo por partes, iremos obter

96



R

T —8(x)

5 [-2(0 - x)'" ]

12 membro de (251) =

o 2dx

o

\/— o doé
=7 AJO - NJa-x de ,
(&)

levando-se em conta que 8(0) = 0. Portanto, a relagéio (251) pode ser escrita como

o u(or)
EJE —J. N o—-x —qux =7rJ. ﬂ
0 dx o

v

Vamos agora derivar (258) com respeito ao pardmetro ¢ . Utilizando a férmula

4 (b® ’ ’ b(e) gf
- f(x,t)dx=f[b(t),t]b(t)—f[a(z),t]a(t)—t—J. ——(x,t) dx
dtd a0 a(t) Ot

[ver W. Kaplan, Advanced Calculus, pg. 220], temos

11 de J‘“l 1 dé 1 du
T———=—No—o| — | =,
2 (dxlc:a o 2Ja-x dx viu(o)] da

ou seja,
1 % 1 de 1 du
rdWe) - —da| ———Zdx=n1—"da ,
va) 2 o va—x dx viu(e)] da

apés multiplicarmos por dor. Para cada valor de o, u(cX) € araiz da equacio

v - =0 .

A relagfio inversa & = &(u) € dada por
— 2

7
o =

— 2 H
v

o
—I _1d8 [—2(c — x)""? 1dx

(257)

(258)

(259)

(260)

(261)

(262)

onde v =v(x) . Em termos da varidvel u, que passamos a chamar de u, a relagdio (260) é,

entdo, escrita como

L £l—a—dJc:idu

@t vty —x dx v

2 uliv?
zatty - Lo, J‘
v 2 y2 0
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Sendo

A -1 _n v ,
v v° du
obtemos
gAY 9 =0 .
_ v?du (u Iv) x dx
Lembrando que
dlogv )=+ g |
v du
temos entdo
uiv?
~m2Ld(logy) - 2 d-*) I ! DO =0,
v vV oy (w? Iv¥)—x dx
isto &,
u-lv
—7 d(logv) = d(-) J' 1 49 4
v ) J(u?‘/vz)—x dx

Dividindo por du e integrando em uentre 0 e u , obtemos

4

u

K ’ u d(—) w*iv'?
_n'f .d'(k)...._g’y_.ldu,zf +du’ f 1 o dx
o du o du 0 J(u’zlv’z) x dx

onde v’ =v(u’). Utilizando logv’ e u’/v’ como novas varidveis de integraciio ¢ observando
que quando u’~> 0, v'— 1 [ver (248)], /v’ — 0 e logv’— 0, iremos obter

logv wlv s P2yt
—nf dlogv)=| d) f ! 9 4. 68
0 o v Jo V@ v —x dx

O 12 membro vale, evidentemente, — 7 logv . O 2° membro é uma integral dupla estendlda a
regido assinalada na figura seguinte:
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;2

. 24
2 parabola ¥ = ~—
U Vf

Figura 76
Invertendo a ordem de integracio, temos

uzlvz ulv 1
|
0 Vi J@?iv?y-x

2% membro de (264) = f d(;u;) ] -‘—g dx .

Utilizando a integral

I—J% = log(f+1/§2—a2)+C:cosh"§+C’ ,

obtemos
ulv 1 , ) , ulv 1
u u u
(L) =cosh?(—=2%) | =cosh?(—=%)
J‘J; J@? v —x Vv Jx v Vxv
x
e, portanto,
u vt
2% membro de (264) = I cosh (= ¥1,90 4
o Jrv©odx

Em termos da variavel b =1/ \/; , BSCrevemos

viu u. do
2% membro de (264) = j cosh™(b=2) - db .
v

-

Substituindo # por 1/r e invertendo 0s extremos de integragio, temos
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2% membro de (264) = _I cosh-‘(i)iiﬂdb .
rv rv  db

Voltando & relagdo (264), temos entio

-zlogy = —I cosh‘l(i)g—e—db ,

rv rv  db
isto €,
vV =exp [l-J. cosh“(—l?—)ggdb] . (265)
TJdyy rv  db

A diferenga entre essa expressio e a expressfio (246) € que agora a incdgnita V(r) comparece

através de um parimetro (V ) € nfio mais como uma fun¢fio da varidvel de integragdo. A
integral em (263) pode ser calculada e o resultado é uma fungfio de rv . A expressdo (265) é

entdo uma equagdo da forma F(r,v)=0 que, resolvida em v, fornece a fungio v(r). A

solugéo do problema € a energia potencial dada por
V() = Ex{I-v("1* } . (266)

Como d8/db <0, o argumento da exponencial em (265) € negativo e 0 22 membro de (265)
€, portanto, um nimero compreendido entre 0 ¢ 1. Como o 12 membro € o préprio v, conclui-
se, entdo, que os valores de v que satisfazem a equacfio (265) estfio compreendidos no
intervalo 0 <v <1. Assim, os valores que se obtém para V(r) sdo tais que 0<V(r)<E*, e
isso significa que os valores de r para os quais a equagdo (265) pode ser resolvida em
v ficam restritos aqueles que sdo acessiveis & particula incidente na energia de espalhamento
E*. A energia potencial V(r) fica assim determinada apenas na regifio acessivel., A sua
forma na regidio ndo acessivel ndo influi sobre o espalhamento € n#o pode, portanto, ser
determinada a partir do conhecimento da se¢fio de choque na energia E *.

Exemplo. Supondo que a seg@o de chogue numa energia E * seja dada por

do o )1
o (45*} 0 @6
scn —2—

onde ¢ é uma constante positiva, determinar a energia potencial V(r).

Solucdo: Utilizando (267) em (245), temos
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8
e, portanto,
p=-2% cot? . (268)
2E* 2
Invertendo essa relagéo, obtemos
6=2 arctan( )
2E* b

€, assim, chamando de [ aintegral em (265), temos

°° b d
I= cosh™ (— ) — [2 arctan(—— —
.[,v (rv)db[ 2E b)]
Integrando por partes, obtemos
I = 2cosh™(— t 2arctan—— db .
" ( ) aretant 2E*b bz ( )
Sendo
lim 2cosh”™ (—b—) arctan( —) =
b—yco rv

ficamos, entdo, com

' s arctan( " )
1:—2_[ 2E b db .

rv \/ b* -

Efetuando a mudanca de varidvel

vamos obter

1
13_2"‘ arctan(qn)dn ’

o Ny1-9°
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onde
o 1

- 2E*® ry

q (269)

Sendo a integral em 7 igual a (7 /2)log(q+ \/ I+ q2 ) [ver I. S. Gradshteyn e I. M. Ryzhik,
Table of Integrals, Series, and Products, Academic Press 1980, pg. 610, férmula 13], temos

1= -mlog(g+ 1—|-q2 )

e, assim, a relagdo (265) € escrita como
1 q+ \f 1+ q2 .
v

Transpondo g para o 1° membro e depois quadrando, vem

— —2-¢q =1
v v
Substituindo ¢ , obtemos
23
1 - L =y?
E *

e essa equagido admite uma solugéo

para todos os valores de r tais que (& /r)< E*. Substituindo essa expressio de v{(r} em
(266), obtemos finalmente

vinn =2, (270)
r

na regido acessivel ¢/ E* < r <oo. O resultado (270) € o esperado, pois o input do problema
€ a secio de choque de Rutherford (267).

Exemplo. Determinar a energia potencial V(r) sabendo que a se¢@o de choque numa energia
E* é dada por
do _wla  m-0 1
dQ  E* 0*(2m-0)* senf

(271)

¢ sendo uma constante positiva.
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Solugdo: Substituindo (271) em (245), temos

w ’ 2 n _n’
mwﬁ=%[sm€”“ =0 1,d€=2”“f Nl —T

8 E* 872z -0 send E* Jg 67(Q2n-0)

Mudando a varidvel de integra¢do para t =7 —0’, vem
2 T-0 2 -0

b)) = 2722 L ”“I —t

E* Jo (T=t)y(@+1) E* J, (n? —1%)

T 11 i o 1 1 o (m-8)"

= PR = [ -—1= (272)
E* 27—t E¥ (n-60 =« E* 0Qn-9)
&)

¢ invertendo essa relacfio, iremos obter

o)=nft-———1] . @73)

o 1
14—
E#*p

Indicando com [ a integral na expressdo (265), temos, entio,

I'=J' cosh™ (——)——— [1——1—
rv 1+ii
V E* b’

Efetuando, como no exemplo anterior, uma integragdo por partes, vem

b 1 1 ¢ 1 1
I =cosh™(—)7|l-——-——ro -I ——= |l -———=|db
el \/T] okl =y
14+ ooy 1+ ——
" E*p? E*p*

Sendo o termo integrado igual a zero, ficamos com

o 1 '
V E*Z?'—l
—n'J- dab .

E*b2

| ab .
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Efetuando a mudangio de varidvel

o 1
n= 1+'E;Z? +1,
vamos chegar a expressao
I+./1+g
1=-n 7 o
2 n-n"+2n+q
onde
a1
E* riv?

Utilizando a integral

, ¢>0 , dac<b’

J' dx _ 1 log[Z«/E\/ax2+bx+c +bx+2c]
wax® +bx+c¢ \/E X

(ver J. B. Marion, Classical Dynamics of Particles and System, Academic Press, 1965, pg.
551, Murray R. Spiegel, op. cit. , pg. 114), obtemos entéo

l+g+4l+g

(1+g)(1+41+q)

I =rmlog

e, levando em conta esse resultado, a relagio (265) € escrita como

Y= I+g+4l+gq
(1+g)X1+f1+q)

Obtemos, assim,
V+q)-11{1+g = U-v)1+g)
e, elevando ao quadrado, resulta
(Il+gnw’=1 .

Levando em conta a definigio de g, obtemos a solugio

contanto que (¢t/r*) < E*. Substituindo esse resultado em (266), temos finalmente a forma
procurada da interag&o:
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V(r) =%, JalIE* <r<eo . (274)

r

Pode-se constatar, fazendo o caminho inverso, que a se¢do de choque correspondente a
energia potencial de intera¢@o (274) €, de fato, dada pela expressdo (271).
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