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PREFÁCIO

Apresentamos neste Livro a aplicação da Mecânica Quân-
tica de de Broglie-Bohm (MQBB) a alguns problemas da F́ısica.
Ele está dividido em 8 Caṕıtulos e 1 Apêndice.

No Caṕıtulo 1, estudamos a MQBB em seu caráter não-

relativista para sistemas f́ısicos sob a ação de um potencial geral
V (x, t), e tratados pela equação de Schrödinger em seus dois
aspectos: linear e não-linear. Aplicamos a essa equação a trans-

formação de Madelung-Bohm e a transformamos em duas
equações correspondentes às da Dinâmica dos Fluidos e, com elas,
demonstramos as Leis de Conservação do Momento Linear e da
Energia para os sistemas f́ısicos considerados. Essas Leis são es-
critas em termos de dois novos conceitos f́ısicos: a velocidade

quântica e o potencial quântico, conceitos esses inerentes à
MQBB.

Esses conceitos f́ısicos e os teoremas relacionados a eles
permitem encontrar os resultados relevantes do Caṕıtulo 1: o es-
tudo da coerência ou descoerência da evolução dos sistemas
f́ısicos, e, também, se eles são conservativos ou não-conserva-

tivos, sendo que, neste último caso, verificamos se são dissipa-

tivos ou não-dissipativos.

No Caṕıtulo 2, usamos a MQBB para estudar os inva-

riantes de Ermakov-Lewis (IE − L) dos sistemas tratados no
Caṕıtulo 1, no caso particular do potencial do Oscilador Harmônico
Dependente do Tempo (OHDT ). Desse modo, verificamos que
os sistemas f́ısicos representados pelas equações de Schrödinger,
de Bateman-Caldirola-Kanai, de Schuch-Chung-Hartman

e de Hasse apresentam IE − L. Contudo, os sistemas descritos
pelas equações de Bialynicki-Birula-Mycielski, de Kostin, de
Albrecht-Kostin-Nassar e de Diósi-Halliwell não apresentam
IE − L.

No Caṕıtulo 3, estudamos a evolução temporal do pacote

de onda associado a uma part́ıcula livre, usando o formalismo
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da Mecânica Quântica de Schrödinger (MQS) e o formalismo da
MQBB; para este, utilizamos a técnica do IE − L desenvolvida
no Caṕıtulo 2. Comparando-se os dois resultados, verificamos que,
embora os propagadores de Feynman sejam idênticos nos dois
formalismos, o mesmo não acontece com o pacote de onda; este
se espraia mais lentamente no formalismo da MQS do que no da
MQBB. Este resultado sugere uma posśıvel experiência para a
comprovação existencial do potencial quântico de Bohm.

No Caṕıtulo 4, usamos a MQBB e a técnica do IE − L

para calcular o propagador de Feynman para três sistemas
f́ısicos: Part́ıcula Livre, Oscilador Harmônico Simples, e Part́ıcula
Livre em um Campo Externo Linear. Nossos resultados são idên-
ticos aos encontrados por R. P. Feynman e A. R. Hibbs, em seu
famoso livro: Quantum Mechanics and Path Integrals, Mc-
Graw-Hill Book Company, 1965.

No Caṕıtulo 5, tratamos do tunelamento quântico de
uma part́ıcula livre em regiões não-dissipativa e dissipativa, usan-
do os dois formalismos: MQS e MQBB. No primeiro caso, ob-
servamos uma perfeita identidade da expressão que representa o
coeficiente de transmissão. No caso do tunelamento através
de uma barreira com borda aguçada (“sharp-edged”) numa região
dissipativa e descrita pela equação de Kostin, a MQBB mostra
que aquele coeficiente diminui.

Registre-se que, neste Caṕıtulo 5, há aspectos novos no
tratamento quântico do tunelamento a serem destacados. En-
quanto no formalismo da MQS, a função de onda (ψ) e sua
derivada espacial (∂ψ

∂x
) devem ser cont́ınuas nas fronteiras da

barreira de potencial, no formalismo da MQBB essa continuidade
é exigida para as densidades de massa, de momento linear e de
energia, conceitos f́ısicos esses definidos no Caṕıtulo 1. Além do
mais, o formalismo da MQBB apresenta uma grande vantagem
em relação ao formalismo da MQS, uma vez que é posśıvel, com
o primeiro formalismo, deduzir expressões gerais para a proba-

bilidade de transmissão, e compará-las com os resultados já
conhecidos por intermédio do segundo formalismo.
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No Caṕıtulo 6, usamos a MQBB desenvolvida no Caṕı-
tulo 1 e estudamos a equação de Schrödinger não-linear pro-
posta por R. W. Hasse, em 1980/1982. Usando a técnica do IE−L
apresentada no Caṕıtulo 3, estudamos a evolução do pacote de
onda associado a essa equação de Hasse para o caso do Poten-
cial Parabólico Invertido. Desse modo, encontramos uma condição
imposta ao parâmetro G dessa equação que garante uma solução
tipo sóliton para ela.

No Caṕıtulo 7, a técnica do IE − L é ainda empregada
para estudar os estados “espremidos” (“squeezed”) do Oscilador
Harmônico Dependente do Tempo (OHDT ). Ao estudarmos o
caso particular desse OHDT proposto por A. Mostafazadeh, em
1997/1998, J. Y. Li, J. K. Kim e S. P. Kim, em 1995, C. F. Lo,
em 1991, e G. S. Agarwal e S. A. Kumar, em 1991, verificamos
que as propriedades do sistema f́ısico estudado por intermédio da
MQBB são mais aparentes do que quando se usa a MQS.

No Caṕıtulo 8, estudamos o espalhamento de uma part́ı-
cula livre através de um poço de potencial, em duas situações:
região não-dissipativa e região dissipativa, usando os formalismos
da MQS e da MQBB, com a consideração da continuidade da
função de onda e de sua derivada espacial nas fronteiras desse
poço. Na primeira situação, observamos que os resultados são
idênticos. Na segunda, usamos a equação de Kostin para es-
tudar o efeito Ramsauer-Townsend e, com isso, reproduzimos
os mesmos resultados da MQS. Registre-se que esse efeito, obser-
vado por C. W. Ramsauer, em 1921, e por J. S. E. Townsend e
V. A. Bailey, em 1922, refere-se à transparência de alguns gases
nobres em relação a elétrons com energias cinéticas cŕıticas.

Ainda nesse Caṕıtulo 8 e usando seus resultados, apre-
sentamos um breve estudo do tunelamento através de barreiras de
potencial delgadas. Nesse estudo, reproduzimos alguns resultados
do Caṕıtulo 5, assim como mostramos que quando há dissipação
há um aumento no tunelamento.

No Apêndice, calculamos exatamente o propagador de

Feynman (PF ) para um lagrangiano quadrático tridimensional
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dependente do tempo, resolvendo a equação de Schrödinger

linear. Ao usarmos uma rotação e uma superposição não-linear
de coordenadas, mostramos que esse propagador pode ser obtido
do propagador da part́ıcula livre em um novo sistema de coor-
denadas espaço-temporal.

Encontrada a expressão geral do PF referida acima, par-
timos dela para obter o propagador do Oscilador Harmônico Força-
do Unidimensional. De posse desse propagador, estudamos os
seguintes casos particulares: 1) Oscilador Harmônico Simples Uni-
dimensional Dependente do Tempo; 2) Oscilador Harmônico Sim-
ples Unidimensional Independente do Tempo; 3) Oscilador Harmô-
nico Forçado Unidimensional Independente do Tempo; 4) Part́ıcula
em um Campo Externo Constante; 5) Part́ıcula Livre. Nossos re-
sultados reproduzem exatamente os mesmos obtidos usando-se a
técnica das integrais de trajetória de Feynman, conforme se
pode ver no livro editado por C. Grosche e F. Steiner: Handbook

of Feynman Path Integrals, Springer-Verlag, 1998.

Dois dos autores (JMFB e MSDC) agradecem ao professor
Aluisio Neves Fagundes, do Departamento de F́ısica Aplicada do
Instituto de F́ısica da Universidade de São Paulo, pelo aux́ılio na
impressão do texto em TEX.

Belém, abril de 2002

JOSÉ MARIA FILARDO BASSALO

PAULO DE TARSO SANTOS ALENCAR

MAURO SÉRGIO DORSA CATTANI

ANTONIO BOULHOSA NASSAR
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A.4.1 Oscilador Harmônico Simples Unidimensional Dependente
do Tempo / p.335
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CAPÍTULO 1

MECÂNICA QUÂNTICA DE DE BROGLIE-BOHM

1.1. Introdução

Neste Caṕıtulo, estudaremos a Mecânica Quântica de
de Broglie-Bohm (MQBB), também conhecida como formu-

lação causal da Mecânica Quântica, para sistemas f́ısicos
sob a ação de um potencial geral V (x, t). Essa formulação,
que associa o movimento de uma part́ıcula em Mecânica Quân-
tica Não Relativista com o movimento de uma part́ıcula em
Dinâmica dos Fluidos, foi proposta pelos f́ısicos, o alemão Er-
win Madelung (1881-1972), em 1926, e o francês, o Pŕıncipe
Louis Victor Pierre Raymond de Broglie [1892-1987; Prêmio
Nobel de F́ısica (PNF), 1929], em 1926-1927, e retomada pelo
f́ısico norte-americano David Bohm (1917-1992), em trabalhos
realizados desde 1952 até próximo de sua morte.[1]

No estudo que faremos neste Caṕıtulo, partiremos da
equação de Schrödinger, em seus dois aspectos, linear e
não-linear, representando um dado sistema f́ısico e, usando-se
a transformação de Madelung-Bohm,[2] obteremos, ini-
cialmente, equações correspondentes às da Dinâmica dos Flu-
idos (ideais e reais). Em seguida, demonstraremos as Leis
de Conservação do Momento Linear Quântico e da Energia
Quântica para os sistemas f́ısicos considerados. Com isso,
poderemos examinar se há coerência ou descoerência de
sua evolução, e também, se são conservativos ou não-con-

servativos; neste último caso, verificaremos se são ou não
dissipativos. Registre-se que os conceitos f́ısicos acima men-
cionados serão precisados neste Caṕıtulo e nos demais que se
seguirão. Portanto, o estudo que iremos realizar constitui a
MQBB.

Por fim, é oportuno fazermos uma observação com
relação às Leis de Conservação que demonstraremos neste
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Caṕıtulo. Muito embora as equações diferenciais das grandezas
f́ısicas referentes a essas Leis, e que aqui trataremos, sejam
relacionadas com as densidades volumétricas dessas grandezas,
falaremos da Lei de Conservação da grandeza em si, uma vez
que, conhecidas essas densidades, uma integração em todo o
espaço delas, reproduz as próprias grandezas.

1.2. Mecânica Quântica de de Broglie-Bohm

de Sistemas F́ısicos Conservativos

Neste item, estudaremos os sistemas f́ısicos conservati-
vos por intermédio da MQBB, partindo-se da equação de

Schrödinger em seus dois aspectos: linear e não-linear.

1.2.1. Equação de Schrödinger

Em 1926,[3] o f́ısico austŕıaco Erwin Schrödinger (1887-
1961; PNF, 1933) propôs a seguinte equação, conhecida como
equação de Schrödinger linear, para tratar sistemas f́ısicos
conservativos:

i h̄ ∂ψ(x, t)
∂t

= −

h̄2

2 m

∂2 ψ(x, t)
∂x2 +

+ V (x, t) ψ(x, t) , (1.2.1.1)

e tomemos a função de onda ψ(x, t) na forma polar ou trans-

formação de Madelung-Bohm:

ψ(x, t) = φ(x, t) ei S(x, t), (1.2.1.2)

onde S(x, t) é a ação clássica e φ(x, t) será definido poste-
riormente.

Calculando-se as derivadas, temporal e espacial, de
(1.2.1.2), virá:

∂ψ

∂t
= ei S ∂φ

∂t
+ i φ ei S ∂S

∂t
→
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∂ψ

∂t
= ei S (∂φ

∂t
+ i φ ∂S

∂t
) =

= (i ∂S
∂t

+ 1
φ

∂φ

∂t
) ψ , (1.2.1.3a-b)

∂ψ

∂x
= ei S (∂φ

∂x
+ i φ ∂S

∂x
) =

= (i ∂S
∂x

+ 1
φ

∂φ

∂x
) ψ , (1.2.1.3c-d)

∂2ψ

∂x2 = ∂
∂x

[(i ∂S
∂x

+ 1
φ

∂φ

∂x
) ψ] =

= ψ [i ∂2S
∂x2 + 1

φ

∂2φ

∂x2 −
1
φ2 (∂φ

∂x
)2] +

+ (i ∂S
∂x

+ 1
φ

∂φ

∂x
) ∂ψ

∂x
=

= ψ [i ∂2S
∂x2 + 1

φ

∂2φ

∂x2 −
1
φ2 (∂φ

∂x
)2] +

+ (i ∂S
∂x

+ 1
φ

∂φ

∂x
) (i ∂S

∂x
+ 1

φ

∂φ

∂x
) ψ =

= ψ [i ∂2S
∂x2 + 1

φ

∂2φ

∂x2 −
1
φ2 (∂φ

∂x
)2
− (∂S

∂x
)2 +

+ 1
φ2 (∂φ

∂x
)2 + 2 i

φ
∂S
∂x

∂φ

∂x
] →

∂2ψ

∂x2 = ei S [∂
2φ

∂x2 + 2 i ∂S
∂x

∂φ

∂x
+

+ i φ ∂2S
∂x2 − φ (∂S

∂x
)2] =

= [i ∂2S
∂x2 + 1

φ

∂2φ

∂x2 −

− (∂S
∂x

)2 + 2 i 1
φ

∂S
∂x

∂φ

∂x
] ψ . (1.2.1.3e-f)
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Agora, consideremos a expressão (1.2.1.1). Assim,
inserindo-se as expressões (1.2.1.3a,e) nessa expressão, resul-
tará [lembrar que ei S é fator comum, φ(x, t) e V (x, t)]:

i h̄ (∂φ
∂t

+ i φ ∂S
∂t

) = −

h̄2

2 m
[∂

2φ

∂x2 +

+ 2 i ∂S
∂x

∂φ

∂x
+ i φ ∂2S

∂x2 − φ (∂S
∂x

)2] + V φ . (1.2.1.4)

Separando-se as partes imaginária e real da expressão
(1.2.1.4), virá:

a) parte imaginária

∂φ

∂t
= −

h̄
2 m

(2 ∂S
∂x

∂φ

∂x
+ φ ∂2S

∂x2 ) , (1.2.1.5)

b) parte real

- h̄ φ ∂S
∂t

= −

h̄2

2 m
[∂

2φ

∂x2 − φ (∂S
∂x

)2] + V φ (÷ m φ) →

- h̄
m

∂S
∂t

= −

h̄2

2 m2

1
φ

[∂
2φ

∂x2 − φ (∂S
∂x

)2] + V
m

. (1.2.1.6)

Vejamos, agora, qual a correlação entre as expressões
(1.2.1.5-6) e as equações tradicionais da Dinâmica dos Flui-
dos Ideais:[4] a) equação da continuidade, b) equação de

Euler. Para isso, façamos a seguinte correspondência:

densidade de probabilidade quântica: | ψ(x, t) |2 ←→

densidade de massa: ρ(x, t) = φ2(x, t) , (1.2.1.7)

gradiente da fase da função de onda: h̄
m

∂S(x, t)
∂x

←→

velocidades quânticas: vqu(x, t) ≡ vqu . (1.2.1.8)
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Levando-se a expressão (1.2.1.7) na expressão (1.2.1.5),
teremos:

∂
√
ρ

∂t
= −

h̄
2 m

(2 ∂S
∂x

∂
√
ρ

∂x
+
√

ρ ∂2S
∂x2 ) →

1
2
√
ρ

∂ρ

∂t
= −

h̄
2 m

(2 ∂S
∂x

1
2
√
ρ

∂ρ

∂x
+
√

ρ ∂2S
∂x2 ) →

∂ρ

∂t
= −

h̄
m

(∂S
∂x

∂ρ

∂x
+ ρ ∂2S

∂x2 ) . (1.2.1.9)

Considerando-se que:

∂
∂x

(ρ ∂S
∂x

) = ∂S
∂x

∂ρ

∂x
+ ρ ∂2S

∂x2 ,

e a expressão (1.2.1.8), a expressão (1.2.1.9) ficará:

∂ρ

∂t
= −

h̄
m

∂
∂x

(ρ ∂S
∂x

) = −

∂
∂x

(ρ h̄
m

∂S
∂x

) →

∂ρ

∂t
+ ∂(ρ vqu)

∂x
= 0 , (1.2.1.10)

expressão que representa a equação da continuidade ou
lei de conservação da massa da Dinâmica dos Fluidos.
(Vide observação no final do item 1.1.)[4] Por outro lado,
essa expressão também indica a coerência do sistema f́ısico
considerado representado pela equação de Schrödinger.
Mais tarde, no Caṕıtulo 3, mostraremos que essa coerência

relaciona-se com a conservação da amplitude do pacote de

onda associado ao sistema f́ısico em questão.

Definindo-se como potencial quântico Vqu a expres-
são indicada abaixo:

Vqu(x, t) ≡ Vqu = − ( h̄2

2 m φ
) ∂2φ

∂x2 =

= −

h̄2

2 m
1
√
ρ

∂2
√
ρ

∂x2 , (1.2.1.11a-b)
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a expressão (1.2.1.6) será escrita na forma:

h̄
m

∂S
∂t

+ h̄2

2 m2 (∂S
∂x

)2 = −

1
m

(V + Vqu) , (1.2.1.12a)

ou, equivalentemente, usando-se a expressão (1.2.1.8):

h̄ ∂S
∂t

+ [1
2
m v2

qu + V + Vqu] = 0 . (1.2.1.12b)

Derivando-se a expressão (1.2.1.12a) em relação a x e
considerando-se a expressão (1.2.1.8), virá:

∂
∂x

( h̄
m

∂S
∂t

) + ∂
∂x

[ h̄2

2 m2 (∂S
∂x

)2] = −

1
m

∂
∂x

(V + Vqu) →

∂
∂t

( h̄
m

∂S
∂x

) + ∂
∂x

[1
2

( h̄
m

∂S
∂x

)2] = −

1
m

∂
∂x

(V + Vqu) →

∂vqu

∂t
+ ∂

∂x
(1

2
v2
qu) = −

1
m

∂
∂x

(V + Vqu) →

∂vqu

∂t
+ vqu

∂vqu

∂x
+ 1

m
∂
∂x

(V + Vqu) = 0 , (1.2.1.13)

que é uma equação análoga à equação de Euler para o movi-
mento de um fluido ideal.[4] Essa expressão indica que o pa-

cote de onda, associado ao sistema f́ısico em estudo, não
se distorce nem se dissipa, conforme examinaremos com mais
detalhes no Caṕıtulo 3.

Considerando-se que:

vqu(x, t) |x=x(t) = dx
dt

, (1.2.1.14)

a expressão (1.2.1.13) poderá ser escrita na forma:

m d2x
dt2

= −

∂
∂x

(V + Vqu) ≡

≡ Fc(x, t) |x=x(t) + Fqu(x, t) |x=x(t) , (1.2.1.15)
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onde:

d
dt

= ∂
∂t

+ vqu
∂
∂x

, (1.2.1.16)

é a derivada convectiva ou derivada hidrodinâmica.[4]

Observe-se que a expressão (1.2.1.15) tem a forma
da segunda lei de Newton. Desse modo, as expressões
(1.2.1.10,13,15) resumem a Dinâmica da MQBB, ou seja,
elas representam a dinâmica de uma part́ıcula quântica que
se desloca com uma velocidade ~vqu em um meio não-viscoso,
sujeita a um potencial clássico arbitrário V e a um poten-

cial quântico Vqu, conhecido como potencial quântico de

Bohm.[5].

Agora, continuando a analogia da MQBB com a Me-
cânica dos Fluidos Ideais, estudaremos as Leis de Conservação
do Momento Linear Quântico e da Energia Quântica. (Vide
observação no final do item 1.1.)

a) Conservação do Momento Linear Quântico

Em analogia com a Mecânica dos Fluidos, a densi-

dade de momento linear quântico Jqu é definida pela ex-
pressão:

Jqu = ρ vqu , (1.2.1.17)

onde ρ e vqu são dados pelas expressões (1.2.1.7-8).

Tomando-se a expressão (1.2.1.17), derivando-a em
relação ao tempo t e usando-se as expressões (1.2.1.10,13),
teremos:

∂Jqu

∂t
= ∂

∂t
(ρ vqu) = ρ

∂vqu

∂t
+ vqu

∂ρ

∂t
=

= ρ [− vqu
∂vqu

∂x
−

1
m

∂
∂x

(V + Vqu)] + vqu [− ∂
∂x

(ρ vqu)] →
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∂Jqu

∂t
= − ρ vqu

∂vqu

∂x
− vqu

∂
∂x

(ρ vqu) −
ρ

m
∂V
∂x
−

ρ

m

∂Vqu

∂x
→

∂Jqu

∂t
= −

∂
∂x

[(ρ vqu) vqu] −
ρ

m
∂V
∂x
−

ρ

m

∂Vqu

∂x
→

∂Jqu

∂t
= −

∂
∂x

(ρ v2
qu) −

ρ

m
∂V
∂x
−

ρ

m

∂Vqu

∂x
. (1.2.1.18)

Derivando-se a expressão (1.2.1.11b) em relação à variá-
vel x, teremos:

∂Vqu

∂x
= ∂

∂x
(− h̄2

2 m
1
√
ρ

∂2
√
ρ

∂x2 ) = −

h̄2

2 m
∂
∂x

[ 1
√
ρ

∂
∂x

(
∂
√
ρ

∂x
)] =

= - h̄2

2 m
∂
∂x

[ 1
√
ρ

∂
∂x

( 1
2
√
ρ

∂ρ

∂x
)] =

= −

h̄2

4 m
∂
∂x

(

1
√
ρ

[ 1
√
ρ

∂2ρ

∂x2 + ∂ρ

∂x
∂
∂x

( 1
√
ρ
)]

)

=

= - h̄2

4 m
∂
∂x

[ 1
√
ρ

( 1
√
ρ

∂2ρ

∂x2 −

∂ρ

∂x
1

2
√

ρ3

∂ρ

∂x
)] =

= −

h̄2

4 m
∂
∂x

[1
ρ

∂2ρ

∂x2 −
1

2 ρ2
( ∂ρ
∂x

)2] =

= - h̄2

4 m
[1
ρ

∂3ρ

∂x3 −

∂2ρ

∂x2

1
ρ2

∂ρ

∂x
−

−

1
2 ρ2

2 ∂ρ

∂x
∂
∂x

( ∂ρ
∂x

) − ( ∂ρ
∂x

)2 (− 2
2
) 1
ρ3

∂ρ

∂x
] →

∂Vqu

∂x
= −

h̄2

4 m
[1
ρ

∂3ρ

∂x3 −
2
ρ2

∂ρ

∂x

∂2ρ

∂x2 + 1
ρ3

( ∂ρ
∂x

)3] →

ρ

m

∂Vqu

∂x
= −

h̄2

4 m2 [ ∂
3ρ

∂x3 −
2
ρ

∂ρ

∂x

∂2ρ

∂x2 + 1
ρ2

( ∂ρ
∂x

)3] →

ρ

m

∂Vqu

∂x
= −

h̄2

4 m2

∂
∂x

[ ∂
2ρ

∂x2 −
1
ρ

( ∂ρ
∂x

)2] . (1.2.1.19)
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Agora, consideremos a expressão (1.2.1.5). Portanto,
inserindo-se a expressão (1.2.1.19) nessa expressão, virá:

∂Jqu

∂t
= −

∂
∂x

(ρ v2
qu) −

ρ

m
∂V
∂x

+ h̄2

4 m2

∂
∂x

[ ∂
2ρ

∂x2 −
1
ρ

( ∂ρ
∂x

)2] →

∂Jqu

∂t
= −

∂
∂x

(

ρ v2
qu −

h̄2

4 m2 [ ∂
2ρ

∂x2 −
1
ρ

( ∂ρ
∂x

)2]
)

−

−

ρ

m
∂V
∂x

. (1.2.1.20)

Definindo-se como fluxo da densidade de momento

linear quântico Pqu a expressão abaixo:

Pqu = ρ v2
qu −

h̄2

4 m2 [ ∂
2ρ

∂x2 −
1
ρ

( ∂ρ
∂x

)2] , (1.2.1.21)

a expressão (1.2.1.20) ficará:

∂Jqu

∂t
+ ∂Pqu

∂x
+ ρ

m
∂V
∂x

= 0 , (1.2.1.22)

que representa a Lei de Conservação do Momento Linear

Quântico.

b) Conservação da Energia Quântica

Em analogia com a Mecânica dos Fluidos, a densi-

dade de energia quântica Uqu é definida pela expressão:

Uqu = ρ [
v2qu

2
+ 1

m
(V + Vqu)] . (1.2.1.23)

Derivando-se Uqu em relação ao tempo t e conside-
rando-se as expressões (1.2.1.7,10,11b,13), virá:

∂Uqu

∂t
= ρ vqu

∂vqu

∂t
+

v2qu

2
∂ρ

∂t
+ V

m

∂ρ

∂t
+ ρ

m
∂V
∂t

+ ρ

m

∂Vqu

∂t
+

+ Vqu

m

∂ρ

∂t
= ρ vqu [− vqu

∂vqu

∂x
−

1
m

∂
∂x

(V + Vqu)] +
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+
v2qu

2
[− ∂

∂x
(ρ vqu)] + V

m
[− ∂

∂x
(ρ vqu)] +

+ ρ

m
∂V
∂t

+ ρ

m

∂Vqu

∂t
+ Vqu

m
[− ∂

∂x
(ρ vqu)] →

∂Uqu

∂t
= − ρ vqu

∂
∂x

(
v2qu

2
) − ρ vqu

m
∂
∂x

(V + Vqu) −

−

v2qu

2
∂
∂x

(ρ vqu) −
V
m

∂
∂x

(ρ vqu) + ρ

m
∂V
∂t

+

+ ρ

m

∂Vqu

∂t
−

Vqu

m
∂
∂x

(ρ vqu) . (1.2.1.24)

Sabendo-se que:

- ∂
∂x

[ρ vqu (
v2qu

2
+ V

m
+ Vqu

m
)] =

− ρ vqu
∂
∂x

(
v2qu

2
) −

v2qu

2
∂
∂x

(ρ vqu) −

−

ρ vqu

m
∂V
∂x
−

V
m

∂
∂x

(ρ vqu) −
ρ vqu

m

∂Vqu

∂x
−

Vqu

m
∂
∂x

(ρ vqu) ,

a expressão (1.2.1.24) ficará:

∂Uqu

∂t
= −

∂
∂x

[ρ vqu (
v2qu

2
+ V

m
+ Vqu

m
)] +

+ ρ

m
∂V
∂t

+ ρ

m

∂Vqu

∂t
. (1.2.1.25)

Considerando-se que:

ρ ∂
∂t

( 1
√
ρ

∂2
√
ρ

∂x2 ) = ρ [
∂2
√
ρ

∂x2

∂
∂t

( 1
√
ρ
) + 1

√
ρ

∂
∂t

(
∂2
√
ρ

∂x2 )] =

= [- ρ

2
√

ρ3

∂ρ

∂t

∂2
√
ρ

∂x2 + ρ
√
ρ

∂2

∂x2 (
∂
√
ρ

∂t
)] =
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= [− 1
2
√
ρ

∂ρ

∂t

∂2
√
ρ

∂x2 +
√

ρ ∂2

∂x2 (
∂
√
ρ

∂t
)] →

ρ ∂
∂t

( 1
√
ρ

∂2
√
ρ

∂x2 ) =
√

ρ ∂2

∂x2 (
∂
√
ρ

∂t
) −

−

∂
√
ρ

∂t
(
∂2
√
ρ

∂x2 ) . (1.2.1.26a)

Considerando-se ainda que:

∂
∂x

[
√

ρ ∂
∂x

(
∂
√
ρ

∂t
) −

∂
√
ρ

∂t

∂
√
ρ

∂x
] =

=
√

ρ ∂2

∂x2 (
∂
√
ρ

∂t
) + ∂

∂x
(
∂
√
ρ

∂t
)
∂
√
ρ

∂x
−

∂
∂x

(
∂
√
ρ

∂t
) (

∂
√
ρ

∂x
) −

−

∂
√
ρ

∂t
(
∂2
√
ρ

∂x2 ) =
√

ρ ∂2

∂x2 (
∂
√
ρ

∂t
) −

∂
√
ρ

∂t
(
∂2
√
ρ

∂x2 ) ,

a expressão (1.2.1.26a) será escrita na forma:

ρ ∂
∂t

( 1
√
ρ

∂2
√
ρ

∂x2 ) = ∂
∂x

[
√

ρ ∂
∂x

(
∂
√
ρ

∂t
) −

∂
√
ρ

∂t

∂
√
ρ

∂x
] .

Desse modo, a expressão acima nos mostra que:

ρ

m

∂Vqu

∂t
= −

h̄2

2 m2 [ρ ∂
∂t

( 1
√
ρ

∂2
√
ρ

∂x2 )] →

ρ

m

∂Vqu

∂t
= −

∂
∂x

(

h̄2

2 m2 [
√

ρ ∂
∂x

(
∂
√
ρ

∂t
) −

−

∂
√
ρ

∂t

∂
√
ρ

∂x
]

)

. (1.2.1.26b)

Agora, consideremos a expressão (1.2.1.25). Desse
modo, inserindo-se a expressão (1.2.1.26b) nessa expressão e
usando-se a expressão (1.2.1.23), teremos:
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∂Uqu

∂t
−

ρ

m
∂V
∂t

+ ∂
∂x

(

vqu Uqu +

+ h̄2

2 m2 [
√

ρ ∂
∂x

(
∂
√
ρ

∂t
) −

∂
√
ρ

∂t

∂
√
ρ

∂x
]

)

= 0 . (1.2.1.27)

Definindo-se como fluxo da densidade de energia

quântica Qqu a expressão abaixo:

Qqu = vqu Uqu + h̄2

2 m2 [
√

ρ ∂
∂x

(
∂
√
ρ

∂t
) −

−

∂
√
ρ

∂t

∂
√
ρ

∂x
] , (1.2.1.28)

a expressão (1.2.1.27) tomará a forma:

∂Uqu

∂t
−

ρ

m
∂V
∂t

+ ∂Qqu

∂x
= 0 , (1.2.1.29)

que representa a Lei de Conservação da Energia Quân-

tica. O fato da expressão (1.2.1.29) ser zero indica que a
equação de Schrödinger linear para um potencial geral
V (x, t) representa sistemas f́ısicos conservativos.

1.2.2. Equação de Bialynicki-Birula-Mycielski

Em 1976/1979,[6] I. Bialynicki-Birula e J. Mycielski
propuseram a seguinte equação de Schrödinger não-linear

para descrever os sistemas f́ısicos conservativos:

i h̄ ∂
∂t
ψ(x, t) = −

h̄2

2 m

∂2ψ(x, t)
∂x2 +

(

V (x, t) −

−

h̄ λ
2
ℓn [ψ(x, t) ψ∗(x, t)]

)

ψ(x, t) , (1.2.2.1)

onde ψ(x, t) e V (x, t) representam, respectivamente, a função
de onda e o potencial dependente do tempo do sistema em
consideração, e λ é uma constante arbitrária.
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Substituindo-se as expressões (1.2.1.2) e (1.2.1.3a,e)
na expressão (1.2.2.1), virá (lembrar que ei S é um fator co-
mum):

i h̄ (∂φ
∂t

+ i φ ∂S
∂t

) =

= −

h̄2

2 m
[∂φ

2

∂x2 + 2 i ∂φ

∂x
∂S
∂x

+ i φ ∂2S
∂x2 − φ (∂S

∂x
)2] +

+ [V (x, t) − h̄ λ
2
ℓn φ2] φ . (1.2.2.2)

Separando-se as partes imaginária e real da expressão
acima, resultará:

a) parte imaginária

h̄
φ

∂φ

∂t
= −

h̄2

2 m
(∂

2S
∂x2 + 2 1

φ

∂φ

∂x
∂S
∂x

) , (1.2.2.3)

b) parte real

- h̄ ∂S
∂t

= −

h̄2

2 m
[ 1
φ

∂2φ

∂x2 − (∂S
∂x

)2] +

+ V (x, t) − h̄ λ
2
ℓn φ2 . (1.2.2.4)

Vejamos, agora, qual a correlação entre as expressões
(1.2.2.3-4) e as equações tradicionais da Dinâmica dos Flui-
dos Ideais, referidas anteriormente. Assim, usando-se as ex-
pressões (1.2.1.7-9), a expressão (1.2.2.3) ficará [é oportuno
lembrar que ∂

∂v
(ℓn u) = 1

u
∂ u
∂v

e ℓn (un) = n ℓn u]:

∂
∂t

(2 ℓn φ) = −

h̄
m

[∂
2S
∂x2 + ∂S

∂x
∂
∂x

(2 ℓn φ)] →

∂
∂t

(ℓn φ2) = −

h̄
m

[∂
2S
∂x2 + ∂S

∂x
∂
∂x

(ℓn φ2)] →
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∂
∂t

(ℓn ρ) = −

h̄
m

[∂
2S
∂x2 + ∂S

∂x
∂
∂x

(ℓn ρ)] =

= −

h̄
m

(∂
2S
∂x2 + ∂S

∂x
1
ρ

∂ρ

∂x
) = −

∂
∂x

( h̄
m

∂S
∂x

) −

− ( h̄
m

∂S
∂x

) 1
ρ

∂ρ

∂x
→

1
ρ

∂ρ

∂t
+ ∂vqu

∂x
+ vqu

ρ

∂ρ

∂x
= 0 →

∂ρ

∂t
+ ∂(ρ vqu)

∂x
= 0, (1.2.2.5)

expressão que representa a equação da continuidade ou lei

de conservação da massa da Dinâmica dos Fluidos. (Vide
observação no final do item 1.1.)[4] Como no caso anterior, essa
expressão também indica a coerência do sistema f́ısico repre-
sentado pela equação de Bialynicki-Birula-Mycielski.

Derivando-se a expressão (1.2.2.4) em relação à variá-
vel x, e considerando-se as expressões (1.2.1.7,11a), resultará:

− h̄ ∂2S
∂x ∂t

=

= − h̄2

2 m
∂
∂x

[ 1
φ

∂2φ

∂x2 − (∂S
∂x

)2] + ∂
∂x

[V (x, t) − h̄ ν
2
ℓn φ2] →

∂
∂t

( h̄
m

∂S
∂x

) =

= ∂
∂x

( h̄2

2 m2

1
φ

∂2φ

∂x2 )− 1
2

∂
∂x

( h̄
m

∂S
∂x

)2
−

1
m

∂V (x, t)
∂x

+ h̄ λ
2 m

∂(ℓn ρ)
∂x

=

= 1
m

∂
∂x

[ h̄
2

2 m
1
φ

∂2φ

∂x2 − V (x, t) + h̄ λ
2
ℓn ρ] − 1

2
∂
∂x

( h̄
m

∂S
∂x

)2
→

∂vqu

∂t
+ vqu

∂vqu

∂x
+

+ 1
m

∂
∂x

(V + Vqu − VBBM) = 0 , (1.2.2.6)

onde:
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VBBM = h̄ λ
2
ℓn ρ , (1.2.2.7)

é o potencial de Bialynicki-Birula-Mycielski. Observe-
se que a expressão (1.2.2.6) é uma equação análoga à equação

de Euler para o movimento de um fluido ideal e, portanto,
da mesma maneira como no caso da expressão (1.2.1.13), ela
indica que o pacote de onda, associado ao sistema f́ısico
considerado, não se distorce.

Agora, continuando a analogia da MQBB com a Me-
cânica dos Fluidos Ideais, poderemos demonstrar as Leis de
Conservação do Momento Linear Quântico e da Energia Quân-
tica. (Vide observação no final do item 1.1.) Para demons-
trarmos a primeira dessas Leis, consideremos as expressões
(1.2.1.14,16,18) e (1.2.2.5-6). Assim, seguindo-se o que foi
realizado no item anterior, obteremos:

∂Jqu

∂t
= ∂

∂t
(ρ vqu) = ρ

∂vqu

∂t
+ vqu

∂ρ

∂t
=

= ρ [− vqu
∂vqu

∂x
−

1
m

∂
∂x

(V + Vqu − VBMM)] +

+ vqu [− ∂
∂x

(ρ vqu)] →

∂Jqu

∂t
= − ρ vqu

∂vqu

∂x
− vqu

∂
∂x

(ρ vqu) −
ρ

m
∂V
∂x
−

ρ

m

∂Vqu

∂x
+

+ ρ

m
∂VBMM

∂x
→

∂Jqu

∂t
= −

∂
∂x

(ρ v2
qu) −

ρ

m
∂V
∂x
−

ρ

m

∂Vqu

∂x
+ ρ

m
∂VBMM

∂x
→

∂Jqu

∂t
= −

∂
∂x

(

ρ v2
qu −

h̄2

4 m2 [ ∂
2ρ

∂x2 −
1
ρ

( ∂ρ
∂x

)2]
)

−

−

ρ

m
∂V
∂x

+ ρ

m
∂VBMM

∂x
→

∂Jqu

∂t
+ ∂Pqu

∂x
+ ρ

m
∂
∂x

(V − VBMM) = 0 , (1.2.2.8)
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que representa a Lei de Conservação do Momento Linear

Quântico.

Em seguida, demonstraremos a Lei de Conservação da
Energia Quântica. Desse modo, considerando-se as expressões
(1.2.1.11b,14,20,23b,25) e (1.2.2.5-6), teremos:

∂Uqu

∂t
= ρ vqu

∂vqu

∂t
+

v2qu

2
∂ρ

∂t
+ V

m

∂ρ

∂t
+ ρ

m
∂V
∂t

+ ρ

m

∂Vqu

∂t
+

+ Vqu

m

∂ρ

∂t
= ρ vqu [− vqu

∂vqu

∂x
−

1
m

∂
∂x

(V + Vqu) +

+ ρ

m
∂VBMM

∂x
+

v2qu

2
[− ∂

∂x
(ρ vqu)] + V

m
[− ∂

∂x
(ρ vqu)] +

+ ρ

m
∂V
∂t

+ ρ

m

∂Vqu

∂t
+ Vqu

m
[− ∂

∂x
(ρ vqu)] →

∂Uqu

∂t
= − ρ vqu

∂
∂x

(
v2qu

2
) − ρ vqu

m
∂
∂x

(V + Vqu)] −

−

v2qu

2
∂
∂x

(ρ vqu) −
V
m

∂
∂x

(ρ vqu) + ρ

m
∂V
∂t
−

−

ρ h̄2

2 m2

∂
∂t

( 1
√
ρ

∂2
√
ρ

∂x2 ) − Vqu

m
∂
∂x

(ρ v) + ρ vqu

m
∂VBMM

∂x
→

∂Uqu

∂t
= −

∂
∂x

[ρ vqu (
v2qu

2
+ V

m
+ Vqu

m
)] + ρ

m
∂V
∂t
−

−

ρ h̄2

2 m2

∂
∂t

( 1
√
ρ

∂2
√
ρ

∂x2 ) + ρ vqu

m
∂VBMM

∂x
→

∂Uqu

∂t
+ ∂

∂x

(

vqu Uqu + h̄2

2 m2 [
√

ρ ∂
∂x

(
∂
√
ρ

∂t
) −

∂
√
ρ

∂t

∂
√
ρ

∂x
]

)

−

−

ρ

m
∂V
∂t

= ρ vqu

m
∂VBMM

∂x
→

∂Uqu

∂t
+ ∂Qqu

∂x
−

ρ

m
∂V
∂t
−

Jqu

m
∂VBMM

∂x
= 0, (1.2.2.9)
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que representa a Lei de Conservação da Energia Quân-

tica. O fato da expressão (1.2.2.9) ser nula indica que a
equação de Bialynicki-Birula-Mycielski (que representa
uma equação de Schrödinger não-linear) para um poten-
cial geral V (x, t) representa sistemas f́ısicos conservativos.

1.2.3. Equação de Bateman-Caldirola-Kanai

Em 1931/1941/1948,[7] H. Bateman, P. Caldirola e
E. Kanai propuseram uma equação de Schrödinger não-

linear para representar os sistemas f́ısicos de massa variável,
dada por:

i h̄ ∂
∂t
ψ(x, t) = −

h̄2

2 m
e− λ t ∂2ψ(x, t)

∂t2
+

+ eλ t V (x, t) ψ(x, t) , (1.2.3.1)

onde ψ(x, t) e V (x, t) representam, respectivamente, a função
de onda e o potencial dependente do tempo do sistema f́ısico
em consideração, e λ é um fator constante.

Usando-se as expressões (1.2.1.3b,f), na expressão aci-
ma, virá:

i h̄ (i ∂S
∂t

+ 1
φ

∂φ

∂t
) ψ = −

h̄2

2 m
e− λ t [i ∂2S

∂x2 + 1
φ

∂2φ

∂x2 −

− (∂S
∂x

)2 + 2 i
φ
∂S
∂x

∂φ

∂x
] ψ + eλ t V (x, t) ψ(x, t) . (1.2.3.2)

Desse modo, separando-se as partes imaginária e real
da expressão acima, obteremos (é oportuno lembrar que ψ é
fator comum):

a) parte imaginária

h̄
φ

∂φ

∂t
= −

h̄2

2 m
e− λ t (∂

2S
∂x2 + 2

φ
∂S
∂x

∂φ

∂x
) , (1.2.3.3)
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b) parte real

− h̄ ∂S
∂t

= −

h̄2

2 m
e− λ t [ 1

φ

∂2φ

∂x2 − (∂S
∂x

)2] +

+ eλ t V (x, t) . (1.2.3.4)

Vejamos, agora, qual a correlação entre as expressões
(1.2.3.3-4) e as equações tradicionais da Dinâmica dos Flui-
dos.[4]

Usando-se as expressões (1.2.1.7-8) e (1.2.3.3), obte-
remos [lembrar que ∂

∂v
(ℓn u) = 1

u
∂ u
∂v

e ℓn (un) = n ℓn u]:

1
φ

∂φ

∂t
= −

h̄
2 m

e− λ t (∂
2S
∂x2 + 2 ∂S

∂x

∂φ/∂x

φ
) →

∂
∂t

(2 ℓn φ) = −

h̄
m
e− λ t [∂

2S
∂x2 + ∂S

∂x
∂
∂x

(2 ℓn φ)] →

∂
∂t

(ℓn φ2) = −

h̄
m
e− λ t [∂

2S
∂x2 + ∂S

∂x
∂
∂x

(ℓn φ2)] →

∂
∂t

(ℓn ρ) = −

h̄
m
e− λ t [∂

2S
∂x2 + ∂S

∂x
∂
∂x

(ℓn ρ)] →

1
ρ

∂ρ

∂t
= −

h̄
m
e− λ t (∂

2S
∂x2 + ∂S

∂x
1
ρ

∂ρ

∂x
) =

= − e− λ t [ ∂
∂x

( h̄
m

∂S
∂x

) + 1
ρ

∂ρ

∂x
( h̄
m

∂S
∂x

)] =

= − e− λ t (∂vqu

∂x
+ vqu

ρ

∂ρ

∂x
) →

∂ρ

∂t
+ e− λ t (ρ ∂vqu

∂x
+ vqu

∂ρ

∂x
) →

∂ρ

∂t
+ e− λ t ∂(ρ vqu)

∂x
= 0 . (1.2.3.5)
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Para que a expressão acima assuma a forma da equa-

ção da continuidade da Mecânica dos Fluidos como, por
exemplo, as expressões (1.2.1.10) e (1.2.2.5), vamos introduzir
a seguinte definição:

vBCK ≡ e− λ t vqu , (1.2.3.6)

que significa a velocidade de Bateman-Caldirola-Kanai.
Assim, levando-se essa expressão na expressão (1.2.3.5), virá:

∂ρ

∂t
+ ∂(ρ e− λ t vqu)

∂x
= 0 →

∂ρ

∂t
+ ∂(ρ vBCK)

∂x
= 0 , (1.2.3.7)

expressão essa que representa a equação da continuidade

ou lei de conservação da massa da Dinâmica dos Fluidos.
(Vide observação no final do item 1.1.)[4] Assim como nos
casos anteriores, essa expressão indica a coerência do sistema
f́ısico representado pela equação de Bateman-Caldirola-

Kanai.

Derivando-se a expressão (1.2.3.4) em relação à variá-
vel x e usando-se as expressões (1.2.1.8,11a), virá:

− h̄ ∂2S
∂x ∂t

= −

h̄2

2 m
e− λ t ∂

∂x
[ 1
φ

∂2φ

∂x2 − (∂S
∂x

)2] + eλ t ∂V
∂x
→

∂
∂t

( h̄
m

∂S
∂x

) = −

e− λ t

m
∂
∂x

(− h̄2

2 m
1
φ

∂2φ

∂x2 ) −

−

e− λ t

2
∂
∂x

[( h̄
m

∂S
∂x

)2] − eλ t

m
∂V
∂x
→

∂vqu

∂t
= −

e− λ t

m

∂Vqu

∂x
− e− λ t 1

2

∂v2qu

∂x
−

eλ t

m
∂V
∂x

=

= −

e− λ t

m

∂Vqu

∂x
− e− λ t vqu

∂vqu

∂x
−

eλ t

m
∂V
∂x
→
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∂vqu

∂t
+ e− λ t vqu

∂vqu

∂x
+

+ 1
m

∂
∂x

(eλ t V + e− λ t Vqu) = 0 . (1.2.3.8)

Em analogia com a expressão (1.2.3.6), vamos intro-
duzir a seguinte definição:

VBCK ≡ e− 2 λ t Vqu , (1.2.3.9)

que significa o potencial de Bateman-Caldirola-Kanai,
sendo Vqu dado pela expressão (1.2.1.11a-b). Desse modo,
multiplicando-se a expressão (1.2.3.10) por e− λ t e usando-se
as expressões (1.2.3.8,11), virá:

e− λ t ∂ vqu)
∂t

+ e− λ t vqu
∂(e− λ t vqu)

∂x
+

+ 1
m

∂
∂x

(V + e− 2 λ t Vqu) = 0 . (1.2.3.10)

Derivando-se a expressão (1.2.3.6) em relação ao tem-
po t, obteremos:

∂vBCK

∂t
= ∂

∂t
(e− λ t vqu) = e− λ t ∂vqu

∂t
+ vqu

∂(e− λ t)
∂t

=

= e− λ t ∂vqu

∂t
− λ e− λ t vqu →

e− λ t ∂vqu

∂t
= ∂vBCK

∂t
+ λ vBCK . (1.2.3.11)

Usando-se a expressão (1.2.3.10), inserindo-se na mes-
ma a expressão (1.2.3.11) e usando-se as expressões (1.2.3.6,9),
resultará:

∂vBCK

∂t
+ vBCK

∂vBCK

∂x
+
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+ 1
m

∂
∂x

(V + VBCK) = − λ vBCK . (1.2.3.12)

Observe-se que, embora a equação acima seja análoga
à equação de Navier-Stokes,[4] ela representa, no entanto,
um sistema conservativo, conforme veremos mais adiante.

Agora, continuando a analogia da MQBB com a Me-
cânica dos Fluidos Reais, poderemos demonstrar as Leis de
Conservação do Momento Linear Quântico e da Energia Quân-
tica. (Vide observação no final do item 1.1.) Antes, contudo,
em analogia com as expressões (1.2.1.14,18,20,25) e (1.2.3.6,9),
apresentaremos as seguintes definições:

JBCK = ρ vBCK , (1.2.3.13)

PBCK = ρ v2
BCK −

− e− 2 λ t h̄2

4 m2 [ ∂
2ρ

∂x2 −
1
ρ

( ∂ρ
∂x

)2] , (1.2.3.14)

UBCK = ρ [
v2

BCK

2
+ 1

m
(V + VBCK)] , (1.2.3.15)

QBCK = vBCK UBCK + e− 2 λ t h̄2

2 m2 [
√

ρ ∂
∂x

(
∂
√
ρ

∂t
) −

−

∂
√
ρ

∂t

∂
√
ρ

∂x
] , (1.2.3.16)

que representam, respectivamente, a densidade de momen-

to linear de Bateman-Caldirola-Kanai JBCK , o fluxo de

densidade de momento linear de Bateman-Caldirola-

Kanai PBCK , a densidade de energia de Bateman-Cal-

dirola-Kanai UBCK , e o fluxo da densidade de energia

quântica de Bateman-Caldirola-Kanai QBCK , e ρ, vBCK
e VBCK são dados, respectivamente, pelas expressões (1.2.1.7)
e (1.2.3.6,9).
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Para demonstrarmos a primeira das Leis referidas aci-
ma, consideremos as expressões (1.2.3.9,12-14). Assim, se-
guindo-se o que foi realizado no item 1.2., obteremos:

∂JBCK

∂t
= ∂

∂t
(ρ vBCK) = ρ ∂vBCK

∂t
+ vBCK

∂ρ

∂t
=

= ρ [− vBCK
∂vBCK

∂x
−

1
m

∂
∂x

(V + VBCK) − λ vBCK ] +

+ vBCK [− ∂
∂x

(ρ vBCK)] →

∂JBCK

∂t
= − ρ vBCK

∂vBCK

∂x
− vBCK

∂
∂x

(ρ vBCK) −

−

ρ

m
∂V
∂x
−

ρ

m
∂VBCK

∂x
− ρ ν vBCK →

∂JBCK

∂t
= −

∂
∂x

[(ρ vBCK) vBCK ] − ρ

m
∂V
∂x
−

−

ρ

m
∂VBCK

∂x
− ρ λ vBCK →

∂JBCK

∂t
= −

∂
∂x

(ρ v2
BCK) − ρ

m
∂V
∂x
−

−

ρ

m
∂VBCK

∂x
− ρ λ vBCK . (1.2.3.17)

Usando-se as expressões (1.2.1.16) e (1.2.3.6), tere-
mos:

ρ

m
∂VBCK

∂x
= ρ

m
∂
∂x

(e− 2 λ t Vqu) = e− 2 λ t ( ρ
m

∂Vqu

∂x
) →

ρ

m
∂VBCK

∂x
=

= −

∂
∂x

(

e− 2 λ t h̄2

4 m2 [ ∂
2ρ

∂x2 −
1
ρ

( ∂ρ
∂x

)2]
)

. (1.2.3.18)
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Tomando-se a expressão (1.2.3.17), inserindo-se nela a
expressão (1.2.3.18) e usando-se a expressão (1.2.3.14), obte-
remos:

∂JBCK

∂t
= −

∂
∂x

(ρ v2
BCK) − ρ

m
∂V
∂x

+

+ ∂
∂x

(

e− 2 λ t h̄2

4 m2 [ ∂
2ρ

∂x2 −
1
ρ

( ∂ρ
∂x

)2]
)

− ρ λ vBCK =

= −

∂
∂x

(

ρ v2
BCK − e− 2 λ t h̄2

4 m2 [ ∂
2ρ

∂x2 −
1
ρ

( ∂ρ
∂x

)2]
)

−

−

ρ

m
∂V
∂x
− ρ λ vBCK →

∂JBCK

∂t
+ ∂PBCK

∂x
+ ρ

m
∂V
∂x

= − λ JBCK , (1.2.3.19)

que representa a Lei de Conservação do Momento Linear

de Bateman-Caldirola-Kanai.

Em seguida, demonstraremos a Lei de Conservação
da Energia Quântica de Bateman-Caldirola-Kanai. Para isso,
inicialmente, derivemos a expressão (1.2.3.6) em relação ao
tempo t.

∂VBCK

∂t
= ∂

∂t
(e− 2 λ t VBCK) =

= e− 2 λ t ∂Vqu

∂t
+ Vqu

∂
∂t

(e− 2 λ t) =

= e− 2 λ t ∂Vqu

∂t
− 2 λ e− 2 λ t Vqu →

ρ ∂VBCK

∂t
= e− 2 λ t ρ

∂Vqu

∂t
− 2 λ ρ VBCK . (1.2.3.20)

Usando-se a expressão (1.2.1.23b) e a expressão aci-
ma, resultará:
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ρ

m
∂VBCK

∂t
= −

∂
∂x

(

e− 2 λ t h̄2

2 m2 [
√

ρ ∂
∂x

(
∂
√
ρ

∂t
) −

−

∂
√
ρ

∂t

∂
√
ρ

∂x
]

)

− 2 λ ρ

m
VBCK . (1.2.3.21)

Tomando-se as expressões (1.2.3.9,12-16,21) e seguin-
do-se o item 1.2., teremos:

∂UBCK

∂t
= ρ vBCK

∂vBCK

∂t
+

v2
BCK

2
∂ρ

∂t
+

+ V
m

∂ρ

∂t
+ ρ

m
∂V
∂t

+ ρ

m
∂VBCK

∂t
+ VBCK

m

∂ρ

∂t
=

= ρ vBCK [− vBCK
∂vBCK

∂x
−

1
m

∂
∂x

(V + VBCK) −

− λ vBCK ] +
v2

BCK

2
[− ∂

∂x
(ρ vBCK)] + V

m
[− ∂

∂x
(ρ vBCK)] +

+ ρ

m
∂V
∂t

+ ρ

m
∂VBCK

∂t
+ VBCK

m
[− ∂

∂x
(ρ vBCK)] →

∂UBCK

∂t
= − ρ vBCK

∂
∂x

(
v2

BCK

2
) − ρ vBCK

m
∂
∂x

(V + VBCK)] −

−

v2
BCK

2
∂
∂x

(ρ vBCK) − V
m

∂
∂x

(ρ vBCK) + ρ

m
∂V
∂t
−

−

∂
∂x

(

e− 2 λ t h̄2

2 m2 [
√

ρ ∂
∂x

(
∂
√
ρ

∂t
) −

∂
√
ρ

∂t

∂
√
ρ

∂x
]

)

−

− 2 λ ρ

m
VBCK −

VBCK

m
∂
∂x

(ρ vBCK) − ρ v2
BCK λ →

∂UBCK

∂t
= − (ρ vBCK) ∂

∂x
[
v2

BCK

2
+ 1

m
(V + VBCK)] −

−

∂
∂x

(ρ vBCK) [
v2

BCK

2
+ 1

m
(V + VBCK)] − ρ v2

BCK λ −
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−

∂
∂x

(

e− 2 λ t h̄2

2 m2 [
√

ρ ∂
∂x

(
∂
√
ρ

∂t
) −

∂
√
ρ

∂t

∂
√
ρ

∂x
]

)

−

− 2 λ ρ

m
VBCK →

∂UBCK

∂t
= −

∂
∂x

(

(vBCK ρ) [
v2

BCK

2
+ 1

m
(V + VBCK)]

)

−

−

∂
∂x

(

e− 2 λ t h̄2

2 m2 [
√

ρ ∂
∂x

(
∂
√
ρ

∂t
) −

∂
√
ρ

∂t

∂
√
ρ

∂x
]

)

−

− 2 λ ρ

m
VBCK − ρ v2

BCK λ →

∂UBCK

∂t
+ ∂

∂x

(

vBCK UBCK + e− 2 λ t h̄2

2 m2 [
√

ρ ∂
∂x

(
∂
√
ρ

∂t
) −

−

∂
√
ρ

∂t

∂
√
ρ

∂x
]

)

−

ρ

m
∂V
∂t

= − ρ v2
BCK ν − 2 λ ρ

m
VBCK →

∂UBCK

∂t
+ ∂QBCK

∂x
−

ρ

m
∂V
∂t

=

= − λ(2 ρ

m
VBCK + JBCK vBCK) , (1.2.3.22)

que representa a Lei de Conservação da Energia de Bate-

man-Caldirola-Kanai.

É importante observar que, embora o segundo mem-
bro da expressão (1.2.3.22) seja diferente de zero, isso não sig-
nifica dizer que um sistema f́ısico representado pela equação

de Bateman-Caldirola-Kanai seja não-conservativo. Ele,
na realidade, é conservativo pois, quando t → ∞, vBCK e
VBCK se anulam conforme indicam as expressões (1.2.3.6,9).

1.3. Mecânica Quântica de de Broglie-Bohm

de Sistemas F́ısicos Não-Conservativos

Neste item, estudaremos os sistemas f́ısicos não-conser-
vativos por intermédio de uma equação de Schrödinger
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não-linear. Estudaremos, também, em que caso esses sis-
temas serão dissipativos.

1.3.1. Equação de Kostin

Em 1972,[9] M. D. Kostin propôs a seguinte equação

de Schrödinger não-linear para representar os sistemas
não-conservativos:

i h̄ ∂
∂t
ψ(x, t) = −

h̄2

2 m

∂2ψ(x, t)
∂x2 +

+ [V (x, t) + h̄ ν
2 i

ℓn
ψ(x, t)
ψ∗(x, t)

] ψ(x, t) , (1.3.1.1)

onde ψ(x, t) e V (x, t) representam como nos demais casos
estudados, respectivamente, a função de onda e o potencial
dependente do tempo do sistema f́ısico em estudo, e ν repre-
senta uma constante.

Usando-se as expressões (1.2.2,3b,f) na expressão aci-
ma, virá (lembrar que ℓn e2 i S = 2 i S):

i h̄ (i ∂S
∂t

+ 1
φ

∂φ

∂t
) ψ =

= −

h̄2

2 m
[i ∂2S

∂x2 + 1
φ

∂2φ

∂x2 − (∂S
∂x

)2 + 2 i
φ

∂S
∂x

∂φ

∂x
] ψ +

+ [V (x, t) + h̄ ν
2 i

ℓn φ ei S

φ e− i S ] ψ →

i h̄ (i ∂S
∂t

+ 1
φ

∂φ

∂t
) ψ =

= −

h̄2

2 m
[i ∂2S

∂x2 + 1
φ

∂2φ

∂x2 − (∂S
∂x

)2 + 2 i
φ

∂S
∂x

∂φ

∂x
] ψ +

+ [V (x, t) + h̄ ν S] ψ . (1.3.1.2)
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Em continuação, separando-se as partes imaginária e
real da expressão acima, obteremos (é oportuno lembrar que
ψ é fator comum):

a) parte imaginária

h̄
φ

∂φ

∂t
= −

h̄2

2 m
(∂

2S
∂x2 + 2

φ
∂S
∂x

∂φ

∂x
) →

∂φ

∂t
= −

h̄
2 m

(φ ∂2S
∂x2 + 2 ∂S

∂x

∂φ

∂x
) , (1.3.1.3)

b) parte real

− h̄ ∂S
∂t

= −

h̄2

2 m
[ 1
φ

∂2φ

∂x2 − (∂S
∂x

)2] +

+ [V (x, t) + h̄ ν S] →

−

h̄
m

∂S
∂t

= −

h̄2

2 m2

1
φ

[∂
2φ

∂x2 − φ (∂S
∂x

)2] +

+ 1
m

[V (x, t) + h̄ ν S] . (1.3.1.4)

Vejamos, agora, qual a correlação entre as expressões
(1.3.1.3-4) e as equações tradicionais da Dinâmica dos Fluidos.
Examinando-se as expressões (1.3.1.3) e (1.2.1.5) verifica-se
que são idênticas. Assim, seguindo-se o estudado no item
1.2.1. e considerando-se as expressões (1.2.1.7-8), a expressão
(1.3.1.3) tomará o aspecto:

∂ρ

∂t
+ ∂(ρ vqu)

∂x
= 0 , (1.3.1.5)

expressão que representa a equação da continuidade ou
Lei de Conservação da Massa. (Vide observação no final
do item 1.1.) Observe-se que, como essa expressão é análoga
às expressões (1.2.1.10), (1.2.2.5) e (1.2.3.7), ela representa,
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também, a coerência do estado f́ısico em questão e represen-
tado pela equação de Kostin.

Derivando-se a expressão (1.3.1.4) em relação à variá-
vel x, e considerando-se as expressões (1.2.1.7,8,11a), virá:

−

h̄
m

∂2S
∂x ∂t

= − h̄2

2 m2

∂
∂x

[ 1
φ

∂2φ

∂x2 − (∂S
∂x

)2] + 1
m

∂V
∂x

+ h̄
m
ν ∂S
∂x
→

−

∂
∂t

( h̄
m

∂S
∂x

) = 1
m

∂
∂x

(− h̄2

2 m
1
φ

∂2φ

∂x2 ) +

+ 1
2

∂
∂x

( h̄
m

∂S
∂x

)2 + 1
m

∂V
∂x

+ ν h̄
m

∂S
∂x
→

∂vqu

∂t
+ vqu

∂vqu

∂x
+

+ 1
m

∂
∂x

(V + Vqu) = − ν vqu , (1.3.1.6a)

expressão essa análoga à equação de Navier-Stokes.[4] O
sinal menos (-) do segundo membro dessa expressão indica
que o sistema f́ısico em consideração é dissipativo, conforme
veremos mais adiante. Desse modo, a constante ν significa
um coeficiente de fricção.

Por outro lado, partindo-se da expressão (1.3.1.4) e
usando-se as expressões (1.2.1.8,11a), teremos:

− h̄ ∂S
∂t

= − ( h̄2

2 m φ
) ∂2φ

∂x2 + 1
2
m ( h̄

m
∂S
∂x

)2 +

+ [V (x, t) + h̄ ν S] →

h̄ (∂S
∂t

+ ν S) + (1
2
m v2

qu + V + Vqu) = 0 . (1.3.1.6b)

Agora, continuando a analogia da MQBB com a Me-
cânica dos Fluidos Reais, poderemos demonstrar as Leis de
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Conservação do Momento Linear Quântico e da Energia Quân-
tica. (Vide observação no final do item 1.1.)[10] Portanto, para
demonstrarmos a primeira dessas Leis, consideremos as ex-
pressões (1.2.1.14,16,18) e (1.3.1.5,6a). Assim, seguindo-se o
que foi realizado no item 1.2.1., obteremos:

∂Jqu

∂t
= ∂

∂t
(ρ vqu) = ρ

∂vqu

∂t
+ vqu

∂ρ

∂t
=

= ρ [− vqu
∂vqu

∂x
−

1
m

∂
∂x

(V + Vqu) − ν vqu] +

+ vqu [− ∂
∂x

(ρ vqu)] → −

∂Jqu

∂t
= − ρ vqu

∂vqu

∂x
−

− vqu
∂
∂x

(ρ vqu) −
ρ

m
∂V
∂x
−

ρ

m

∂Vqu

∂x
− ρ ν vqu →

∂Jqu

∂t
= −

∂
∂x

[(ρ vqu) vqu] −
ρ

m
∂V
∂x
−

ρ

m

∂Vqu

∂x
− ρ ν vqu =

= −

∂
∂x

(ρ v2
qu) −

ρ

m
∂V
∂x
−

ρ

m

∂Vqu

∂x
− ρ ν vqu =

= − ∂
∂x

(ρ v2
qu) −

ρ

m
∂V
∂x
−

h̄2

4 m2

∂
∂x

[ ∂
2ρ

∂x2 −
1
ρ

( ∂ρ
∂x

)2] − ρ ν vqu =

= −

∂
∂x

(

ρ v2
qu −

h̄2

4 m2 [ ∂
2ρ

∂x2 −
1
ρ

( ∂ρ
∂x

)2]
)

−

−

ρ

m
∂V
∂x
− ρ ν vqu →

∂Jqu

∂t
+ ∂Pqu

∂x
+ ρ

m
∂V
∂x

= − ν Jqu , (1.3.1.7)

que representa a Lei de Conservação do Momento Linear

Quântico.

Em seguida, demonstraremos a Lei de Conservação da
Energia Quântica. Desse modo, levando-se em consideração
as expressões (1.2.1.11b,14,20,23b,25) e (1.3.1.5,6a) e seguin-
do-se o item 1.2., resultará [lembrar que V (x, t)]:
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∂Uqu

∂t
= ρ vqu

∂vqu

∂t
+

v2qu

2
∂ρ

∂t
+ V

m

∂ρ

∂t
+ ρ

m
∂V
∂t

+ ρ

m

∂Vqu

∂t
+

+ Vqu

m

∂ρ

∂t
= ρ vqu [− vqu

∂v
∂x
−

1
m

∂
∂x

(V + Vqu) − ν vqu] +

+
v2qu

2
[− ∂

∂x
(ρ vqu)] + V

m
[− ∂

∂x
(ρ vqu)] +

+ ρ

m
∂V
∂t

+ ρ

m

∂Vqu

∂t
+ Vqu

m
[− ∂

∂x
(ρ vqu)] →

∂Uqu

∂t
= − ρ vqu

∂
∂x

(
v2qu

2
) − ρ vqu

m
∂
∂x

(V + Vqu)] −

−

v2qu

2
∂
∂x

(ρ vqu) −
V
m

∂
∂x

(ρ vqu) + ρ

m
∂V
∂t
−

−

ρ h̄2

2 m2

∂
∂t

( 1
√
ρ

∂2
√
ρ

∂x2 ) − Vqu

m
∂
∂x

(ρ vqu) − ρ v2
qu ν →

∂Uqu

∂t
= −

∂
∂x

[ρ vqu (
v2qu

2
+ V

m
+ Vqu

m
)] −

+ ρ

m
∂V
∂t
−

ρ h̄2

2 m2

∂
∂t

( 1
√
ρ

∂2
√
ρ

∂x2 ) − ρ v2
qu ν →

∂Uqu

∂t
+ ∂

∂x

(

vqu Uqu + h̄2

2 m2 [
√

ρ ∂
∂x

(
∂
√
ρ

∂t
) −

−

∂
√
ρ

∂t

∂
√
ρ

∂x
]

)

−

ρ

m
∂V
∂t

= − ρ v2
qu ν →

∂Uqu

∂t
+ ∂Qqu

∂x
−

ρ

m
∂V
∂t

= − ν Jqu vqu , (1.3.1.8)

que representa a Lei de Conservação da Energia Quân-

tica. Observe-se que a presença do sinal menos (-) no se-
gundo membro da expressão acima indica que a equação de

Kostin (que é uma equação de Schrödinger não-linear)
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para um potencial geral V (x, t) representa sistemas f́ısicos
dissipativos.[11]

1.3.2. Equação de Schuch-Chung-Hartmann

Em 1983-1985,[12] D. Schuch, K. M. Chung e H. Hart-
mann propuseram a seguinte equação de Schrödinger não-

linear para representar os sistemas não-conservativos:

i h̄ ∂
∂t
ψ(x, t) = −

h̄2

2 m

∂2ψ(x, t)
∂x2 +

(

V (x, t) +

+ h̄ ν
i

[ℓn ψ(x, t) − < ℓn ψ(x, t) >]
)

ψ(x, t) , (1.3.2.1)

onde ψ(x, t) e V (x, t) representam, como nos casos anteriores,
respectivamente, a função de onda e o potencial dependente
do tempo do sistema f́ısico em questão, e ν é uma constante.

Consideremos a expressão (1.3.2.1). Assim, usando-
se na mesma as expressões (1.2.1.3b,f), virá (lembrar que
ℓn ei S = i S):

i h̄ (i ∂S
∂t

+ 1
φ

∂φ

∂t
) ψ =

= −

h̄2

2 m
[i ∂2S

∂x2 + 1
φ

∂2φ

∂x2 − (∂S
∂x

)2 + 2 i
φ

∂S
∂x

∂φ

∂x
] ψ +

+
(

V (x, t) + h̄ ν
i

[ℓn (φ ei S) − < ℓn (φ ei S) >]
)

ψ →

i h̄ (i ∂S
∂t

+ 1
φ

∂φ

∂t
) ψ = −

h̄2

2 m
[i ∂2S

∂x2 + 1
φ

∂2φ

∂x2 −

− (∂S
∂x

)2 + 2 i
φ

∂S
∂x

∂φ

∂x
] ψ +

(

V (x, t) − i h̄ ν [ℓn φ +

+ i S − < ℓn φ > − i < S >]
)

ψ . (1.3.2.2)
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Separando-se as partes imaginária e real da expressão
acima e usando-se a expressão (1.2.2), virá (lembrar que ψ é
fator comum):

a) parte imaginária

h̄
φ

∂φ

∂t
= −

h̄2

2 m
(∂

2S
∂x2 + 2

φ
∂S
∂x

∂φ

∂x
) −

− h̄ ν (ℓn φ − < ℓn φ >) , (1.3.2.3)

b) parte real

− h̄ ∂S
∂t

= −

h̄2

2 m
[ 1
φ

∂2φ

∂x2 − (∂S
∂x

)2] +

+ V (x, t) + h̄ ν (S − < S >) . (1.3.2.4)

Considerando-se as expressões (1.2.1.7-9), a expressão
(1.3.2.3) tomará a seguinte forma [é oportuno lembrar que
∂
∂v

(ℓn u) = 1
u

∂ u
∂v

e ℓn (un) = n ℓn u]:

∂
∂t

(2 ℓn φ) =

= − h̄
m

[∂
2S
∂x2 + ∂S

∂x
∂
∂x

(2 ℓn φ)] − 2 ν (ℓn φ − < ℓn φ >) →

∂
∂t

(ℓn φ2) =

= − h̄
m

[∂
2S
∂x2 + ∂S

∂x
∂
∂x

(ℓn φ2)] − 2 ν (ℓn φ − < ℓn φ >) →

∂
∂t

(ℓn ρ) =

= − h̄
m

[∂
2S
∂x2 + ∂S

∂x
∂
∂x

(ℓn ρ)] − 2 ν (ℓn
√

ρ − < ℓn
√

ρ >) →
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1
ρ

∂ρ

∂t
=

= −

h̄
m

(∂
2S
∂x2 + ∂S

∂x
1
ρ

∂ρ

∂x
) − ν (ℓn ρ − < ℓn ρ >) =

= − ∂
∂x

[ h̄
m

(∂S
∂x

)] − 1
ρ

∂ ρ

∂x
[ h̄
m

(∂S
∂x

)] − ν (ℓn ρ − < ℓn ρ >) →

1
ρ

∂ρ

∂t
+ ∂vqu

∂x
+ vqu

ρ

∂ρ

∂x
= − ν (ℓn ρ − < ℓn ρ >) →

∂ρ

∂t
+ ρ

∂vqu

∂x
+ vqu

∂ρ

∂x
= − ν ρ (ℓn ρ − < ℓn ρ >) →

∂ρ

∂t
+ ∂(ρ vqu)

∂x
= − ν ρ (ℓn ρ − < ℓn ρ >) . (1.3.2.5)

Observe-se que a presença do segundo membro na ex-
pressão acima indica que há descoerência do sistema f́ısico
representado pela equação de Schuch-Chung-Hartmann.

Derivando-se a expressão (1.3.2.4) em relação à variável
x, e usando-se as expressões (1.2.1.8,11a), virá:

− h̄ ∂2S
∂x ∂t

= −

h̄2

2 m
∂
∂x

[ 1
φ

∂2φ

∂x2 − (∂S
∂x

)2] +

+ ∂V
∂x

+ h̄ ν (∂S
∂x
−

∂<S>
∂x

) →

−

∂
∂t

( h̄
m

∂S
∂x

) = 1
m

∂
∂x

(− h̄2

2 m
1
φ

∂2φ

∂x2 ) +

+ 1
2

∂
∂x

( h̄
m

∂S
∂x

)2 + 1
m

∂V
∂x

+ ν ( h̄
m

∂S
∂x
−

h̄
m

∂<S>
∂x

) →

∂vqu

∂t
+ vqu

∂vqu

∂x
+ 1

m
∂
∂x

(V + Vqu) = − ν vqu , (1.3.2.6)

uma vez que, sendo:

< f(x, t) > =
∫∞
− ∞ ρ(x, t) f(x, t) dx ≡ g(t) , (1.3.2.7)
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então:

∂<S>
∂x

= ∂
∂x

∫∞
− ∞ ρ(x, t) S(x, t) dx →

∂<S>
∂x

= ∂g(t)
∂x

= 0 . (1.3.2.8)

Agora, continuando a analogia da MQBB com a Me-
cânica dos Fluidos Reais, poderemos demonstrar as Leis de
Conservação do Momento Linear Quântico e da Energia Quân-
tica. (Vide observação no final do item 1.1.) Desse modo,
para demonstrarmos a primeira dessas Leis, consideremos as
expressões (1.2.1.14,16,18) e (1.3.2.5-6). Assim, seguindo-se o
que foi realizado no item 1.2., obteremos:

∂Jqu

∂t
= ∂

∂t
(ρ vqu) = ρ

∂vqu

∂t
+ vqu

∂ρ

∂t
=

= ρ [− vqu
∂vqu

∂x
−

1
m

∂
∂x

(V + Vqu) − ν vqu] +

+ vqu [− ∂
∂x

(ρ vqu) − ν ρ (ℓn ρ − < ℓn ρ >)] →

∂Jqu

∂t
= − ρ vqu

∂vqu

∂x
− vqu

∂
∂x

(ρ vqu) −
ρ

m
∂V
∂x
−

ρ

m

∂Vqu

∂x
−

− ρ vqu ν − ρ vqu ν (ℓn ρ − < ℓn ρ >) →

∂Jqu

∂t
= −

∂
∂x

(ρ v2
qu) −

ρ

m
∂V
∂x
−

ρ

m

∂Vqu

∂x
−

− ρ vqu ν [1 + (ℓn ρ − < ℓn ρ >)] →

∂Jqu

∂t
= −

∂
∂x

(

ρ v2
qu −

h̄2

4 m2 [ ∂
2ρ

∂x2 −
1
ρ

( ∂ρ
∂x

)2]
)

−

−

ρ

m
∂V
∂x
− ρ vqu ν [1 + (ℓn ρ − < ℓn ρ >) →
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∂Jqu

∂t
+ ∂Pqu

∂x
+ ρ

m
∂V
∂x

=

= − ν Jqu [1 + (ℓn ρ − < ℓn ρ >)] , (1.3.2.9)

que representa a Lei de Conservação do Momento Linear

Quântico.

Em seqüência, demonstraremos a Lei de Conservação
da Energia Quântica. Portanto, levnado-se em consideração
as expressões (1.2.1.11b,14,20,23b,25) e (1.3.2.5-6), teremos:

∂Uqu

∂t
= ρ vqu

∂vqu

∂t
+

v2qu

2
∂ρ

∂t
+ V

m

∂ρ

∂t
+ ρ

m
∂V
∂t

+ ρ

m

∂Vqu

∂t
+

+ Vqu

m

∂ρ

∂t
= ρ vqu [− vqu

∂vqu

∂x
−

1
m

∂
∂x

(V + Vqu) − ν vqu] +

+
v2qu

2
[− ∂

∂x
(ρ vqu) − ν ρ (ℓn ρ − < ℓn ρ >)] +

+ V
m

[− ∂
∂x

(ρ vqu) − ν ρ (ℓn ρ − < ℓn ρ >)] +

+ ρ

m
∂V
∂t

+ ρ

m

∂Vqu

∂t
+ Vqu

m
[− ∂(ρ vqu)

∂x
−

− ν ρ (ℓn ρ − < ℓn ρ >)] → ∂Uqu

∂t
= − ρ vqu

∂
∂x

(
v2qu

2
) −

−

ρ vqu

m
∂
∂x

(V + Vqu) −
v2qu

2
∂
∂x

(ρ vqu) −
V
m

∂
∂x

(ρ vqu) −

+ ρ

m
∂V
∂t
−

ρ h̄2

2 m2

∂
∂t

( 1
√
ρ

∂2
√
ρ

∂x2 ) − Vqu

m
∂
∂x

(ρ vqu) −

− ρ v2
qu ν − ν ρ (ℓn ρ − < ℓn ρ >) (

v2qu

2
+ V

m
+ Vqu

m
) →

∂Uqu

∂t
= −

∂
∂x

[ρ vqu (
v2qu

2
+ V

m
+ Vqu

m
)] −
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+ ρ

m
∂V
∂t
−

ρ h̄2

2 m2

∂
∂t

( 1
√
ρ

∂2
√
ρ

∂x2 ) −

− ρ v2
qu ν − ν ρ (ℓn ρ − < ℓn ρ >) (

v2qu

2
+ V

m
+ Vqu

m
) →

∂Uqu

∂t
+ ∂

∂x

(

vqu Uqu + h̄2

2 m2 [
√

ρ ∂
∂x

(
∂
√
ρ

∂t
) −

∂
√
ρ

∂t

∂
√
ρ

∂x
]

)

−

−

ρ

m
∂V
∂t

= − ρ v2
qu ν − ν ρ (ℓn ρ − < ℓn ρ >) (

v2qu

2
+

+ V
m

+ Vqu

m
) →

∂Uqu

∂t
+ ∂Qqu

∂x
−

ρ

m
∂V
∂t

=

= − ν [Jqu vqu + (ℓn ρ − < ℓn ρ >) Uqu] , (1.3.2.10)

que representa a Lei de Conservação da Energia Quân-

tica. Note-se que o segundo membro da expressão (1.3.2.10)
não é estritamente negativo. Portanto, poderemos afirmar que
a equação de Schuch-Chung-Hartmann (que nada mais
é do que uma equação de Schrödinger não-linear) para
um potencial geral V (x, t) representa tão-somente sistemas
f́ısicos não-conservativos.

1.3.3. Equação de Süssmann-Hasse-Albrecht-

-Kostin-Nassar

Em 1973,[13] D. Süssmann e em 1975, R. W. Hasse,[14]

K. Albrecht,[15] e M. D. Kostin,[16] apresentaram novas equa-

ções de Schrödinger não-lineares para representar os sis-
temas não-conservativos. Em 1986,[17] A. B. Nassar apresen-
tou uma equação mais geral que as engloba, com o seguinte
aspecto:

i h̄ ∂
∂t
ψ(x, t) = −

h̄2

2 m

∂2ψ(x, t)
∂x2 +
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+
[

V (x, t) + ν
(

[x − < x >] [c p̂ +

+ (1 − c) < p̂ >] − 1
2
i h̄ c

) ]

ψ(x, t) , (1.3.3.1)

onde p̂ é o tradicional operador de momento linear, ou seja:

p̂ = − i h̄ ∂
∂x

, (1.3.3.2)

e c é uma constante, cujos casos particulares foram tratados
por Süssmann (c = 1), Hasse (c = 1

2
), Albrecht e Kostin

(c = 0).

Considerando-se ψ(x, t) dado pela expressão (1.2.1.2)
e usando-se as expressões (1.2.1.3b) e (1.3.3.2), resultará:

p̂ ψ = − i h̄ ∂
∂x

(φ ei S) = − i h̄ ( 1
φ

∂φ

∂x
+ i ∂S

∂x
) ψ →

p̂ ψ = h̄ (∂S
∂x
−

i
φ

∂φ

∂x
) ψ . (1.3.3.3)

Inserindo-se as expressões (1.2.1.2,3a,e) e (1.3.3.3) na
expressão (1.3.3.1), obteremos (lembrar que ei S é fator co-
mum):

i h̄ (∂φ
∂t

+ i φ ∂S
∂t

) = −

h̄2

2 m
[∂

2φ

∂x2 +

+ 2 i ∂φ

∂x
∂S
∂x

+ i φ ∂2S
∂x2 − φ (∂S

∂x
)2] +

+
[

V (x, t) + ν
(

[x − < x >] [c h̄ (∂S
∂x
−

i
φ

∂φ

∂x
) +

+ (1 − c) < p̂ >] − 1
2
i h̄ c

) ]

φ . (1.3.3.4)

Agora, separemos as partes imaginária e real da ex-
pressão acima (1.3.3.4). Para isso, é oportuno lembrar que:
< p̂ > = m < v̂qu > = m < vqu > = real. Portanto:

a) parte imaginária
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h̄
φ

∂φ

∂t
= −

h̄2

2 m
(∂

2S
∂x2 + 2 1

φ

∂φ

∂x
∂S
∂x

) −

− ν (x − < x >) c h̄
φ

∂φ

∂x
−

ν
2
h̄ c , (1.3.3.5)

b) parte real

- h̄ ∂S
∂t

= −

h̄2

2 m
[ 1
φ

∂2φ

∂x2 − (∂S
∂x

)2] +

+ ν (x − < x >) c h̄ ∂S
∂x

+ V (x, t) −

− ν (x − < x >)(1 − c) m < vqu > . (1.3.3.6)

Considerando-se a expressão (1.3.3.5) e usando-se na
mesma as expressões (1.2.1.7-8), obteremos [é oportuno lem-
brar que ∂

∂v
(ℓn u) = 1

u
∂ u
∂v

e ℓn (un) = n ℓn u]:

∂
∂t

(2 ℓn φ) = −

h̄
m

[∂
2S
∂x2 + ∂S

∂x
∂
∂x

(2 ℓn φ)] −

− ν (x − < x >) c ∂
∂x

(2 ℓn φ) − ν c →

∂
∂t

(ℓn φ2) = −

h̄
m

[∂
2S
∂x2 + ∂S

∂x
∂
∂x

(ℓn φ2)] −

− ν (x − < x >) c ∂
∂x

(ℓn φ2) − ν c →

∂
∂t

(ℓn ρ) = −

h̄
m

[∂
2S
∂x2 + ∂S

∂x
∂
∂x

(ℓn ρ)] −

− ν (x − < x >) c ∂
∂x

(ℓn ρ) − ν c →

1
ρ

∂ρ

∂t
= −

h̄
m

(∂
2S
∂x2 + ∂S

∂x
1
ρ

∂ρ

∂x
) −

− ν (x − < x >) c 1
ρ

∂ρ

∂x
− ν c →
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1
ρ

∂ρ

∂t
+ ∂vqu

∂x
+ vqu

ρ

∂ρ

∂x
= − ν c − ν c (x − < x >) 1

ρ

∂ρ

∂x
→

∂ρ

∂t
+ ∂(ρ vqu)

∂x
=

= − ν c ρ − ν c (x − < x >) ∂ρ

∂x
. (1.3.3.7)

Observe-se que a presença do segundo membro na ex-
pressão acima indica que há descoerência do sistema f́ısico
representado pela equação de Süssmann-Hasse-Albrecht-

Kostin-Nassar.

Chamando-se:[17]

ϑqnc = vqu + ν c (x − < x >) , (1.3.3.8a)

a velocidade quântica não-conservativa, e considerando-
se que [vide expressões (1.3.2.7-8)]:

∂ <x>
∂x

= ∂ <vqu>

∂x
= 0 , (1.3.3.8b-c)

teremos:

∂
∂x

(ρ ϑqnc) = ∂
∂x

(

ρ [vqu + ν c (x − < x >)]
)

=

= ∂(ρ vqu)
∂x

+ ∂
∂x

[ρ ν c (x − < x >)] = ∂(ρ vqu)
∂x

+

+ ν c (x − < x >) ∂ρ

∂x
+ ρ ν c ∂

∂x
(x − < x >) =

= ∂(ρ vqu)
∂x

+ ν c (x − < x >) ∂ρ

∂x
+ ν c ρ →

− ν c ρ − ν c (x − < x >) ∂ρ

∂x
=

= ∂(ρ vqu)
∂x

−

∂(ρ ϑqnc)
∂x

. (1.3.3.9)
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Considerando-se a expressão (1.3.3.7) e inserindo-se
na mesma a expressão (1.3.3.9), resultará:

∂ρ

∂t
+ ∂(ρ ϑqnc)

∂x
= 0 . (1.3.3.10)

A expressão acima mostra que, em função da veloci-

dade quântica não-conservativa (ϑqnc), há coerência do
sistema f́ısico representado pela equação de Süssmann-

Hasse-Albrecht-Kostin-Nassar.

Derivando-se a expressão (1.3.3.6) em relação à variá-
vel x, e usando-se as expressões (1.2.1.8,11a) e (1.3.3.8a-c),
virá:

− h̄ ∂2S
∂x ∂t

= −

h̄2

2 m
∂
∂x

[ 1
φ

∂2φ

∂x2 − (∂S
∂x

)2] +

+ ∂
∂x

[ν (x − < x >) c h̄ ∂S
∂x

+

+ ν (x − < x >)(1 − c) m < vqu > + V (x, t)] →

∂
∂t

( h̄
m

∂S
∂x

) = 1
m

∂
∂x

( h̄2

2 m
1
φ

∂2φ

∂x2 ) − 1
2

∂
∂x

( h̄
m

∂S
∂x

)2
−

−

∂
∂x

[ ν (x − < x >) c ( h̄
m

∂S
∂x

)] −

−

∂
∂x

[ν (x − < x >) (1 − c) < vqu > ] − 1
m

∂V
∂x
→

∂vqu

∂t
= − 1

m

∂Vqu

∂x
−

1
2

∂
∂x

(v2
qu) −

∂
∂x

[ν c vqu (x − < x >)] −

−

∂
∂x

[ν (x − < x >) (1 − c) < vqu > ] − 1
m

∂V
∂x
→

∂vqu

∂t
+ vqu

∂vqu

∂x
+ vqu

∂
∂x

[ν c (x − < x >)] +

+ ν c (x − < x >) ∂vqu

∂x
+
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+ ν (1 − c) < vqu >
∂
∂x

(x − < x >) =

= −

1
m

∂
∂x

(V + Vqu) →

∂vqu

∂t
+ ∂vqu

∂x
[vqu + ν c (x − < x >)] +

+ [ν vqu c + ν (1 − c) < vqu >] ∂
∂x

(x − < x >) =

= −

1
m

∂
∂x

(V + Vqu) →

∂vqu

∂t
+ ϑqnc

∂vqu

∂x
+ 1

m
∂
∂x

(V + Vqu) =

= − ν [c vqu + (1 − c) < vqu >] . (1.3.3.11)

Tomando-se a expressão (1.3.3.8a), poderemos escre-
ver que (é interessante lembrar que<> é uma operação linear,
que < vqu > = ∂<x>

∂t
e que, sendo x e t variáveis indepen-

dentes, então ∂x
∂t

= 0):

< ϑqnc > = < vqu > + ν c (< x > − < x >) →

< ϑqnc > = < vqu > , (1.3.3.12a)

∂ϑqnc

∂t
= ∂vqu

∂t
+ ν c (∂x

∂t
−

∂<x>
∂t

) →

∂vqu

∂t
= ∂ϑqnc

∂t
+ ν c < vqu > =

= ∂ϑqnc

∂t
+ ν c < ϑqnc > , (1.3.3.12b)

∂ϑqnc

∂x
= ∂vqu

∂x
+ ν c ∂

∂x
(x − < x >) =
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= ∂vqu

∂x
+ ν c →

∂vqu

∂x
= ∂ϑqnc

∂x
− ν c . (1.3.3.12c)

Substituindo-se as expressões (1.3.3.12a-c) na expres-
são (1.3.3.11), resultará:

∂ϑqnc

∂t
+ ν c < ϑqnc > +

+ ϑqnc (∂ϑqnc

∂x
− ν c) + 1

m
∂
∂x

(V + Vqu) =

= − ν [c vqu + (1 − c) < ϑqnc >] =

= − ν c vqu − ν < ϑqnc > + ν c < ϑqnc > →

∂ϑqnc

∂t
+ ν c < ϑqnc > +

+ ϑqnc
∂ϑqnc

∂x
− ϑqnc ν c + 1

m
∂
∂x

(V + Vqu) =

= − ν c vqu − ν < ϑqnc > + ν c < ϑqnc > →

∂ϑqnc

∂t
+ ϑqnc

∂ϑqnc

∂x
+ 1

m
∂
∂x

(V + Vqu) =

= − ν [c (vqu − ϑqnc) + < ϑqnc >] . (1.3.3.13)

Agora, continuando a analogia da MQBB com a Me-
cânica dos Fluidos, poderemos demonstrar as Leis de Con-
servação do Momento Linear Quântico Não-Conservativo e da
Energia Quântica Não-Conservativa. (Vide observação no fi-
nal do item 1.1.) Contudo, em virtude da expressão (1.3.3.8a),
as expressões (1.2.1.14,18,20,25) serão generalizadas para:

Jqnc = ρ ϑqnc , (1.3.3.14a)

Pqnc = ρ ϑ2
qnc −

h̄2

4 m2 [ ∂
2ρ

∂x2 −
1
ρ

( ∂ρ
∂x

)2] , (1.3.3.14b)
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Uqnc = ρ [
ϑ2

qnc

2
+ 1

m
(V + Vqu)] , (1.3.3.14c)

Qqnc = ϑqnc Uqnc +

+ h̄2

2 m2 [
√

ρ ∂
∂x

(
∂
√
ρ

∂t
) −

∂
√
ρ

∂t

∂
√
ρ

∂x
] , (1.3.3.14d)

que representam, respectivamente, a densidade de momen-

to linear quântico não-conservativo Jqnc, o fluxo de

densidade de momento linear quântico não-conserva-

tivo Pqnc, a densidade de energia quântica não-conser-

vativa Uqnc, e o fluxo da densidade de energia quântica

não-conservativa Qqnc. Nessas expressões, ρ, Vqu e ϑqnc
são dados, respectivamente, pelas expressões (1.2.1.7,11a-b)
e (1.3.3.8a).

Assim, para demonstrarmos a primeira daquelas Leis,
consideremos as expressões (1.2.1.16) e (1.3.3.10,13,14a-b).
Assim, seguindo-se o que foi realizado no item 1.2., virá:

∂Jqnc

∂t
= ∂

∂t
(ρ ϑqnc) = ρ

∂ϑqnc

∂t
+ ϑqnc

∂ρ

∂t
=

= ρ
(

− ϑqnc
∂ϑqnc

∂x
−

1
m

∂
∂x

(V + Vqu) −

− ν [c (vqu − ϑqnc) + < ϑqnc >
)

+ ϑqnc [− ∂
∂x

(ρ ϑqnc)] =

= − ρ ϑqnc
∂ϑqnc

∂x
−

ρ

m
∂
∂x

(V + Vqu) −

− ρ ν [c (vqu − ϑqnc) + < ϑqnc >] − ϑqnc
∂
∂x

(ρ ϑqnc)] =

= −

∂
∂x

(ρ ϑ2
qnc) + h̄2

4 m2

∂
∂x

[ ∂
2ρ

∂x2 −
1
ρ

( ∂ρ
∂x

)2] − ρ

m
∂V
∂x
−

− ρ ν [c (vqu − ϑqnc) + < ϑqnc >] →



44

∂Jqnc

∂t
+ ∂

∂x

(

ρ ϑ2
qnc −

h̄2

4 m2 [ ∂
2ρ

∂x2 −
1
ρ

( ∂ρ
∂x

)2]
)

+

+ ρ

m
∂V
∂x

= − ν [c (ρ vqu − ρ ϑqnc) + ρ < ϑqnc >] →

∂Jqnc

∂t
+ ∂Pqnc

∂x
+ ρ

m
∂V
∂x

=

= − ν [c (Jqu − Jqnc) + ρ < ϑqnc >] , (1.3.3.15)

que representa a Lei de Conservação do Momento Linear

Quântico Não-Conservativo.

Em seguida, demonstraremos a Lei de Conservação da
Energia Quântica Não-Conservativa. Usando-se as expressões
(1.2.1.11b,23b) e (1.3.3.8a,10,13,14a-d), teremos:

∂Uqnc

∂t
= ρ ϑqnc

∂ϑqnc

∂t
+

ϑ2
qnc

2
∂ρ

∂t
+ V

m

∂ρ

∂t
+ ρ

m
∂V
∂t

+ ρ

m

∂Vqu

∂t
+

+ Vqu

m

∂ρ

∂t
= ρ ϑqnc

(

− ϑqnc
∂ϑqnc

∂x
−

1
m

∂
∂x

(V + Vqu) −

− ν [c(vqu − ϑqnc) + < ϑqnc >]
)

+

+
ϑ2

qnc

2
[− ∂

∂x
(ρ ϑqnc)] + V

m
[− ∂

∂x
(ρ ϑqnc)] +

+ ρ

m
∂V
∂t

+ ρ

m

∂Vqu

∂t
+ Vqu

m
[− ∂

∂x
(ρ ϑqnc)] →

∂Uqnc

∂t
= − ρ ϑqnc

∂
∂x

(
ϑ2

qnc

2
) − ρ ϑqnc

m
∂
∂x

(V + Vqu)] −

− ρ ϑqnc ν [c (vqu − ϑqnc) + < ϑqnc >] −

−

ϑ2
qnc

2
∂
∂x

(ρ ϑqnc) −
V
m

∂
∂x

(ρ ϑqnc) + ρ

m
∂V
∂t
−
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−

ρ h̄2

2 m2

∂
∂t

( 1
√
ρ

∂2
√
ρ

∂x2 ) − Vqu

m
∂
∂x

(ρ ϑqnc) →

∂Uqnc

∂t
= −

∂
∂x

[ρ ϑqnc (
ϑ2

qnc

2
+ V

m
+ Vqu

m
)] −

+ ρ

m
∂V
∂t
−

ρ h̄2

2 m2

∂
∂t

( 1
√
ρ

∂2
√
ρ

∂x2 ) −

− ρ ϑqnc ν [c (vqu − ϑqnc) + < ϑqnc >] →

∂Uqnc

∂t
+ ∂

∂x

(

ϑqnc Uqnc + h̄2

2 m2 [
√

ρ ∂
∂x

(
∂
√
ρ

∂t
) −

−

∂
√
ρ

∂t

∂
√
ρ

∂x
]
)

−

ρ

m
∂V
∂t

=

= − ρ ϑqnc ν [c (vqu − ϑqnc) + < ϑqnc >] →

∂Uqnc

∂t
+ ∂Qqnc

∂x
−

ρ

m
∂V
∂t

=

= − Jqnc ν [c (vqu − ϑqnc) + < ϑqnc >] , (1.3.3.16)

que representa a Lei de Conservação da Energia Quântica

Não-Conservativa. Observe-se que o segundo membro da
expressão acima não é estritamente negativo. Assim, afir-
maremos que a equação de Süssmann-Hasse-Albrecht-

Kostin-Nassar (que é uma equação de Schrödinger não-

linear) para um potencial geral V (x, t) somente representa
sistemas f́ısicos não-conservativos.

1.3.4. Equação de Diósi-Halliwell

Em 1998,[18] Lajos Diósi e Jonathan J. Halliwell apre-
sentaram uma nova equação de Schrödinger não-linear

para representar os sistemas f́ısicos dependentes do tempo:

i h̄ ∂
∂t
ψ(x, t) = −

h̄2

2 m

∂2ψ(x, t)
∂x2 +

(

V (x, t) −
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− i h̄
[

(x − <x>)2

a2 −

η(t) (x − <x>)
a

] )

ψ(x, t) , (1.3.4.1)

onde ψ(x, t) e V (x, t) representam, respectivamente, a função
de onda e o potencial dependente do tempo do sistema f́ısico
em estudo, e a é uma constante.

Inserindo-se as expressões (1.2.1.2,3a,e) na expressão
(1.3.4.1), obteremos (lembrar que ei S é fator comum):

i h̄ (∂φ
∂t

+ i φ ∂S
∂t

) = −

h̄2

2 m
[∂

2φ

∂x2 +

+ 2 i ∂φ

∂x
∂S
∂x

+ i φ ∂2S
∂x2 − φ (∂S

∂x
)2] +

(

V (x, t) −

− i h̄
[

(x − <x>)2

a2 −

η(t) (x − <x>)
a

] )

φ . (1.3.4.2)

Separando-se as partes imaginária e real da expressão
acima, resultará:

a) parte imaginária

h̄
φ

∂φ

∂t
= −

h̄2

2 m
(∂

2S
∂x2 + 2 1

φ

∂φ

∂x
∂S
∂x

) −

− h̄
[

(x − <x>)2

a2 −

η(t) (x − <x>)
a

]

. (1.3.4.3)

b) parte real

- h̄ ∂S
∂t

= −

h̄2

2 m
[ 1
φ

∂2φ

∂x2 − (∂S
∂x

)2] + V (x, t) . (1.3.4.4)

Considerando-se a expressão (1.3.4.3) e usando-se na
mesma as expressões (1.2.1.7-8), obteremos [é oportuno lem-
brar que ∂

∂v
(ℓn u) = 1

u
∂ u
∂v

e ℓn (un) = n ℓn u]:

∂
∂t

(2 ℓn φ) = −

h̄
m

[∂
2S
∂x2 + ∂S

∂x
∂
∂x

(2 ℓn φ)] −
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− 2 h̄
[

(x − <x>)2

a2 −

η(t) (x − <x>)
a

]

→

∂
∂t

(ℓn φ2) = −

h̄
m

[∂
2S
∂x2 + ∂S

∂x
∂
∂x

(ℓn φ2)] −

− 2 h̄
[

(x − <x>)2

a2 −

η(t) (x − <x>)
a

]

→

∂
∂t

(ℓn ρ) = −

h̄
m

[∂
2S
∂x2 + ∂S

∂x
∂
∂x

(ℓn ρ)] −

− 2 h̄
[

(x − <x>)2

a2 −

η(t) (x − <x>)
a

]

→

1
ρ

∂ρ

∂t
= −

h̄
m

[∂
2S
∂x2 + 1

ρ
∂S
∂x

∂ρ

∂x
] −

− 2 h̄
[

(x − <x>)2

a2 −

η(t) (x − <x>)
a

]

→

1
ρ

∂ρ

∂t
= −

∂
∂x

( h̄
m

∂S
∂x

) − 1
ρ

( h̄
m

∂S
∂x

) ∂ρ

∂x
−

− 2 h̄
[

(x − <x>)2

a2 −

η(t) (x − <x>)
a

]

→

1
ρ

∂ρ

∂t
+ ∂vqu

∂x
+ vqu

ρ

∂ρ

∂x
=

= − 2 h̄
[

(x − <x>)2

a2 −

η(t) (x − <x>)
a

]

→

∂ρ

∂t
+ ρ

∂vqu

∂x
+ vqu

∂ρ

∂x
=

= − 2 ρ h̄
[

(x − <x>)2

a2 −

η(t) (x − <x>)
a

]

→

∂ρ

∂t
+ ∂(ρ vqu)

∂x
=
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= − 2 ρ h̄
[

(x − <x>)2

a2 −

η(t) (x − <x>)
a

]

, (1.3.4.5)

expressão que mostra a descoerência do sistema f́ısico repre-
sentado pela equação de Diósi-Halliwell.

Derivando-se a expressão (1.3.4.4) em relação à variá-
vel x, e usando-se as expressões (1.2.1.8,11a), virá [lembrar
que V (x, t)]:

− h̄ ∂2S
∂x ∂t

= −

h̄2

2 m
∂
∂x

[ 1
φ

∂2φ

∂x2 − (∂S
∂x

)2] + ∂V
∂x
→

∂
∂t

( h̄
m

∂S
∂x

) =

= 1
m

∂
∂x

( h̄2

2 m
1
φ

∂2φ

∂x2 ) − 1
2

∂
∂x

( h̄
m

∂S
∂x

)2
−

1
m

∂V
∂x
→

∂vqu

∂t
+ 1

2

∂v2qu

∂x
+ 1

m
∂
∂x

(− h̄2

2 m
1
φ

∂2φ

∂x2 ) + 1
m

∂V
∂x

= 0 →

∂vqu

∂t
+ vqu

∂vqu

∂x
+ 1

m
∂
∂x

(V + Vqu) = 0 . (1.3.4.6)

Agora, continuando a analogia da MQBB com a Me-
cânica dos Fluidos, poderemos demonstrar as Leis de Con-
servação do Momento Linear Quântico e da Energia Quântica.
(Vide observação no final do item 1.1.) Desse modo, para
demonstrarmos a primeira dessas Leis, consideremos as ex-
pressões (1.2.1.14,16,18) e (1.3.4.5-6). Assim, seguindo-se o
que foi realizado no item 1.2.1., obteremos:

∂Jqu

∂t
= ∂

∂t
(ρ vqu) = ρ

∂vqu

∂t
+ vqu

∂ρ

∂t
=

= ρ [− vqu
∂vqu

∂x
−

1
m

∂
∂x

(V + Vqu)] +

+ vqu
(

−

∂(ρ vqu)
∂x

− 2 ρ h̄
[

(x − <x>)2

a2 −

η(t) (x − <x>)
a

] )

→
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∂Jqu

∂t
= − ρ vqu

∂vqu

∂x
− vqu

∂(ρ vqu)
∂x

−

ρ

m
∂V
∂x
−

ρ

m

∂Vqu

∂x
−

− 2 vqu ρ h̄
[

(x − <x>)2

a2 −

η(t) (x − <x>)
a

]

→

∂Jqu

∂t
= −

∂
∂x

(ρ v2
qu) −

ρ

m
∂V
∂x
−

ρ

m

∂Vqu

∂x
−

− 2 vqu ρ h̄
[

(x − <x>)2

a2 −

η(t) (x − <x>)
a

]

→

∂Jqu

∂t
= −

∂
∂x

(

ρ v2
qu −

h̄2

4 m2 [ ∂
2ρ

∂x2 −
1
ρ

( ∂ρ
∂x

)2]
)

−

−

ρ

m
∂V
∂x
− 2 vqu ρ h̄

[

(x − <x>)2

a2 −

η(t) (x − <x>)
a

]

→

∂Jqu

∂t
+ ∂Pqu

∂x
+ ρ

m
∂V
∂x

=

= − 2 Jqu h̄
[

(x − <x>)2

a2 −

η(t) (x − <x>)
a

]

, (1.3.4.7)

que representa a Lei de Conservação do Momento Linear

Quântico.

Em continuação, demonstraremos a Lei de Conservação
da Energia Quântica. Assim, levando-se em consideração as
expressões (1.2.1.11b,14,20,23b,25) e (1.3.4.5-6), teremos:

∂Uqu

∂t
= ρ vqu

∂vqu

∂t
+

v2qu

2
∂ρ

∂t
+ V

m

∂ρ

∂t
+ ρ

m
∂V
∂t

+ ρ

m

∂Vqu

∂t
+

+ Vqu

m

∂ρ

∂t
= ρ vqu [− vqu

∂vqu

∂x
−

1
m

∂
∂x

(V + Vqu)] +

+
v2qu

2

(

−

∂(ρ vqu)
∂x

− 2 ρ h̄
[

(x − <x>)2

a2 −

η(t) (x − <x>)
a

] )

+

+ V
m

(

−

∂(ρ vqu)
∂x

− 2 ρ h̄
[

(x − <x>)2

a2 −

η(t) (x − <x>)
a

] )

+
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+ ρ

m
∂V
∂t

+ ρ

m

∂Vqu

∂t
+ Vqu

m

(

−

∂(ρ vqu)
∂x

−

− 2 ρ h̄
[

(x − <x>)2

a2 −

η(t) (x − <x>)
a

] )

→

∂Uqu

∂t
= − ρ vqu

∂
∂x

(
v2qu

2
) −

−

ρ vqu

m
∂
∂x

(V + Vqu) −
v2qu

2
∂(ρ vqu)

∂x
−

V
m

∂(ρ vqu)
∂x

+

+ ρ

m
∂V
∂t

+ ρ

m

∂Vqu

∂t
−

Vqu

m

∂(ρ vqu)
∂x

−

− 2 ρ h̄
[

(x − <x>)2

a2 −

η(t) (x − <x>)
a

]

(
v2qu

2
+ V

m
+ Vqu

m
) =

= − ρ vqu (
v2qu

2
+ V

m
+ Vqu

m
) − ∂(ρ vqu)

∂x
(
v2qu

2
+ V

m
+ Vqu

m
) +

+ ρ

m
∂V
∂t
−

∂
∂x

(

h̄2

2 m2 [
√

ρ ∂
∂x

(
∂
√
ρ

∂t
) −

∂
√
ρ

∂t

∂
√
ρ

∂x
]

)

−

− 2 ρ h̄
[

(x − <x>)2

a2 −

η(t) (x − <x>)
a

]

(
v2qu

2
+ V

m
+ Vqu

m
) →

∂Uqu

∂t
= −

∂
∂x

[ρ vqu (
v2qu

2
+ V

m
+ Vqu

m
)] −

+ ρ

m
∂V
∂t
−

∂
∂x

(

h̄2

2 m2 [
√

ρ ∂
∂x

(
∂
√
ρ

∂t
) −

∂
√
ρ

∂t

∂
√
ρ

∂x
]

)

−

− 2 h̄
[

(x − <x>)2

a2 −

η(t) (x − <x>)
a

]

ρ (
v2qu

2
+ V

m
+ Vqu

m
) →

∂Uqu

∂t
+ ∂

∂x

(

vqu Uqu + h̄2

2 m2 [
√

ρ ∂
∂x

(
∂
√
ρ

∂t
) −

∂
√
ρ

∂t

∂
√
ρ

∂x
]

)

−

−

ρ

m
∂V
∂t

= − 2 h̄
[

(x − <x>)2

a2 −

η(t) (x − <x>)
a

]

Uqu →
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∂Uqu

∂t
+ ∂Qqu

∂x
−

ρ

m
∂V
∂t

=

= − 2 h̄ Uqu
[

(x − <x>)2

a2 −

η(t) (x − <x>)
a

]

, (1.3.4.8)

que representa a Lei de Conservação da Energia Quân-

tica. Note-se que o segundo membro da expressão acima não
é estritamente negativo. Assim, afirmaremos que a equação

de Diósi-Halliwell (que também é uma equação de Schrö-

dinger não-linear) para um potencial geral V (x, t) repre-
senta, desse modo, apenas sistemas f́ısicos não-conservativos.
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CAPÍTULO 2

MECÂNICA QUÂNTICA DE DE BROGLIE-BOHM

E OS INVARIANTES DE ERMAKOV-LEWIS

2.1. Introdução

Em 1967,[1] H. R. Lewis demonstrou que uma quan-
tidade conservada para o oscilador harmônico dependente do
tempo (OHDT ), caracterizado pela freqüência ω(t), é dada
por:

I = 1
2
[(q̇ α − α̇ q)2 + ( q

α
)2] , (2.1.0.1)

onde q e α satisfazem, respectivamente, as equações:

q̈ + ω2(t) q = 0 , α̈ + ω2(t) α = 1
α3 . (2.1.0.2-3)

Por outro lado, como as expressões (2.0.1.1-3) também
já haviam sido obtidas por V. P. Ermakov, em 1880,[2] o
problema de determinar os invariantes de sistemas f́ısicos de-
pendentes do tempo passou então a ser conhecido como o
problema de Ermakov-Lewis: PE-L. Portanto, a solução
desse problema e de suas generalizações tem sido objeto de
estudo em diversos trabalhos realizados nos últimos trinta
anos.[3]

Neste Caṕıtulo, vamos procurar a existência ou não de
invariantes do tipo Ermakov-Lewis, para os sistemas f́ısicos es-
tudados no Caṕıtulo 1 e para o caso particular em que o poten-
cial V (x, t) usado nesse Caṕıtulo, é o do oscilador harmônico
dependente do tempo (OHDT ) unidimensional, dado por:

V (x, t) = 1
2
m ω2(t) x2 . (2.1.0.4)
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2.2. Sistemas F́ısicos Conservativos

2.2.1. Equação de Schrödinger

Para o caso do OHDT , a equação de Schrödinger

será escrita na forma [vide expressões (1.2.1.1) e (2.1.0.4)]:

i h̄ ∂ψ(x, t)
∂t

= −

h̄2

2 m

∂2 ψ(x, t)
∂x2 +

+ 1
2
m ω2(t) x2 ψ(x, t) , (2.2.1.1)

onde ψ(x, t) é a função de onda.

Considerando-se a transformação de Madelung-

Bohm, isto é [vide expressão (1.2.1.2)]:

ψ(x, t) = φ(x, t) ei S(x, t) , (2.2.1.2)

e aplicando-a à expressão (2.2.1.1), vimos no Caṕıtulo 1, para
o caso geral de V (x, t), que [vide expressões (1.2.1.10,13)]:

∂ρ

∂t
+ ∂(ρ vqu)

∂x
= 0 , (2.2.1.3)

∂vqu

∂t
+ vqu

∂vqu

∂x
+ 1

m
∂
∂x

(V + Vqu) = 0 , (2.2.1.4)

onde a densidade de massa ρ(x, t), a velocidade quântica

vqu e o potencial quântico Vqu são dados, respectivamente,
por [vide expressões (1.2.1.7,8,11a-b)]:

ρ(x, t) = φ2(x, t), vqu = h̄
m

∂S(x, t)
∂x

, (2.2.1.5-6)

Vqu(x, t) ≡ Vqu = − ( h̄2

2 m φ
) ∂2φ

∂x2 =

= −

h̄2

2 m
1
√
ρ

∂2
√
ρ

∂x2 . (2.2.1.7a-b)
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Considerando-se as expressões (2.1.0.4) e (2.2.1.4), virá:

∂vqu

∂t
+ vqu

∂vqu

∂x
+ ω2 x = −

1
m

∂Vqu

∂x
. (2.2.1.8)

Para integrarmos a expressão (2.2.1.8) consideraremos
que o valor esperado da força quântica se anula para todos
os tempos, isto é:[4]

<
∂Vqu

∂x
> → 0 ⇔

∂Vqu

∂x
|x = q(t) , (2.2.1.9a-b)

< x > = q(t) . (2.2.1.9c)

Desse modo, podemos separar a expressão (2.2.1.8)
nas expressões:

∂vqu

∂t
+ vqu

∂vqu

∂x
+ ω2 x = k(t) [x − q(t)] , (2.2.1.10)

e, usando-se a expressão (2.2.1.7b):

−

1
m

∂Vqu

∂x
= ∂

∂x
( h̄2

2 m2

1
√
ρ

∂2
√
ρ

∂x2 ) =

= k(t) [x − q(t)] . (2.2.1.11)

Realizando-se a derivada indicada no segundo mem-
bro da expressão (2.2.1.11), virá:

∂
∂x

( h̄2

2 m2

1
√
ρ

∂2
√
ρ

∂x2 ) = h̄2

2 m2

∂
∂x

[ 1
√
ρ

∂
∂x

( 1
2
√
ρ

∂ρ

∂x
)] =

= h̄2

4 m2

∂
∂x

(

1
√
ρ

[ 1
√
ρ

∂2ρ

∂x2 + ∂ρ

∂x
∂
∂x

( 1
√
ρ
)]

)

=

= h̄2

4 m2

∂
∂x

[ 1
√
ρ

( 1
√
ρ

∂2ρ

∂x2 −

∂ρ

∂x
1

2
√

ρ3

∂ρ

∂x
)] =
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= h̄2

4 m2

∂
∂x

[1
ρ

∂2ρ

∂x2 −
1

2 ρ2
( ∂ρ
∂x

)2] =

= h̄2

4 m2 [1
ρ

∂3ρ

∂x3 −

∂2ρ

∂x2

1
ρ2

∂ρ

∂x
−

1
2 ρ2

2 ∂ρ

∂x
∂
∂x

( ∂ρ
∂x

) −

− ( ∂ρ
∂x

)2 (− 2
2
) 1
ρ3

∂ρ

∂x
] →

∂
∂x

( h̄2

2 m2

1
√
ρ

∂2
√
ρ

∂x2 ) =

= h̄2

4 m2 [1
ρ

∂3ρ

∂x3 −
2
ρ2

∂ρ

∂x

∂2ρ

∂x2 + 1
ρ3

( ∂ρ
∂x

)3] =

= k(t) [x − q(t)] . (2.2.1.12)

Para integrarmos a expressão (2.2.1.12), precisamos
conhecer uma condição inicial para ρ(x, t). Assim, admi-
tiremos inicialmente que o sistema f́ısico considerado seja re-
presentado por um pacote de onda gaussiano normalizado e
centrado em q(0), ou seja:

ρ(x, 0) = [π σ(0)]− 1/2 e
−

[x − q(0)]
2

σ(0) =

= A− 1/2 e−
B2

C = 1√
A
e−

B2

C , (2.2.1.13a)

A = π σ(0) , B = x − q(0) , (2.2.1.13b-c)

C = σ(0) . (2.2.1.13d)

Sendo a expressão (2.2.1.13a) uma solução particular
da equação representada pela expressão (2.2.1.12), deveremos
ter:

h̄2

4 m2

(

1
ρ(x, 0)

∂3ρ(x, 0)
∂x3 −

2
ρ2(x, 0)

∂ρ(x, 0)
∂x

∂2ρ(x, 0)
∂x2 +

+ 1
ρ3(x, 0)

[∂ρ(x, 0)
∂x

]3
)

= k(0) [x − q(0)] . (2.2.1.14)
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Assim, usando-se as expressões (2.2.1.13a-d), calcule-
mos as seguintes derivadas:

∂ρ(x, 0)
∂x

= −

2√
A C

B e−
B2

C . (2.2.1.15a)

∂2ρ(x, 0)
∂x2 = ∂

∂x

(

−

2√
A C

B e−
B2

C

)

=

= −

2√
A C

[

e−
B2

C
∂B
∂x

+ B ∂
∂x

(e−
B2

C )
]

→

∂2ρ(x, 0)
∂x2 = −

2√
A C

e−
B2

C (1 − 2 B2

C
) . (2.2.1.15b)

∂3ρ(x, 0)
∂x3 = ∂

∂x

[

−

2√
A C

e−
B2

C (1 − 2 B2

C
)

]

=

= - 2√
A C

(1 − 2 B2

C
) ∂
∂x

(e−
B2

C ) −

−

2√
A C

e−
B2

C
∂
∂x

(1 − 2 B2

C
) =

= - 2√
A C

e−
B2

C

[

(1 − 2 B2

C
) (− 2 B

C
) − 4 B

C

]

→

∂3ρ(x, 0)
∂x3 = −

4 B√
A C2

e−
B2

C (2 B2

C
− 3) . (2.2.1.15c)

Substituindo-se as expressões (2.2.1.13a,15a-c) no pri-
meiro membro da expressão (2.2.1.14) e usando-se as expres-
sões (2.2.1.13c-d), resultará:

h̄2

4 m2

[

( 1

A− 1/2 e− B2/C
) [− 4 B

A1/2 C2
e− B2/C (2 B2

C
− 3)] -

- ( 2

A− 1e− 2 B2/C
)(− 2 B

A1/2 C
e− B2/C)[− 2 e− B2/C

A1/2 C
(1− 2 B2

C
)] +
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+ ( 1

A− 3/2 e− 3 B2/C
) (− 2 B

A1/2 C
e− B2/C)3

]

=

= h̄2

4 m2

[

−

4 B
C2 (2 B2

C
− 3)− 8 B

C2 (1 − 2 B2

C
) − 8 B3

C3

]

=

= h̄2

4 m2

[

−

8 B3

C3 + 12 B
C2 −

8 B
C2 + 16 B3

C3 −

8 B3

C3

]

=

= h̄2

4 m2

4 B
C2 = h̄2 B

m2 C2 →

h̄2

m2

[x − q(0)]
σ2(0)

= k(0) [x − q(0)] →

k(0) = h̄2

m2 σ2(0)
. (2.2.1.16)

Em analogia com as expressões (2.2.1.12,13a), a ex-
pressão (2.2.1.16) nos permite escrever que:

k(t) = h̄2

m2 σ2(t)
→ σ2(t) = h̄2

m2 k(t)
, (2.2.1.17a-b)

ρ(x, t) = [π σ(t)]− 1/2 e
−

[x − q(t)]2

σ(t) . (2.2.1.17c)

De posse das expressões (2.2.1.17a-c), calculemos as
seguintes derivadas (lembrar que x e t são variáveis indepen-
dentes):

∂ρ

∂t
= −

1
2

(π σ)− 3/2 π σ̇ e−
(x − q)

2

σ +

+ (π σ)− 1/2 e−
(x − q)

2

σ [ (x − q)2

σ2 σ̇ + 2 (x − q)
σ

q̇] =

= −

1
2
σ̇
σ

(π σ)− 1/2 e−
[x − q(t)]2

σ +
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+ [π σ(t)]− 1/2 e−
(x − q)

2

σ [ (x − q)2

σ2 σ̇ + 2 (x − q)
σ

q̇] →

∂ρ

∂t
= −

σ̇ ρ

2 σ
+ ρ [ (x − q)2

σ2 σ̇ + 2 (x − q)
σ

q̇] . (2.2.1.18)

∂ρ

∂x
= [π σ(t)]− 1/2 e−

[x − q(t)]2

σ
∂
∂x

[− (x− q)2

σ
] →

∂ρ

∂x
= −

2 (x − q)
σ

ρ . (2.2.1.19)

Tomando-se a expressão (2.2.1.3) e usando-se as ex-
pressões (2.2.1.18-19), virá:

∂ρ

∂t
+ ∂(ρ vqu)

∂x
= ∂ρ

∂t
+ ρ

∂vqu

∂x
+ vqu

∂ρ

∂x
= 0 →

∂vqu

∂x
+ vqu

ρ

∂ρ

∂x
= −

1
ρ

∂ρ

∂t
→

∂vqu

∂x
−

2 (x − q)
σ

vqu =

= σ̇
2 σ

−

σ̇
σ2 (x − q)2

−

2 (x − q)
σ

q̇ . (2.2.1.20)

Chamando-se:

p(x, t) = − 2 (x − q)
σ

, (2.2.1.21a)

r(x, t) = σ̇
2 σ

−

σ̇
σ2 (x − q)2

−

2 (x − q)
σ

q̇ , (2.2.1.21b)

a expressão (2.2.1.20) ficará [lembrar que vqu(x, t)]:

∂vqu

∂x
+ p(x, t) vqu = r(x, t) . (2.2.1.22)

A solução da equação diferencial representada pela
expressão (2.2.1.22) será:
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vqu = 1
u

[
∫

r u ∂x + c(t)] , (2.2.1.23a)

u = exp (
∫

p ∂x) . (2.2.1.23b)

Usando-se as expressões (2.2.1.17c,21a,23b), resultará:

u = exp
(

∫

[− 2 (x − q)
σ

] ∂x
)

=

= exp [− 2
σ

∫

(x − q) ∂(x − q) ] =

= exp [− (x − q)2

σ
] → u = (π σ)1/2 ρ . (2.2.1.24)

Agora, usando-se as expressões (2.2.1.21b,24), obte-
remos:

I =
∫

r u ∂x =

=
∫

[ σ̇
2 σ

−

σ̇
σ2 (x − q)2

−

2 (x − q)
σ

q̇] (π σ)1/2 ρ ∂x →

I = I1 − I2 , (2.2.1.25a)

I1 =
∫

[ σ̇
2 σ

−

σ̇
σ2 (x − q)2] (π σ)1/2 ρ ∂x , (2.2.1.25b)

I2 =
∫

[2 (x − q)
σ

q̇] (π σ)1/2 ρ ∂x . (2.2.1.25c)

Para realizarmos a integração indicada na expressão
(2.2.1.25b), deveremos fazer a derivada indicada abaixo; para
isso, usaremos a expressão (2.2.1.19). Assim, teremos:

∂
∂x

[ σ̇
2 σ

(x− q) ρ] = σ̇
2 σ

ρ + σ̇
2 σ

(x − q) ∂ρ

∂x
=

= σ̇
2 σ

ρ − σ̇
2 σ

(x − q) 2 (x − q)
σ

ρ →
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∂
∂x

[ σ̇
2 σ

(x − q) ρ] = [ σ̇
2 σ

−

σ̇ (x − q)2

σ2 ] ρ . (2.2.1.26)

Considerando-se a expressão (2.2.1.25b) e inserindo-se
nela a expressão (2.2.1.26), obteremos:

I1 =
∫

[ σ̇
2 σ

−

σ̇
σ2 (x − q)2] (π σ)1/2 ρ ∂x =

= (π σ)1/2
∫

∂
∂x

[ σ̇
2 σ

(x − q) ρ] ∂x →

I1 = (π σ)1/2 ρ ( σ̇
2 σ

) (x − q) . (2.2.1.27)

Para realizarmos a integração indicada na expressão
(2.2.1.25c), deveremos considerar a expressão (2.2.1.19). Por-
tanto, virá:

I2 =
∫

[2 (x − q)
σ

q̇] (π σ)1/2 ρ ∂x =

= − (π σ)1/2 q̇
∫ ∂ρ

∂x
∂x →

I2 = − (π σ)1/2 q̇ ρ . (2.2.1.28)

Substituindo-se as expressões (2.2.1.27-28) na expres-
são (2.2.1.25a), teremos:

I = (π σ)1/2 ρ [ σ̇
2 σ

(x − q) + q̇] . (2.2.1.29)

Tomando-se a expressão (2.2.1.23a) e usando-se nela
as expressões (2.2.1.24,29), ficará:

vqu = σ̇
2 σ

(x − q) + q̇ + c(t)

(π σ)1/2 ρ
. (2.2.1.30a)

Considerando-se que ρ→ 0, quando | x | → ∞, então
a constante c(t) deverá ser nula. Assim, teremos:
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vqu(x, t) = σ̇(t)
2 σ(t)

[x − q(t)] + q̇(t) . (2.2.1.30b)

De posse da expressão (2.2.1.30b), calcularemos as
seguintes derivadas (lembrar que x e t são variáveis indepen-
dentes):

∂vqu

∂t
= ∂

∂t
[ σ̇
2 σ

(x − q) + q̇] =

= σ̈
2 σ

(x − q) − (σ̇)2

2 σ2 (x − q) − σ̇
2 σ

q̇ + q̈ . (2.2.1.31)

∂vqu

∂x
= ∂

∂x
[ σ̇
2 σ

(x − q) + q̇] = σ̇
2 σ

. (2.2.1.32)

Usando-se as expressões (2.2.1.17a,30b,31,32) e soman-
do-se e subtraindo-se o termo ω2 q, a expressão (2.2.1.10)
tomará a seguinte forma:

σ̈
2 σ

(x − q) − (σ̇)2

2 σ2 (x − q) − σ̇
2 σ

q̇ + q̈ +

+ [ σ̇
2 σ

(x − q) + q̇] σ̇
2 σ

+

+ ω2 x + ω2 q − ω2 q = h̄2

m2 σ2 (x − q) →

[ σ̈
2 σ

−

(σ̇)2

4 σ2 + ω2
−

h̄2

m2 σ2 ] (x − q) +

+ q̈ + ω2 q = 0 . (2.2.1.33)

Para que a expressão (2.2.1.33) seja identicamente
nula, é necessário que tenhamos:

σ̈
2 σ

−

(σ̇)2

4 σ2 + ω2
−

h̄2

m2 σ2 = 0 , (2.2.1.34)

q̈ + ω2 q = 0 . (2.2.1.35)
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Fazendo-se:

σ = h̄
m
α2 , (2.2.1.36)

teremos:

σ̇ = 2 h̄
m

α α̇ , σ̈ = 2 h̄
m

[(α̇)2 + α α̈] . (2.2.1.37a-b)

Considerando-se a expressão (2.2.1.34) e inserindo-se
nela as expressões (2.2.1.36,37a-b), resultará:

2 h̄
m

[(α̇)2 + α α̈]
2 h̄
m

α2
−

4 h̄2

m2
α2 (α̇)2

4 h̄2

m2
α4

−

−

h̄2

m2 h̄2

m2
α4

+ ω2 =

= (α̇)2

α2 + α̈
α
−

(α̇)2

α2 −

1
α4 + ω2 = 0 →

α̈ + ω2 α = 1
α3 . (2.2.1.38)

Observemos que, embora a expressão acima seja for-
malmente igual à obtida por Ermakov [expressão (2.1.0.3)],
elas diferem fundamentalmente pela presença indireta da cons-

tante de Planck h̄ na expressão (2.2.1.38), conforme se pode
ver pelas expressões (2.2.1.34,36). Essa diferença é a mesma
entre a equação de onda clássica d’Alembertiana e a equação
de onda quântica Schrödingeriana.

Considerando-se as expressões (2.2.1.35,38) e elimi-
nando-se o termo ω2 entre elas, teremos:[5]

α̈ −

q̈ α

q
= 1

α3 → α̈ q − q̈ α = q

α3 →

d
dt

(α̇ q − q̇ α) = q

α3 →
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(α̇ q − q̇ α) d
dt

(α̇ q − q̇ α) = q

α3 (α̇ q − q̇ α) →

d
dt

[1
2

(α̇ q − q̇ α)2] = −

q

α
d
dt

( q
α
) →

d
dt

[1
2

(α̇ q − q̇ α)2] = −

1
2

d
dt

( q
α
)2

→

d
dt

(

[1
2

(α̇ q − q̇ α)2] + 1
2

( q
α
)2

)

= 0 →

dI
dt

= 0 , (2.2.1.39)

onde:

I = 1
2

[(α̇ q − q̇ α)2 + ( q
α
)2] , (2.2.1.40)

representa o invariante de Ermakov-Lewis-Schrödinger

para o OHDT . Desse modo, a expressão (2.2.1.39) nos mostra
que a equação de Schrödinger possui um invariante de

Ermakov-Lewis para o OHDT .

2.2.2. Equação de Bialynicki-Birula-Mycielski

Para o caso do OHDT , a equação de Bialynicki-

Birula-Mycielski será escrita como [vide expressões (1.2.2.1)
e (2.1.0.4)]:

i h̄ ∂
∂t
ψ(x, t) = −

h̄2

2 m

∂2ψ(x, t)
∂t2

+
(

1
2
m ω2(t) x2

−

−

h̄ ν
2
ℓn [ψ(x, t) ψ∗(x, t)]

)

ψ(x, t) , (2.2.2.1)

onde ψ(x, t), como no caso anterior, representa a função de
onda, e ν é uma constante.

Como no caso anterior, considerando-se a transfor-

mação de Madelung-Bohm, dada pela expressão (2.2.1.2),
e aplicando-a à expressão (2.2.2.1), vimos no Caṕıtulo 1, para
o caso geral de V (x, t), que [vide expressões (1.2.2.5-6)]:
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∂ρ

∂t
+ ∂(ρ vqu)

∂x
= 0, (2.2.2.2)

∂vqu

∂t
+ vqu

∂vqu

∂x
+

+ 1
m

∂
∂x

(V + Vqu − VBBM) = 0 , (2.2.2.3)

onde VBBM , ρ, vqu e Vqu são dados, respectivamente, pelas
expressões (1.2.2.7) e (2.2.1.5,6,7a-b).

Considerando-se as expressões (1.2.2.7) e (2.1.0.4), a
expressão (2.2.2.3) ficará:

∂vqu

∂t
+ vqu

∂vqu

∂x
+ ω2 x =

= −

1
m

∂
∂x

(Vqu −
h̄ ν
2
ℓn ρ) . (2.2.2.4)

Seguindo-se o mesmo procedimento utilizado na inte-
gração da expressão (2.2.1.8) e tendo em vista a expressão
(2.2.1.7a), poderemos escrever que [sendo < x > = q(t),
segundo a expressão (2.2.1.9c)]:

∂vqu

∂t
+ vqu

∂vqu

∂x
+ ω2 x = k(t) [x − q(t)] , (2.2.2.5)

∂
∂x

( h̄2

2 m2

1
√
ρ

∂2
√
ρ

∂x2 + h̄ ν
2 m

ℓn ρ) =

= k(t) [x − q(t)] . (2.2.2.6)

Continuando-se com a analogia com o que foi realizado
no item 2.2.1. a expressão (2.2.2.6) tomará a seguinte forma
[ver expressões (2.2.1.12,16,17a-b)]:

∂
∂x

( h̄2

2 m2

1
√
ρ

∂2
√
ρ

∂x2 + h̄ ν
2 m

ℓn ρ) = k(t) [x − q(t)] =
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= h̄2

4 m2 [1
ρ

∂3ρ

∂x3 −
2
ρ2

∂ρ

∂x

∂2ρ

∂x2 + 1
ρ3

( ∂ρ
∂x

)3] +

+ h̄ ν
2 m

∂(ℓn ρ)
∂x

= k(t) [x − q(t)] . (2.2.2.7)

Para integrarmos a expressão (2.2.2.7), precisamos co-
nhecer uma condição inicial para ρ(x, t). Assim, admitiremos
inicialmente que o sistema f́ısico considerado seja representado
por um pacote de onda gaussiano normalizado e centrado em
q(0), ou seja [vide expressão (2.2.1.13a)]:

ρ(x, 0) = [π σ(0)]− 1/2 e
−

[x − q(0)]
2

σ(0) =

= A− 1/2 e−
B2

C = 1√
A
e−

B2

C , (2.2.2.8)

onde A, B e C são dados, respectivamente, pelas expressões
(2.2.1.13b-d).

Sendo a expressão (2.2.2.8) uma solução particular da
equação representada pela expressão (2.2.2.7), deveremos ter:

h̄2

4 m2

(

1
ρ(x, 0)

∂3ρ(x, 0)
∂x3 −

2
ρ2(x, 0)

∂ρ(x, 0)
∂x

∂2ρ(x, 0)
∂x2 +

+ 1
ρ3(x, 0)

[∂ρ(x, 0)
∂x

]3
)

+ h̄ ν
2 m

∂[ℓn ρ(x, 0)]
∂x

=

= k(0) [x − q(0)] . (2.2.2.9)

Considerando-se que ∂(ℓn z)
∂x

= 1
z

∂z
∂x

, as expressões
(2.2.1.13a-d,15a) e (2.2.2.8) nos mostram que:

∂[ℓn ρ (x, 0)]
∂x

= 1
ρ(x, 0)

∂ρ(x, 0)
∂x

=

= 1

A− 1/2 e− B2/C
(− 2 B

A1/2 C
e− B2/C) =
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= −

2 B
C

= −

2 [x − q(0)]
σ(0)

→

h̄ ν
2 m

∂[ℓn ρ(x, 0)]
∂x

= −

h̄ ν
m σ(0)

[x − q(0)] . (2.2.2.10)

Considerando-se as expressões (2.2.1.14) e (2.2.2.9)
verifica-se que os três primeiros termos do primeiro membro
dessas expressões são idênticos. Assim, seguindo-se o que foi
feito no item 2.2.1. e usando-se a expressão (2.2.2.10), virá:

h̄2

m2

[x − q(0)]
σ2(0)

−

h̄ ν
m σ(0)

[x − q(0)] =

= [ h̄2

m2 σ2(0)
−

h̄ ν
m σ(0)

] [x − q(0)] =

= k(0) [x − q(0)] → k(0) = h̄2

m2 σ2(0)
−

h̄ ν
m σ(0)

→

σ2(0) = h̄2

m2

1
k(0) + h̄ ν

m σ(0)

→

k(t) = h̄2

m2 σ2(t)
−

h̄ ν
m σ(t)

, (2.2.2.11a)

σ2(t) = h̄2

m2

1
k(t) + h̄ ν

m σ(t)

, (2.2.2.11b)

ρ(x, t) = [π σ(t)]− 1/2 e
−

[x − q(t)]2

σ(t) . (2.2.2.11c)

Para integrarmos a expressão (2.2.2.3) deveremos se-
guir o mesmo protocolo empregado na integração da expressão
(2.2.1.4). Assim, usando-se as expressões (2.2.1.30b,31,32),
resultará:

vqu(x, t) = σ̇(t)
2 σ(t)

[x − q(t)] + q̇(t) , (2.2.2.12a)
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∂vqu

∂t
= σ̈

2 σ
(x − q) − (σ̇)2

2 σ2 (x − q) −

−

σ̇
2 σ

q̇ + q̈ , (2.2.2.12b)

∂vqu

∂x
= σ̇

2 σ
. (2.2.2.12c)

Assim, substituindo-se as expressões (2.2.2.12a-c) na
expressão (2.2.2.5), considerando-se a expressão (2.2.2.11a) e
somando-se e subtraindo-se o termo ω q, resultará:

σ̈
2 σ

(x − q) − (σ̇)2

2 σ2 (x − q) − σ̇
2 σ

q̇ +

+ q̈ + [ σ̇
2 σ

(x − q) + q̇] σ̇
2 σ

+ ω2 x +

+ ω2 q − ω2 q = σ̈
2 σ

(x − q) − σ̇
2 σ

q̇ +

+ q̈ −
(σ̇)2

2 σ2 (x − q) + (σ̇)2

4 σ2 (x − q) + σ̇
2 σ

q̇ +

+ ω2 (x − q) + ω2 q = ( h̄2

m2 σ2 −
h̄ ν
m σ

) (x − q) →

[ σ̈
2 σ

−

(σ̇)2

4 σ2 + ω2 + h̄ ν
m σ

−

−

h̄2

m2 σ2 ] (x − q) + q̈ + ω2 q = 0 . (2.2.2.13)

Usando-se a expressão (2.2.1.36) e em analogia com o
que foi realizado no item 2.2.1., encontraremos que:

α̈ + ω2 α + ν
α

= 1
α3 , (2.2.2.14)

q̈ + ω2 q = 0 . (2.2.2.15)
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Tomando-se as expressões (2.2.2.14-15) e eliminando-
se o termo ω2 entre elas, virá:

α̈ − ( q̈
q
) α + ν

α
= 1

α3 →

α̈ q − q̈ α + ν q

α
= q

α3 →

d
dt

(α̇ q − q̇ α) + ν q

α
= q

α3 →

(α̇ q − q̇ α) d
dt

(α̇ q − q̇ α) + ν q

α
(α̇ q − q̇ α) =

= q

α3 (α̇ q − q̇ α) = −

q

α
(α q̇ − α̇ q

α2 ) →

d
dt

[1
2

(α̇ q − q̇ α)2] + d
dt

[1
2

( q
α
)2] = ν q

α
(q̇ α − α̇ q) →

d
dt

(

1
2

[(α̇ q − q̇ α)2 + ( q
α
)2]

)

= ν q α d
dt

( q
α
) →

dI
dt

= ν q α d
dt

( q
α
) , (2.2.2.16)

I = 1
2

(

[(α̇ q − q̇ α)2] + ( q
α
)2

)

. (2.2.2.17)

A expressão (2.2.2.16) nos mostra que a equação de

Bialynicki-Birula-Mycielski não possui um invariante de

Ermakov-Lewis para o OHDT .

2.2.3. Equação de Bateman-Caldirola-Kanai

Para o caso do OHDT , a equação de Bateman-

Caldirola-Kanai tomará o seguinte aspecto [vide expressões
(1.2.3.1) e (2.1.0.4)]:

i h̄ ∂
∂t
ψ(x, t) = −

h̄2

2 m
e− λ t ∂2ψ(x, t)

∂t2
+
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+ 1
2
eλ t m ω2(t) x2 ψ(x, t) , (2.2.3.1)

onde ψ(x, t) representa, como nos casos anteriores, a função
de onda, e λ é uma constante.

Também, como nos casos anteriores, considerando-
se a transformação de Madelung-Bohm, dada pela ex-
pressão (2.2.1.2), demonstramos no Caṕıtulo 1 que [vide ex-
pressões (1.2.3.7,12)]:

∂ρ

∂t
+ ∂(ρ vBCK)

∂x
= 0 , (2.2.3.2)

∂vBCK

∂t
+ vBCK

∂vBCK

∂x
+

+ 1
m

∂
∂x

(V + VBCK) = − λ vBCK , (2.2.3.3)

sendo a velocidade de Bateman-Caldirola-Kanai vBCK
e o potencial de Bateman-Caldirola-Kanai VBCK dados,
respectivamente, por [vide expressões (1.2.3.6,9)]:

vBCK = e− λ t vqu , (2.2.3.4)

VBCK = e− 2 λ t Vqu , (2.2.3.5)

onde vqu e Vqu têm o mesmo significado dos casos anteriores
[vide as expressões (1.2.1.8,11a-b)].

Considerando-se a expressão (2.2.3.3) e inserindo-se
nela a expressão (2.1.0.4), resultará:

∂vBCK

∂t
+ vBCK

∂vBCK

∂x
+

+ λ vBCK + ω2 x = −

1
m

∂VBCK

∂x
. (2.2.3.6)
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Seguindo-se o mesmo procedimento utilizado na inte-
gração das expressões (2.2.1.8) e (2.2.2.4) e tendo em vista
as expressões (1.2.1.11a) e (2.2.3.5), poderemos escrever que
[sendo < x > = q(t), segundo a expressão (2.2.1.9c)]:

∂vBCK

∂t
+ vBCK

∂vBCK

∂x
+

+ λ vBCK + ω2 x = k(t) [x − q(t)] , (2.2.3.7)

−

1
m

∂VBCK

∂x
=

= ∂
∂x

( h̄2

2 m2 e
− 2 λ t 1

√
ρ

∂2
√
ρ

∂x2 ) = k(t) [x − q(t)] , (2.2.3.8)

Realizando-se a derivada indicada no segundo mem-
bro da expressão (2.2.3.8), virá:

∂
∂x

( h̄2

2 m2 e
− 2 λ t 1

√
ρ

∂2
√
ρ

∂x2 ) = h̄2

2 m2 e
− 2 λ t ∂

∂x
[ 1
√
ρ

∂
∂x

(
∂
√
ρ

∂x
)] =

= h̄2

2 m2 e
− 2 λ t ∂

∂x
[ 1
√
ρ

∂
∂x

( 1
2
√
ρ

∂ρ

∂x
)] =

= h̄2

4 m2 e
− 2 λ t ∂

∂x

(

1
√
ρ

[ 1
√
ρ

∂2ρ

∂x2 + ∂ρ

∂x
∂
∂x

( 1
√
ρ
)]

)

=

= h̄2

4 m2 e
− 2 λ t ∂

∂x
[ 1
√
ρ

( 1
√
ρ

∂2ρ

∂x2 −

∂ρ

∂x
1

2
√

ρ3

∂ρ

∂x
)] =

= h̄2

4 m2 e
− 2 λ t ∂

∂x
[1
ρ

∂2ρ

∂x2 −
1

2 ρ2
( ∂ρ
∂x

)2] =

= h̄2

4 m2 e
− 2 λ t [1

ρ

∂3ρ

∂x3 −

∂2ρ

∂x2

1
ρ2

∂ρ

∂x
−

1
2 ρ2

2 ∂ρ

∂x
∂
∂x

( ∂ρ
∂x

) −

− ( ∂ρ
∂x

)2 (− 2
2
) 1
ρ3

∂ρ

∂x
] →

∂
∂x

( h̄2

2 m2 e
− 2 λ t 1

√
ρ

∂2
√
ρ

∂x2 ) =
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= h̄2

4 m2 e
− 2 λ t[1

ρ

∂3ρ

∂x3 −
2
ρ2

∂ρ

∂x

∂2ρ

∂x2 + 1
ρ3

( ∂ρ
∂x

)3] =

= k(t) [x − q(t)] . (2.2.3.9)

Para integrarmos a expressão acima, seguiremos o mes-
mo protocolo utilizado na integração da expressão (2.2.1.12).
Desse modo, escreveremos que [ver as expressões (2.2.1.17a-c)
e lembrar a presença de e− 2 λ t na expressão (2.2.3.5)]:

k(t) = h̄2 e− 2 λ t

m2 σ2(t)
→ σ2(t) = h̄2 e− 2 λ t

m2 k(t)
, (2.2.3.10a-b)

ρ(x, t) = [π σ(t)]− 1/2 e
−

[x − q(t)]2

σ(t) . (2.2.3.10c)

E mais ainda:

∂ρ

∂t
= −

σ̇ ρ

2 σ
+ ρ [ (x − q)2

σ2 σ̇ + 2 (x − q)
σ

q̇] , (2.2.3.11)

∂ρ

∂x
= −

2 (x − q)
σ

ρ , (2.2.3.12)

vBCK(x, t) = σ̇(t)
2 σ(t)

[x − q(t)] + q̇(t) . (2.2.3.13)

De posse da expressão (2.2.3.13), calcularemos as se-
guintes derivadas (lembrar que x e t são variáveis indepen-
dentes):

∂vBCK

∂t
= ∂

∂t
[ σ̇
2 σ

(x − q) + q̇] =

= σ̈
2 σ

(x − q) − (σ̇)2

2 σ2 (x − q) − σ̇
2 σ

q̇ + q̈ . (2.2.3.14)

∂vBCK

∂x
= ∂

∂x
[ σ̇
2 σ

(x − q) + q̇] = σ̇
2 σ

. (2.2.3.15)
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Usando-se a expressão (2.2.3.7), inserindo-se nela as
expressões (2.2.3.10a,13-15), e somando-se e subtraindo-se o
termo ω2 q, teremos:

σ̈
2 σ

(x − q) − (σ̇)2

2 σ2 (x − q) − σ̇
2 σ

q̇ + q̈ +

+ [ σ̇
2 σ

(x − q) + q̇] σ̇
2 σ

+ λ [ σ̇
2 σ

(x − q) + q̇] +

+ ω2 x + ω2 q − ω2 q = h̄2 e− 2 λ t

m2 σ2 (x − q) →

[ σ̈
2 σ

−

(σ̇)2

4 σ2 + λ σ̇
2 σ

+ ω2
−

h̄2 e− 2 ν t

m2 σ2 ] (x − q) +

+ q̈ + λ q̇ + ω2 q = 0 . (2.2.3.16)

Para que a expressão (2.2.3.16) seja identicamente
nula, é necessário que tenhamos:

σ̈
2 σ

−

(σ̇)2

4 σ2 + λ σ̇
2 σ

+ ω2
−

h̄2 e− 2 λ t

m2 σ2 = 0 , (2.2.3.17)

q̈ + λ q̇ + ω2 q = 0 . (2.2.3.18)

Fazendo-se, como no casos anteriores:

σ = h̄
m
α2 , (2.2.3.19)

teremos:

σ̇ = 2 h̄
m

α α̇ , σ̈ = 2 h̄
m

[(α̇)2 + α α̈] . (2.2.3.20a-b)

Tomando-se a expressão (2.2.3.17) e inserindo-se nela
as expressões (2.2.3.19,20a-b), virá:

2 h̄
m

[(α̇)2 + α α̈]
2 h̄
m

α2
−

4 h̄2

m2
α2 (α̇)2

4 h̄2

m2
α4

+
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+
2 h̄
m

λ α α̇
2 h̄
m

α2
−

h̄2 e− 2 λ t

m2 h̄2

m2
α4

+ ω2 =

= (α̇)2

α2 + α̈
α
−

(α̇)2

α2 + λ α̇
α
−

e− 2 λ t

α4 + ω2 = 0 →

α̈ + λ α̇ + ω2 α = e− 2 λ t

α3 . (2.2.3.21)

Considerando-se as expressões (2.2.3.16,21) e eliminando-
se o termo ω2 entre elas, teremos:[5]

α̈ + λ α̇ − ( q̈ + λ q̇

q
) α = e− 2 λ t

α3 →

α̈ q − q̈ α + λ (α̇ q − q̇ α) = q e− 2 λ t

α3 →

d
dt

(α̇ q − q̇ α) + λ (α̇ q − q̇ α) = q e− 2 λ t

α3 →

(α̇ q − q̇ α) d
dt

(α̇ q − q̇ α) + λ (α̇ q − q̇ α)2 =

= q e− 2 λ t

α3 (α̇ q − q̇ α) →

d
dt

[1
2

(α̇ q − q̇ α)2] +

+ 1
2

2 λ (α̇ q − q̇ α)2 = − e− 2λ t q

α
d
dt

( q
α
) →

e2 λ t
(

d
dt

[1
2

(α̇ q − q̇ α)2] + 1
2

2 λ (α̇ q −

− q̇ α)2
)

= −

1
2

d
dt

( q
α
)2

→

d
dt

(

e2 λ t [1
2

(α̇ q − q̇ α)2] + 1
2

( q
α
)2

)

= 0 →

dI
dt

= 0 , (2.2.3.22)
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sendo:

I = 1
2

(

e2 λ t [(α̇ q − q̇ α)2] + ( q
α
)2

)

, (2.2.3.23)

a expressão que representa o invariante de Ermakov-Lewis-

Bateman-Caldirola-Kanai do OHDT .

A expressão (2.2.3.22) indica que a equação de Bate-

man-Caldirola-Kanai possui um invariante de Ermakov-

Lewis para o OHDT .
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2.3. Sistemas F́ısicos Não-Conservativos

2.3.1. Equação de Kostin

Para o caso do OHDT , a equação de Kostin será
escrita na forma [vide expressões (1.3.1.1) e (2.1.0.4)]:

i h̄ ∂
∂t
ψ(x, t) = −

h̄2

2 m

∂2ψ(x, t)
∂t2

+ [1
2
m ω2(t) x2 +

+ h̄ ν
2 i

ℓn
ψ(x, t)
ψ∗(x, t)

] ψ(x, t) , (2.3.1.1)

onde ψ(x, t) representa, como nos casos anteriores, a função
de onda, e ν é uma constante.

Como nos casos estudados anteriormente, usando-se a
transformação de Madelung-Bohm [expressão (2.2.1.2)]
e aplicando-a à expressão (2.3.1.1), teremos [vide expressões
(1.3.1.5,6a)]:

∂ρ

∂t
+ ∂(ρ vqu)

∂x
= 0 , (2.3.1.2)

∂vqu

∂t
+ vqu

∂vqu

∂x
+

+ 1
m

∂
∂x

(V + Vqu) = − ν vqu , (2.3.1.3)

onde vqu e Vqu têm o mesmo significado dos casos anteriores
[vide as expressões (1.2.1.8,11a-b)].

Considerando-se a expressão (2.3.1.3) e inserindo-se
nela a expressão (2.1.0.4), resultará:

∂vqu

∂t
+ vqu

∂vqu

∂x
+

+ ν vqu + ω2 x = −

1
m

∂Vqu

∂x
, (2.3.1.4)
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Considerando-se que as expressões (2.2.3.6) e (2.3.1.4)
são análogas, seguindo-se o mesmo procedimento realizado
para a integração de (2.2.3.6) e, em analogia com as expressões
(2.2.3.7,10a-c,13), obteremos:

∂vqu

∂t
+ vqu

∂vqu

∂x
+ ν vqu +

+ ω2 x = k(t) [x − q(t)] , (2.3.1.5)

∂
∂x

( h̄2

2 m2

1
√
ρ

∂2
√
ρ

∂x2 ) = k(t) [x − q(t)] , (2.3.1.6)

ρ(x, t) = [π σ(t)]− 1/2 e
−

[x − q(t)]2

σ(t) , (2.3.1.7)

vqu(x , t) = σ̇(t)
2 σ(t)

[x − q(t)] + q̇(t) , (2.3.1.8)

onde [lembrar que estamos usando vqu e não vBCK e, portanto,
deveremos fazer λ = 0 nas expressões (2.2.3.10a-c)]:

k(t) = h̄2

m2 σ2(t)
→ σ2(t) = h̄2

m2 k(t)
. (2.3.1.9a-b)

De maneira análoga aos casos anteriores, teremos:

[ σ̈
2 σ

−

(σ̇)2

4 σ2 + ν σ̇
2 σ

+ ω2
−

h̄2

m2 σ2 ] (x − q) +

+ q̈ + ν q̇ + ω2 q = 0 . (2.3.1.10)

A expressão acima será identicamente nula, se:

α̈ + ν α̇ + ω2 α = 1
α3 , (2.3.1.11)

q̈ + ν q̇ + ω2 q = 0 , (2.3.1.12)
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α2 = m
h̄
σ , (2.3.1.13)

Usando-se as expressões (2.3.1.11-12) e eliminando-se
o termo ω2 entre elas, teremos:[5]

α̈ + ν α̇ − ( q̈ + ν q̇

q
) α = 1

α3 →

α̈ q − q̈ α + ν (α̇ q − q̇ α) = q

α3 →

d
dt

(α̇ q − q̇ α) + ν (α̇ q − q̇ α) = q

α3 →

(α̇ q − q̇ α) d
dt

(α̇ q − q̇ α) + ν (α̇ q − q̇ α)2 =

= q

α3 (α̇ q − q̇ α) →

d
dt

[1
2

(α̇ q− q̇ α)2]+ 1
2
2 ν (α̇ q− q̇ α)2 =

= −

d
dt

[1
2

( q
α
)2] → e2 ν t d

dt
[1
2

(α̇ q − q̇ α)2] +

+ 1
2

2 ν e2 ν t (α̇ q − q̇ α)2 = − e2 ν t 1
2

d
dt

( q
α
)2 +

+ 1
2
e2 ν t 2 ν ( q

α
)2
−

1
2
e2 ν t 2 ν ( q

α
)2

→

d
dt

(

1
2
e2 ν t [(α̇ q − q̇ α)2 + ( q

α
)2]

)

= ν e2 ν t ( q
α
)2

→

dI
dt

= ν e2 ν t ( q
α
)2 , (2.3.1.14)

I = 1
2

(

e2 ν t [(α̇ q − q̇ α)2] + ( q
α
)2

)

. (2.3.1.15)

A expressão (2.3.1.14) nos mostra que a equação de

Kostin não possui um invariante de Ermakov-Lewis para
o OHDT .

2.3.2. Equação de Schuch-Chung-Hartmann

No caso do OHDT , a equação de Schuch-Chung-

Hartmann tomará a seguinte forma [vide expressões (1.3.2.1)
e (2.1.0.4)]:
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i h̄ ∂
∂t
ψ(x, t) = −

h̄2

2 m

∂2ψ(x, t)
∂t2

+
(

1
2
m ω2(t) x2 +

+ h̄ ν
i

[ℓn ψ(x, t) − < ℓn ψ(x, t) >]
)

ψ(x, t) , (2.3.2.1)

onde ψ(x, t) representa, como nos casos anteriores, a função
de onda, e ν é uma constante.

Também, como nos casos vistos anteriormente, usan-
do-se a transformação de Madelung-Bohm [vide expres-
são (2.2.1.2)], e aplicando-a à expressão (2.3.2.1), demons-
tramos no Caṕıtulo 1, para o caso geral de V (x, t), que [vide
expressões (1.3.2.5,6)]:

∂ρ

∂t
+ ∂(ρ vqu)

∂x
= − ν ρ (ℓn ρ − < ℓn ρ >) , (2.3.2.2)

∂vqu

∂t
+ vqu

∂vqu

∂x
+ 1

m
∂
∂x

(V + Vqu) = − ν vqu , (2.3.2.3)

onde vqu e Vqu têm o mesmo significado dos casos anteriores
[vide as expressões (1.2.1.8,11a-b)].

Considerando-se a expressão (2.3.2.3) e inserindo-se
nela a expressão (2.1.0.4), resultará:

∂vqu

∂t
+ vqu

∂vqu

∂x
+ ν vqu + ω2 = −

1
m

∂Vqu

∂x
. (2.3.2.4)

Seguindo-se o mesmo protocolo utilizado na integração
das expressões (2.2.1.8), (2.2.2.3), (2.2.3.3) e (2.3.1.3), pode-
remos escrever que:

∂vqu

∂t
+ vqu

∂vqu

∂x
+ ν vqu +

+ ω2 x = k(t) [x − q(t)] , (2.3.2.5)

−

1
m

∂Vqu

∂x
=
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= ∂
∂x

( h̄2

2 m2

1
√
ρ

∂2
√
ρ

∂x2 ) = k(t) [x − q(t)] , (2.3.2.6)

ρ(x, t) = [π σ(t)]− 1/2 e
−

[x − q(t)]2

σ(t) , (2.3.2.7)

com:

k(t) = h̄2

m2 σ2(t)
→ σ2(t) = h̄2

m2 k(t)
. (2.3.2.8a-b)

Tomando-se a expressão (2.3.2.7), calculemos as se-
guintes expressões (lembrar que ℓn eα = α):

ℓn ρ = ℓn [(π σ)− 1/2 e−
(x − q)

2

σ ] =

= ℓn (π σ)− 1/2
−

(x − q)2

σ
. (2.3.2.9)

< ℓn ρ > = < ℓn [(π σ)− 1/2 e−
(x − q)

2

σ ] > =

= ℓn (π σ)− 1/2
− <

(x − q)2

σ
> . (2.3.2.10)

Usando-se as expressões (1.3.2.7), (2.3.2.7) e mais a
identidade:[7]

∫∞
− ∞ z2 e− z2 dz =

√
π

2
, (2.3.2.11)

teremos:

I = <
(x − q)2

σ
> =

=
∫∞
− ∞ (π σ)− 1/2 [e−

(x − q)
2

σ ] (x − q)2

σ
dx =

=
√
σ

√
π σ

∫∞
− ∞ [ (x − q)

√
σ

]2 e
− [

(x − q)
√

σ
]2
d[ (x − q)

√
σ

] → I = 1
2

.
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Levando-se a expressão acima na expressão (2.3.2.10)
e usando-se a expressão (2.3.2.9), virá:

< ℓn ρ > = ℓn (π σ)− 1/2
−

1
2
→

ℓn ρ − < ℓn ρ > = ℓn (π σ)− 1/2
−

(x − q)2

σ
−

− ℓn (π σ)− 1/2 + 1
2
→

ℓn ρ − < ℓn ρ > = −

1
2

[2 (x − q)2

σ
− 1] . (2.3.2.12)

Por outro lado, ainda usando-se a expressão (2.3.2.7),
resultará:

∂ρ

∂x
= (π σ)− 1/2 e−

(x − q)
2

σ [− 2 (x − q)
σ

] =

= −

2 (x − q)
σ

ρ , (2.3.2.13)

∂2ρ

∂x2 = −

2 ρ

σ
+ 4 (x − q)2

σ2 ρ = 2 ρ

σ
[2 (x − q)2

σ
− 1] .

Inserindo-se a expressão acima na expressão (2.3.2.12),
teremos:

ℓn ρ − < ℓn ρ > = −

σ
4 ρ

∂2ρ

∂x2 . (2.3.2.14)

Considerando-se a expressão (2.3.2.2) e substituindo-
se nela a expressão (2.3.2.14), obteremos:

∂ρ

∂t
+ ∂(ρ vqu)

∂x
= − ν ρ (− σ

4 ρ

∂2ρ

∂x2 ) →

∂ρ

∂t
+ ∂(ρ vqu)

∂x
−

∂
∂x

(D ∂ρ

∂x
) = 0, (2.3.2.15a)
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D = ν σ
4

, (2.3.2.15b)

equação análoga à equação de Fokker-Planck.

Definindo-se:[8]

ϑqu = vqu −
D
ρ

∂ρ

∂x
, (2.3.2.16)

e substituindo-se na expressão (2.3.2.15a), virá:

∂ρ

∂t
+ ∂

∂x
[ρ (vqu −

D
ρ

∂ρ

∂x
)] = 0 →

∂ρ

∂t
+ ∂(ρ ϑqu)

∂x
= 0 . (2.3.2.17)

A integração da expressão (2.3.2.17) é feita semelhan-
temente aos casos anteriores, uma vez que ela é análoga às ex-
pressões (2.2.1.3), (2.2.2.2), (2.2.3.2) e (2.3.1.2). Desse modo,
poderemos escrever que:

ϑqu(x, t) = σ̇(t)
2 σ(t)

[x − q(t)] + q̇(t) . (2.3.2.18)

Considerando-se as expressões (2.3.2.13,15b,16,18), te-
remos:

ϑqu = vqu −
D
ρ

∂ρ

∂x
= vqu + 2 ν σ (x − q)

4 σ
= vqu + ν (x − q)

2
→

vqu = ϑqu −
ν (x − q)

2
= σ̇

2 σ
(x − q) + q̇ −

ν (x − q)
2

→

vqu = 1
2

( σ̇
σ
− ν) (x − q) + q̇ . (2.3.2.19)

De posse da expressão (2.3.2.19), calcularemos as se-
guintes derivadas (lembrar que x e t são variáveis indepen-
dentes):
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∂vqu

∂t
= ∂

∂t
[1
2

( σ̇
σ
− ν) (x − q) + q̇] =

=1
2

[ σ̈
σ
−

(σ̇)2

σ2 ] (x − q) − 1
2

( σ̇
σ
− ν) q̇ + q̈ . (2.3.2.20)

∂vqu

∂x
= ∂

∂x
[1
2

( σ̇
σ
− ν) (x − q) + q̇] =

= 1
2

( σ̇
σ
− ν) . (2.3.2.21)

Usando-se as expressões (2.3.2.8a,19-21) e somando-
se e subtraindo-se o termo ω2, a expressão (2.3.2.5) tomará a
seguinte forma:

1
2

[ σ̈
σ
−

(σ̇)2

σ2 ] (x − q) − 1
2

( σ̇
σ
− ν) q̇ + q̈ +

+ [1
2

( σ̇
σ
− ν) (x − q) + q̇] 1

2
( σ̇
σ
− ν) +

+ ν [1
2

( σ̇
σ
− ν) (x − q) + q̇] + ω2 x +

+ ω2 q − ω2 q = h̄2

m2 σ2 (x − q) →

(

1
2

[ σ̈
σ
−

(σ̇)2

σ2 ] + 1
4

( σ̇
σ
− ν)2 + ν

2
( σ̇
σ
− ν) +

+ ω2
−

h̄2

m2 σ2

)

(x − q) + q̈ + ν q̇ + ω2 q =

=
(

σ̈
2 σ

−

(σ̇)2

2 σ2 + 1
4

[ (σ̇)2

σ2 −

2 σ̇ ν
σ

+ ν2] +

+ ν
2

( σ̇
σ
− ν) + ω2

−

h̄2

m2 σ2

)

(x − q) +

+ q̈ + ν q̇ + ω2 q = 0 →
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[ σ̈
2 σ

−

(σ̇)2

4 σ2 + ω2
−

ν2

4
−

h̄2

m2 σ2 ] (x − q) +

+ q̈ + ν q̇ + ω2 q = 0 . (2.3.2.22)

Para que a expressão (2.3.2.22) seja identicamente
nula, é necessário que tenhamos:

σ̈
2 σ

−

(σ̇)2

4 σ2 + ω2
−

ν2

4
−

h̄2

m2 σ2 = 0 , (2.3.2.23)

q̈ + ν q̇ + ω2 q = 0 . (2.3.2.24)

Tomando-se a expressão (2.3.2.23) e inserindo-se nela
as expressões (2.2.1.36,37a-b), e em analogia com os casos
anteriores, obteremos:

α̈ + [ω2
−

ν2

4
] α = 1

α3 . (2.3.2.25)

Agora, chamando-se:[8]

q(t) = u(t) e−
ν t
2 , (2.3.2.26)

virá:

q̇ = u̇ e−
ν t
2 −

ν
2
u e−

ν t
2 =

= u̇ e−
ν t
2 −

ν
2
q , (2.3.2.27a)

q̈ = ü e−
ν t
2 −

ν
2
u̇ e−

ν t
2 −

ν
2
q̇ = ü e−

ν t
2 −

−

ν
2
u̇ e−

ν t
2 −

ν
2

(u̇ e−
ν t
2 −

ν
2
u e−

ν t
2 ) =

= ü e−
ν t
2 −

ν
2
u̇ e−

ν t
2 −

ν
2
u̇ e−

ν t
2 + ν2

4
u e−

ν t
2 →
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q̈ = e−
ν t
2 (ü − ν u̇ + ν2

4
u) . (2.3.2.27b)

Considerando-se a expressão (2.3.2.24) e substituindo-
se nela as expressões (2.3.2.26,27a-b), obteremos:

e−
ν t
2 (ü − ν u̇ + ν2

4
u) + ν e−

ν t
2 (u̇ − ν

2
u) +

+ ω2 u e−
ν t
2 = ü − ν u̇ + ν2

4
u +

+ ν u̇ − ν2

2
u + ω2 u = 0 →

ü + [ω2
−

ν2

4
] u = 0 . (2.3.2.28)

Eliminando-se o fator comum (ω2
−

ν2

4
) entre as

expressões (2.3.2.25,28), teremos:

α̈ −

ü
u
α = 1

α3 → u α̈ − α ü = u
α3 →

d
dt

(u α̇ − α u̇) = u
α3 →

(u α̇ − α u̇) d
dt

(u α̇ − α u̇) = u
α3 (u α̇ − α u̇) →

1
2

d
dt

[(u α̇ − α u̇)2] = −

u
α

d
dt

(u
α
) = −

1
2

d
dt

(u
α
)2

→

d
dt

(

1
2

[(u α̇ − α u̇)2 + (u
α
)2]

)

= 0 →

dI
dt

= 0 , I = 1
2

[(u α̇ − α u̇)2 + (u
α
)2] . (2.3.2.29a-b)

Considerando-se a expressão (2.3.2.26), resultará:

u = q e
ν t
2 , (2.3.2.30a)
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u̇ = q̇ e
ν t
2 + ν

2
q e

ν t
2 = e

ν t
2 (q̇ + ν

2
q) . (2.3.2.30b)

Tomando-se a expressão (2.3.2.30b) e inserindo-se nela
as expressões (2.3.2.29a-b), resultará:

I = 1
2
eν t [(q̇ α − q α̇ + ν

2
q α)2 + ( q

α
)2] , (2.3.2.31)

que representa o invariante de Ermakov-Lewis-Schuch-

Chung-Hartmann para o OHDT .

Portanto, a expressão (2.3.2.29a) nos mostra que a
equação de Schuch-Chung-Hartmann possui um inva-

riante de Ermakov-Lewis para o OHDT .

2.3.3. Equação de Süssmann-Hasse-Albrecht-

Kostin-Nassar

Para o caso do OHDT , a equação de Süssmann-

Hasse-Albrecht-Kostin-Nassar ficará com a seguinte for-
ma [vide expressões (1.3.3.1) e (2.1.0.4)]:

i h̄ ∂
∂t
ψ(x, t) = −

h̄2

2 m

∂2ψ(x, t)
∂x2 +

[

1
2
m ω2(t) x2 +

+ ν
(

[x − < x >] [c p̂ + (1 − c) < p̂ >] −

−

1
2
i h̄c

)]

ψ(x, t) , (2.3.3.1)

onde p̂ é o tradicional operador de momento linear [vide ex-
pressão (1.3.3.2)], ψ(x, t) representa, como nos casos ante-
riores, a função de onda, e c é uma constante, cujos casos
particulares foram considerados no item 1.3.3.

Também, como nos casos vistos anteriormente, usan-
do-se a transformação de Madelung-Bohm, dada pela ex-
pressão (2.2.1.2), e aplicando-a à expressão (2.3.3.1), mostra-
mos no Caṕıtulo 1, para o caso geral de V (x, t), que [vide
expressões (1.3.3.10,13)]:
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∂ρ

∂t
+

∂(ρ ϑqd)

∂x
= 0 , (2.3.3.2)

∂ϑqd

∂t
+ ϑqd

∂ϑqd

∂x
+ 1

m
∂
∂x

(V + Vqu) =

= − ν [c (vqu − ϑqd) + < ϑqd >] , (2.3.3.3a)

onde ϑqd e Vqu são dados, respectivamente, pelas expressões
(1.3.3.8a) e (2.2.1.7a-b).

Usando-se as expressões (1.3.3.8a) e (2.1.0.4), a ex-
pressão acima tomará a seguinte forma:

∂ϑqd

∂t
+ ϑqd

∂ϑqd

∂x
+ 1

m
∂
∂x

(1
2
m ω2 x2 + Vqu) =

= − ν [− ν c2 (x − < x >) + < ϑqd >] →

∂ϑqd

∂t
+ ϑqd

∂ϑqd

∂x
+ ν < ϑqd > + ω2 x =

= −

1
m

∂Vqu

∂x
+ (ν c)2 (x − < x >) .

Somando-se e subtraindo-se o termo ω2 < x > na
expressão acima, virá (lembrar que ∂< x >

∂x
= 0):

∂ϑqd

∂t
+ ϑqd

∂ϑqd

∂x
+ ν < ϑqd > + ω2 (x − < x >) +

+ ω2 < x > = −

1
m

∂Vqu

∂x
+ (ν c)2 (x − < x >) →

∂ϑqd

∂t
+ ϑqd

∂ϑqd

∂x
+ ν < ϑqd > + ω2 < x > =

= −

1
m

∂Vqu

∂x
− [ω2

− (ν c)2] (x − < x >) →

∂ϑqd

∂t
+ ϑqd

∂ϑqd

∂x
+ ν < ϑ > + ω2 < x > =
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= - 1
m

∂
∂x

[ Vqu + 1
2
m Ω2(t) (x − < x >)2 ] , (2.3.3.3b)

Ω2(t) = ω2(t) − (ν c)2 , (2.3.3.3c)

Seguindo-se o mesmo procedimento utilizado na inte-
gração das expressões (2.2.1.8), (2.2.2.4), (2.2.3.6), (2.3.1.4)
e (2.3.2.4), e usando-se a expressão (1.2.1.11a), a integração
da expressão (2.3.3.3b) nós dará [lembrar que < x > = q(t),
segundo a expressão (2.2.1.9c)]:

∂ϑqd

∂t
+ ϑqd

∂ϑqd

∂x
+ ν < ϑqd > + ω2 q(t) =

= k(t) [x − q(t)] , (2.3.3.4)

∂
∂x

( h̄2

2 m2

1
√
ρ

∂2
√
ρ

∂x2 ) − Ω2(t) [x − q(t)] =

= k(t) [x − q(t)] . (2.3.3.5)

Em analogia com o que foi realizado no item 2.1.1.
a expressão (2.3.3.5) será escrita da seguinte forma [ver ex-
pressões (2.2.1.12,16,17a-c)]:

∂
∂x

( h̄2

2 m2

1
√
ρ

∂2
√
ρ

∂x2 ) − Ω2(t) [x − q(t)] = k(t) [x − q(t)] =

= h̄2

4 m2 [1
ρ

∂3ρ

∂x3 −
2
ρ2

∂ρ

∂x

∂2ρ

∂x2 + 1
ρ3

( ∂ρ
∂x

)3] −

− Ω2(t) [x − q(t)] = k(t) [x − q(t)] , (2.3.3.6)

h̄2

m2

[x − q(0)]
σ2(0)

− Ω2(0) [x − q(0)] =

= [ h̄2

m2σ2(0)
− Ω2(0)] [x − q(0)] =
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= k(0) [x − q(0)] → k(0) = h̄2

m2 σ2(0)
− Ω2(0) →

σ2(0) = h̄2

m2

1
k(0) + Ω2(0)

→

k(t) = h̄2

m2 σ2(t)
− Ω2(t) , (2.3.3.7a)

σ2(t) = h̄2

m2

1
k(t) + Ω2(t)

, (2.3.3.7b)

ρ(x, t) = [π σ(t)]− 1/2 e
−

[x − q(t)]2

σ(t) . (2.3.3.7c)

Para integrarmos a expressão (2.3.3.2) deveremos se-
guir o mesmo protocolo empregado na integração da expressão
(2.2.1.3). Assim, virá [vide expressões (2.2.1.30b,31-32)]:

ϑqd(x , t) = σ̇(t)
2 σ(t)

[x − q(t)] + q̇(t) , (2.3.3.8a)

∂ϑqd

∂t
= σ̈

2 σ
(x − q) − (σ̇)2

2 σ2 (x − q) −

−

σ̇
2 σ

q̇ + q̈ , (2.3.3.8b)

∂ϑqd

∂x
= σ̇

2 σ
. (2.3.3.8c)

Considerando-se as expressões (1.3.3.12a) e (2.2.1.9c),
virá:

< ϑqd > = < vqu > = < ẋ > = q̇ . (2.3.3.9)

Assim, considerando-se a expressão (2.3.3.4), substi-
tuindo-se nela as expressões (2.3.3.7a,8a-c,9) e considerando-
se a expressão (2.3.3.3c), resultará:
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σ̈
2 σ

(x − q) − (σ̇)2

2 σ2 (x − q) − σ̇
2 σ

q̇ + q̈ +

+ [ σ̇
2 σ

(x − q) + q̇] σ̇
2 σ

+ ν q̇ + ω2 q =

= σ̈
2 σ

(x − q) − (σ̇)2

2 σ2 (x − q) + q̈ +

+ (σ̇)2

4 σ2 (x − q) + ν q̇ + ω2 q =

= ( h̄2

m2 σ2 − Ω2) (x − q) →

[ σ̈
2 σ

−

(σ̇)2

4 σ2 + ω2
− ν2 c2 − h̄2

m2 σ2 ] (x − q) +

+ q̈ + ν q̇ + ω2 q = 0 . (2.3.3.10)

Usando-se as expressões (2.2.1.36) e (2.3.2.26), ou seja:

σ = h̄
m
α2 , q = e−

ν t
2 u , (2.3.3.11a-b)

e em analogia com os casos anteriores, encontraremos que [em
analogia com as expressões (2.3.2.25,28)]:

α̈ + [ω2
− ν2 c2] α = 1

α3 , (2.3.3.12)

q̈ + ν q̇ + ω2 q = 0 , (2.3.3.13)

ü + [ω2
−

ν2

4
] u = 0 . (2.3.3.14)

Examinando-se as expressões (2.3.3.12,14), observa-
se que estas só possuem um invariante de Ermakov-Lewis

no caso do modelo de Hasse, para o qual c = 1
2
, já que,

para esse valor particular de c, a expressão (2.3.3.12) coincide
com a expressão (2.3.2.25) e, portanto, valem as expressões
(2.3.2.29a,31):
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dI
dt

= 0 , (2.3.3.14)

I = 1
2
eν t [(q̇ α − q α̇ + ν

2
q α)2 + ( q

α
)2] . (2.3.3.15)

Em geral, para quaisquer valores de c e de ν nas ex-
pressões (2.3.3.12-13) como, por exemplo, c = 1 (modelo de

Süssmann) e c = 0 (modelo de Albrecht-Kostin), nen-
hum invariante de Ermakov-Lewis poderá ser obtido.[8]

Para esses modelos, pode-se obter um invariante aproximado,
somente para o caso em que se tenha:

c2 ν2
≪ ω2 , (2.3.3.16)

pois, com essa condição, as expressões (2.3.3.12-13) tomarão
o seguinte aspecto:

α̈ + ω2 α = 1
α3 , q̈ + ω2 q = 0 , (2.3.3.17-18)

expressões essas que coincidem com as expressões (2.1.0.2-3)
e, portanto, correspondem a um invariante de Ermakov-

Lewis do tipo:

dI
dt

= 0 , I = 1
2

[(q̇ α − q α̇)2 + ( q
α
)2] . (2.3.3.19-20)

2.3.4. Equação de Diósi-Halliwell

Para o caso do OHDT , a equação de Diósi-Halli-

well ficará com a seguinte forma [vide expressões (1.3.4.1) e
(2.1.0.4)]:

i h̄ ∂
∂t
ψ(x, t) = −

h̄2

2 m

∂2ψ(x, t)
∂x2 +

(

1
2
m ω(t)2 x2

−

− i h̄
[

(x − <x>)2

a2 −

η(t) (x − <x>)
a

] )

ψ(x, t) , (2.3.4.1)
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onde ψ(x, t), como nos casos anteriores, representa a função
de onda, e a é uma constante.

Seguindo-se os casos anteriores, aplicando-se a trans-

formação de Madelung-Bohm [vide expressão (2.2.1.2)] à
expressão (2.3.4.1) e considerando-se a expressão (2.1.0.4), as
expressões (1.3.4.5-6) deduzidas no item 1.3.4., nos permitem
escrever que:

∂ρ

∂t
+ ∂(ρ vqu)

∂x
=

= − 2 ρ h̄
[

(x − <x>)2

a2 −

η(t) (x − <x>)
a

]

, (2.3.4.2)

∂vqu

∂t
+ vqu

∂vqu

∂x
+ ω2 x =

= − 1
m

∂Vqu

∂x
, (2.3.4.3)

onde vqu e Vqu são dados, respectivamente, pelas expressões
(2.2.1.6,7a-b).

A integração da expressão (2.3.4.3) seguirá o mesmo
protocolo utilizado na integração da expressão (2.2.1.8) uma
vez que elas são idênticas. Desse modo, considerando-se as
expressões (2.2.1.17a-c,18,19), poderemos escrever que:

k(t) = h̄2

m2 σ2(t)
→ σ2(t) = h̄2

m2 k(t)
, (2.3.4.4a-b)

ρ(x, t) = [π σ(t)]− 1/2 e
−

[x − q(t)]2

σ(t) , (2.3.4.4c)

∂ρ

∂t
= −

σ̇ ρ

2 σ
+ ρ [ (x − q)2

σ2 σ̇ + 2 (x − q)
σ

q̇] , (2.3.4.5a)

∂ρ

∂x
= −

2 (x − q)
σ

ρ . (2.3.4.5b)
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Tomando-se a expressão (2.3.4.2) e usando-se as ex-
pressões (2.2.1.9c) e (2.3.4.4a-c,5a-b), virá:

∂ρ

∂t
+ ∂(ρ vqu)

∂x
= ∂ρ

∂t
+ ρ

∂vqu

∂x
+ vqu

∂ρ

∂x
=

= − 2 ρ h̄
[

(x − q)2

a2 −

η(t) (x − q)
a

]

→

1
ρ

∂ρ

∂t
+ ∂vqu

∂x
+ vqu

ρ

∂ρ

∂x
=

= − 2 h̄
[

(x − q)2

a2 −

η(t) (x − q)
a

]

→

−

σ̇
2 σ

+ σ̇
σ2 (x − q)2 + 2 (x − q)

σ
q̇ + ∂vqu

∂x
−

2 (x − q)
σ

vqu =

= − 2 h̄
[

(x − q)2

a2 −

η(t) (x − q)
a

]

→

∂vqu

∂x
−

2 (x − q)
σ

vqu = σ̇
2 σ

−

σ̇
σ2 (x − q)2

−

−

2 (x − q)
σ

q̇ − 2 h̄
[

(x − q)2

a2 −

η(t) (x − q)
a

]

˙ (2.3.4.6)

Chamando-se:

p(x, t) = − 2 (x − q)
σ

, (2.3.4.7a)

r(x, t) = σ̇(t)
2 σ(t)

− [x − q(t)]2 [ σ̇(t)
σ(t)2

+ 2 h̄
a2 ] +

+ [x − q(t)] [2 h̄ η(t)
a

−

2 q̇(t)
σ(t)

] , (2.3.4.7b)

a expressão (2.3.4.6) ficará:

∂vqu(x, t)
∂x

+ p(x, t) vqu(x, t) = r(x, t) . (2.3.4.8)
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A solução da equação diferencial representada pela
expressão (2.3.4.8) será [vide expressão (2.2.1.23a):

vqu = 1
u

[
∫

r u ∂x + c(t)] , (2.3.4.9a)

onde [vide expressões (2.2.1.23b,24) e

u = exp (
∫

p ∂x) = (π σ)1/2 ρ . (2.3.4.9b)

Usando-se as expressões (2.3.4.7b,9b), poderemos es-
crever que:

I =
∫

r u ∂x =
∫

[ σ̇
2 σ

− (x − q)2 ( σ̇
σ2 + 2 h̄

a2 ) +

+ 2 (x − q) ( h̄ η

a
−

q̇

σ
)] (π σ)1/2 ρ ∂x ≡

≡ I1 + I2 + I3 , (2.3.4.10)

onde:

I1 =
∫

[ σ̇
2 σ

− (x − q)2 ( σ̇
σ2 )] (π σ)1/2 ρ ∂x , (2.3.4.11)

I2 = −

∫

(x − q)2 2 h̄
a2 (π σ)1/2 ρ ∂x =

= (π σ)1/2 F (x, t) , (2.3.4.12a)

F (x, t) = −

∫

(x − q)2 2 h̄
a2 ρ ∂x , (2.3.4.12b)

I3 =
∫

2 (x − q) ( h̄ η

a
−

q̇

σ
) (π σ)1/2 ρ ∂x . (2.3.4.13)

As integrais indicadas nas expressões (2.3.4.11,13) são
obtidas em analogia com as expressões (2.2.1.25b-c). Desse
modo, virá [vide expressões (2.2.1.19,27)]:
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I1 = (π σ)1/2 ρ ( σ̇
2 σ

) (x − q) , (2.3.4.14)

I3 = ( h̄ η

a
−

q̇

σ
) (π σ)1/2

∫

2 (x − q) ρ ∂x =

= − ( h̄ η

a
−

q̇

σ
) (π σ)1/2 σ

∫ ∂ρ

∂x
∂x →

I3 = − ( h̄ η

a
−

q̇

σ
) (π σ)1/2 σ ρ . (2.3.4.15)

Tomando-se a expressão (2.3.4.10) e substituindo-se
na mesma as expressões (2.3.4.12a,14,15), teremos:

I =
∫

r u ∂x = (π σ)1/2 ρ [( σ̇
2 σ

) (x − q) + F (x, t)
ρ

−

− ( h̄ η

a
−

q̇

σ
) σ] . (2.3.4.16)

Usando-se as expressões (2.3.4.9a-b,16) e considerando-
se que c(t) = 0, pois ρ → 0, quando | x | → ∞, resultará:

vqu(x, t) = σ̇(t)
2 σ(t)

[x − q(t)] + q̇(t) +

+ F (x, t)
ρ

+ G(t) , (2.3.4.17a)

onde:

G(t) = −

h̄ η(t) σ(t)
a

. (2.3.4.17b)

Calculando-se a derivada parcial temporal da expres-
são (2.3.4.17a), virá (lembrar que x e t são variáveis indepen-
dentes):

∂vqu

∂t
= ∂

∂t
[ σ̇
2 σ

(x − q) + q̇ + F
ρ

+ G] =
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= σ̈
2 σ

(x − q) − (σ̇)2

2 σ2 (x − q) − σ̇
2 σ

q̇ + q̈ + 1
ρ
∂F
∂t

+

+ F ∂
∂t

(1
ρ
) + Ġ = σ̈

2 σ
(x − q) − (σ̇)2

2 σ2 (x − q) − σ̇
2 σ

q̇ +

+ q̈ + 1
ρ
∂F
∂t
−

F
ρ2

∂ρ

∂t
+ Ġ .

Usando-se a expressão (2.3.4.5a) na expressão acima,
obteremos:

∂vqu

∂t
= σ̈

2 σ
(x − q) − (σ̇)2

2 σ2 (x − q) − σ̇
2 σ

q̇ + q̈ +

+ 1
ρ
∂F
∂t
−

F
ρ2

(

−

σ̇ ρ

2 σ
+ ρ [ (x − q)2

σ2 σ̇ + 2 (x − q)
σ

q̇]
)

+ Ġ →

∂vqu

∂t
= − (x − q)2 F σ̇

σ2 ρ
+ (x − q) [ σ̈

2 σ
−

(σ̇)2

2 σ2 −

2 q̇ F

σ ρ
] −

−

σ̇ q̇

2 σ
+ q̈ + 1

ρ
∂F
∂t

+ F σ̇
2 σ ρ

+ Ġ . (2.3.4.18)

Agora, calculemos a derivada parcial espacial da ex-
pressão (2.3.4.17a). Assim, usando-se a expressão (2.3.4.5b),
resultará:

∂vqu

∂x
= ∂

∂x
[ σ̇
2 σ

(x − q) + q̇ + F
ρ

+ G] =

= σ̇
2 σ

+ 1
ρ
∂F
∂x

+ F ∂
∂x

(1
ρ
) =

= σ̇
2 σ

+ 1
ρ
∂F
∂x
−

F
ρ2

∂ρ

∂x
→

∂vqu

∂x
= σ̇

2 σ
+ 1

ρ
∂F
∂x

+ 2 F
σ ρ

(x − q) . (2.3.4.19)

Tomando-se a expressão (2.3.4.3), inserindo-se na mes-
ma as expressões (2.3.4.17a,18,19), considerando-se as expres-
sões (2.2.1.10) e (2.3.4.4a), e somando-se e subtraindo-se o
termo ω2 q, teremos:
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− (x − q)2 F σ̇
σ2 ρ

+ (x − q) [ σ̈
2 σ

−

(σ̇)2

2 σ2 −

2 q̇ F

σ ρ
] −

−

σ̇ q̇

2 σ
+ q̈ + 1

ρ
∂F
∂t

+ F σ̇
2 σ ρ

+ Ġ +

+ [ σ̇
2 σ

(x − q) + q̇ + F
ρ

+ G] [ σ̇
2 σ

+ 1
ρ
∂F
∂x

+

+ 2 F
σ ρ

(x − q)] + ω2 x + ω2 q − ω2 q = h̄2

m2 σ2 (x − q) →

− (x − q)2 F σ̇
σ2ρ

+ (x − q) [ σ̈
2 σ

−

(σ̇)2

2 σ2 −

2 q̇ F

σ ρ
] −

−

σ̇ q̇

2 σ
+ q̈ + 1

ρ
∂F
∂t

+ F σ̇
2 σ ρ

+ Ġ +

+ (σ̇)2

4 σ2 (x − q) + σ̇
2 σ ρ

∂F
∂x

(x − q) + F σ̇
σ2 ρ

(x − q)2 +

+ ( σ̇
2 σ

+ 1
ρ
∂F
∂x

) q̇ + 2 F
σ ρ

q̇ (x − q) +

+ F σ̇
2 σ ρ

+ F
ρ2

∂F
∂x

+ 2 F 2

σ ρ2
(x − q) +

+ G σ̇
2 σ

+ G
ρ

∂F
∂x

+ 2 F G
σ ρ

(x − q) +

+ ω2 (x − q) + ω2 q = h̄2

m2 σ2 (x − q) →

(x − q) [ σ̈
2 σ

−

(σ̇)2

4 σ2 + ω2
−

h̄2

m2 σ2 + H(x, t)] +

+ q̈ + q̇ I(x, t) + ω2 q + J(x, t) = 0 , (2.3.4.20)

onde:

H(x, t) = σ̇
2 σ ρ

∂F
∂x

+ 2 F 2

σ ρ2
+ 2 F G

σ ρ
, (2.3.4.21a)
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I(x, t) = 1
ρ
∂F
∂x

, (2.3.4.21b)

J(x, t) = 1
ρ
∂F
∂t

+ F σ̇
σ ρ

+ Ġ + F
ρ2

∂F
∂x

+

+ G σ̇
2 σ

+ G
ρ

∂F
∂x

. (2.3.4.21c)

Comparando-se as expressões (2.2.2.11) e (2.3.4.20) é
fácil ver que a equação de Diósi-Halliwell não possui um
invariante de Ermakov-Lewis para o OHDT .

É oportuno observar que como a integração da ex-
pressão (2.3.4.12b) envolve termos do tipo (x − q), cer-
tamente a expressão (2.3.4.20) conterá potências mais altas
desse monômio e, portanto, a existência ou não de pacotes

de onda como solução da equação de Diósi-Halliwell, é
uma questão a examinar.
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CAPÍTULO 3

MECÂNICA QUÂNTICA DE DE BROGLIE-BOHM

E OS PACOTES DE ONDA QUÂNTICOS

3.1. Introdução

Em 1916, o f́ısico alemão Albert Einstein (1879-1955;
PNF, 1921) (naturalizado norte-americano) realizou seu famo-
so estudo sobre a radiação planckiana do corpo negro, no qual
propôs que uma radiação eletromagnética de comprimento de
onda λ era portadora de um momento linear p, dado pela
expressão:

p = h
λ

, (3.1.0.1)

onde h é a constante de Planck.

Em 1923, o f́ısico francês, o Pŕıncipe Louis Victor
Pierre Raymond de Broglie (1892-1987; PNF, 1929) formu-
lou suas primeiras idéias sobre a “onda de matéria” associada
a uma part́ıcula em movimento. Logo depois, em 1924, ele
complementou essa idéia encontrando as relações fundamen-
tais entre a energia e as velocidades de fase e de grupo dessa
“onda”. Por fim, em 1925, apresentou sua célebre idéia de que
o elétron de massa m, em seu movimento orbital atômico com
velocidade v, é guiado por uma “onda de matéria” (onda-

piloto), cujo comprimento de onda λ se relaciona com o mo-
mento linear do elétron, por intermédio da expressão:

λ = h
p
, (p = m v) (3.1.0.2a-b)

de tal modo que: 2 π r = n λ, sendo r o raio da órbita
eletrônica.
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Em 1926, os f́ısicos alemães Max Born (1882-1970;
PNF, 1954), Ernst Pascual Jordan (1902-1980) e Werner Karl
Heisenberg (1901-1976; PNF, 1932), e o austŕıaco Erwin Schrö-
dinger (1887-1961; PNF, 1933) desenvolveram, respectivamen-
te, a Mecânica Quântica Matricial e a Mecânica Quânti-

ca Ondulatória, hoje traduzida pela célebre equação de

Schrödinger:

i h̄ ∂
∂t

Ψ(~r, t) = Ĥ Ψ(~r, t) , (3.1.0.3a)

onde Ĥ é o operador Hamiltoniano definido por:

Ĥ = p̂2

2 m
+ V (~r, t) , (p̂ = − i h̄ ∇) , (3.1.0.3b-c)

sendo V a energia potencial.

Ainda nesse mesmo ano de 1926, Born interpretou a
função de onda de Schrödinger Ψ como sendo uma am-

plitude de probabilidade. Essa interpretação significava
dizer que qualquer observável f́ısico (posição, momento linear,
energia etc.) de uma part́ıcula é encontrado por intermédio
da densidade de probabilidade, calculada pela expressão
Ψ∗ Ψ = | Ψ |

2. Além do mais, a função de onda Ψ deveria
ser normalizada, isto é:

∫

V∞ | Ψ(~r, t) |2 d3~r = 1 . (3.1.0.4)

A essa interpretação de Born sobrepôs-se uma outra
questão. Será sempre posśıvel observar qualquer grandeza
f́ısica? A resposta a essa pergunta foi dada por Heisenberg.
Com efeito, ao tentar representar, matematicamente, a tra-
jetória de um elétron em uma câmara de névoa ou câmara

de Wilson,[1] Heisenberg percebeu que, embora se observe
essa trajetória por intermédio de gotinhas de água isoladas
na câmara, tais gotinhas, certamente, eram muito mais am-
plas que um elétron e, desse modo, só se registra uma sucessão
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discreta de lugares, imprecisamente determinados, do elétron.
Portanto, a verdadeira questão, concluiu Heisenberg, era a
de representar, dentro da Mecânica Quântica, uma situação
que, de modo aproximado - quer dizer, com certa imprecisão
-, possúısse uma determinada velocidade. Foi, basicamente,
esse racioćınio que levou Heisenberg a apresentar, em 1927, o
seu famoso prinćıpio da incerteza:

É imposśıvel obter exatamente os valores simultâneos de

duas variáveis canonicamente conjugadas, a não ser dentro

de um limite mı́nimo de exatidão.

Aplicando-se o formalismo da Mecânica Quântica de
Born-Jordan-Heisenberg-Schrödinger, a conhecida Mecânica
Quântica de Schrödinger (MQS), aos operadores F̂ e Ĝ, que
representam duas quaisquer quantidades f́ısicas F e G, aquele
prinćıpio é dado pelas famosas relações de incerteza de

Heisenberg:

< (∆F ) > < (∆G) > ≥

1
2
h̄ , (3.1.0.5)

onde < (∆F ) > e < (∆G) > representam, respectivamente,
os valores médios dos erros nas medidas dos observáveis F e
G, e a expressão (3.1.0.5) indica que essas medidas não podem
ser efetuadas com precisão, isto é, com erro nulo (a menos do
erro inerente à medida experimental).[2] Por outro lado, no
formalismo da MQS, os valores médios referidos acima são
calculados por intermédio de Ψ.[3] Em vista disso, a questão
fundamental dessa MQS seria a de relacionar Ψ com a me-
dida do observável desejado. Assim, a transição de um es-
tado Ψ para um estado Ψ’ por intermédio de um processo
de medida é denominada redução (colapso) do pacote de

onda de Schrödinger. Portanto, após a medida, obtemos
um novo estado correspondente a uma nova função de onda
schrödingeriana.

Neste Caṕıtulo, estudaremos a evolução do pacote de
onda de Schrödinger usando o formalismo da MQS e o da
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Mecânica Quântica de de Broglie-Bohm (MQBB), sendo esta
desenvolvida no Caṕıtulo 1. Em nosso estudo, consideraremos
o caso particular da part́ıcula livre (PL).

3.2. Evolução do Pacote de Onda Quântico Via

Mecânica Quântica de Schrödinger

3.2.1. Pacote de Onda de Schrödinger-Feynman

Conforme sabemos,[4] quando a energia potencial V de
um sistema f́ısico, de energia total E, só depende da posição
[V (~r)], então a solução da equação de Schrödinger [vide
expressões (3.1.0.3a-c)] é dada por:

Ψ(~r, t) = ψ(~r) e− i E
h̄
t = ψ(~r) e− i ω t, (3.2.1.1a-b)

onde ψ(~r) satisfaz a seguinte equação, conhecida como equa-

ção de Schrödinger independente do tempo:

∆ ψ(~r) + 2 m

h̄2 (E − V ) ψ(~r) = 0 ⇔

Ĥ ψ(~r) = E ψ(~r), (3.2.1.2a-b)

onde Ĥ é dado pelas expressões (3.1.0.3b-c). Além do mais,

ψ(~r) deve ser finita e cont́ınua, assim como sua derivada ∂ψ(~r)
∂~r

.

É oportuno observar que a expressão (3.2.1.1b) foi
obtida considerando-se a energia planckiana:

E = h ν = h̄ ω , (3.2.1.3a-b)

h̄ = h
2 π
, ω = 2 π ν . (3.2.1.3c-d)

Sendo a expressão (3.2.1.2b) uma equação de auto-
valores, sua solução é dada por um conjunto discreto de auto-
funções (“ondas schrödingerianas”) do operador Ĥ.[5] Por ou-
tro lado, a expressão (3.1.0.2a) sugere ser posśıvel usar um
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punhado concentrado de “ondas debroglieanas”, de compri-
mento de onda λ, para descrever part́ıculas localizadas no
espaço. Para tal descrição, é necessário usar um mecanismo
que reúna essas “ondas” com vários comprimentos de onda;
este mecanismo é a Análise de Fourier.[6] Assim, de acordo
com essa Análise (para o caso unidimensional), podemos con-
siderar ψ(x) como uma superposição de ondas harmônicas
monocromáticas (planas), ou seja:

ψ(x) = 1√
2 π

∫ + ∞
− ∞ φ(k) ei k x dk , (3.2.1.4a)

sendo:

φ(k) = 1√
2 π

∫ + ∞
− ∞ ψ(x′) e− i k x′ dx′ , (3.2.1.4b)

onde:

k = 2 π
λ

, (3.2.1.4c)

é o número de onda, e representa a transição da descrição
discreta para a cont́ınua. Observe-se que, usando-se as ex-
pressões (3.1.0.2a), (3.2.1.3c), a expressão (3.2.1.4c) tomará a
seguinte forma:

k = 2 π p

h
→ p = h̄ k . (3.2.1.4d)

Tomando-se a expressão (3.2.1.4a) e inserindo-se na
mesma a expressão (3.2.1.4b), virá:

ψ(x) = 1
2 π

∫ + ∞
− ∞

∫ + ∞
− ∞ ψ(x′) ei k (x− x′) dx′ dk . (3.2.1.5)

Considerando-se que:[6]

δ(z′ − z) ≡ δ(z − z′) =
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= 1
2 π

∫ + ∞
− ∞ ei k (z− z′) dk , (3.2.1.6a-b)

f(z) =
∫ + ∞
− ∞ f(z′) δ(z′ − z) dz′ , (3.2.1.6c)

verifica-se, portanto (considerando-se z, z′ ≡ x, x′), a con-
sistência da expressão (3.2.1.5), caracterizada como a famosa
relação de completeza.

Levando-se a expressão (3.2.1.4a) na representação
unidimensional da expressão (3.2.1.1b), resultará na expressão
abaixo:

Ψ(x, t) = 1√
2 π

∫ + ∞
− ∞ φ(k) ei [k x − ω(k) t] dk , (3.2.1.7)

que representa um pacote de onda de amplitude φ(k).

Note-se que, a dependência ω em termos de k indicada
na expressão acima, decorre do fato de que a energia E de um
sistema f́ısico sempre depende de p. Assim, considerando-se
esse fato e mais as expressões (3.2.1.3b,4d), essa dependência
é verificada imediatamente, conforme veremos adiante.

A seguir, escrevamos a expressão (3.2.1.7) em termos
do propagador de Feynman. Fazendo-se t = 0 nessa ex-
pressão e em analogia com a expressão (3.2.1.4b), teremos:

Ψ(x, 0) = 1√
2 π

∫ + ∞
− ∞ φ(k) ei k x dk →

φ(k) = 1√
2 π

∫ + ∞
− ∞ Ψ(x′, 0) e− i k x′ dx′ . (3.2.1.8)

Inserindo-se essa expressão na expressão (3.2.1.7), re-
sultará:

Ψ(x, t) = 1√
2 π

∫ + ∞
− ∞

(

1√
2 π

∫ + ∞
− ∞ Ψ(x′, 0) e− i k x′ dx′

)

×

× ei [k x − ω(k) t] dk →
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Ψ(x, t) =
∫ + ∞
− ∞

(

1
2 π

∫ + ∞
− ∞ ei k [(x − x′) −

ω(k)

k
t] dk

)

×

× Ψ(x′, 0) dx′ . (3.2.1.9)

É oportuno destacar que, na linguagem da Mecânica
Quântica de Feynman,[8] o termo entre parênteses na expressão
(3.2.1.9) representa o propagador de FeynmanK(x, x′; t).
Assim, essa expressão pode ser escrita na forma:

Ψ(x, t) =
∫ + ∞
− ∞ K(x, x′; t) Ψ(x′, 0) dx′ , (3.2.1.10a)

sendo:

K(x, x′; t) =

= 1
2 π

∫ + ∞
− ∞ ei k [(x − x′) −

ω(k)

k
t] dk . (3.2.1.10b)

A expressão (3.2.1.10a) representa a função de onda
Ψ em qualquer instante t em termos dessa mesma função no
instante inicial (t = 0). Assim, se ω(k) for uma função
conhecida de k, então Ψ(x, t) pode ser obtida explicitamente
por intermédio de Ψ(x, 0).

Na seqüência, determinaremos a forma, a evolução
e a dinâmica do pacote dado pelas expressões (3.2.1.10a-b)
para duas situações particulares: part́ıcula livre (PL) e os-

cilador harmônico dependente do tempo (OHDT ).

3.2.2. Pacote de Onda da Part́ıcula Livre

Para uma PL de momento linear bem definido ~p, a
sua energia total E (H) e o seu potencial V , são dados por:

E = p2

2 m
, V (~r, t) = 0 . (3.2.2.1a-b)
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a) Pacote de Onda de de Broglie da PL

Consideremos a “onda de de Broglie”. Assim, para
essa “onda”, as expressões (3.1.0.2b), (3.2.1.3b,4d) e (3.2.2.1a),
nos mostram que:

p = h̄ k , v = h̄ k
m

, (3.2.2.2a-b)

E = h̄2 k2

2 m
= h̄ ω → ω(k) = h̄ k2

2 m
. (3.2.2.3a-c)

Usando-se a definição de velocidade de grupo:[4]

vg = dω
dk

, (3.2.2.4)

as expressões (3.2.2.2b,3a-c) indicam que:

vg = 1
h̄

dE
dk

= 1
h̄

2 h̄2 k
2 m

= h̄ k
m

→

vg = v , (3.2.2.5)

ou seja, a velocidade de grupo da “onda debroglieana” da
part́ıcula livre coincide com a sua própria velocidade.

b) Pacote de Ondas Luminosas no Vácuo

Neste caso, usando-se as expressões (3.2.1.3d,4c), te-
remos (lembrar que no vácuo a luz se propaga com uma ve-
locidade c = λ ν):

c = λ ν = λ ω
2 π

→ ω(k) = k c . (3.2.2.6)

Tomando-se a expressão (3.2.1.9), inserindo-se nela a
expressão (3.2.2.6), e usando-se as expressões (3.2.1.6a-c), re-
sultará:

Ψ(x, t) =
∫ + ∞
− ∞

(

1
2 π

∫ + ∞
− ∞ ei k [(x − c t) − x′] dk

)

×



110

× Ψ(x′, 0) dx′ =
∫ + ∞
− ∞ δ[(x − ct) − x′] Ψ(x′, 0) dx′ →

Ψ(x, t) = Ψ(x − c t, 0) . (3.2.2.7)

A expressão (3.2.2.7) mostra que a função de onda Ψ
tem o mesmo valor em (x, t) e em (x − c t, 0), significando
dizer que o pacote luminoso viaja com a velocidade c sem
mudar de contorno, ou seja, ele não dispersa.

c) Pacote de Onda de Schrödinger da PL

Para a PL, as expressões (3.1.0.3a-c) e (3.2.2.1a-b)
nos mostram que a equação de Schrödinger (unidimen-
sional) correspondente será:

i h̄ ∂
∂t

Ψ(x, t) = Ĥ Ψ(x, t) = −

h̄2

2 m
∂2

∂x2 Ψ(x, t) →

i h̄ ∂
∂t

Ψ(x, t) + h̄2

2 m
∂2

∂x2 Ψ(x, t) = 0 , (3.2.2.8)

cuja solução será o pacote de onda schrödingeriano re-
presentativo da part́ıcula livre, pacote esse obtido usando-se
as expressões (3.2.1.7), (3.2.1.4d) e (3.2.2.3b), ou seja:

Ψ(x, t) = 1√
2 π

∫ + ∞
− ∞ φ(k) ei [k x − ω(k) t] dk , (3.2.2.9a)

Ψ(x, t) = 1√
2 π h̄

∫ + ∞
− ∞ φ(p) e

i
h̄
(p x − E t) dp . (3.2.2.9b)

Antes de prosseguirmos, demonstremos que a expres-
são acima satisfaz a expressão (3.2.2.8). Desse modo, teremos:

∂Ψ
∂t

= 1√
2 π h̄

∫ + ∞
− ∞ (− i E

h̄
) φ(p) e

i
h̄

(p x − E t) dp →

i h̄ ∂Ψ
∂t

= 1√
2 π h̄

∫ + ∞
− ∞ E φ(p) e

i
h̄

(p x − E t) dp , (3.2.2.10)
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∂2Ψ
∂x2 = 1√

2 π h̄

∫ + ∞
− ∞ (− p2

h̄2 ) φ(p) e
i
h̄

(p x − E t) dp →

h̄2

2 m
∂2Ψ
∂x2 =

= −

1√
2 π h̄

∫ + ∞
− ∞ ( p2

2 m
) φ(p) e

i
h̄

(p x − E t) dp . (3.2.2.11)

Somando-se as expressões (3.2.2.10-11) e usando-se a
expressão (3.2.2.1a), virá:

i h̄ ∂Ψ
∂t

+ h̄2

2 m
∂2Ψ
∂x2 =

= 1√
2 π h̄

∫ + ∞
− ∞ (E −

p2

2 m
) φ(p) e

i
h̄

(p x − E t) dp = 0 ,

o que confirma a expressão (3.2.2.8).

c1) Propagador de Feynman da PL

Considerando-se a expressão (3.2.1.10b) e inserindo-se
nela a expressão (3.2.2.3c), teremos:

K(x, x′, t) =

= 1
2 π

∫ + ∞
− ∞ ei k (x − x′) − i h̄ t

2 m
k2

dk . (3.2.2.12)

Para realizarmos a integração indicada na expressão
acima, usaremos a seguinte expressão:[8]

∫ + ∞
− ∞ e− a y2 + b y dy =

√

π
a
eb

2/4 a . (3.2.2.13)

Tomando-se a expressão (3.2.2.12) e inserindo-se na
mesma a expressão acima, resultará:

K(x, x′, t) = 1
2 π

√

π
i h̄ t/2m

e
−

(x − x′)2

4 i h̄ t/2m
→
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K(x, x′, t) =
√

m
2 π i h̄ t

e[
i m

2 h̄ t
(x − x′)2] , (3.2.2.14)

expressão essa que representa o propagador de Feynman

da part́ıcula livre.

c2) Evolução do Pacote de Schrödinger da PL

O pacote de onda schrödingeriano (função de onda)
da PL será obtida substituindo-se a expressão (3.2.2.14) na
expressão (3.2.1.10a). Portanto, teremos:

Ψ(x, t) =
√

m
2 π i h̄ t

∫ + ∞
− ∞ e[

i m
2 h̄ t

(x − x′)2]
×

× Ψ(x′, 0) dx′ . (3.2.2.15)

Examinando-se as expressões (3.2.2.7,15) observa-se
que a função de onda Ψ(x, t), correspondente, respectiva-
mente, aos pacotes de onda luminoso e schrödingeriano da
part́ıcula livre, depende da forma da função de onda no ins-
tante inicial Ψ(x′, 0). [Aliás, essa dependência vale para
qualquer sistema f́ısico, conforme se pode ver pela expressão
(3.2.1.10a).] Considerando-se que o momento linear e a posi-
ção de uma part́ıcula não podem ser definidos simultanea-
mente com precisão [vide expressão (3.1.0.6)], a escolha de
Ψ(x′, 0) [ou de φ(k), conforme a expressão (3.2.2.9a)] é feita
de modo que o produto indicado na expressão (3.1.0.6) seja
mı́nimo e, portanto, do tipo gaussiano.[9]

Desse modo, representemos φ(k) por um pacote gaus-

siano, de largura ao, e centrado em torno de ko:

φ(k) = ( π
2 a2

o
)− 1/4 e− a2

o (k − ko)2 , (3.2.2.16)

cujas caracteŕısticas ondulatórias (λo, νo) são dadas por [vide
expressões (3.2.1.3d,4c) e (3.2.2.3c)]:

λo = 2 π
ko

, νo = ωo

2 π
, (3.2.2.17a-b)
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ωo = ω(ko) = h̄
2 m

k2
o . (3.2.2.17c-d)

Agora, vejamos como evolui o pacote gaussiano φ(k)
com o tempo. Para isso, usaremos a expressão (3.2.2.16) na
expressão (3.2.2.9a). Contudo, como esse pacote é muito pe-
queno fora de um pequeno intervalo envolvendo ko, é conve-
niente considerar a expansão de Taylor de ω(k) em torno desse
ponto, ou seja:

ω(k) ≃ ω(ko) + (k − ko)
(

dω
dk

)

ko

+

+ 1
2

(k − ko)
2

(

d2ω
dk2

)

ko

. (3.2.2.18)

Considerando-se as expressões (3.2.2.2b,3c,17d):

(

dω
dk

)

ko

= h̄ ko

m
= vo , (3.2.2.19a-b)

1
2

(

d2ω
dk2

)

ko

= h̄
2 m

= α , (3.2.2.19c-d)

a expressão (3.2.2.18) será escrita na forma:

ω(k) ≃ ωo + (k − ko) vo + (k − ko)
2 α . (3.2.2.20)

Levando-se as expressões (3.2.2.16) e (3.2.2.20) na ex-
pressão (3.2.1.7), fazendo-se a substituição k − ko = k′, e
usando-se a expressão (3.2.2.13), resultará:

Ψ(x, t) = 1√
2 π

∫ + ∞
− ∞ ( π

2 a2
o
)− 1/4 e− a2

o (k − ko)2
×

× e
i

(

k x − [ωo + (k − ko) vo + (k − ko)2 α] t

)

dk =

= 1√
2 π

∫ + ∞
− ∞ ( π

2 a2
o
)− 1/4

×
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× e− a2
o k′2 + i ko x + i k′ x − i ωo t − i k′ vo t − i k′2 α t dk′ =

= ( π
2 a2

o
)− 1/4 1√

2 π
ei (ko x − ωo t)

×

×

∫ + ∞
− ∞ e− (a2

o + i α t) k′2 + i (x − vo t) k′ dk′ →

Ψ(x, t) = ( π
2 a2

o
)− 1/4 ei (ko x − ωo t)

√

1
2 (a2

o + i α t)
×

× e
−

(x − vo t)2

4 (a2
o + i α t) , (3.2.2.21)

expressão essa que representa o pacote de onda gaussiano

da PL ou amplitude de probabilidade da PL.

De posse da expressão acima, calculemos a densi-

dade de probabilidade da PL, ou seja: Ψ∗ Ψ = | Ψ |

2.
Assim, calculando-se o complexo conjugado (*) da expressão
(3.2.2.21), teremos:

Ψ∗(x, t) = ( π
2 a2

o
)− 1/4 e− i (ko x − ωo t)

×

×

√

1
2 (a2

o − i α t)
e
−

(x − vo t)2

4 (a2
o − i α t) . (3.2.2.22)

Portanto, usando-se as expressões (3.2.2.21-22), obte-
remos:

| Ψ(x, t) |2 = Ψ∗(x, t) Ψ(x, t) =

= ( π
2 a2

o
)− 1/4 e− i (ko x − ωo t)

×

×

√

1
2 (a2

o − i α t)
e
−

(x − vo t)2

4 (a2
o − i α t)

×
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× ( π
2 a2

o
)− 1/4 ei (ko x − ωo t)

×

×

√

1
2 (a2

o − i α t)
e
−

(x − vo t)2

4 (a2
o + i α t) =

= ( π
2 a2

o
)− 1/2 1

2
√

a4
o + α2 t2

×

× e
−

(x − vo t)2

4

(

1

a2
o − i α t

+ 1

a2
o + i α t

)

=

= ao√
2 π

1
√

a4
o + α2 t2

×

× e
−

(x − vo t)2

4

(

2 a2
o

a4
o + α2 t2

)

=

= ao√
2 π

1
√

a4
o + α2 t2

e

−
(x − vo t)2

2

(

a2
o +

α2 t2

a2
o

)

→

| Ψ(x, t) |2 = ao√
2 π

1

a2
o

√

1 + α2 t2

a4
o

e

−
(x − vo t)2

2 a2
o

(

1 +
α2 t2

a4
o

)

.

Substituindo-se a expressão (3.2.2.19d) na expressão
acima e definindo-se:

τ = 2 m a2
o

h̄
, a(t) = ao

√

1 + t2

τ2 , (3.2.2.23a-b)

resultará:

| Ψ(x, t) |2 = 1√
2 π a(t)

e
−

(x − vo t)2

2 a2(t) . (3.2.2.24)

Note-se que a expressão (3.2.2.24) satisfaz a expressão
(3.1.0.4). Com efeito, usando-se a integral indicada abaixo:[8]
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∫ + ∞
− ∞ e− q2 x2

dx =
√
π

q
, (3.2.2.25)

na expressão (3.2.2.24), teremos:

∫ + ∞
− ∞ | Ψ(x, t) |2 dx = 1√

2 π a(t)

∫ + ∞
− ∞ e

−
(x − vo t)2

2 a2(t) dx =

= 1√
2 π a(t)

∫ + ∞
− ∞ e

−
(x − vo t)2

2 a2(t) d(x − vo t) =

= 1√
2 π a(t)

√
π

1
√

2 a(t)

→

∫ + ∞
− ∞ | Ψ(x, t) |2 dx = 1 . (3.2.2.26)

c3) Dinâmica do Pacote de Schrödinger da PL

Para estudarmos a dinâmica do pacote de onda da PL,
deveremos calcular os valores médios [vide expressão (3.1.0.7)]
de algumas grandezas f́ısicas.

c3.1) Posição: x̂ = x

Usando-se as expressões (3.1.0.7) e (3.2.2.24), tere-
mos:

< x > =
∫ + ∞
− ∞ Ψ∗(x, t) x Ψ (x, t) dx =

=
∫ + ∞
− ∞ x | Ψ(x, t) |2 dx →

< x > = 1√
2 π a(t)

∫ + ∞
− ∞ e

−
(x − vo t)2

2 a2(t) x dx . (3.2.2.27)

Para realizarmos a integral indicada na expressão aci-
ma, faremos a mudança de variável (x − vot = X), usaremos
a expressão (3.2.2.25) e o fato de que a integral de uma função
ı́mpar, envolvendo a origem, é nula. Desse modo, teremos:
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< x > = 1√
2 π a(t)

∫ + ∞
− ∞ e

− X2

2 a2(t) (X + vo t) d(X+ vo t) =

= 1√
2 π a(t)

∫ + ∞
− ∞ e

− X2

2 a2(t) X dX +

+ 1√
2 π a(t)

∫ + ∞
− ∞ e

− X2

2 a2(t) (vo t) dX =

= 0 + (vo t)
1√

2 π a(t)

∫ + ∞
− ∞ e

− X2

2 a2(t) dX =

= vo t√
2 π a(t)

√
π

1/
√

2 a(t)
→

< x > = vo t . (3.2.2.28)

A expressão (3.2.2.28) nos mostra que o “pacote de-
broglieano”, associado a uma part́ıcula livre e de largura ini-
cial ao, mantém o seu “centro de massa” deslocando-se com
uma velocidade constante vo.

c3.2) Momento Linear: p̂x = − i h̄ ∂
∂x

Usando-se as expressões (3.1.0.7) e (3.2.2.2a,21-22,26)
e de maneira análoga ao caso anterior, obteremos:

< p̂x > =
∫ + ∞
− ∞ Ψ∗(x, t) (− i h̄ ∂

∂x
) Ψ (x, t) dx =

=
∫ + ∞
− ∞ ( π

2 a2
o
)− 1/4 e− i (ko x − ωo t)

×

×

√

1
2 (a2

o − i α t)
e
−

(x − vo t)2

4 (a2
o − i α t)

×

× (− i h̄ ∂
∂x

) ( π
2 a2

o
)− 1/4 ei (ko x − ωo t)

×
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×

√

1
2 (a2

o + i α t)
e
−

(x − vo t)2

4 (a2
o + i α t) dx =

= (− i h̄)
∫ + ∞
− ∞

[

i ko −
(x − vo t)

2 (a2
o + i α t)

]

| Ψ(x, t) |2 dx =

= (− i h̄)
[

(i ko)
∫ + ∞
− ∞ | Ψ(x, t) |2 dx −

−

∫ + ∞
− ∞

(x − vo t)
2 (a2

o + i α t)
| Ψ(x, t) |2 dx

]

=

= h̄ ko −
∫ + ∞
− ∞

X
2 (a2

o + i α t)
| Ψ(X, t) |2 dX →

< p̂x > = po . (3.2.2.29)

A expressão (3.2.2.29) representa o mesmo resultado
do item anterior, ou seja, que o “pacote debroglieano”, asso-
ciado a uma part́ıcula livre e de largura inicial ao, mantém
o seu “centro de massa” deslocando-se com uma velocidade
(momento linear) constante vo (po).

c3.3) Incerteza na Posição: ∆x

Tomemos a definição de incerteza:[10]

∆x =
√

[< x2 > −(< x >)2 ] . (3.2.2.30)

Usando-se as expressões (3.1.0.7) e (3.2.2.24), tere-
mos:

< x2 > =
∫ + ∞
− ∞ x2

| Ψ(x, t) |2 dx =

=
∫ + ∞
− ∞

1√
2 π a(t)

x2 e
−

(x − vo t)2

2 a2(t) dx . (3.2.2.31)
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Para realizarmos a integral indicada na expressão aci-
ma, faremos a mudança de variável (x − vot = X), usaremos
a expressão (3.2.2.24) e o fato de que a integral de uma função
ı́mpar, envolvendo a origem, é nula. Então, teremos:

< x2 > =
∫ + ∞
− ∞ (X + vo t)

2
| Ψ(X, t) |2 d(X + vo t) =

=
∫ + ∞
− ∞

1√
2 π a(t)

(X2 + 2 X vo t +

+ v2
o t

2) e
− X2

2 a2(t) dX = 1√
2 π a(t)

(

∫ + ∞
− ∞ X2 e

− X2

2 a2(t) dX +

+ 2 vo t
∫ + ∞
− ∞ X e

− X2

2 a2(t) dX +

+ v2
o t

2
∫ + ∞
− ∞ e

− X2

2 a2(t) dX
)

→

< x2 > = 1√
2 π a(t)

∫ + ∞
− ∞ X2 e− β X2

dX + 0 +

+ v2
o t

2
∫ + ∞
− ∞ | Ψ(X, t) |2 dX , (3.2.2.32a)

com:

β = 1
2 a2(t)

. (3.2.2.32b)

Usando-se a expressão (3.2.2.26) e a integral indicada abaixo:

∫ + ∞
− ∞ x2 e− β x2

dx = −

d
dβ

∫ + ∞
− ∞ e− β x2

dx , (3.2.2.33)

a expressão (3.2.2.32a) ficará:

< x2 > = 1√
2 π a(t)

(− d
dβ

)
√

π (β− 1/2) + (vo t)
2 =
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= 1
2
√

2 a(t)
β− 3/2 + (vo t)

2 =

= 1
2
√

2 a(t)
[2 a2(t)]3/2 + (vo t)

2
→

< x2 > = a2(t) + (vo t)
2 . (3.2.2.34)

Levando-se as expressões (3.2.2.28) e (3.2.2.34) na ex-
pressão (3.2.2.30), e usando-se a expressão (3.2.2.23b), resul-
tará:

∆x =
√

a2(t) + (vo t)2
− (vo t)2 = a(t) →

∆x = ao

√

1 + t2

τ2 , (3.2.2.35)

expressão essa que mostra que o pacote da PL não se deforma.

c3.4) Incerteza no Momento Linear: ∆px

Usando-se a definição de incerteza vista no item an-
terior, isto é:

∆px =
√

[< p2
x > −(< px >)2 ] , (3.2.2.36)

e os procedimentos algébricos usados anteriormente, pode-se
demonstrar que:[11]

∆px = ∆po . (3.2.2.37)

As expressões (3.2.2.28-29,35,37) nos mostram que o
centro do pacote de onda da part́ıcula livre permanece em
x = 0 enquanto sua largura aumenta com o tempo t, desde
o passado até o futuro, isto é, o pacote de onda inicial dis-
persa sem, contudo, deformar-se.[12] A essa não deformação,
associa-se o conceito de coerência do pacote, uma vez que,
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conforme vimos no Caṕıtulo 1 [vide expressão (1.2.1.7)], a
densidade de probabilidade | Ψ |

2 representa a densi-

dade de massa ρ desse mesmo pacote, cuja evolução, sem
deformação, é traduzida pela expressão (1.2.1.10).
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3.3. Evolução do Pacote de Onda Quântico Via

Mecânica Quântica de de Broglie-Bohm

Neste item, veremos a evolução do pacote de Schrö-
dinger por intermédio da Mecânica Quântica de de Broglie-
Bohm (MQBB). Antes, apresentaremos os principais resul-
tados dessa Mecânica desenvolvidos no Caṕıtulo 1.

3.3.1. Mecânica Quântica de de Broglie-Bohm

Considerando-se a equação de Schrödinger (em
uma dimensão):

i h̄
∂Ψ(x, t)

∂t
= −

h̄2

2 m

∂2 Ψ(x, t)
∂x2 +

+ V (x, t) Ψ(x, t) . (3.3.1.1)

e a função de onda Ψ(x, t) na forma polar ou transformação

de Madelung-Bohm [vide expressão (1.2.1.2)]:

Ψ(x, t) = φ(x, t) ei S(x, t). (3.3.1.2)

Usando-se a expressão (3.3.1.2) na expressão (3.3.1.1),
demonstramos no Caṕıtulo 1 as seguintes expressões [vide ex-
pressões (1.2.1.10,12b,13)]:

∂ρ

∂t
+ ∂(ρ vqu)

∂x
= 0 , (3.3.1.3)

h̄ ∂S
∂t

+ (1
2
m v2

qu + V + Vqu) = 0 , (3.3.1.4a)

∂vqu

∂t
+ vqu

∂vqu

∂x
+ 1

m
∂
∂x

(V + Vqu) = 0 , (3.3.1.4b)

onde [vide expressões (1.2.1.7,8,11a-b):

ρ(x, t) = | Ψ(x, t) |2 = φ2(x, t) , (3.3.1.5)
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vqu(x, t) = h̄
m

∂S(x, t)
∂x

, (3.3.1.6)

Vqu(x, t) = − ( h̄2

2 m
) 1
φ

∂2φ

∂x2 =

= −

h̄2

2 m
1
√
ρ

∂2
√
ρ

∂x2 . (3.3.1.7a-b)

3.3.2. Pacote de Onda de Schrödinger-de Broglie-

Bohm

Consideremos a amplitude φ(x, t) do pacote de onda,
dado pela expressão (3.3.1.2), da seguinte forma:[13]

φ(x, t) = [2 π a2(t)]− 1/4 e
−

[x − X(t)]2

4 a2(t) , (3.3.2.1)

onde X(t) representa o caminho clássico seguido pelo centro
de massa do pacote.

Tomando-se a expressão (3.3.1.5) e inserindo-se nela
a expressão (3.3.2.1), resultará:

ρ(x, t) = [2 π a2(t)]− 1/2 e
−

[x − X(t)]2

2 a2(t) . (3.3.2.2)

Derivando-se a expressão acima em relação ao tempo
t, teremos (lembrar que x e t são variáveis independentes):

∂ρ

∂t
= −

1
2

[2 π a2(t)]− 3/2 [4 π a(t) ȧ(t)] e
−

[x − X(t)]2

2 a2(t) +

+ [2 π a2(t)]− 1/2 e
−

[x − X(t)]2

2 a2(t) ∂
∂t

[− [x − X(t)]2

2 a2(t)
] =

= − ρ
(

[2 π a(t) ȧ(t)] [2 π a2(t)]− 1 +
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+ 4 a2(t) [x − X(t)] [− Ẋ(t)] − [x − X(t)]2 4 a(t) ȧ(t)
4 a4(t)

)

→

∂ρ

∂t
= ρ

(

−

ȧ(t)
a(t)

+ Ẋ(t)
a2(t)

[x − X(t)] +

+ ȧ(t)
a3(t)

[x − X(t)]2
)

. (3.3.2.3)

Levando-se a expressão (3.3.2.3) na expressão (3.3.1.3)
e integrando-se o resultado, virá (considerando-se a constante
de integração nula):

ρ
(

−

ȧ(t)
a(t)

+ Ẋ(t)
a2(t)

[x − X(t)] + ȧ(t)
a3(t)

[x − X(t)]2
)

+

+ ∂(ρ vqu)
∂x

= 0 →

∫ ∂(ρ vqu)
∂x

∂x =

=
∫

ρ
(

ȧ(t)
a(t)

−

Ẋ(t)
a2(t)

[x − X(t)] − ȧ(t)
a3(t)

[x − X(t)]2
)

∂x →

ρ vqu =
∫

ρ
[

ȧ(t)
a(t)

−

[x − X(t)]
a2(t)

×

×

(

ȧ(t)
a(t)

[x − X(t)] + Ẋ(t)
) ]

∂x →

vqu = ρ− 1
∫

ρ
[

ȧ(t)
a(t)

−

[x − X(t)]
a2(t)

×

×

(

ȧ(t)
a(t)

[x − X(t)] + Ẋ(t)
) ]

∂x . (3.3.2.4)

Usando-se a expressão (3.3.2.2), poderemos escrever
que:

∂
∂x

[

ρ
(

ȧ(t)
a(t)

[x − X(t)] + Ẋ(t)
) ]

=
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= ρ ∂
∂x

(

ȧ(t)
a(t)

[x − X(t)] + Ẋ(t)
)

+

+
(

ȧ(t)
a(t)

[x − X(t)] + Ẋ(t)
)

∂ρ

∂x
=

= ρ
ȧ(t)
a(t)

+
(

ȧ(t)
a(t)

[x − X(t)] + Ẋ(t)
)

×

×

∂
∂x

(

[2 π a2(t)]− 1/2 e
−

[x − X(t)]2

2 a2(t)

)

=

= ρ
ȧ(t)
a(t)

+
(

ȧ(t)
a(t)

[x − X(t)] + Ẋ(t)
)

×

× [2 π a2(t)]− 1/2 e
−

[x − X(t)]2

2 a2(t) ∂
∂x

(

−

[x − X(t)]2

2 a2(t)

)

=

= ρ
ȧ(t)
a(t)

+
(

ȧ(t)
a(t)

[x − X(t)] + Ẋ(t)
)

ρ
(

−

2 [x − X(t)]
2 a2(t)

)

→

∂
∂x

[

ρ
(

ȧ(t)
a(t)

[x − X(t)] + Ẋ(t)
) ]

=

= ρ
[

ȧ(t)
a(t)
−

[x − X(t)]
a2(t)

(

ȧ(t)
a(t)

[x − X(t)] + Ẋ(t)
)]

. (3.3.2.5)

Considerando-se a expressão (3.3.2.4) e substituindo-
se nela a expressão (3.3.2.5), obteremos:

vqu = ρ− 1
∫

∂
∂x

[

ρ
(

ȧ(t)
a(t)

[x − X(t)] + Ẋ(t)
) ]

∂x →

vqu(x, t) = ȧ(t)
a(t)

[x − X(t)] + Ẋ(t) . (3.3.2.6)

É oportuno observar que a integração da expressão
acima permite determinar a trajetória quântica do sistema
f́ısico considerado. Desse modo, teremos [deveremos lembrar
que

∫

dz
z

= ℓn z, ℓn (x
y
) = ℓn x − ℓn y]:
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vqu(x, t) = dxqu(t)
dt

= ȧ(t)
a(t)

[x − X(t)] + Ẋ(t) →

d[xqu(t) − X(t)]
[xqu(t) − X(t)]

= da(t)
a(t)

→

∫ t
o
d[xqu(t′) − X(t′)]
[xqu(t′) − X(t′)]

=
∫ t
o
da(t′)
a(t′)

→

ℓn
(

[xqu(t) − X(t)]
[xqu(0) − X(0)]

)

= ℓn
(

a(t)
a(0)

)

→

xqu(t) = X(t) + a(t)
a(0)

[xqu(0) − X(0)] , (3.3.2.7)

que representa a trajetória quântica procurada.

Para obter a forma do pacote de onda de Schrö-

dinger-de Broglie-Bohm dada pela expressão (3.3.1.2), va-
mos expandir S(x, t), V (x, t) e Vqu(x, t) em torno de X(t)
até a segunda ordem de Taylor.[13] Desse modo, teremos:

S(x, t) = S[X(t), t] + S ′[X(t), t] [x − X(t)] +

+ S′′[X(t), t]
2

[x − X(t)]2 , (3.3.2.8)

V (x, t) = V [X(t), t] + V ′[X(t), t] [x − X(t)] +

+ V ′′[X(t), t]
2

[x − X(t)]2 , (3.3.2.9a)

Vqu(x, t) = Vqu[X(t), t] + V ′qu[X(t), t] [x − X(t)] +

+
V ′′

qu[X(t), t]

2
[x − X(t)]2 . (3.3.2.9b)

Derivando-se a expressão (3.3.2.9a) em relação a variá-
vel x, multiplicando-se o resultado por h̄

m
, usando-se as ex-

pressões (3.3.1.6) e (3.3.2.6), e considerando-se a condição so-
bre a identidade de polinômios, teremos:
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h̄
m

∂S(x, t)
∂x

= h̄
m

(

S ′[X(t), t] +

+ S ′′[X(t), t] [x − X(t)]
)

= vqu(x, t) =

= ȧ(t)
a(t)

[x − X(t)] + Ẋ(t) →

S ′[X(t), t] = m Ẋ(t)
h̄

, (3.3.2.10a)

S ′′[X(t), t] = m ȧ(t)
h̄ a(t)

. (3.3.2.10b)

Substituindo-se as expressões (3.3.2.10a-b) na expres-
são (3.3.2.9a), teremos :

S(x, t) = So(t) + m Ẋ(t)
h̄

[x − X(t)] +

+ m ȧ(t)
2 h̄ a(t)

[x − X(t)]2 , (3.3.2.11)

onde:

So(t) ≡ S[X(t), t] , (3.3.2.12)

é a ação quântica.

Derivando-se a expressão (3.3.2.11) em relação ao tempo
t, obteremos (lembrar que ∂x

∂t
= 0):

∂S
∂t

= Ṡo(t) + ∂
∂t

(

m Ẋ(t)
h̄

[x − X(t)]
)

+

+ ∂
∂t

(

m ȧ(t)
2 h̄ a(t)

[x − X(t)]2
)

=

= Ṡo(t) + m Ẍ(t)
h̄

[x − X(t)] − m Ẋ(t)2

h̄
+
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+ m
2 h̄

[ ä(t)
a(t)

−

ȧ2(t)
a2(t)

] [x − X(t)]2 −

−

m ȧ(t) Ẋ(t)
h̄ a(t)

[x − X(t)] . (3.3.2.13)

Agora, vamos escrever Vqu em potências de [x − X(t)].
Inicialmente, usando-se a expressão (3.3.2.1), calculemos as
seguintes derivadas:

∂φ

∂x
= ∂

∂x

(

[2 π a2(t)]− 1/4 e
−

[x − X(t)]2

4 a2(t)

)

=

= [2 π a2(t)]− 1/4 e
−

[x − X(t)]2

4 a2(t) ∂
∂x

(

−

[x − X(t)]2

4 a2(t)

)

=

= − [2 π a2(t)]− 1/4 e
−

[x − X(t)]2

4 a2(t)
[x − X(t)]

2 a2(t)
→

∂2φ

∂x2 = − [2 π a2(t)]− 1/4 e
−

[x − X(t)]2

4 a2(t) ∂
∂x

(

[x − X(t)]
2 a2(t)

)

−

− [2 π a2(t)]− 1/4 e
−

[x − X(t)]2

4 a2(t)
[x − X(t)]

2 a2(t)
∂
∂x

(

−

[x − X(t)]2

4 a2(t)

)

→

∂2φ

∂x2 = − [2 π a2(t)]− 1/4 e
−

[x − X(t)]2

4 a2(t) 1
2 a2(t)

+

+ [2 π a2(t)]− 1/4 e
−

[x − X(t)]2

4 a2(t)
[x − X(t)]2

4 a4(t)
→

1
φ

∂2φ

∂x2 = [x − X(t)]2

4 a4(t)
−

1
2 a2(t)

. (3.3.2.14)

Substituindo-se a expressão (3.3.2.14) na expressão
(3.3.1.7a), usando-se a expressão (3.3.2.9b), e considerando-se
a identidade de polinômios, resultará:
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Vqu(x, t) = −

h̄2

2 m

(

[x − X(t)]2

4 a4(t)
−

1
2 a2(t)

)

=

= Vqu[X(t), t] + V ′qu[X(t), t] [x − X(t)] +

+
V ′′

qu[X(t), t]

2
[x − X(t)]2 →

Vqu[X(t), t] = h̄2

4 m a2(t)
, (3.3.2.15)

V ′qu[X(t), t] = 0 , (3.3.2.16)

V ′′qu[X(t), t] = − h̄2

4 m a4(t)
. (3.3.2.17)

Considerando-se a expressão (3.3.1.4a) e inserindo-
se nela as expressões (3.3.1.6) e (3.3.2.6,8-9,13,15-17), obte-
remos:

h̄ ∂S
∂t

+ [1
2
m v2

qu + V + Vqu] =

= h̄
(

Ṡo(t) + m Ẍ(t)
h̄

[x − X(t)] − m Ẋ2(t)
h̄

+

+ m
2 h̄

[ ä(t)
a(t)

−

ȧ2(t)
a2(t)

] [x − X(t)]2 −

−

m ȧ(t) Ẋ(t)
h̄ a(t)

[x − X(t)]
)

+ 1
2
m

(

ȧ(t)
a(t)

[x − X(t)] + Ẋ(t)
)2

+

+ V [X(t), t] + V ′[X(t), t] [x − X(t)] +

+ V ′′[X(t), t]
2

[x −X(t)]2 + h̄2

4 m a2(t)
−

h̄2

8 m a4(t)
[x −X(t)]2 = 0.

Considerando-se que [x - X(t)]o = 1, podemos agrupar
a expressão acima em potências de [x - X(t)]. Desse modo,
teremos:
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(

h̄ Ṡo(t) − m Ẋ2(t) + 1
2
m Ẋ2(t) + V [X(t), t] +

+ h̄2

4 m a2(t)

)

[x − X(t)]o +
(

m Ẍ(t) − m ȧ(t) Ẋ(t)
a(t)

+

+ 1
2

2 m ȧ(t) Ẋ(t)
a(t)

+ V ′[X(t), t]
)

[x − X(t)] +

+
(

m
2

[ ä(t)
a(t)

−

ȧ2(t)
a2(t)

] + 1
2
m ȧ2(t)
a2(t)

+

+ V ′′[X(t), x]
2

−

h̄2

8 m a4(t)

)

[x − X(t)]2 = 0 .

Sendo a expressão acima um polinômio identicamente
nulo, então os coeficientes de suas potências serão todos nulos,
ou seja:

Ṡo(t) = 1
h̄

(

1
2
m Ẋ2(t) − V [X(t), t] −

−

h̄2

4 m a2(t)

)

, (3.3.2.18)

Ẍ(t) + 1
m
V ′[X(t), t] = 0 , (3.3.2.19)

ä(t) +
(

1
m
V ′′[X(t), t]

)

a(t) = h̄2

4 m2 a3(t)
. (3.3.2.20)

Considerando-se as seguintes condições iniciais:

X(0) = xo , Ẋ(0) = vo , (3.3.2.21a-b)

a(0) = ao , ȧ(0) = bo , (3.3.2.21c-d)

e [vide expressão (3.3.1.6)]:
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So(0) = m vo xo

h̄
, (3.3.2.22)

a integração da expressão (3.3.2.18) ficará:

So(t) = 1
h̄

∫ t
o dt

′
(

1
2
m Ẋ2(t′) − V [X(t′), t′] − h̄2

4 m a2(t′)

)

+

+ m vo xo

h̄
. (3.3.2.23)

Levando-se as expressões (3.3.2.10a-b) e (3.3.2.23) na
expressão (3.3.2.11), teremos:

S(x, t) = 1
h̄

∫ t
o dt

′
(

1
2
m Ẋ2(t′) − V [X(t′), t′] − h̄2

4 m a2(t′)

)

+

+ m vo xo

h̄
+ m Ẋ(t)

h̄
[x − X(t)] +

+ m ȧ(t)
2 h̄ a(t)

[x − X(t)]2 . (3.3.2.24)

A expressão (3.3.2.24) obtida acima nos permite, por
fim, obter o pacote de onda de Schrödinger-de Broglie-

Bohm. Com efeito, tomando-se a expressão (3.3.1.2) e levan-
do-se nela as expressões (3.3.2.1,24), virá:

Ψ(x, t) = [2 π a2(t)]− 1/4 e

[ (

i m ȧ(t)

2 h̄ a(t)
− 1

4 a2(t)

)

[x − X(t)]2
)

×

× e

[

i m Ẋ(t)

h̄
[x − X(t)] + i m vo xo

h̄

]

×

× e

[

i
h̄

∫ t

o
dt′

(

1

2
m Ẋ2(t′) − V [X(t′)] − h̄2

4 m a2(t′)

) ]

. (3.3.2.25)

É oportuno destacar que, por intermédio das expres-
sões (3.2.1.10a) e (3.3.2.25), é posśıvel obtermos o propa-

gador de Feynman para a expressão (3.3.1.1), conforme
veremos no Caṕıtulo 4. Assim, desse modo, poderemos escre-
ver que [vide expressão 4.2.2.13)]
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K(x, xo; t) = m
2 π h̄

∫ + ∞
− ∞ dvo

√

ao

a(t)
×

× e

[ (

i m ȧ(t)

2 h̄ a(t)
− 1

4 a2(t)

)

[x − X(t)]2 +
i m Ẋ(t)

h̄
[x − X(t)]

]

×

× e

[

i
h̄

∫ t

o
dt′

(

1

2
m Ẋ2(t′) − V [X(t′)] − h̄2

4 m a2(t′)

) ]

. (3.3.2.26)

Agora, de posse da expressão (3.3.2.25) que representa
o pacote de onda de Schrödinger-de Broglie-Bohm, es-
tudaremos sua evolução no caso da part́ıcula livre PL, e
compararemos com o estudo feito anteriormente no item 3.2.2.

3.3.3. Evolução do Pacote de Onda de Schrödinger-

de Broglie-Bohm da Part́ıcula Livre

Para a PL, tem-se V [X(t), t] = 0. Então, as ex-
pressões (3.3.2.19) e (3.3.2.20) ficarão:

Ẍ(t) = 0 , ä(t) = h̄2

4 m2 a3(t)
. (3.3.3.1-2)

Considerando-se as condições iniciais dadas pelas ex-
pressões (3.3.2.21a-d), integremos as expressões acima. A in-
tegração da expressão (3.3.3.1) é imediata, ou seja:

X(t) = xo + vo t . (3.3.3.3)

Para integrarmos a expressão (3.3.3.2), usaremos a
teoria dos invariantes de Ermakov-Lewis desenvolvida
no Caṕıtulo 2. Desse modo, teremos:

ä(t) = κ2

a3(t)
, κ = h̄

2 m
. (3.3.3.4a-b)

Fazendo-se:[14]

a(t) = r(θ) α(t) , dθ
dt

= 1
α2(t)

, (3.3.3.5a-b)



133

teremos:

ȧ(t) = r(θ) α̇(t) + α(t) d
dt
r(θ) =

= r α̇ + α dr
dθ

dθ
dt

= r α̇ + α r′ 1
α2 →

ȧ(t) = r(θ) α̇(t) + r′(θ)
α

, r′(θ) = dr(θ)
dθ

. (3.3.3.6a-b)

Derivando-se a expressão (3.3.3.6a) em relação ao tempo
t e considerando-se que [vide expressões (3.3.3.5b,6b)]:

dr(θ)
dt

= ṙ = dr(θ)
dθ

dθ
dt

= r′

α2 , (3.3.3.7a)

dr′

dt
= dr′

dθ
dθ
dt

= r′′

α2 . (3.3.3.7b)

resultará:

ä = r α̈ + α̇ ṙ +
α dr′

dt
− r′ α̇

α2 = r α̈ + α̇ r′

α2 + r′′

α3 − α̇ r′

α2 →

ä(t) = r(θ) α̈(t) + r′′(θ)
α3(t)

. (3.3.3.8)

Impondo-se a condição:

α̈(t) = 0 , (3.3.3.9)

e usando-se as expressões (3.3.3.4a-b), (3.3.3.5a) e (3.3.3.8),
virá:

κ2

a3(t)
= κ2

r3(θ) α3(t)
= r′′(θ)

α3(t)
→ r′′(θ) = κ2

r3(θ)
. (3.3.3.10)

Multiplicando-se as expressões (3.3.3.4a) e (3.3.3.9),
respectivamente, por α(t) e a(t), e subtraindo-se os resultados,
virá:
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α(t) ä(t) − α̈(t) a(t) = κ2 α(t)
a3(t)

→

d
dt

[α(t) ȧ(t) − α̇(t) a(t)] = κ2 α(t)
a3(t)

.

Multiplicando-se ambos os membros da expressão aci-
ma por [α(t) ȧ(t) − α̇(t) a(t)], obteremos:

[α(t) ȧ(t) − α̇(t) a(t)] d
dt

[α(t) ȧ(t) − α̇(t) a(t)] =

= κ2 α(t)
a(t)

[α(t) ȧ(t) − α̇(t) a(t)]
a2(t)

→

d
dt

(

1
2

[α(t) ȧ(t) − α̇(t) a(t)]
)2

=

= − κ2 α(t)
a(t)

d
dt

[α(t)
a(t)

] = −

κ2

2
d
dt

[α(t)
a(t)

]2 →

1
2

d
dt

(

[α(t) ȧ(t) − α̇(t) a(t)]2 + κ2 [α(t)
a(t)

]2
)

= 0 →

I1 = [α(t) ȧ(t) − α̇(t) a(t)]2 + κ2 [α(t)
a(t)

]2 , (3.3.3.11)

onde essa constante de integração I1 representa o primeiro

invariante de Ermakov-Lewis.

Tomando-se a expressão (3.3.3.11), multiplicando-se e
dividindo-se o primeiro termo dela por α4(t), e usando-se as
expressões (3.3.3.5a-b,7a), teremos:

I1 = α4(t)
α4(t)

[α(t) ȧ(t) − α̇(t) a(t)]2 + κ2 [α(t)
a(t)

]2 =

=
(

α2(t) [α(t) ȧ(t)−α̇(t) a(t)]
α2(t)

)2
+ κ2 [α(t)

a(t)
]2 =

=
(

α2(t) d
dt

[ a(t)
α(t)

]
)2

+ κ2 [α(t)
a(t)

]2 =
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=
[

α2(t) dr(θ)
α2(t) dθ

]2
+ κ2

r2(θ)
=

[

dr(θ)
dθ

]2
+ κ2

r2(θ)
→

I1 = [r′(θ)]2 + κ2

r2(θ)
. (3.3.3.12)

Definindo-se:[14]

r2(θ) = ω(θ) , (3.3.3.13)

teremos:

dω(θ)
dθ

= ω′(θ) = 2 r(θ) dr(θ)
dθ

= 2 r(θ) r′(θ) →

r′(θ) = ω′(θ)

2
√

ω(θ)
. (3.3.3.14)

Substituindo-se a expressão (3.3.3.14) na expressão
(3.3.3.12), e usando-se a expressão (3.3.3.13), resultará:

I1 = ω′2(θ)
4 ω(θ)

+ κ2

ω(θ)
→

ω′2(θ)
4

+ κ2 = I1 ω(θ) →

1
2
dω(θ)
dθ

=
√

I1 ω(θ) − κ2
→

1
2

dω(θ)
√

I1 ω(θ) − κ2
= dθ →

1
2 I1

[I1 ω(θ) − κ2]− 1/2 d[I1 ω(θ) − κ2] = dθ .

Integrando-se a expressão acima, virá:

θ + I2 = 1
I1

√

I1 ω(θ) − κ2 , (3.3.3.15)
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onde a constante de integração I2 representa o segundo in-

variante de Ermakov-Lewis.

Quadrando-se a expressão (3.3.3.15) e usando-se as
expressões (3.3.3.5a,13), obteremos:

(θ + I2)
2 = I1 ω(θ) − κ2

I2
1

→ ω(θ) =
I2
1

(θ + I2)2 + κ2

I1
→

r2(θ) = κ2

I1
+ I1 I

2
2 + I1 θ

2 + 2 I1 I2 θ →

a2(t)
α2(t)

= κ2

I1
+ I1 I

2
2 + I1 θ

2 + 2 I1 I2 θ . (3.3.3.16)

Considerando-se que [vide expressão (3.3.3.5b)]:

θ =
∫ t dt′

α2(t′)
, (3.3.3.17)

e considerando-se, também, a expressão (3.3.3.4b), a expres-
são (3.3.3.16) ficará:

a2(t) =
(

h̄2

4 m2 I1
+ I1 I

2
2

)

α2
1(t) + I1 α

2
2(t) +

+ 2 I1 I2 α1(t) α2(t) , (3.3.3.18a)

onde:

α1(t) ≡ α(t) , α2(t) ≡ α(t)
∫ t dt′

α2(t′)
. (3.3.3.18b-c)

Admitindo-se uma solução particular (constante) da
equação representada pela expressão (3.3.3.9), ou seja:

α1(t) = 1 → α2(t) = t , (3.3.3.19a-b)

a expressão (3.3.3.18a) tomará o seguinte aspecto:
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a2(t) = a2
o

(

1 + 2 I1 I2
a2

o
t + I1

a2
o
t2

)

=

= a2
o (1 + B t + C t2) = a2

o η(t) , (3.3.3.20a-c)

com:

a2
o = h̄2

4 m2 I1
+ I1 I

2
2 , (3.3.3.20d)

B = 2 I1 I2
a2

o
, C = I1

a2
o

, (3.3.3.20e-f)

η(t) = 1 + B t + C t2 , (3.3.3.20g)

onde a constante B está relacionada com as condições ini-
ciais da largura do pacote a(t). Com efeito, derivando-se a
expressão (3.3.3.20b) e usando-se as expressões (3.3.2.21c-d),
virá:

2 a(t) ȧ(t) = a2
o (B + 2 C t) → ȧ(t) = a2

o

a(t)
(B

2
+ C t) →

ȧ(0) = bo = ao
B
2
→

B = 2 bo
ao

= 2 ȧ(0)
a(0)

. (3.3.3.21a-b)

De posse das expressões (3.3.3.20a-g), poderemos obter
o propagador de Feynman da part́ıcula livre. Para
isso, basta inserir as expressões referidas acima na expressão
(3.3.2.26). Desse modo, conforme veremos no Caṕıtulo 4,
poderemos escrever que [vide expressões (4.3.1.2b,21)]:

K(x, xo; t) =
√

m
2 π i h̄ t

exp [ i m
2 h̄ t

(x − xo)
2] ×

× [η(t)]1/4 ×
[

(1 + B t
2

)2 + ( h̄ t
2 m a2

o
)2

]− 1/4
×
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× exp

[

i
2

(

arctg [ h̄ t/(2 m a2
o)

1 + B t/2
] −

−

h̄

m a2
o

√
4 C − B2

arctg (
√

4 C − B2 t
2 + B t

)
)

]

. (3.3.3.22)

Contudo, para que a expressão (3.3.3.22) apresente a
forma da expressão (3.2.2.14), é necessário que seja satisfeita
a seguinte condição de acoplamento:[15]

C = (B
2
)2 + ( h̄

2 m a2
o
)2 = (B

2
)2 + 1

τ2 , (3.3.3.23a-b)

onde fizemos uso da expressão (3.2.2.23a). Em termos dos
invariantes de Ermakov-Lewis I1 e I2 [vide expressões
(3.3.3.20e-f)], a expressão (3.3.3.23b) será escrita na forma:

I1
a2

o
=

I2
1
I2
2

a4
o

+ 1
τ2 →

I1 τ2 − a2
o

a2
o τ2 =

I2
1
I2
2

a4
o

→

I2 = ao

I1 τ

√

I1 τ 2
− a2

o . (3.3.3.24)

Determinemos, agora, a forma final de a2(t) dada pela
expressão (3.3.3.20b). Considerando-se a expressão (3.3.3.23b)
(observar que B e C são constantes), por condições de dimen-
sionalidade, deveremos ter:

B
2

= bo
ao

= ζ

τ
. (3.3.3.25a-b)

Portanto, usando-se as expressões (3.3.3.23b,25b), virá:

C = ( ζ
τ
)2 + 1

τ2 → C = 1 + ζ2

τ2 . (3.3.3.26)

Portanto, levando-se as expressões (3.3.3.25b-26) na
expressão (3.3.3.20b), resultará:
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a2
acoplado(t) = a2

o [ 1 + 2 ζ

τ
t + (1 + ζ2)

τ2 t2 ] . (3.3.3.27)

Comparando-se as expressões (3.2.2.23b) e (3.3.3.27),
verifica-se que a primeira é um caso particular da segunda
quando, nesta, se faz ζ = 0 → bo = 0. No entanto,
embora os propagadores de Feynman sejam os mesmos nas
duas situações,[15] isso não ocorre com os pacotes de onda,
conforme se pode ver na figura indicada abaixo.[15]

Examinando-se a figura acima, observa-se que o pa-

cote de onda da part́ıcula livre de Schrödinger, cal-
culado pela Mecânica Quântica de Schrödinger, espraia mais
lentamente do que quando ela é calculada pela Mecânica Quân-
tica de de Broglie-Bohm.
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NOTAS E REFERÊNCIAS

1. A câmara de névoa foi inventada pelo f́ısico escocês Charles
Thomson Rees Wilson (1869-1959; PNF, 1927), em 1911, e
baseia-se no fato de que um vapor super-resfriado se con-
densa em got́ıculas de ĺıquido em torno de qualquer ı́on
(part́ıcula carregada positivamente ou negativamente) pre-
sente em seu interior.

2. Quando F̂ e Ĝ representam, respectivamente, o momento
linear (px) e a posição (x) de uma part́ıcula, a expressão
(3.1.0.4) toma o seguinte aspecto:

< (∆px) > < (∆x) > ≥

1
2 h̄ . (3.1.0.6)

3. Dado um operador F̂ o seu valor médio é calculado pela
seguinte expressão:

< F̂ > =
∫

V∞ Ψ∗(~r, t) F̂ Ψ(~r, t) d3~r . (3.1.0.7)

4. Veja-se, por exemplo, um dos seguintes textos, nos quais,
inclusive, podem ser encontradas as referências dos trabalhos
referidos na Introdução:

. POWELL, J. L. and CRASEMAN, B. 1961. Quantum

Mechanics. Addison Wesley Publishing Company, Incor-
poration.

. HARRIS, L. and LOEB, A. L. 1963. Introduction to

Wave Mechanics, McGraw-Hill Book Company, Inc. and
Kogakusha Comapny, Ltd.

. DAVYDOV, A. S. 1965. Quantum Mechanics. Perga-
mon Press.

. DICKE, R. H. and WITTKE, J. P. 1966. Introduction to

Quantum Mechanics. Addison Wesley Publishing Com-
pany, Incorporation.

. NEWING, R. A. and CUNNINGHAM, J. 1967. Quantum

Mechanics, Oliver and Boyd Ltd.
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. SCHIFT, L. I. 1970. Quantum Mechanics. McGraw-Hill
Book Company, Incorporation.

. MERZBACHER, E. 1976. Quantum Mechanics. John
Wiley and Sons, Incorporation.

. MOURA, O. 1984. Mecânica Quântica. EDUFPA.

. SHANKAR, R. 1994. Principles of Quantum Mecha-

nics, Plenum Press.

5. Veja-se um dos textos citados na Nota (4).

6. BUTKOV, E. 1973. Mathematical Physics, Addison-
Wesley Publishing Company.

7. Veja-se um dos textos citados na Nota (4).

8. FEYNMAN, R. P. and HIBBS, A. R. 1965. Quantum Me-

chanics and Path Integrals, McGraw-Hill Book Com-
pany.

9. Veja-se um dos textos citados na Nota (4). É oportuno re-
gistrar que, em 1979 (American Journal of Physics 47, 264),
M. V. Berry e N. L. Balazs consideraram um pacote de in-
certeza mı́nimo do tipo airyano.

10. Veja-se um dos textos citados na Nota (4).

11. NEWING and CUNNINGHAM, op. cit.

12. Para o caso de pacotes de onda airyanos dispersivos e ace-
lerados, veja-se: NASSAR, A. B., BASSALO, J. M. F. and
ALENCAR, P. T. S. 1995. American Journal of Physics 63,
849.

13. NASSAR, A. B., BASSALO, J. M. F., ALENCAR, P. T.
S., CANCELA, L. S. G. and CATTANI, M. 1997. Physical

Review E 56, 1230.

14. NASSAR, A. B. 1990. Physics Letters A 146, 89; —– 1999a.
Wave Function versus Propagator. (DFUFPA, mimeo);
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SOUZA, J. F. de 1999. Aproximação de de Broglie-

Bohm para Osciladores Harmônicos Dependentes do

Tempo. Tese de Mestrado, DFUFPA.

15. LOPES, J. L. M. 1999. Acoplamento de Invariantes na

Part́ıcula Livre Via Formulação Quanto-Hidrodinâmica

de de Broglie-Bohm. Tese de Mestrado, DFUFPA.



CAPÍTULO 4

MECÂNICA QUÂNTICA DE DE BROGLIE-BOHM

E OS PROPAGADORES DE FEYNMAN

4.1. Introdução

Em 1948,[1] o f́ısico norte-americano Richard Philips
Feynman (1918-1988; PNF, 1965) formulou um prinćıpio de

mı́nima ação quântica, com o seguinte enunciado:

A amplitude de transição entre os estados | a > e

| b > de um sistema quanto-mecânico é a soma das

contribuições elementares, uma para cada trajetória

passando em | a > no tempo ta e em | b > no tempo

tb. Cada uma dessas contribuições tem o mesmo

módulo, mas a sua fase é a ação cássica Scℓ para cada

caminho.

Esse prinćıpio é traduzido pelo conhecido propagador

de Feynman:

K(b, a) =
∫ b

a e
i
h̄

Scℓ(b, a) D x(t) , (4.1.0.1)

com:

Scℓ(b, a) =
∫ tb

ta
L (x, ẋ, t) dt , (4.1.0.2)

onde L(x, ẋ, t) é o lagrangeano e D x(t) é a medida de

Feynman. Esta indica que devemos realizar a integral sobre
todos os caminhos conectando os estados | a > e | b >.

Observe-se que a integral que define K(b, a) é a cha-
mada integral de caminho (“path integral”) ou integral de
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Feynman e que a função de onda de Schrödinger Ψ(x, t)
de qualquer sistema f́ısico é determinada por intermédio da
expressão:[2]

Ψ(x, t) =
∫+ ∞
− ∞ K(x, xo, t, to) Ψ(xo, to) dxo , (4.1.0.3)

com a condição de causalidade quântica:

lim
t, to → 0

K(x, xo, t, to) = δ(x − xo) . (4.1.0.4)

4.2. Propagador de Feynman-de Broglie-Bohm

Neste item, deduziremos o propagador de Feyn-

man por intermédio da Mecânica Quântica de de Broglie-
Bohm (MQBB) e da Teoria dos Invariantes de Ermakov-
Lewis estudados, respectivamente, nos Caṕıtulos 1 e 2.

4.2.1. Mecânica Quântica de de Broglie-Bohm

Consideremos a equação de Schrödinger (em uma
dimensão):

i h̄
∂Ψ(x, t)

∂t
= −

h̄2

2 m

∂2 Ψ(x, t)
∂x2 +

+ V (x, t) Ψ(x, t) . (4.2.1.1)

e a função de onda Ψ(x, t) na forma polar ou transformação

de Madelung-Bohm [vide expressão (1.2.1.2)]:

Ψ(x, t) = φ(x, t) ei S(x, t). (4.2.1.2)

Usando-se a expressão (4.2.1.2) na expressão (4.2.1.1),
demonstramos no Caṕıtulo 1 as seguintes expressões [vide ex-
pressões (1.2.1.10,12b,13)]:

∂ρ

∂t
+ ∂(ρ vqu)

∂x
= 0 , (4.2.1.3)



143

h̄ ∂S
∂t

+ (1
2

m v2
qu + V + Vqu) = 0 , (4.2.1.4a)

∂vqu

∂t
+ vqu

∂vqu

∂x
+ 1

m
∂
∂x

(V + Vqu) = 0 , (4.2.1.4b)

onde [vide expressões (1.2.1.7,8,11a-b):

ρ(x, t) = Ψ∗(x, t) Ψ(x, t) =

= | Ψ(x, t) |2 = φ2(x, t) , (4.2.1.5)

vqu(x, t) = h̄
m

∂S(x, t)
∂x

, (4.2.1.6)

Vqu(x, t) = − ( h̄2

2 m
) 1

φ

∂2φ

∂x2 =

= −

h̄2

2 m
1
√

ρ

∂2
√

ρ

∂x2 . (4.2.1.7a-b)

4.2.2. Cálculo do Propagador de Feynman-de Broglie-

Bohm

No Caṕıtulo 3, vimos que a função de onda Ψ(x, t)
dada pela expressão (4.1.0.3) recebeu o nome de pacote de

onda de Schrödinger-de Broglie-Bohm, e ela apresenta
o seguinte aspecto [vide expressão (3.3.2.25)]:

Ψ(x, t) = [2 π a2(t)]− 1/4
×

× exp
[ (

i m ȧ(t)
2 h̄ a(t)

−

1
4 a2(t)

)

[x − X(t)]2
]

×

× exp
[

i m Ẋ(t)
h̄

[x − X(t)] + i m vo xo

h̄

]

×

× exp
[

i
h̄

∫ t
o dt′

(

1
2

m Ẋ2(t′) − V [X(t′)] −
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−

h̄2

4 m a2(t′)

) ]

, (4.2.2.1)

onde [vide expressões (3.3.2.19-20)]:

Ẍ(t) + 1
m

V ′[X(t), t] = 0 , (4.2.2.2)

ä(t) +
(

1
m

V ′′[X(t), t]
)

a(t) = h̄2

4 m2 a3(t)
, (4.2.2.3)

com as seguintes condições iniciais satisfeitas [vide expressões
(3.3.2.21a-d)]:

X(0) = xo , Ẋ(0) = vo , (4.2.2.4a-b)

a(0) = ao , ȧ(0) = bo . (4.2.2.4c-d)

Lembrar que, nas expressões vistas acima, X(t) re-
presenta o caminho clássico seguido pela part́ıcula.

Portanto, de posse do pacote de onda de de Bro-

glie-Bohm, representado pela expressão (4.2.2.1), o propa-

gador de Feynman-de Broglie-Bohm será obtido por in-
termédio da expressão (4.1.0.3), na qual tomaremos, sem per-
da de generalidades, to = 0. Assim:

Ψ(x, t) =
∫+ ∞
− ∞ K(x, xo, t) Ψ(xo, 0) dxo . (4.2.2.5)

Inicialmente, vamos definir a quantidade normalizada:

Φ(vo, x, t) = (2 π a2
o)

1/4 Ψ(vo, x, t) , (4.2.2.6)

que satisfaz a seguinte relação de completeza:[3]

∫+ ∞
− ∞ dvo Φ∗(vo, x, t) Φ(vo, x′, t) =
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= (2 π h̄
m

) δ(x − x′) . (4.2.2.7)

Considerando-se as expressões (4.2.1.5) e (4.2.2.6), te-
remos:

Φ∗(vo, x, t) Ψ(vo, x, t) =

= (2 π a2
o)

1/4 Ψ∗(vo, x, t) Ψ(vo, x, t) =

= (2 π a2
o)

1/4 ρ(vo, x, t) → ρ(vo, x, t) =

= (2 π a2
o)
− 1/4 Φ∗(vo, x, t) Ψ(vo, x, t) . (4.2.2.8)

Levando-se a expressão (4.2.2.8) na expressão (4.2.1.3),
integrando-se o resultado e usando-se a expressão (4.2.2.6),
virá [lembrar que Ψ∗ Ψ(± ∞) → 0]:

∂(Φ∗ Ψ)
∂t

+ ∂(Φ∗ Ψ vqu)
∂x

= 0 →

∂
∂t

∫+ ∞
− ∞ dx Φ∗ Ψ +

∫+ ∞
− ∞

∂(Φ∗ Ψ vqu)
∂x

dx = 0 →

∂
∂t

∫+ ∞
− ∞ dx Φ∗ Ψ + (Φ∗ Ψ vqu)|

+ ∞

− ∞ =

∂
∂t

∫+ ∞
− ∞ dx Φ∗ Ψ + (2 π a2

o)
1/4 (Ψ∗ Ψ vqu)|

+ ∞

− ∞ = 0 →

∂
∂t

∫+ ∞
− ∞ dx Φ∗ Ψ = 0 . (4.2.2.9)

A expressão (4.2.2.9) indica que a integral indicada
nessa expressão não depende do tempo t. Portanto:

∫+ ∞
− ∞ dx′ Φ∗(vo, x′, t) Ψ(x′, t) =
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=
∫+ ∞
− ∞ dxo Φ∗(vo, xo, 0) Ψ(xo, 0) . (4.2.2.10)

Multiplicando-se a expressão (4.2.2.10) por Φ(vo, x, t),
integrando-se em relação a vo, e usando-se a expressão (4.2.2.7),
resultará [lembrar que

∫+ ∞
− ∞ dx′ f(x′) δ(x′ − x) = f(x)]:

∫+ ∞
− ∞

∫+ ∞
− ∞ dvo dx′ Φ(vo, x, t) Φ∗(vo, x′, t) Ψ(x′, t) =

=
∫+ ∞
− ∞

∫+ ∞
− ∞ dvo dxo Φ(vo, x, t) Φ∗(vo, xo, 0) Ψ(xo, 0) →

∫+ ∞
− ∞ dx′ (2 π h̄

m
) δ(x′ − x) Ψ(x′, t) = (2 π h̄

m
) Ψ(x, t) =

=
∫+ ∞
− ∞

∫+ ∞
− ∞ dvo dxo Φ(vo, x, t) Φ∗(vo, xo, 0) Ψ(xo, 0) →

Ψ(x, t) =
∫+ ∞
− ∞

[

( m
2 π h̄

)
∫+ ∞
− ∞ dvo Φ(vo, x, t) ×

× Φ∗(vo, xo, 0)
]

Ψ(xo, 0) dxo . (4.2.2.11)

Comparando-se as expressões (4.2.2.5) e (4.2.2.11),
teremos:

K(x, xo, t) =

= m
2 π h̄

∫+ ∞
− ∞ dvo Φ(vo, x, t) Φ∗(vo, xo, 0) . (4.2.2.12)

Levando-se as expressões (4.2.2.1) e (4.2.2.6) na ex-
pressão (4.2.2.12), teremos o propagador de Feynman-de

Broglie-Bohm que estamos procurando, ou seja [lembrar
que Φ∗(vo, xo, 0) = exp ( i m vo xo

h̄
)]:

K(x, xo, t) = m
2 π h̄

∫+ ∞
− ∞ dvo

√

ao

a(t)
×
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× exp
[ (

i m ȧ(t)
2 h̄ a(t)

−

1
4 a2(t)

)

[x − X(t)]2 +

+ i m Ẋ(t)
h̄

[x − X(t)]
]

× exp
[

i
h̄

∫ t
o dt′

(

1
2

m Ẋ2(t′) −

− V [X(t′)] − h̄2

4 m a2(t′)

) ]

, (4.2.2.13)

onde X(t) e a(t) são soluções das equações diferenciais repre-
sentadas pelas expressões (4.2.2.2-3).[4]

4.3. Algumas Aplicações do Propagador de

Feynman-de Broglie-Bohm

4.3.1. Propagador de Feynman-de Broglie-Bohm da

Part́ıcula Livre - PL

Para o caso da PL, V [X(t), t] = 0, e portanto, de
acordo com as expressões (4.2.2.2-4a-b), teremos:

Ẍ(t) = 0 → X(t) = xo + vo t , (4.3.1.1a)

Ẋ(t) = vo , ä(t) = h̄2

4 m2 a3(t)
. (4.3.1.1b-c)

Conforme vimos no Caṕıtulo 3, usando-se a teoria

dos invariantes de Ermakov-Lewis, a solução da expressão
(4.3.1.1c) é dada por [vide expressões (3.3.3.20a-g,21a-b) e
(4.2.2.4c-d)]:

a2(t) = a2
o η(t) , (4.3.1.2a)

η(t) = 1 + B t + C t2 , (4.3.1.2b)

ȧ(t) = a2
o

a(t)
(B

2
+ C t) , (4.3.1.2c)
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a2
o = h̄2

4 m2 I1
+ I1 I2

2 , (4.3.1.2d)

B = 2 I1 I2
a2

o
= 2 bo

ao
= 2 ȧ(0)

a(0)
, (4.3.1.2e-g)

C = I1
a2

o
= I1

a(0)2
, (4.3.1.2h-i)

onde I1 e I2 são os invariantes de Ermakov-Lewis.

Considerando-se as expressões (4.3.1.2a,c), virá:

ȧ(t)
a(t)

= B/2 + C t

η(t)
, (4.3.1.3a)

√

ao

a(t)
=

√

ao

ao

√

η(t)
= [η(t)]− 1/4 . (4.3.1.3b-c)

Por outro lado, tomando-se a expressão (4.3.1.1a), te-
remos:

x − X(t) = (x − xo − vo t) , (4.3.1.4a)

[x − X(t)]2 = (x − xo − vo t)2 =

= (x − xo)
2
− 2 (x − xo) vo t + v2

o t2 . (4.3.1.4b)

Desse modo, tomando-se a expressão (4.2.2.13) e inse-
rindo-se nela as expressões (4.3.1.1b,2a,3a,c,4a-b), o propa-

gador de Feynman-de Broglie-Bohm da part́ıcula livre

tomará a seguinte forma:

K(x, xo, t) = m
2 π h̄

∫+ ∞
− ∞ dvo [η(t)]− 1/4

×

× exp
( [

im
2h̄

[B/2 + Ct

η(t)
] − 1

4a2
oη(t)

] [

(x − xo)
2
−
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− 2(x − xo)vot + v2
ot

2
] )

× exp
(

i m vo

h̄
[(x − xo) − vo t]

)

×

× exp
(

i
h̄

∫ t
o dt′ [1

2
m v2

o −
h̄2

4 m a2
o η(t′)

]
)

. (4.3.1.5)

Considerando-se que a integral indicada na expressão
(4.3.1.5) é realizada no espaço dos vo, vamos preparar o seu
integrando envolvendo potências dessa variável de integração
para que possamos utilizar a seguinte expressão:[5]

∫+ ∞
− ∞ dvo e(− D v2

o + E vo) =
√

π
D

e
E2

4 D . (4.3.1.6)

Para determinarmos os valores de D e E da expressão
(4.3.1.6), vamos trabalhar com as exponenciais indicadas na
expressão (4.3.1.5). Desse modo, teremos:

K(x, xo, t) = m
2 π h̄

∫+ ∞
− ∞ dvo [η(t)]− 1/4

×

× EXP1 × EXP2 × EXP3 , (4.3.1.7)

com:

EXP1 = exp
(

[ i m
2 h̄

(B/2 + C t

η(t)
) − 1

4 a2
o η(t)

] ×

× [ (x − xo)
2
− 2 (x − xo) vo t + v2

o t2 ]
)

=

= exp
(

[ i m B
4 h̄ η(t)

+ i m C t
2 h̄ η(t)

−

1
4 a2

o η(t)
] ×

× [(x − xo)
2
− 2 (x − xo) vo t + v2

o t2]
)

→

EXP1 = exp
(

[ i m B
4 h̄ η(t)

+ i m C t
2 h̄ η(t)

−

1
4 a2

o η(t)
] (x − xo)

2
)

v0
o ×
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× exp
(

− [ i m B
4 h̄ η(t)

+ i m C t
2 h̄ η(t)

−

1
4 a2

o η(t)
] 2 (x − xo) t

)

v1
o ×

× exp
(

[ i m B
4 h̄ η(t)

+ i m C t
2 h̄ η(t)

−

1
4 a2

o η(t)
] t2

)

v2
o , (4.3.1.8)

EXP2 = exp
(

i m v1
o

h̄
[(x − xo) − v1

o t]
)

→

EXP2 = exp
(

i m
h̄

[x − xo]
)

v1
o ×

× exp
(

−

i m t
h̄

)

v2
o , (4.3.1.9)

EXP3 = exp
(

i
h̄

∫ t
o dt′ [1

2
m v2

o −
h̄2

4 m a2
o η(t′)

]
)

=

= exp
(

i m t
2 h̄

)

v2
o × exp

(

−

i h̄
4 m a2

o

∫ t
o

dt′

η(t′)

)

. (4.3.1.10)

Usando-se a expressão (4.3.1.2b), a integral indicada
acima será escrita na forma:

∫ t
o

dt′

η(t′)
=

∫ t
o

dt′

(1 + B t′ + C t′2)
. (4.3.1.11)

Considerando-se que:[5]

∫

du
1 + B u + C u2 =

= 2√
4 C − B2

artg ( 2 C u + B√
4 C − B2

) , (4.3.1.12a)

(
√

4 C − B2 > 0) (4.3.1.12b)

arctg α − artg β = arctg ( α − β

1 + α β
) , (4.3.1.12c)

a expressão (4.3.1.11) ficará:
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∫ t
o

dt′

(1 + B t′ + C t′2)
=

= 2√
4 C − B2

[

artg ( 2 C t + B√
4 C − B2

) − artg ( B√
4 C − B2

)
]

=

= 2√
4 C − B2

arctg
(

2 C t/
√

4 C − B2

1 + (2 B C t + B2)/(4 C − B2)

)

→

∫ t
o

dt′

(1 + B t′ + C t′2)
=

= 2√
4 C − B2

arctg ( t
√

4 C − B2

2 + B t
) . (4.3.1.13)

Considerando-se a expressão (4.3.1.10) e levando-se
nela a expressão (4.3.1.13), obteremos:

EXP3 = exp
(

−

i h̄
2 m a2

o

1√
4 C − B2

arctg ( t
√

4 C − B2

2 + B t
)
)

v0
o ×

× exp
(

i m t
2 h̄

)

v2
o . (4.3.1.14)

A fim de que possamos usar a expressão (4.3.1.6), va-
mos agrupar as potências de vo nos argumentos das EXP1−3
[vide expressões (4.3.1.2b,8-9,14). Desse modo, teremos:[6]

v0
o

(

[ i m B
4 h̄ η(t)

+ i m C t
2 h̄ η(t)

−

1
4 a2

o η(t)
] (x − xo)

2
−

−

i h̄

2 m a2
o

√
4 C − B2

arctg [ t
√

4 C − B2

2 + B t
]
)

→

v0
o

(

i m (x − xo)2

2 h̄ t η(t)
( i h̄ t

2 m a2
o

+ B t
2

+ C t2) −

−

i h̄

2 m a2
o

√
4C− B2

arctg [ t
√

4 C − B2

2 + Bt
]
)

, (4.3.1.15)
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v1
o

(

− [ i m B
4 h̄ η(t)

+ i m C t
2 h̄ η(t)

−

1
4 a2

o η(t)
] ×

× 2 (x − xo) t + i m
h̄

(x − xo)
)

=

= v1
o

(

i m
h̄ η(t)

[− B t
2
− C t2 − i h̄ t

2 m a2
o

+ η(t)] (x − xo)
)

=

= v1
o

(

i m
h̄ η(t)

[− B t
2
− C t2 − i h̄ t

2 m a2
o

+

+ 1 + B t + C t2] (x − xo)
)

→

v1
o

(

i m
h̄ η(t)

(x − xo) F (t)
)

, (4.3.1.16a)

F (t) = (1 + B t
2
−

i h̄ t
2 m a2

o
) , (4.3.1.16b)

v2
o

(

[ i m B
4 h̄ η(t)

+ i m C t
2 h̄ η(t)

−

1
4 a2

o η(t)
] t2 − i m t

h̄
+ i m t

2 h̄

)

=

= v2
o

(

i m t
2 h̄ η(t)

[B t
2

+ C t2 + i h̄ t
2 m a2

o
− η(t)]

)

=

= v2
o

(

i m t
2 h̄ η(t)

[B t
2

+ C t2 + i h̄ t
2 m a2

o
−

− 1 − B t − C t2]
)

→

− v2
o

(

i m t
2 h̄ η(t)

F (t)
)

. (4.3.1.17)

Levando-se as expressões (4.3.1.15,16a-b,17) na ex-
pressão (4.3.1.7), e usando-se as expressões (4.3.1.2b,6,16b),
virá:

K(x, xo, t) = m
2 π h̄

[η(t)]− 1/4
×
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× exp
[

i m (x − xo)2

2 h̄ t η(t)
( i h̄ t

2 m a2
o

+ B t
2

+ C t2) −

−

i h̄

2 m a2
o

√
4 C − B2

arctg ( t
√

4 C − B2

2 + Bt
)
]

×

×

∫+ ∞
− ∞ dvo e

− v2
o

i m t F (t)

2 h̄ η(t)
+ vo

i m (x − xo) F (t)

h̄ η(t)
→

K(x, xo, t) = m
2 π h̄

[η(t)]− 1/4
×

× exp
[

i m (x − xo)2

2 h̄ t η(t)
( i h̄ t

2 m a2
o

+ B t
2

+ C t2) −

−

i h̄

2 m a2
o

√
4 C − B2

arctg ( t
√

4 C − B2

2 + Bt
)
]

×

×

√

π
i m t F (t)/[2 h̄ η(t)]

exp
[

i m
2 h̄ t η(t)

(x − xo)
2 F (t)

]

=

=
√

m
2 π i h̄ t

× [η(t)]1/4
×

√

1
F (t)

×

× exp
[

−

i h̄

2 m a2
o

√
4 C − B2

arctg ( t
√

4 C − B2

2 + Bt
)
]

×

× exp
(

i m (x − xo)2

2 h̄ t η(t)
[F (t) + i h̄ t

2 m a2
o

+ B t
2

+ C t2]
)

=

=
√

m
2 π i h̄ t

× [η(t)]1/4
×

√

1
1 + B t

2
− i h̄ t

2 m a2
o

×

× exp
[

−

i h̄

2 m a2
o

√
4 C − B2

arctg ( t
√

4 C − B2

2 + Bt
)
]

×

× exp
[

i m (x − xo)2

2 h̄ t η(t)
(1 + B t

2
−

i h̄ t
2 m a2

o
+ i h̄ t

2 m a2
o

+ B t
2

+

+ C t2)
]

=
√

m
2 π i h̄ t

× [η(t)]1/4
×

√

1
1 + B t

2
− i h̄ t

2 m a2
o

×
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× exp
[

−

i h̄

2 m a2
o

√
4 C − B2

arctg ( t
√

4 C − B2

2 + Bt
)
]

×

× exp
[

i m (x − xo)2

2 h̄ t η(t)
η(t)

]

→

K(x, xo, t) =
√

m
2 π i h̄ t

× exp [ i m
2 h̄ t

(x − xo)
2 ] ×

× exp
[

−

i h̄

2 m a2
o

√
4 C − B2

arctg ( t
√

4 C − B2

2 + B t
)
]

×

× [η(t)]1/4
×

√

1
1 + B t

2
− i h̄ t

2 m a2
o

. (4.3.1.18)

Considerando-se que:

a − i b = (a2 + b2)1/2
×

× exp
(

− i [arctg ( b
a
)]
)

, (4.3.1.19)

teremos:

(1 + B t
2
−

i h̄ t
2 m a2

o
)− 1/2 = [(1 + B t

2
)2 + ( h̄ t

2 m a2
o
)2]− 1/4

×

× exp
(

i
2

arctg [ h̄ t/(2 m a2
o)

1 + B t/2
]
)

. (4.3.1.20)

Levando-se a expressão (4.3.1.20) na expressão (4.3.1.19)
e usando-se a expressão (4.3.1.2b), resultará:

K(x, xo, t) =
√

m
2 π i h̄ t

× exp [ i m
2 h̄ t

(x − xo)
2] ×

× (1 + B t + C t2)1/4
× [(1 + B t

2
)2 + ( h̄ t

2 m a2
o
)2]− 1/4

×

× exp
[

i
2

(

arctg [ h̄ t/(2 m a2
o)

1 + B t/2
] −
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−

h̄

m a2
o

√
4 C − B2

arctg [ t
√

4 C − B2

2 + B t
]
) ]

. (4.3.1.21)

Para obtermos o propagador de Feynman-de Bro-

glie-Bohm da part́ıcula livre, vamos impor que:

(1 + B t + C t2)1/4
× [(1 + B t

2
)2 +

+ ( h̄ t
2 m a2

o
)2]− 1/4 = 1 → (4.3.1.22)

1 + B t + C t2 = (1 + B t
2

)2 + ( h̄ t
2 m a2

o
)2 =

= 1 + B t + [(B
2
)2 + ( h̄

2 m a2
o
)2] t2 →

C = (B
2
)2 + ( h̄

2 m a2
o
)2 . (4.3.1.23)

Usando-se a expressão (4.3.1.23), teremos:

√

4 C − B2 =
√

4 (B2

4
+ h̄2

4 m2 a4
o
) − B2 =

= h̄
m a2

o
→ arctg [ h̄ t/(2 m a2

o)
1 + B t/2

] −

−

h̄

m a2
o

√
4 C − B2

arctg [ t
√

4 C − B2

2 + B t
] = 0 . (4.3.1.24)

Por fim, levando-se as expressões (4.3.1.22,24) na ex-
pressão (4.3.1.21), obteremos o propagador de Feynman-

de Broglie-Bohm da part́ıcula livre:

K(x, xo, t) =
√

m
2 π i h̄ t

×

× exp [ i m
2 h̄ t

(x − xo)
2] , (4.3.1.25)
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que coincide com o propagador de Feynman da part́ıcula

livre obtido no Caṕıtulo 3 [vide a expressão (3.2.2.14)].

É oportuno destacar que esse mesmo resultado é obtido
quando se considera [vide expressão (4.2.2.4d)]:

ȧ(0) = bo = 0 , (4.3.1.26)

pois, usando-se esse resultado na expressão (4.3.1.2f), virá
(lembrar que ao 6= 0):

ȧ(0) = bo = 0 = ao B/2 → B = 0. (4.3.1.27a)

Levando-se esse resultado na expressão (4.3.1.23), te-
remos:

C = ( h̄
2 m a2

o
)2 (4.3.1.27b)

e, com isso, as expressões (4.3.1.23,25) são preservadas.

Contudo, apesar de o propagador de Feynman ser
o mesmo para as duas situações [ȧ(0) 6= 0 e ȧ(0) = 0],
os pacotes de onda correspondentes são diferentes, conforme
vimos no Caṕıtulo 3 [vide expressões (3.2.2.23b) e (3.3.3.27)].

4.3.2. Propagador de Feynman-de Broglie-Bohm do

Oscilador Harmônico Simples

Neste item, vamos calcular o propagador de Fey-

nman-de Broglie-Bohm do oscilador harmônico sim-

ples caracterizado pelo seguinte potencial:

V (t) = 1
2

m ω2 X(t)2 . (4.3.2.1)

Considerando-se as expressões (4.2.2.2-3) e inserindo-
se nelas a expressão acima, virá:

Ẍ(t) + ω2 X(t) = 0 , (4.3.2.2)
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ä(t) + ω2 a(t) = h̄2

4 m2 a3(t)
. (4.3.2.3)

Para resolvermos as equações diferenciais indicadas
acima, consideremos as seguintes condições iniciais [vide ex-
pressões (4.2.2.4a-d)]:

X(0) = xo , Ẋ(0) = vo , (4.3.2.4a-b)

a(0) = ao , ȧ(0) = bo . (4.3.2.4c-d)

A solução da expressão (4.3.2.2) é a conhecida lei de
movimento do oscilador harmônico simples, ou seja:[7]

X(t) = xo cos (ω t) + vo

ω
sen (ω t) . (4.3.2.5)

Por sua vez, a solução da expressão (4.3.2.3) será
obtida usando-se a teoria dos invariantes de Ermakov-

Lewis, seguindo-se o que realizamos no item anterior. Assim,
tomando-se as expressões (4.3.2.2-3), teremos:[8]

Ẍ(t) + ω2 X(t) = 0 → ω2 = −

Ẍ(t)
X(t)

, (4.3.2.6)

ä(t) − Ẍ(t)
X(t)

a(t) = k2

a3(t)
, k = h̄

2 m
. (4.3.2.7a-b)

Multiplicando-se os dois membros da expressão (4.3.2.7a)
por X(t), resultará:

X(t) ä(t) − Ẍ(t) a(t) = k2 X(t)
a3(t)

→

d
dt

[X(t) ȧ(t) − Ẋ(t) a(t)] = k2 X(t)
a3(t)

.

Multiplicando-se ambos os membros da expressão acima
por [Ẋ(t) a(t) − X(t) ȧ(t)], teremos:
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[Ẋ(t) a(t) − X(t) ȧ(t)] d
dt

[X(t) ȧ(t) − Ẋ(t) a(t)] =

= k2 X(t)
a(t)

[Ẋ(t) a(t) − X(t) ȧ(t)]
a2(t)

→

d
dt

(

1
2

[X(t) ȧ(t) − Ẋ(t) a(t)]2
)

= − k2 d
dt

(

1
2

[X(t)
a(t)

]2
)

→

d
dt

(

[ȧ(t) X(t) − a(t) Ẋ(t)]2 + k2 [X(t)
a(t)

]2
)

= 0 →

dI1
dt

= 0 , (4.3.2.8a)

onde:

I1 = [ȧ(t) X(t) − a(t) Ẋ(t)]2 + k2 [X(t)
a(t)

]2 , (4.3.2.8b)

é o primeiro invariante de Ermakov-Lewis.

Considerando-se que:

d
dt

[ a(t)
X(t)

] = ȧ(t) X(t) − a(t) Ẋ(t)
X2(t)

,

e fazendo-se [vide expressões (3.3.3.5a-b)]:

a(t) = r(θ) X(t) , dθ
dt

= 1
X2(t)

, (4.3.2.9a-b)

θ(t) =
∫ t dt′

X2(t′)
, (4.3.2.9c)

a expressão (4.3.2.8) ficará:

I1 =
(

[X2(t) d
dt

[ a(t)
X(t)

]
)2

+ k2 [X(t)
a(t)

]2 →

I1 = [X2(t) dr(θ)
dθ

dθ
dt

]2 + k2 1
r2(θ)

→
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I1 = [r′(θ)]2 + k2 [ 1
r(θ)

]2 , r′(θ) = dr(θ)
dθ

. (4.3.2.10a-b)

Definindo-se [vide expressão (3.3.3.13)]:

r2(θ) = ω(θ) , (4.3.2.11)

resultará:

dω(θ)
dθ

= ω′(θ) = 2 r(θ) dr(θ)
dθ

= 2 r(θ) r′(θ) →

r′(θ) = ω′(θ)

2
√

ω(θ)
. (4.3.2.12)

Tomando-se a expressão (4.3.2.10a), substituindo-se
nela a expressão (4.3.2.12), e usando-se a expressão (4.3.2.11),
obteremos:

I1 = ω′2(θ)
4 ω(θ)

+ k2

ω(θ)
→

ω′2(θ)
4

+ k2 = I1 ω(θ) →

1
2

dω(θ)
dθ

=
√

I1 ω(θ) − k2
→

1
2

dω(θ)
√

I1 ω(θ) − k2
= dθ →

1
2 I1

[I1 ω(θ) − k2]− 1/2 d[I1 ω(θ) − k2] = dθ .

Integrando-se a expressão acima, virá:

θ + I2 = 1
I1

√

I1 ω(θ) − k2 . (4.3.2.13)

onde a constante de integração I2 representa o segundo in-

variante de Ermakov-Lewis.

Quadrando-se a expressão (4.3.2.13) e usando-se as
expressões (4.3.2.7b,9a,c,11), virá:
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(θ + I2)
2 = I1 ω(θ) − k2

I2

1

→ ω(θ) =
I2

1
(θ + I2)2 + k2

I1
→

r2(θ) = k2

I1
+ I1 I2

2 + I1 θ2 + 2 I1 I2 θ →

a2(t) =
(

h̄2

4 m2 I1
+ I1 I2

2

)

X2
1 (t) +

+ I1 X2
2 (t) + 2 I1 I2 X1(t) X2(t) , (4.3.2.14a)

onde:

X1(t) ≡ X(t) , X2(t) ≡ X(t)
∫ t dt′

X2(t′)
. (4.3.2.14b-c)

Observe-se que as expressões (4.3.2.14b-c) represen-
tam duas soluções independentes da equação indicada pela ex-
pressão (4.3.2.2) e que podem ser obtidas de qualquer solução
particular dessa mesma equação.[9] Assim, considerando-se
uma solução particular do tipo:

X1(t) = cos (ω t) , (4.3.2.15a)

a expressão (4.3.2.14c) nós mostra que (deveremos lembrar
que

∫ x dx′

cos2 x′
= tg x = sen x

cos x
):

X2(t) = cos (ω t)
ω

∫ t d(ω t′)
cos2(ω t′)

= cos (ω t)
ω

tg (ω t) →

X2(t) = 1
ω

sen (ω t) . (4.3.2.15b)

Derivando-se a expressão (4.3.2.14a) em relação ao
tempo t e usando-se as expressões (4.3.2.4a-d,15a-b), teremos
[é oportuno lembrar que cos 0o = 1, sen 0o = 0, e que,
também, d

dz
(sen z) = cos z, d

dz
(cos z) = − sen z]:

2 a(t) ȧ(t) =
(

h̄2

4 m2 I1
+ I1 I2

2

)

2 X1(t) Ẋ1(t) +
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+ 2 I1 X2(t) Ẋ2(t) + 2 I1 I2 [Ẋ1(t) X2(t) + X1(t) Ẋ2(t)] →

2 ao bo =
(

h̄2

4 m2 I1
+ I1 I2

2

)

2 × 1 × 0 +

+ 2 I1 × 0 × 1 + 2 I1 I2 (0 × 0 + 1 × 1) →

ao bo = I1 I2 . (4.3.2.16a)

De maneira análoga, obteremos:

a2
o = ( h̄2

4 m2 I1
+ I1 I2

2 ) . (4.3.2.16b)

Usando-se as expressões (4.3.2.16a-b), virá:

a2
o = ( h̄2

4 m2 I1
+ I1

4 a2
o b2o

4 I2

1

) = h̄2 + 4 m2 a2
o b2o

4 m2 I1
→

I1 = h̄2 + 4 m2 a2
o b2o

4 m2 a2
o

, (4.3.2.17a)

I2 = 4 m2 a3
o bo

h̄2 + 4 m2 a2
o b2o

. (4.3.2.17b)

Substituindo-se as expressões (4.3.2.16a-b,17a) na ex-
pressão (4.3.2.14a), resultará:

a2(t) = a2
o X2

1 (t) + ( h̄2 + 4 m2 a2
o b2o

4 m2 a2
o

) X2
2 (t) +

+ 2 ao bo X1(t) X2(t) → a2(t) = a2
o [X2

1 (t) +

+ ( h̄2

4 m2 a4
o

+ b2o
a2

o
) X2

2 (t) +

+ 2 bo

ao
X1(t) X2(t)] . (4.3.2.18)
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Considerando-se as expressões (3.2.2.23a) e (3.3.3.25b),
ou seja:

τ = 2 m a2
o

h̄
, ζ = 2 m ao bo

h̄
, ζ

τ
= bo

ao
, (4.3.2.19a-c)

e substituindo-as na expressão (4.3.2.18), obteremos:

a2(t) = a2
o [X2

1 (t) + (1 + ζ2

τ2 ) X2
2 (t) +

+ 2 ζ

τ
X1(t) X2(t)] . (4.3.2.20)

Usando-se as expressões (4.3.2.15a-b) e considerando-
se que sen 2z = 2 sen z cos z, a expressão acima ficará:

a2(t) = a2
o [cos2 (ω t) + (1 + ζ2

τ2 ) 1
ω2 sen2 (ω t) +

+ 2 ζ

τ
1
ω

cos (ω t) sen (ω t)] , (4.3.2.21a)

a2(t) = a2
o µ(t) , µ(t) = cos2 (ω t) +

+ A sen2 (ω t) + B sen (2 ω t) , (4.3.2.21b-c)

onde:

A = 1 + ζ2

ω2 τ2 , B = ζ

ω τ
, (4.3.2.22a-b)

A = B2 + 1
ω2 τ2 . (4.3.2.22c)

Desse modo, obtidos os valores de X(t) e de a(t)
[vide expressões (4.3.2.5,21a-c)], calculemos o propagador

de Feynman-de Broglie-Bohm do oscilador harmônico

simples usando-se a expressão (4.2.2.13). Assim, derivando-
se a expressão (4.3.2.21b) em relação ao tempo t e usando-se
a expressão (4.3.2.21c), teremos (lembrar a expressão do seno
do dobro de um arco vista acima):
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2 a(t) ȧ(t) = a2
o

(

2 cos (ω t) d
dt

[cos (ω t)] +

+ 2 A sen (ω t) d
dt

[sen (ω t)] + B cos (2 ω t) d
dt

[2 ω t]
)

=

= a2
o ω [− 2 cos (ω t) sen (ω t) + 2 A sen (ω t) cos (ω t) +

+ 2 B cos (2 ω t)] → ȧ(t) = ω a2
o

2 a(t)
[(A − 1) sen (2 ω t) +

+ 2 B cos (2 ω t)] . (4.3.2.23)

Considerando-se as expressões (4.3.2.4d,21b,23), tere-
mos (lembrar que cos 0o = 1 e que sen 0o = 0):

ȧ(0) = bo = ω a2
o

2 ao
2 B → B = bo

ω ao
, (4.3.2.24)

ȧ(t)
a(t)

= ω a2
o

2 a2(t)
[(A − 1) sen (2 ω t) +

+ 2 B cos (2 ω t)] , (4.3.2.25)

√

ao

a(t)
=

√

ao

ao

√

µ(t)
= [µ(t)]− 1/4 . (4.3.2.26)

Por outro lado, tomando-se a expressão (4.3.2.5), re-
sultará:

x − X(t) = x − xo cos (ω t) −

−

vo

ω
sen (ω t) , (4.3.2.27a)

[x − X(t)]2 = [x − xo cos (ω t)]2 −

- 2 [x − xo cos (ω t)] 1
ω

sen (ω t) vo +



164

+ 1
ω2 sen2 (ω t) v2

o , (4.3.2.27b)

Ẋ(t) = − ω xo sen (ω t) + cos (ω t) vo . (4.3.2.27c)

Tomando-se a expressão (4.2.2.13) e inserindo-se nela
as expressões (4.3.2.21b,25,26,27a-c), o propagador de Fey-

nman-de Broglie-Bohm do oscilador harmônico sim-

ples tomará a seguinte forma:

K(x, xo, t) = m
2 π h̄

∫+ ∞
− ∞ dvo [µ(t)]− 1/4

×

× exp

[

(

i m
2 h̄

ω a2
o

2 a2(t)
[(A − 1) sen (2 ω t) +

+ 2 B cos (2 ω t)] − 1
4 a2(t)

)

×

×

(

[x − xo cos (ω t)]2 − 2 [x − xo cos (ω t)] ×

×

1
ω

sen (ω t) vo + 1
ω2 sen2 (ω t) v2

o

)

]

×

× exp
(

i m
h̄

[− ω xo sen (ω t) + vo cos (ω t)] ×

× [x − xo cos (ω t) − vo

ω
sen (ωt)]

)

×

× exp
[

i
h̄

∫ t
o dt′

(

[1
2

m [− ω xo sen (ω t′) +

+ vo cos (ω t′)]2 − 1
2

m ω2 [xo cos (ω t′) +

+ vo

ω
sen (ω t′)]2 − h̄2

4 m a2(t′)
]
) ]

. (4.3.2.28)
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Considerando-se que a integral indicada na expressão
(4.3.2.28) é realizada no espaço dos vo, vamos preparar o seu
integrando envolvendo potências dessa variável de integração
para que possamos utilizar a expressão (4.3.1.6), ou seja:

∫+ ∞
− ∞ dvo e(− D v2

o + E vo) =
√

π
D

e
E2

4 D . (4.3.2.29)

Para determinarmos os valores de D e E da expressão
acima, vamos trabalhar com as exponenciais indicadas na ex-
pressão (4.3.2.28). Desse modo, teremos:

K(x, xo, t) = m
2 π h̄

∫+ ∞
− ∞ dvo [µ(t)]− 1/4

×

× EXP1 × EXP2 × EXP3 , (4.3.2.30)

onde:

EXP1 = exp

[

(

i m
2 h̄

ω a2
o

2 a2(t)
[(A − 1) sen (2 ω t) +

+ 2 B cos (2 ω t)] − 1
4 a2(t)

)

×

(

[x − xo cos (ω t)]2 −

− 2 [x − xo cos (ω t)] 1
ω

sen (ω t) vo + 1
ω2 sen2 (ω t) v2

o

)

]

→

EXP1 = exp
(

F (t) [x − xo cos (ω t)]2
)

v0
o ×

× exp
(

− 2 F (t) [x − xo cos (ω t)] 1
ω

sen (ω t)
)

v1
o ×

× exp [F (t)
ω2 sen2 (ω t)] v2

o , (4.3.2.31a)

sendo:
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F (t) = i m ω a2
o

4 h̄ a2(t)
[(A − 1) sen (2 ω t) +

+ 2 B cos (2 ω t)] − 1
4 a2(t)

→

F (t) = −

1
4 a2(t)

[1 − i m ω a2
o

h̄
[(A − 1) sen (2 ω t) +

+ 2 B cos (2 ω t)] , (4.3.2.31b)

EXP2 = exp
(

i m
h̄

[− ω xo sen (ω t) + cos (ω t) vo] ×

× [x − xo cos (ω t) − vo

ω
sen (ω t)]

)

=

= exp
(

i m
h̄

[− ω xo sen (ω t)] [x − xo cos (ω t)]
)

×

× exp
(

i m
h̄

cos (ω t) vo [x − xo cos (ω t)]
)

×

× exp [ i m
h̄

xo vo sen2 (ω t)] ×

× exp
(

−

i m
h̄

1
ω

sen (ω t) cos (ω t) v2
o

)

→

EXP2 = exp
[ (

i m
h̄

[− ω xo sen (ω t)] ×

× [x − xo cos (ω t)]
)

v0
o

]

× exp
[

i m
h̄

(

xo sen2 (ω t) +

+ cos (ω t) [x − xo cos (ω t)]
)

v1
o

]

×

× exp
(

[− i m
h̄

1
ω

sen (ω t) cos (ω t)] v2
o

)

, (4.3.2.32)

EXP3 = exp [ i
h̄

(J1 − J2 − J3)] , (4.3.2.33a)
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com:

J1 =
∫ t

o dt′ 1
2

m [− ω xo sen (ω t′) +

+ vo cos (ω t′)]2 , (4.3.2.33b)

J2 =
∫ t

o dt′ 1
2

m ω2 [xo cos (ω t′) +

+ vo

ω
sen (ω t′)]2 , (4.3.2.33c)

J3 =
∫ t

o dt′ h̄2

4 m a2(t′)
. (4.3.2.33d)

Para realizarmos as integrais J1 e J2 usaremos as seguin-
tes identidades:[5]

∫ z
o sen2 z′ dz′ = −

1
2

sen z cos z + 1
2

z , (4.3.2.34a)

∫ z
o cos2 z′ dz′ = 1

2
sen z cos z + 1

2
z , (4.3.2.34b)

∫ z
o sen z′ cos z′ dz′ = sen2 z

2
. (4.3.2.34c)

Usando-se as expressões acima, teremos:

J1 = m
2 ω

∫ t
o d(ωt′) [ω2 x2

o sen2 (ω t′) + v2
o cos2 (ω t′) −

− 2 ω xo vo sen (ω t′) cos (ω t′)] →

J1 = m
4 ω

(

ω2 x2
o [− sen (ω t) cos (ω t) + ω t] +

+ v2
o [sen (ω t) cos (ω t) + ω t] −

− 2 ω xo vo sen2 (ω t)
)

. (4.3.2.35)
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De maneira análoga, teremos:

J2 = m ω
2

∫ t
o d(ωt′) [x2

o cos2 (ω t′) + v2
o

ω2 sen2 (ω t′) +

+ 2 xo
vo

ω
sen (ω t′) cos (ω t′)] →

J2 = m ω
4

(

x2
o [sen (ω t) cos (ω t) + ω t] +

+ v2
o

ω2 [− sen (ω t) cos (ω t) + ω t] +

+ 2 xo
vo

ω
sen2 (ω t)

)

. (4.3.2.36)

Subtraindo-se as expressões (4.3.2.35-36), virá:

J1 − J2 = ω m
4

(

x2
o [− sen (ω t) cos (ω t) + ω t] +

+ v2
o

ω2 [sen (ω t) cos (ω t) + ω t] − 2 xo
vo

ω
sen2 (ω t) −

− x2
o [sen (ω t) cos (ω t) + ω t] −

−

v2
o

ω2 [− sen (ω t) cos (ω t) + ω t] − 2 xo
vo

ω
sen2 (ω t)

)

→

J1 − J2 = −

ω m
2

x2
o sen (ω t) cos (ω t) v0

o −

− m xo sen2 (ω t) v1
o +

+ m
2 ω

sen (ω t) cos (ω t) v2
o . (4.3.2.37)

Usando-se as expressões (4.3.2.21c,33d), virá:
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J3 = h̄2

4 m a2
o ω

×

×

∫ t
o

d(ω t′)
cos2 (ω t′) + A sen2 (ω t′) + B sen (2 ω t′)

. (4.3.2.38)

Para resolvermos a integral indicada acima, usaremos
a seguinte identidade:[5]

∫ z
o

dz′

cos2 (z′) + A sen2 (z′) + B sen (2 z′)
=

= 1√
A − B2

(

arctg [B + A tg z√
A − B2

] −

− arctg [ B√
A − B2

]
)

. (4.3.2.39)

Considerando-se a expressão (4.3.2.38), substituindo-
se nela a expressão (4.3.2.39) e, em seguida, usando-se as ex-
pressões (4.3.1.12c) e (4.3.2.19a,22c), resultará:

J3 = h̄2

4 m a2
o ω

×

1
√

1/(ω τ)2
×

×

[

arctg
(

1
√

1/(ω τ)2
[B + A tg (ω t)]

)

−

− arctg [ 1
√

1/(ω τ)2
B]

]

=

= h̄2 ω τ
2 h̄ ω τ

arctg
(

ω τ [B + A tg (ω t)] − ω τ B

1 + ω2 τ2 B [B + A tg (ω t)]

)

=

= h̄
2

arctg
(

ω τ A tg (ω t)
1 + ω2 τ2 B [B + A tg (ω t)]

)

=

= h̄
2

arctg
(

ω τ A tg (ω t)

ω2 τ2 [ 1

ω2 τ2
+ B2 + A B tg (ω t)]

)

=
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= h̄
2

arctg
(

ω τ A tg (ω t)
ω2 τ2 [A + A B tg (ω t)]

)

→

J3 = h̄
2

arctg
(

tg (ω t)
ω τ [1 + B tg (ω t)]

)

. (4.3.2.40a)

Substituindo-se as expressões (4.3.2.37,40a) na expressão
(4.3.2.33a), virá:

EXP3 = exp

(

[

−

i ω m
2 h̄

x2
o sen (ω t) cos (ω t) −

−

i
2

arctg
(

tg (ω t)
ω τ [1 + B tg (ω t)]

) ]

v0
o −

i m
h̄

xo sen2 (ω t) v1
o +

+ i m
2 h̄ ω

sen (ω t) cos (ω t) v2
o

)

. (4.3.2.40b)

A fim de usarmos a expressão (4.3.2.29), agrupare-
mos as potências de vo nos argumentos das EXP1-3 [vide
expressões (4.3.2.31a,32,40b)]. Desse modo, usando-se a ex-
pressão (4.3.2.31b), teremos:

v0
o

[

F (t) [x − xo cos (ω t)]2 + i m
h̄

[− ω xo sen (ω t)] ×

× [x − xo cos (ω t)] − i ω m
2 h̄

x2
o sen (ω t) cos (ω t) −

−

i
2

arctg
(

tg (ω t)
ω τ [1 + B tg(ω t)]

) ]

→

v0
o

[

F (t) [x − xo cos (ω t)]2 − i m ω
h̄

xo x sen (ω t) +

+ i m ω
h̄

x2
o sen (ω t) cos (ω t) − i ω m

2 h̄
x2

o sen (ω t) cos (ω t) −

−

i
2

arctg
(

tg (ω t)
ω τ [1 + B tg(ω t)]

) ]

→
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v0
o

[

F (t) [x − xo cos (ω t)]2 − i m ω
h̄

xo x sen (ω t) +

+ i m ω
2 h̄

x2
o sen (ω t) cos (ω t) −

−

i
2

arctg
(

tg (ω t)
ω τ [1 + B tg(ω t)]

) ]

, (4.3.2.41)

v1
o

[

− 2 F (t) [x − xo cos (ω t)] 1
ω

sen (ω t) +

+ i m
h̄

(

xo sen2 (ω t) +

+ cos (ω t) [x − xo cos (ω t)]
)

−

i m
h̄

xo sen2 (ω t)
]

→

v1
o

(

[x− xo cos (ω t)]
[

−

2 sen (ω t)
ω

F (t) + i m
h̄

cos (ω t)
] )

→

v1
o

(

[x − xo cos (ω t)] G(t)
)

, (4.3.2.42a)

onde:

G(t) = −

2 sen (ω t)
ω

F (t) + i m
h̄

cos (ω t) , (4.3.2.42b)

v2
o

[

F (t)
ω2 sen2 (ω t) − i m

h̄ ω
sen (ω t) cos (ω t) +

+ i m
2 h̄ ω

sen (ω t) cos (ω t)
]

→

v2
o

(

sen2 (ω t)
ω2 F (t) − i m

2 h̄ ω
sen (ω t) cos (ω t)

)

→

v2
o

(

−

sen (ω t)
2 ω

[− 2 sen (ω t)
ω

F (t) + i m
h̄

cos (ω t)]
)

→

v2
o

(

−

sen (ω t)
2 ω

G(t)
)

. (4.3.2.43)
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Levando-se as expressões (4.3.2.41,42a-b,43) na ex-
pressão (4.3.2.30), e usando-se a expressão (4.3.2.29), teremos:

K(x, xo, t) = m
2 π h̄

[µ(t)]− 1/4 exp

[

F (t)[x − xo cos (ω t)]2−

−

i m ω
h̄

xo x sen (ω t) + i m ω
2 h̄

x2
o sen (ω t) cos (ω t) −

−

i
2

arctg
(

tg (ω t)
ω τ [1 + B tg (ω t)]

)

]

×

×

∫+ ∞
− ∞ dvo exp

(

−

sen (ω t)
2 ω

G(t) v2
o +

+ [x − xo cos (ω t)] G(t) vo

)

=

K(x, xo, t) = m
2 π h̄

[η(t)]− 1/4 exp

[

F (t)[x − xo cos (ω t)]2−

- i m ω
h̄

xo x sen (ω t) + i m ω
2 h̄

x2
o sen (ω t) cos (ω t) −

−

i
2

arctg
(

tg (ω t)
ω τ [1 + B tg (ω t)]

)

]

×

×

√

2 π ω
sen (ω t) G(t)

exp
(

ω [x − xo cos (ω t)]2 G(t)
2 sen (ω t)

)

. (4.3.2.44)

Reduzindo-se os termos semelhantes nos argumentos
das exponenciais indicadas na expressão (4.3.2.44), e usando-
se a expressão (4.3.2.42b), virá:

ARGEXP = ω [x − xo cos (ω t)]2

2 sen (ω t)
×
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× [− 2 F (t) sen (ω t)
ω

+ i m
h̄

cos (ω t)] +

+ F (t) [x − xo cos (ω t)]2 − i m ω
h̄

xo x sen (ω t) +

+ i m ω
2 h̄

x2
o sen (ω t) cos (ω t) = − F (t) [x − xo cos (ω t)]2 +

+ i m ω [x − xo cos (ω t)]2

2 h̄ sen (ω t)
cos (ω t) + F (t) [x − xo cos (ω t)]2 −

−

i m ω
h̄

xo x sen (ω t) + i m ω
2 h̄

x2
o sen (ω t) cos (ω t) =

= i m ω cos(ω t)
2 h̄ sen (ω t)

[x2
− 2 x xo cos (ω t) + x2

o cos2 (ω t)] −

−

i m ω
h̄

xo x sen (ω t) + i m ω
2 h̄

x2
o sen (ω t) cos (ω t) =

= i m ω
2 h̄ sen (ω t)

[x2 cos (ω t) − 2 x xo cos2 (ω t) +

+ x2
o cos3 (ω t) − 2 x xo sen2 (ω t) +

+ x2
o sen2 (ω t) cos (ω t)] = i m ω

2 h̄ sen (ω t)

(

x2 cos (ω t) −

− 2 x xo [cos2 (ω t) + sen2 (ω t)] +

+ x2
o cos (ω t) [cos2 (ω t) + sen2 (ω t)]

)

→

ARGEXP = i m ω
2 h̄ sen (ω t)

×

× [(x2 + x2
o) cos (ω t) − 2 x xo] . (4.3.2.45)

Considerando-se a expressão (4.3.2.44) e inserindo-se
nela a expressão (4.3.2.45), resultará:
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K(x, xo, t) = m
2 π h̄

[µ(t)]− 1/4
√

2 π ω
sen (ω t) G(t)

×

× exp
[

−

i
2

arctg
(

tg (ω t)
ω τ [1 + B tg (ω t)]

) ]

× exp
(

i m ω
2 h̄ sen (ω t)

×

× [(x2 + x2
o) cos (ω t) − 2 x xo]

)

. (4.3.2.46)

Agora, vamos encontrar uma forma mais compacta
para G(t), dada pela expressão (4.3.2.42b). Assim, usando-se
as expressões (4.3.2.19a,21b-c,31b), virá (deveremos lembrar
que sen 2 z = 2 sen z cos z, cos 2 z = 1 − 2 sen2 z):

G(t) = i m cos (ω t)
h̄

+ sen (ω t)
2 ω a2(t)

(

1 − i m ω a2
o

h̄
×

× [(A − 1) sen (2 ω t) + 2 B cos (2 ω t)]
)

=

= i m cos (ω t)
h̄

[

1 + h̄ sen (ω t)
2 i m ω cos (ω t) a2(t)

×

×

(

1 − i m ω a2
o

h̄
[(A − 1) sen (2 ω t) + 2 B cos (2 ω t)]

)]

=

= i m cos (ω t)
h̄

[

µ(t)
µ(t)

−

i h̄ tg (ω t)
2 m ω a2

o µ(t)
×

×

(

1 − i m ω a2
o

h̄
[(A − 1) sen (2 ω t) + 2 B cos (2 ω t)]

)]

=

= i m cos (ω t)
h̄ µ(t)

[

cos2 (ω t) + A sen2 (ω t) +

+ B sen (2 ω t) − i h̄ tg (ω t)
2 m ω a2

o
×

×

(

1 − i m ω a2
o

h̄
[(A − 1) sen (2 ω t) + 2 B cos (2 ω t)]

)]

=
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= i m cos (ω t)
h̄ µ(t)

[

cos2 (ω t) + A sen2 (ω t) +

+ B sen (2 ω t) − i tg (ω t)
ω τ

−

−

sen (ω t)
2 cos (ω t)

[(A − 1) 2 sen (ω t) cos (ω t) +

+ 2 B cos (2 ω t)]
) ]

=

= i m cos (ω t)
h̄ µ(t)

(

cos2 (ω t) + A sen2 (ω t) +

+ B 2 sen (ω t) cos (ω t) − i tg (ω t)
ω τ

−

− A sen2 (ω t) + sen2 (ω t) − B tg (ω t) [1 − sen2 (ω t)]
)

=

= i m
h̄ µ(t)

[

cos (ω t) − i
sen (ω t)

ω τ
+

+ B
(

cos (ω t) 2 sen (ω t) cos (ω t) − sen (ω t) ×

× [1 − 2 sen2 (ω t)]
) ]

= i m
h̄ µ(t)

[

cos (ω t) − i
sen (ω t)

ω τ
+

+ B
(

2 sen (ω t) cos2 (ω t) − sen (ω t) + 2 sen3 (ω t)]
)]

=

= i m
h̄ µ(t)

(

cos (ω t) − i
sen (ω t)

ω τ
+

+ B
(

2 sen (ω t) [cos2 (ω t) + sen2 (ω t)] − sen (ω t)
)

→

G(t) = i m
h̄ µ(t)

[cos (ω t) −
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− i
sen (ω t)

ω τ
+ B sen (ω t)] . (4.3.2.47)

Tomando-se a expressão (4.3.2.46) e substituindo-se
nela a expressão (4.3.2.47), obteremos:

K(x, xo, t) = m
2 π h̄

[µ(t)]− 1/4
√

2 π ω
sen (ω t)

×

×

√

h̄ µ(t)

i m [cos (ω t) −
i sen (ω t)

ω τ
+ B sen (ω t)]

×

× exp
[

−

i
2

arctg
(

tg (ω t)
ω τ [1 + B tg (ω t)]

) ]

×

× exp
(

i m ω
2 h̄ sen (ω t)

[(x2 + x2
o) cos (ω t) − 2 x xo]

)

→

K(x, xo, t) = [µ(t)]1/4
√

1

cos (ω t) −
i sen (ω t)

ω τ
+ B sen (ω t)

×

× exp
[

−

i
2

arctg
(

tg (ω t)
ω τ [1 + B tg (ω t)]

) ]

×

×

[

√

m ω
2 π i h̄ sen (ω t)

exp
(

i m ω
2 h̄ sen (ω t)

×

× [(x2 + x2
o) cos (ω t) − 2 x xo]

)

]

. (4.3.2.48)

Aplicando-se a expressão (4.3.1.19) ao segundo fator
da expressão acima e usando-se as expressões (4.3.2.21c,22c),
teremos (lembrar a expressão do seno do dobro de um arco
vista acima):

√

1

cos (ω t) + B sen (ω t) −
i sen (ω t)

ω τ

=
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=
[

cos (ω t) + B sen (ω t) − i sen (ω t)
ω τ

]− 1/2
=

=
(

[cos (ω t) + Bsen (ω t)]2 + sen2 (ω t)
ω2 τ2

)− 1/4
×

× exp
[

i
2

arctg
(

sen (ω t)
ω τ [cos (ω t) + B sen (ω t)]

) ]

=

= [cos2 (ω t) + B2 sen2 (ω t) +

+ 2 B sen (ω t) cos (ω t) + sen2 (ω t)
ω2 τ2 ]− 1/4

×

× exp
[

i
2

arctg
(

sen (ω t)

ω τ cos (ω t)[1 + B
sen (ω t)

cos (ω t)
]

) ]

=

= [cos2 (ω t) + (A −

1
ω2 τ2 ) sen2 (ω t) +

+ B sen (2 ω t) + sen2 (ω t)
ω2 τ2 ]− 1/4

×

× exp
[

i
2

arctg
(

tg (ω t)
ω τ [1 + B tg (ω t)]

) ]

→

√

1

cos (ω t) + B sen (ω t) −
i sen (ω t)

ω τ

= [µ(t)]− 1/4
×

× exp
[

i
2

arctg
(

tg (ω t)
ω τ [1 + B tg (ω t)]

) ]

. (4.3.2.49)

Por fim, o propagador de Feynman-de Broglie-

Bohm do oscilador harmônico simples será obtido substi-
tuindo-se a expressão (4.3.2.49) na expressão (4.3.2.48):

K(x, xo, t) = [µ(t)]1/4
× [µ(t)]− 1/4

×

× exp
[

i
2

arctg
(

tg (ω t)
ω τ [1 + B tg ω t)]

) ]

×
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× exp
[

−

i
2

arctg
(

tg (ω t)
ω τ [1 + B tg (ω t)]

) ]

×

×

[

√

m ω
2 π i h̄ sen (ω t)

exp
(

i m ω
2 h̄ sen (ω t)

×

× [(x2 + x2
o) cos (ω t) − 2 x xo]

)

]

→

K(x, xo, t) =
√

m ω
2 π i h̄ sen (ω t)

×

× exp
(

i m ω
2 h̄ sen (ω t)

×

× [(x2 + x2
o) cos (ω t) − 2 x xo]

)

, (4.3.2.50)

que coincide com o tradicional propagador de Feynman

do oscilador harmônico simples.[2] Destaquemos que esse
mesmo resultado é obtido quando se considera ȧ(0) = 0.[10].
Neste caso, usando-se as expressões (4.3.2.4d,22c,24), tere-
mos:

ȧ(0) = bo = 0 → B = 0 → ζ = 0 . (4.3.2.51)

Contudo, apesar de o propagador de Feynman ser
o mesmo para as duas situações [ȧ(0) 6= 0 e ȧ(0) = 0],
os pacotes de onda correspondentes são diferentes, pois suas
larguras, de acordo com as expressões (4.3.2.21a,51), valem,
respectivamente:

a2(t) = a2
o [cos2 (ω t) + (1 + ζ2

ω2 τ2 ) sen2 (ω t) +

+ ζ

ω τ
sen (2 ω t)] , (4.3.2.52a)
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a2(t) = a2
o [cos2 (ω t) + sen2 (ω t)

ω2 τ2 ] . (4.3.2.52b)

4.3.3. Propagador de Feynman-de Broglie-Bohm da

Part́ıcula em um Campo Externo Linear

Neste item, vamos calcular o propagador de Fey-

nman-de Broglie-Bohm da part́ıcula em um campo

externo linear caracterizado pelo seguinte potencial:

V [X(t), t] = − f X(t) , (4.3.3.1)

onde f é uma constante.

Considerando-se as expressões (4.2.2.2-3) e usando-se
a expressão acima, virá:

Ẍ(t) = f

m
, ä(t) = h̄2

4 m2 a3(t)
. (4.3.3.2-3)

Para resolvermos as equações diferenciais indicadas
acima, consideremos as seguintes condições iniciais [vide ex-
pressões (4.2.2.4a-d)]:

X(0) = xo , Ẋ(0) = vo , (4.3.3.4a-b)

a(0) = ao , ȧ(0) = bo . (4.3.3.4c-d)

A solução da expressão (4.3.3.2) é imediata, ou seja:

X(t) = f t2

2 m
+ vo t + xo . (4.3.3.5)

Por sua vez, como a expressão (4.3.3.3) é idêntica à ex-
pressão (4.3.1.1c), sua solução será dada por [vide expressões
(4.3.1.2a-b,d-e,h,3a-c)]:

a2(t) = a2
o η(t) , (4.3.3.6a)
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η(t) = 1 + B t + C t2 , (4.3.3.6b)

a2
o = h̄2

4 m2 I1
+ I1 I2

2 , (4.3.3.7a)

B = 2 I1 I2
a2

o
, C = I1

a2
o

, (4.3.3.7b-c)

ȧ(0) = bo = ao B/2 , (4.3.3.8)

ȧ(t)
a(t)

= B/2 + C t

η(t)
, (4.3.3.9a)

√

ao

a(t)
=

√

ao

ao

√

η(t)
= [η(t)]− 1/4 , (4.3.3.9b-c)

onde I1 e I2 são os invariantes de Ermakov-Lewis.

Por outro lado, tomando-se a expressão (4.3.3.5), obte-
remos:

x − X(t) = (x − xo − vo t − f t2

2 m
) , (4.3.3.10a)

[x − X(t)]2 = (x − xo − vo t − f t2

2 m
)2 =

= (x − xo)
2 + v2

o t2 + f2 t4

4 m2 − 2 (x − xo) vo t −

− 2 (x − xo)
f t2

2 m
+ 2 vo t f t2

2 m
→

[x − X(t)]2 = [(x − xo)
2
− (x − xo)

f t2

m
+ f2 t4

4 m2 ] +

+ [f t3

m
− 2 (x − xo) t] vo + t2 v2

o , (4.3.3.10b)

Ẋ(t) = f t

m
+ vo . (4.3.3.10c)
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Assim, tomando-se a expressão (4.2.2.13) e substituin-
do-se nela as expressões (4.3.3.1,6a-b,9a-c,10a-c), o propa-

gador de Feynman-de Broglie-Bohm da part́ıcula em

um campo externo linear tomará a seguinte forma:

K(x, xo, t) = m
2 π h̄

∫+ ∞
− ∞ dvo [η(t)]− 1/4

×

× exp
[ (

i m
2 h̄

[B/2 + C t

η(t)
] − 1

4 a2
o η(t)

)

×

×

(

[(x − xo)
2
− (x − xo)

f t2

m
+ f2 t4

4 m2 ] +

+ [f t3

m
− 2 (x − xo) t] vo + t2 v2

o

) ]

×

× exp [ i m
h̄

(f t

m
+ vo) (x − xo − vo t − f t2

2 m
)] ×

× exp
(

i
h̄

∫ t
o dt′ [ 1

2
m (f t′

m
+ vo)

2 +

+ f (f t′2

2 m
+ vo t′ + xo) −

h̄2

4 m a2
o η(t′)

]
)

. (4.3.3.11)

Considerando-se que a integral indicada na expressão
(4.3.3.11) é realizada no espaço dos vo, vamos preparar o seu
integrando envolvendo potências dessa variável de integração
para que possamos utilizar a expressão (4.3.1.6), ou seja:

∫+ ∞
− ∞ dvo e(− D v2

o + E vo) =
√

π
D

e
E2

4 D . (4.3.3.12)

Para determinarmos os valores de D e E da expressão
acima, vamos trabalhar com as exponenciais indicadas na ex-
pressão (4.3.3.11). Desse modo, teremos:

K(x, xo, t) = m
2 π h̄

∫+ ∞
− ∞ dvo [η(t)]− 1/4

×
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× EXP1 × EXP2 × EXP3 , (4.3.3.13)

com:

EXP1 = exp
[ (

i m
2 h̄

[B/2 + C t

η(t)
] − 1

4 a2
o η(t)

)

×

×

(

[(x − xo)
2
− (x − xo)

f t2

m
+ f2 t4

4 m2 ] v0
o +

+ [f t3

m
− 2 (x − xo) t] v1

o + t2 v2
o

) ]

→

EXP1 = exp
(

F (t) [(x− xo)
2
− (x− xo)

f t2

m
+ f2 t4

4 m2 ]
)

v0
o ×

× exp
(

F (t) [f t3

m
− 2 (x − xo) t]

)

v1
o ×

× exp
(

F (t) t2
)

v2
o , (4.3.3.14a)

onde (lembrar que i i = − 1):

F (t) = [ i m B
4 h̄ η(t)

+ i m C t
2 h̄ η(t)

−

1
4 a2

o η(t)
] →

F (t) = i m
2 h̄ η(t)

(B
2

+ C t + i h̄
2 m a2

o
) , (4.3.3.14b)

EXP2 = exp [ i m
h̄

(f t

m
+ vo) (x − xo − vo t − f t2

2 m
)] =

= exp
(

i m
h̄

[(x − xo)
f t

m
−

f t2

m
vo −

f2 t3

2 m2 +

+ (x − xo) vo − v2
o t − f t2

2 m
vo]

)

→

EXP2 = exp
(

i m
h̄

[(x − xo)
f t

m
−

f2 t3

2 m2 ]
)

v0
o ×



183

× exp
(

i m
h̄

[(x − xo) −
3 f t2

2 m
]
)

v1
o ×

× exp
(

−

i m t
h̄

)

v2
o , (4.3.3.15)

EXP3 = exp
(

i
h̄

∫ t
o dt′ [1

2
m (f t′

m
+ vo)

2 +

+ f (f t′2

2 m
+ vo t′ + xo) −

h̄2

4 m a2
o η(t′)

]
)

=

= exp
(

i
h̄

∫ t
o dt′ [f2 t′2

2 m
+ f t′ vo +

+ m v2
o

2
+ f2 t′2

2 m
+ f vo t′ + f xo −

h̄2

4 m a2
o η(t′)

]
)

=

= exp
(

i
h̄

∫ t
o dt′ [f2 t′2

m
+ 2 f vo t′ + m v2

o

2
+ f xo −

−

h̄2

4 m a2
o η(t′)

]
)

= exp [ i
h̄

(f2 t3

3 m
+ f t2 vo + m v2

o t

2
+ f xo t)] ×

× exp
(

i
h̄

∫ t
o dt′ [− h̄2

4 m a2
o η(t′)

]
)

→

EXP3 = exp
(

i
h̄

[f2 t3

3 m
+ f t xo]

)

v0
o ×

× exp
(

i f t2

h̄

)

v1
o × exp

(

i m t
2 h̄

)

v2
o ×

× exp
(

i
h̄

∫ t
o dt′ [− h̄2

4 m a2
o η(t′)

]
)

. (4.3.3.16a)

Para efetuarmos a integral indicada na expressão aci-
ma, usaremos as expressões (4.3.1.11,13). Desse modo, a ex-
pressão acima ficará:

EXP3 = exp
(

i
h̄

[f2 t3

3 m
+ f t xo] −
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−

i h̄
4 m a2

o

2√
4 C − B2

arctg ( t
√

4 C − B2

2 + B t
)
)

v0
o ×

× exp
(

i f t2

h̄

)

v1
o × exp

(

i m t
2 h̄

)

v2
o . (4.3.3.16b)

A fim de que possamos usar a expressão (4.3.3.12), va-
mos agrupar as potências de vo nos argumentos das EXP1−3
[vide expressões (4.3.3.14a-b,15,16b)]. Desse modo, usando-se
a expressão (4.3.3.6b), teremos:

v0
o

(

F (t) [(x − xo)
2
− (x − xo)

f t2

m
+ f2 t4

4 m2 ] +

+ i m
h̄

[(x − xo)
f t

m
−

f2 t3

2 m2 ] + i
h̄

[f2 t3

3 m
+ f t xo] −

−

i h̄
2 m a2

o

1√
4 C − B2

arctg ( t
√

4 C − B2

2 + B t
)
)

=

= v0
o

(

F (t) (x − xo)
2
− (x − xo) [F (t) f t2

m
−

−

i f t

h̄
] + F (t) f2 t4

4 m2 −

i f2 t3

2 h̄ m
+ i f2 t3

3 h̄ m
+

+ i f t

h̄
xo −

i h̄
2 m a2

o

1√
4 C − B2

arctg ( t
√

4 C − B2

2 + B t
)
)

→

v0
o

(

F (t) (x − xo)
2
− (x − xo) [F (t) f t2

m
−

i f t

h̄
] +

+ f2 t3

2 m
[F (t) t

2 m
−

i
3 h̄

] + i f t

h̄
xo −

−

i h̄
2 m a2

o

1√
4 C − B2

arctg ( t
√

4 C − B2

2 + B t
)
)

, (4.3.3.17)

v1
o

(

F (t) [f t3

m
− 2 (x − xo) t] + i m

h̄
[(x − xo) −
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−

3 f t2

2 m
] + i f t2

h̄

)

= v1
o

(

(x− xo) [ i m
h̄
− 2 F (t) t] +

+ F (t) f t3

m
−

i 3 f t2

2 h̄
+ i f t2

h̄

)

=

= v1
o

(

(x − xo) [ i m
h̄
−

i m
h̄ η(t)

(B
2

+ C t + i h̄
2 m a2

o
) t] +

+ F (t) f t3

m
−

i f t2

2 h̄

)

=

= v1
o

(

i m
h̄ η(t)

(x − xo) [η(t) − B t
2
− C t2 − i h̄ t

2 m a2
o
] +

+ F (t) f t3

m
−

i f t2

2 h̄

)

=

= v1
o

(

i m
h̄ η(t)

(x − xo) [1 + B t + C t2 − B t
2
− C t2 −

−

i h̄ t
2 m a2

o
] + F (t) f t3

m
−

i f t2

2 h̄

)

=

= v1
o

(

i m
h̄ η(t)

(x − xo) [1 + B t
2
−

i h̄ t
2 m a2

o
] +

+ F (t) f t3

m
−

i f t2

2 h̄

)

→ v1
o

(

i m
h̄ η(t)

(x − xo) G(t) +

+ f t2 [F (t) t

m
−

i
2 h̄

]
)

, (4.3.3.18a)

com:

G(t) = 1 + B t
2
−

i h̄ t
2 m a2

o
, (4.3.3.18b)

v2
o

(

F (t) t2 − i m t
h̄

+ i m t
2 h̄

)

= v2
o

(

F (t) t2 − i m t
2 h̄

)

=
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= v2
o

(

i m
2 h̄ η(t)

(B
2

+ C t + i h̄
2 m a2

o
) t2 − i m t

2 h̄

)

=

= v2
o

(

i m t
2 h̄ η(t)

[B t
2

+ C t2 + i h̄ t
2 m a2

o
− η(t)]

)

=

= v2
o

(

i m t
2 h̄ η(t)

[B t
2

+ C t2 + i h̄ t
2 m a2

o
− 1 − B t − C t2]

)

=

= v2
o

(

i m t
2 h̄ η(t)

[− 1 − B t
2

+ i h̄ t
2 m a2

o
]
)

→

v2
o

(

−

i m t
2 h̄ η(t)

G(t)
)

. (4.3.3.19)

Levando-se as expressões (4.3.3.17,18a,19) na expressão
(4.3.3.13), e usando-se a expressão (4.3.3.12), virá:

K(x, xo, t) = m
2 π h̄

[η(t)]− 1/4
×

× exp
(

F (t) (x − xo)
2
− (x − xo) [F (t) f t2

m
−

i f t

h̄
] +

+ f2 t3

2 m
[F (t) t

2 m
−

i
3 h̄

] + i f t

h̄
xo −

−

i h̄
2 m a2

o

1√
4 C − B2

arctg ( t
√

4 C − B2

2 + B t
)
)

×

×

∫+ ∞
− ∞ dvo exp

(

−

i m t
2 h̄ η(t)

G(t) v2
o

)

×

× exp
[ (

i m
h̄ η(t)

(x − xo) G(t) + f t2 [F (t) t

m
−

i
2 h̄

]
)

vo

]

→

K(x, xo, t) = m
2 π h̄

[η(t)]− 1/4
×

× exp
(

F (t) (x − xo)
2
− (x − xo) [F (t) f t2

m
−

i f t

h̄
] +
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+ f2 t3

2 m
[F (t) t

2 m
−

i
3 h̄

] + i f t

h̄
xo −

−

i h̄
2 m a2

o

1√
4 C − B2

arctg ( t
√

4 C − B2

2 + B t
)
)

×

×

√

π
i m t

2 h̄ η(t)
G(t)

exp
[

(

i m
h̄ η(t)

(x − xo) G(t) + f t2 [
F (t) t

m
− i

2 h̄
]

)

2

4 i m t
2 h̄ η(t)

G(t)

]

→

K(x, xo, t) = m
2 π h̄

[η(t)]− 1/4
× [η(t)]1/2

×

×

√

2 h̄ π
i m t

×

√

1
G(t)

× exp
(

F (t) (x − xo)
2
− (x − xo) ×

× F (t) f t2

m
−

i f t

h̄
] + f2 t3

2 m
[F (t) t

2 m
−

i
3 h̄

] +

+ i f t

h̄
xo −

i h̄
2 m a2

o

1√
4 C − B2

arctg ( t
√

4 C − B2

2 + B t
)
)

×

× exp
[ h̄ η(t)

(

− m2

h̄2 η2(t)
(x − xo)2 G2(t) + f2 t4 [

F (t) t

m
− i

2 h̄
]2
)

2 i m t G(t)

]

×

× exp
[

h̄ η(t)
2 i m t G(t)

×

×

(

2 i m
h̄ η(t)

(x − xo) G(t) f t2 [F (t) t

m
−

i
2 h̄

]
) ]

. (4.3.3.20)

Antes de reduzirmos os termos semelhantes nos ar-
gumentos das exponenciais indicadas na expressão (4.3.3.20),
vamos escrever G(t) em função de F (t). Assim, partindo-se da
expressão (4.3.3.14b) e usando-se as expressões (4.3.3.6b,18b),
teremos:

2 h̄ η(t) F (t) t

i m
= B t

2
+ C t2 + i h̄ t

2 m a2
o
→
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−

i h̄ t
2 m a2

o
= 2 i h̄ η(t) F (t) t

m
+ B t

2
+ C t2 →

G(t) = 1 + B t
2
−

i h̄ t
2 m a2

o
=

= 1 + B t
2

+ 2 i h̄ η(t) F (t) t

m
+ B t

2
+ C t2 =

= 1 + B t + C t2 + 2 i h̄ η(t) F (t) t

m
=

= η(t) + 2 i h̄ η(t) F (t) t

m
→

G(t) = η(t) [1 + 2 i h̄ F (t) t

m
] . (4.3.3.21)

Portanto, reduzindo-se os termos semelhantes nos ar-
gumentos das exponenciais indicadas na expressão (4.3.3.20)
e usando-se as expressões (4.3.3.6b,14b,18b,21), resultará:

ARGEXP (x − xo)
2 = [F (t)− h̄ η(t) m2 G2(t)

h̄2 η2(t) 2 i m t G(t)
] =

= [F (t) + i m G(t)
2 h̄ η(t) t

] =

= [ i m
2 h̄ η(t)

(B
2

+ C t + i h̄
2 m a2

o
) + i m G(t)

2 h̄ η(t) t
] =

=
(

i m
2 h̄ η(t)

[B
2

+ C t + i h̄
2 m a2

o
+ 1

t
(1 + B t

2
−

i h̄ t
2 m a2

o
)]
)

=

= [ i m
2 h̄ η(t)

(B
2

+ C t + i h̄
2 m a2

o
+ 1

t
+ B

2
−

i h̄
2 m a2

o
)] =

= [ i m
2 h̄ η(t) t

(1 + B t + C t2)] = i m η(t)
2 h̄ η(t) t

→

ARGEXP (x − xo)
2 = i m

2 h̄ t
, (4.3.3.22)
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ARGEXP (x − xo)
1 =

(

− F (t) f t2

m
+ i f t

h̄
+

+ 2 i m f t2

2 i m t G(t)
G(t) [F (t) t

m
−

i
2 h̄

]
)

=

= [− F (t) f t2

m
+ i f t

h̄
+ F (t) f t2

m
−

i f t

2 h̄
] →

ARGEXP (x − xo)
1 = i f t

2 h̄
, (4.3.3.23)

ARGEXP (x − xo)
0 =

(

F (t) f2 t4

4 m2 −

i f2 t3

6 h̄ m
+

+ h̄ η(t)
2 i m t G(t)

f 2 t4 [F (t) t

m
−

i
2 h̄

]2
)

=
(

F (t) f2 t4

4 m2 −

i f2 t3

6 h̄ m
+

+ h̄ η(t)
2 i m t G(t)

f 2 t4 (− i
2 h̄

)2 [1 + 2 i h̄ F (t) t

m
]2
)

=

=
(

F (t) f2 t4

4 m2 −

i f2 t3

6 h̄ m
+ i η(t) f2 t3

8 h̄ m G(t)
[G(t)

η(t)
]2
)

=

=
(

F (t) f2 t4

4 m2 −

i f2 t3

6 h̄ m
+ i f2 t3

8 h̄ m

G(t)
η(t)

)

=

=
(

F (t) f2 t4

4 m2 −

i f2 t3

6 h̄ m
+ i f2 t3

8 h̄ m
[1 + 2 i h̄ F (t) t

m

)

=

=
(

F (t) f2 t4

4 m2 −

i f2 t3

6 h̄ m
+ i f2 t3

8 h̄ m
− F (t) f2 t4

4 m2

)

=

= − 4 i f2 t3 + 3 i f2 t3

24 h̄ m
→

ARGEXP (x − xo)
0 = −

i f2 t3

24 h̄ m
. (4.3.3.24)

Tomando-se a expressão (4.3.3.20) e levando-se nela as
expressões (4.3.3.22-24), e usando-se as expressões (4.3.1.20)
e (4.3.3.6b,18b), obteremos:
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K(x, xo, t) = [η(t)]1/4
×

×

√

1
1 + B t

2
− i h̄ t

2 m a2
o

×

√

m2

(2 π h̄)2
×

√

2 π h̄
i m t

×

× exp
(

i m
2 h̄ t

(x − xo)
2 + i f t

2 h̄
(x − xo) + i f t

h̄
xo −

i f2 t3

24 h̄ m

)

×

× exp
(

−

i h̄
2 m a2

o

1√
4 C − B2

arctg ( t
√

4 C − B2

2 + B t
)
)

=

= [η(t)]1/4
×

(

1 + B t
2
−

i h̄ t
2 m a2

o

)− 1/2
×

√

m
2 π i t

×

× exp
(

i m
2 h̄ t

(x − xo)
2 + i f t

2 h̄
(x − xo) + i f t

h̄
xo −

i f2 t3

24 h̄ m

)

×

× exp
(

−

i h̄
2 m a2

o

1√
4 C − B2

arctg ( t
√

4 C − B2

2 + B t
)
)

→

K(x, xo, t) = (1 + B t + C t2)1/4
×

× [(1 + B t
2

)2 + ( h̄ t
2 m a2

o
)2]− 1/4

×

× exp
[

i
2

(

arctg [ h̄ t/(2 m a2
o)

1 + B t/2
] −

−

h̄

m a2
o

√
4 C − B2

arctg [ t
√

4 C − B2

2 + B t
]
) ]

×

[

√

m
2 π i t

×

× exp
(

i
h̄

[

m
2 t

(x − xo)
2 +

+ f t

2
(x + xo) −

f2 t3

24 m

] )

]

. (4.3.3.25)
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Para obtermos o propagador de Feynman-de Bro-

glie-Bohm da part́ıcula em um campo externo linear,
vamos impor que [vide expressões (4.3.1.22-23)]:

(1 + B t + C t2)1/4
× [(1 + B t

2
)2 + ( h̄ t

2 m a2
o
)2]− 1/4 = 1 →

C = (B
2
)2 + ( h̄

2 m a2
o
)2 . (4.3.3.26a-b)

Usando-se a expressão (4.3.3.26b), resultará [vide ex-
pressão (4.3.1.24):

arctg [ h̄ t/(2 m a2
o)

1 + B t/2
] −

−

h̄

m a2
o

√
4 C − B2

arctg [ t
√

4 C − B2

2 + B t
] = 0 . (4.3.3.27)

Por fim, levando-se as expressões (4.3.3.26a,27) na ex-
pressão (4.3.3.25), obteremos o propagador de Feynman-

de Broglie-Bohm da part́ıcula em um campo externo

linear:

K(x, xo, t) =
√

m
2 π i t

exp
(

i
h̄

[

m
2 t

(x − xo)
2 +

+ f t

2
(x + xo) −

f2 t3

24 m

] )

, (4.3.3.28)

que coincide com o tradicional propagador de Feynman

da part́ıcula em um campo externo linear.[2]

É oportuno destacar que esse mesmo resultado é obtido
quando se considera [vide expressão (4.3.3.4d)]:

ȧ(0) = bo = 0 , (4.3.3.29)

pois, levando-se esse resultado na expressão (4.3.3.8) e usando-
se as expressões (4.3.1.27a-b), virá (lembrar que ao 6= 0):
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ȧ(0) = bo = 0 = ao B/2 →

B = 0 , C = ( h̄
2 m a2

o
)2 (4.3.3.30a-b)

e, com isso, as expressões (4.3.3.26a,27) são preservadas.[11]

Contudo, apesar de o propagador de Feynman ser
o mesmo para as duas situações [ȧ(0) 6= 0 e ȧ(0) = 0],
os pacotes de onda correspondentes são diferentes, pois suas
larguras valem, respectivamente [vide expressões (3.2.2.23b)
e (3.3.3.27)]:

a2
acoplado(t) = a2

o [ 1 + 2 ζ

τ
t + (1 + ζ2)

τ2 t2 ] , (4.3.3.31)

a2(t) = a2
o [ 1 + t2

τ2 ] , (4.3.3.32)

onde [vide expressões (3.2.2.23a) e (3.3.3.25b)]:

τ = 2 m a2
o

h̄
, ζ = B

2
τ . (4.3.3.33a-b)
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mica de de Broglie-Bohm. Tese de Mestrado, DFUFPA.

7. SYMON, K. R. 1961. Mechanics. Addison-Wesley Pu-
blishing Company, Inc.



194

8. NASSAR, A. B. 1999. Quantum Potential and Propa-

gator at Caustics. DFUFPA (mimeo).
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CAPÍTULO 5

MECÂNICA QUÂNTICA DE DE BROGLIE-BOHM

E O TUNELAMENTO QUÂNTICO

5.1. Introdução

Em 1896, o f́ısico francês Antoine Henry Becquerel
(1852-1908; PNF, 1903) descobriu o fenômeno da radioati-

vidade
[1] ao observar que cristais de dissulfato de urânio-

potássio eram capazes de impressionar uma chapa fotográfica
mesmo quando recoberta com papel escuro, estando o con-
junto exposto à luz solar. Logo depois, em 1897, o f́ısico
inglês Lord Ernest Rutherford (1871-1937; PNQ, 1908) des-
cobriu que os “raios de Becquerel” eram constitúıdos de dois
tipos de part́ıculas: alfa (α), carregadas positivamente, e
beta (β), negativamente. Mais tarde, em 1908, Rutherford
e o f́ısico alemão Hans Wilhelm Geiger (1882-1945) demons-
traram que as part́ıculas α eram átomos de hélio, e que apre-
sentavam a carga elétrica igual a duas vezes a carga do elétron.
Para justificar essa carga elétrica, Rutherford afirmou, em
1914, que a part́ıcula α era constitúıda de quatro elétrons
positivos (conhecidos como part́ıculas H) e dois elétrons
negativos. Em 1921, o f́ısico inglês Charles Galton Darwin
(1887-1962) apresentou três modelos para a part́ıcula α: es-
fera dura carregada; disco duro carregado; núcleo na forma de
um quadrado com um próton em cada vértice e dois elétrons
no centro do quadrado.[2]

Desde a descoberta da radioatividade houve várias
tentativas no sentido de explicá-la. Por exemplo, em 1911,
Rutherford achava que sua origem poderia ser interna ao áto-
mo, porém, não descartou a possibilidade de ela originar-se do
exterior. Por sua vez, em 1920, H. Th. Wolff afirmou que esse
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tipo de radiação estava associado ao mecanismo de “desordem
interna” (flutuações) do material radioativo provocado por
part́ıculas externas altamente velozes. Contudo, somente em
1928 esse fenômeno f́ısico foi explicado como sendo devido a
um processo de tunelamento quântico. Com efeito, nesse
ano, os f́ısicos, o russo-norte-americano George Gamow (1904-
1968) e, independentemente, o inglês Ronald Wilfrid Gurney
(1898-1953) e o norte-americano Edward Uhler Condon (1902-
1974) mostraram, usando a equação de Schrödinger, que
uma part́ıcula em frente de uma barreira de potencial, com
energia menor que a altura da barreira, apresentava uma pro-
babilidade - conhecida desde então como efeito túnel - de
atravessar a barreira. Com essa idéia, eles conseguiram es-
timar a vida-média dos elementos radioativos, emissores de
part́ıculas α, calculando a probabilidade de essa part́ıcula
“atravessar” a barreira de potencial que o prende no interior
do núcleo radioativo.[3]

Neste Caṕıtulo, estudaremos o tunelamento quânti-

co de uma part́ıcula livre que se desloca em um meio dis-
sipativo usando a Mecânica Quântica de de Broglie-Bohm
(MQBB).[4] Inicialmente, trataremos desse tunelamento, em
um meio conservativo, por intermédio da Mecânica Quântica
de Schrödinger (MQS) e daquela Mecânica para, no final,

compararmos os resultados. É oportuno esclarecer que existe
uma diferença fundamental entre esses dois tratamentos. En-
quanto na MQS, a função de onda (ψ) e suas derivadas

(∂ψ
∂x

) devem ser cont́ınuas nas fronteiras da barreira de po-
tencial, na MQBB essa continuidade é exigida para as den-
sidades de massa, de momento e de energia, conceitos f́ısicos
definidos quando apresentamos a MQBB no Caṕıtulo 1.
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5.2. Tunelamento Quântico em Sistemas

Conservativos

Neste item, estudaremos o tunelamento quântico

em sistemas conservativos utilizando-se a Mecânica Quân-
tica de Schrödinger (MQS) e a Mecânica Quântica de de
Broglie-Bohm (MQBB). Além do mais, consideraremos ape-
nas os sistemas conservativos representados pela equação de

Schrödinger linear.

5.2.1. Tunelamento Quântico Conservativo Via

Mecânica Quântica de Schrödinger

Seja a equação de Schrödinger linear definida pela
expressão (1.2.1.1), isto é:

i h̄
∂ψ(x, t)

∂t
= −

h̄2

2 m

∂2 ψ(x, t)
∂x2 +

+ V (x, t) ψ(x, t) . (5.2.1.1)

Consideremos um fluxo estacionário de part́ıculas com
energia incidente E, colidindo com uma barreira de potencial
de altura V e de largura L:

V (x, t) = V , 0 < x < L, (5.2.1.2a)

V (x, t) = 0 , x 6= 0, L , (5.2.1.2b)

e que definem as seguintes regiões:

Região (1) de Incidência: x < 0, (5.2.1.2c)

Região (2) de Tunelamento: 0 < x < L, (5.2.1.2d)

Região (3) de Transmissão: x > L. (5.2.1.2e)
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Assim, a solução da equação de Schrödinger [vide
expressão (5.2.1.1)] para as três regiões definidas acima, é
dada por:[5]

ψ1(x, t) = (ei k x + A e− i k x) e− i ω t , (5.2.1.3a)

ψ2(x, t) = (C eq̄ x + D e− q̄ x) e− i ω t , (5.2.1.3b)

ψ3(x, t) = (B ei k x) e− i ω t , (5.2.1.3c)

onde:

k2 = 2 m E

h̄2 , q̄2 = 2 m (V − E)

h̄2 . (5.2.1.4a-b)

Fazendo-se uso das condições de continuidade da fun-
ção de onda (ψ) e de suas derivadas espaciais (∂ψ

∂x
) nos limites

da barreira de potencial indicados nas expressões (5.2.1.2a-b),
virá:

a) Para x = 0 (∀ t):

ψ1(0, t) = ψ2(0, t) → 1 + A = C + D , (5.2.1.5a)

∂ψ1

∂x
≡ ψ′1|x = 0 = ψ′2|x = 0 →

i k (1 − A) = q̄ (C − D) →

1 − A = − i q̄

k
(C − D) . (5.2.1.5b)

Subtraindo-se as expressões (5.2.1.5a-b), resultará:

2 A = C + D + i q̄

k
C − i q̄

k
D →

A = 1
2

[C (1 + i q̄

k
) + D (1 − i q̄

k
)] . (5.2.1.6)
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b) Para x = L (∀ t):

ψ2(L, t) = ψ3(L, t) →

C eq̄ L + D e− q̄ L = B ei k L , (5.2.1.7a)

∂ψ2

∂x
≡ ψ′2|x = L = ψ′3|x = L →

q̄ (C eq̄L − D e− q̄ L) = i k B ei k L
→

C eq̄L − D e− q̄ L = i k
q̄
B ei k L . (5.2.1.7b)

Somando-se as expressões (5.2.1.7a-b), teremos:

2 C eq̄L = B (1 + i k
q̄
) ei k L

→

C = 1
2
B(1 + i k

q̄
) e(i k − q̄) L . (5.2.1.8a)

Subtraindo-se as expressões (5.2.1.7a-b), teremos:

2 D e− q̄L = B (1 − i k
q̄
) ei k L

→

D = 1
2
B(1 − i k

q̄
) e(i k + q̄) L . (5.2.1.8b)

Considerando-se a expressão (5.2.1.6) e inserindo-se
nela as expressões (5.2.1.8a-b), virá:

A = 1
2

[

1
2
B(1 + i k

q̄
) e(i k − q̄) L (1 + i q̄

k
) +

+ 1
2
B(1 − i k

q̄
) e(i k + q̄) L (1 − i q̄

k
)
]

=
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= 1
2

[

1
2
B(1 + i k

q̄
+ i q̄

k
− 1) e(i k − q̄) L +

+ 1
2
B(1 − i k

q̄
− i q̄

k
− 1) e(i k + q̄) L

]

=

= 1
2

(

1
2
B [ i (k2 + q̄2)

k q̄
] e(i k − q̄) L +

+ 1
2

(

1
2
B [− i (k2 + q̄2)

k q̄
] e(i k + q̄) L

)

=

= B
i (k2 + q̄2)

4 k q̄
ei k L (e− q̄ L

− eq̄ L) →

A = B (k2 + q̄2)
4 i k q̄

ei k L (eq̄ L − e− q̄ L) . (5.2.1.9)

Usando-se as expressões (5.2.1.8a-b,9) na expressão
(5.2.1.5a), teremos:

1 + B
(k2 + q̄2)
4 i k q̄

ei k L (eq̄ L − e− q̄ L) =

= B
2

[(1 + i k
q̄
) e(i k − q̄) L + (1 − i k

q̄
) e(i k + q̄) L] =

= B
2
ei k L [(1 + i k

q̄
) e− q̄ L + (1 − i k

q̄
) eq̄ L] .

Multiplicando-se a expressão acima por e− i k L, virá:

e− i k L + B
2

(k2 + q̄2)
2 i k q̄

(eq̄ L − e− q̄ L) =

= B
2

[(1 + i k
q̄
) e− q̄ L + (1 − i k

q̄
) eq̄ L] →

e− i k L = B
2

[eq̄ L (1 − i k
q̄
−

k2 + q̄2

2 i k q̄
) +
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+ e− q̄ L (1 + i k
q̄

+ k2 + q̄2

2 i k q̄
)] =

= B
2

[eq̄ L (2 i k q̄2 + 2 k2 q̄ − k2 q̄ − q̄3

2 i k q̄2
) +

+ e− q̄ L (2 i k q̄2 − 2 k2 q̄ + k2 q̄ + q̄3

2 i k q̄2
)] =

= B
2

[eq̄ L (2 i k q̄ + k2 − q̄2

2 i k q̄
) + e− q̄ L (2 i k q̄ − k2 + q̄2

2 i k q̄
)] =

= B
4 i k q̄

[eq̄ L (i q̄ + k)2 + e− q̄ L (q̄ + i k)2] =

= B
4 i k q̄

[eq̄ L (i q̄)2 (1 + k
i q̄

)2 + e− q̄ L q̄2 (1 + i k
q̄

)2] =

= −

B q̄

4 i k
[eq̄ L (1 − i k

q̄
)2
− e− q̄ L (1 + i k

q̄
)2] →

B = −

4 i k
q̄

e− i k L [eq̄ L (1 − i k
q̄

)2
−

− e− q̄ L (1 + i k
q̄

)2]− 1 . (5.2.1.10)

Agora, de posse da expressão (5.2.1.10), calculemos o
coeficiente de tunelamento b2, que é dado por:

b2 = B B∗ = 16 k2

q̄2

(

[eq̄ L (1 − i k
q̄

)2
− e− q̄ L (1 + i k

q̄
)2] ×

× [eq̄ L (1 + i k
q̄

)2
− e− q̄ L (1 − i k

q̄
)2]

)− 1
=

= 16 k2

q̄2

(

e2 q̄ L [(1 − i k
q̄

) (1 + i k
q̄

)]2 − (1 − i k
q̄

)4
−

− (1 + i k
q̄

)4 + e− 2 q̄ L [(1 − i k
q̄

) (1 + i k
q̄

)]2
)− 1

=
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= 16 k2

q̄2

(

(1 + k2

q̄2
)2 (e2 q̄ L + e− 2 q̄ L) −

− [(1 + i k
q̄

)4 + (1 − i k
q̄

)4]
)− 1

=

= 16 k2

q̄2

[

(1 + k2

q̄2
)2 (e2 q̄ L + e− 2 q̄ L) − [(1 − k2

q̄2
+

+ 2 i k
q̄

)2 + (1 − k2

q̄2
−

2 i k
q̄

)2]
]− 1

=

= 16 k2

q̄2

[

(1 + k2

q̄2
)2 (e2 q̄ L + e− 2 q̄ L) − (1 + k4

q̄4
−

−

4 k2

q̄2
−

2 k2

q̄2
+ 4 i k

q̄
−

4 i k3

q̄3
+

+ 1 + k4

q̄4
−

4 k2

q̄2
−

2 k2

q̄2
−

4 i k
q̄

+ 4 i k3

q̄3
)
]− 1

=

= 16 k2

q̄2

[

(1 + k2

q̄2
)2 (e2 q̄ L + e− 2 q̄ L) −

− (2 + 2 k4

q̄4
−

12 k2

q̄2
)
]− 1

=

= 16 k2

q̄2

[

2 (1 + k2

q̄2
)2 (e2 q̄ L + e− 2 q̄ L)

2
−

− 2 (1 + k4

q̄4
+ 2 k2

q̄2
) + 16 k2 q̄2

q̄4

]− 1
=

= 16 k2

q̄2

[

2 (1 + k2

q̄2
)2 (e2 q̄ L + e− 2 q̄ L)

2
−

− 2 (1 + k2

q̄2
)2 + 16 k2 q̄2

q̄4

]− 1
=

= 16 k2

q̄2

(

2
q̄2

)− 1 [

(k2 + q̄2)2 (e2 q̄ L + e− 2 q̄ L)
2

−
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− (k2 + q̄2)2 + 8 k2 q̄2
]− 1

→

b2 = 8 k2 q̄2
[

(k2 + q̄2)2 (e2 q̄ L + e− 2 q̄ L)
2

−

− (k2 + q̄2)2 + 8 k2 q̄2
]− 1

. (5.2.1.11)

Considerando-se as identidades:[6]

cosh α = eα + e− α

2
, (5.2.1.12a)

cosh 2 α = 1 + 2 senh2 α , (5.2.1.12b)

a expressão (5.2.1.11) ficará:

b2 = 8 k2 q̄2
[

(k2 + q̄2)2 cosh (2 q̄ L) −

− (k2 + q̄2)2 + 8 k2 q̄2
]− 1

=

= 8 k2 q̄2
[

(k2 + q̄2)2 [cosh (2 q̄ L) − 1] + 8 k2 q̄2
]− 1

=

= 8 k2 q̄2 (8 k2 q̄2)− 1
[

(k2 + q̄2)2

8 k2 q̄2
2 senh2 (q̄ L) + 1

]− 1
→

b− 2 = 1 + (k2 + q̄2)2

4 k2 q̄2
senh2 (q̄ L) . (5.2.1.13)

Vejamos, agora, o caso do tunelamento quântico

para grandes barreiras, ou seja [vide expressão (5.2.1.4b) e
lembrar que E é fixo]:

V, L ≫ 1 → q̄ L ≫ 1 . (5.2.1.14)
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Considerando-se que:[6]

senh α = (eα − e− α)
2

, (5.2.1.15a)

senh (α ≫ 1) ≃ eα

2
≫ 1, (5.2.1.15b)

a expressão (5.2.1.13) ficará:

b− 2
≃

(k2 + q̄2)2

16 k2 q̄2
e2 q̄ L . (5.2.1.16a)

Usando-se as expressões (5.2.1.4a-b), teremos:

(k2 + q̄2)2

16 k2 q̄2
=

[

2 m E

h̄2
+

2 m (V − E)

h̄2

]

2

16 2 m E

h̄2

2 m (V − E)

h̄2

=

= [2 m (E + V − E)]2

64 m2 E (V − E)
→

(k2 + q̄2)2

16 k2 q̄2
= V 2

16 E (V − E)
.

Levando-se a expressão acima na expressão (5.2.1.16a)
e usando-se a expressão (5.2.1.4b), obteremos:

b2 = 16 E (V − E)
V 2 e−

2 L
h̄

√

2 m (V − E) . (5.2.1.16b)

O resultado acima nos mostra que haverá transmissão
da barreira (tunelamento), embora a energia da part́ıcula
seja menor do que a altura da barreira de potencial (E < V ).

5.2.2. Tunelamento Quântico Conservativo Via

Mecânica Quântica de de Broglie-Bohm

Vamos resolver, neste item, o mesmo problema re-
solvido no item 5.2.1., qual seja, o tunelamento quântico
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de um fluxo estacionário de part́ıculas com energia E, através
de uma barreira de potencial de altura V e largura L [vide ex-
pressões (5.2.1.2a-b)], só que, agora, sob o ponto de vista da
MQBB estudada no Caṕıtulo 1, cujos principais resultados,
necessários para o estudo desse item, são os que mostraremos
a seguir.

Tomemos a equação de Schrödinger definida pela
expressão (5.2.1.1), ou seja:

i h̄ ∂ψ(x, t)
∂t

= −

h̄2

2 m

∂2 ψ(x, t)
∂x2 +

+ V (x, t) ψ(x, t) , (5.2.2.1)

e consideremos a função de onda ψ(x, t) na forma polar
ou transformação de Madelung-Bohm [vide expressão
(1.2.1.2)]:

ψ(x, t) = φ(x, t) ei S(x, t). (5.2.2.2)

Levando-se a expressão (5.2.2.2) na expressão (5.2.2.1),
demonstramos no Caṕıtulo 1 as seguintes expressões [vide ex-
pressões (1.2.1.10,12b)]:

∂ρ

∂t
+ ∂(ρ vqu)

∂x
= 0 , (5.2.2.3)

h̄ ∂S
∂t

+ [1
2
m v2

qu + V + Vqu] = 0 , (5.2.2.4)

onde [vide expressões (1.2.1.7,8,11a-b)]:

ρ(x, t) = |ψ(x, t)|2 = φ2(x, t) , (5.2.2.5)

vqu(x, t) = h̄
m

∂S(x, t)
∂x

, (5.2.2.6)

Vqu = − ( h̄2

2 m φ
) ∂2φ

∂x2 =
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= −

h̄2

2 m
1
√
ρ

∂2
√
ρ

∂x2 , (5.2.2.7a-b)

representam, respectivamente, a densidade de massa (ρ), a
velocidade quântica (vqu) e o potencial quântico (Vqu).

Ainda no Caṕıtulo 1, demonstramos que [vide ex-
pressões (1.2.1.22,29)]:

∂Jqu

∂t
+ ∂Pqu

∂x
+ ρ

m
∂V
∂x

= 0 , (5.2.2.8)

∂Uqu

∂t
+ ∂Qqu

∂x
−

ρ

m
∂V
∂t

= 0 , (5.2.2.9)

onde [vide expressões (1.2.1.17,21,23,28)]:

Jqu = ρ vqu , (5.2.2.10)

Pqu = ρ v2
qu −

h̄2

4 m2 [ ∂
2ρ

∂x2 −
1
ρ

( ∂ρ
∂x

)2] , (5.2.2.11)

Uqu = ρ

m
(
v2qu

2
+ V + Vqu) , (5.2.2.12)

Qqu = vqu Uqu + h̄2

2 m2 [
√

ρ ∂
∂x

(
∂
√
ρ

∂t
) −

−

∂
√
ρ

∂t

∂
√
ρ

∂x
] , (5.2.2.13)

representam, respectivamente, a densidade de momento

linear quântico (Jqu), o fluxo da densidade de momento

linear quântico (Pqu), a densidade de energia quântica

(Uqu) e o fluxo da densidade de energia quântica (Qqu).

Apresentados os principais resultados da MQBB, va-
mos estudar o tunelamento quântico de um fluxo estacionário
de part́ıculas com energia E, através de uma barreira de po-
tencial de altura V e largura L.
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Para o caso em questão, as condições de fronteira cor-
retas são determinadas por intermédio da integração das ex-
pressões (5.2.2.3,8-9) sobre uma superf́ıcie infinitesimal fecha-
da nas fronteiras (σ) da barreira de potencial.[7] Desse modo,
teremos que:

ρ ⇔ ψ∗ ψ , ∂ρ

∂x
⇔ ψ∗ ∂ψ

∂x
, (5.2.2.14a-b)

Jqu = ρ vqu , (5.2.2.14c)

1
2
m v2

qu + V + Vqu ⇔

∂S
∂t

, (5.2.2.14d)

devem ser cont́ınuas em σ, sendo as equivalências indicadas
nessas expressões decorrentes, respectivamente, das expressões
(5.2.2.4-6). É oportuno destacar que as continuidades em σ

representadas pelas expressões (5.2.2.14a-d) não são condições
necessárias, porém suficientes.

Considerando-se as condições de contorno indicadas
nas expressões (5.2.2.14a-d), é conveniente usarmos a função
de onda ψ na forma polar [vide expressões (5.2.2.2,5)]:

ψ =
√

ρ ei S . (5.2.2.15)

Desse modo, para estudarmos o tunelamento quântico
de um fluxo estacionário de part́ıculas com energia E, através
de uma barreira de potencial de altura V e largura L, definidos
pelas expressões (5.2.1.2a-b), é necessário transformar as ex-
pressões (5.2.1.3a-c) na forma polar indicada acima. Inicial-
mente, consideremos que:

ψ = A1 e
i z1 + A2 e

i z2 = a1 e
i α1 ei z1 + a2 e

i α2 ei z2 →

ψ = a1 e
i (z1 + α1) + a2 e

i (z2 + α2) . (5.2.2.16)
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Partindo-se da expressão (5.2.2.16) e usando-se a fór-

mula de Euler (e± i α = cos α ± i sen α), teremos (con-
siderar que x1,2 = z1,2 + α1,2):

ψ = a1 e
i (z1 + α1) + a2 e

i (z2 + α2) = a1 e
i x1 + a2 e

i x2 =

= ei (
x1 + x2

2
) [a1 e

i (
x1 − x2

2
) + a2 e

− i (
x1 − x2

2
)] =

= ei (
x1 + x2

2
)
[

a1 cos (x1 − x2

2
) + i sen (x1 − x2

2
) +

+ a2 cos (x1 − x2

2
) − i sen (x1 − x2

2
)
]

=

= ei (
x1 + x2

2
)
[

(a1 + a2) cos (x1 − x2

2
) +

+ i (a1 − a2) sen (x1 − x2

2
)
]

→

ψ = (c1 + i c2) e
i (

x1 + x2

2
) , (5.2.2.17)

onde:

c1 = (a1 + a2) cos (x1 − x2

2
) , (5.2.2.18a)

c2 = (a1 − a2) sen (x1 − x2

2
) . (5.2.2.18b)

Usando-se a forma polar de um número complexo,
qual seja:[6]

c1 + i c2 =
√

c21 + c22 e
i tg− 1 (c2/c1) , (5.2.2.19)

a expressão (5.2.2.17) ficará:
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ψ =
√

c21 + c22 e
i tg− 1 c2/c1 ei (

x1 + x2

2
) . (5.2.2.20)

Chamando-se (lembrar que x1,2 = z1,2 + α1,2):

E = x1 − x2

2
= z1 + α1 − z2 − α2

2
, (5.2.2.21)

e usando-se as expressões (5.2.2.18a-b), virá (lembrar que
cos 2 β = cos2 β − sen2 β):

c21 + c22 = (a1 + a2)
2 + cos2 E + (a1 − a2)

2 + sen2 E =

= (a2
1 + a2

2 + 2 a1 a2) cos
2E+(a2

1 + a2
2 − 2 a1 a2) sen

2E =

= (a2
1 + a2

2) cos
2 E + (a2

1 + a2
2) sen

2 E +

+ 2 a1 a2 cos
2 E − 2 a1 a2 sen

2 E =

= (a2
1 + a2

2)(cos
2 E+sen2 E) + 2 a1 a2 (cos2 E − sen2 E) →

c21 + c22 = a2
1 + a2

2 + 2 a1 a2 cos 2 E , (5.2.2.22a)

c2
c1

= a1 − a2

a1 + a2

sen E
cos E

= a1 − a2

a1 + a2

tg E . (5.2.2.22b)

Considerando-se a expressão (5.2.2.20) e inserindo-se
nela as expressões (5.2.2.22a-b), teremos (devemos lembrar
que x1,2 = z1,2 + α1,2):

ψ =
√

a2
1 + a2

2 + 2 a1 a2 cos (z1 + α1 − z2 − α2) ×

× exp
[

i
(

z1 + α1 + z2 + α2

2
+

+ tg− 1 [a1 − a2

a1 + a2

tg ( z1 + α1 − z2 − α2

2
)]
) ]

. (5.2.2.23)
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Conforme vimos no item 5.2.1., as funções de onda
para as três regiões que compõem a barreira de potencial
[região de incidência (1), região de tunelamento (2) e região
de transmissão (3)] em estudo são dadas por [vide expressões
(5.2.1.3a-c,4a-b)]:

ψ1(x, t) = (ei k x + A e− i k x) e− i ω t , (5.2.2.24a)

ψ2(x, t) = (C eq̄ x + D e− q̄ x) e− i ω t , (5.2.2.24b)

ψ3(x, t) = (B ei k x) e− i ω t , (5.2.2.24c)

com:

k2 = 2 m E

h̄2 , q̄2 = 2 m (E − V )

h̄2 . (5.2.2.25a-b)

Agora, vamos obter a representação polar das expres-
sões (5.2.2.24a-c) usando-se, inicialmente, a parte espacial da
função ψ(x, t) [vide expressão (5.2.2.16)]. Desse modo, tere-
mos:

Região 1:

ψ1(x) = ei k x + A e− i k x =

ei k x + a ei α e− i k x
≡ a1 e

i α1 ei z1 + a2 e
i α2 ei z2 →

a1 = 1 , α1 = 0 , z1 = k x , (5.2.2.26a-c)

a2 = a , α2 = α , z2 = − k x . (5.2.2.26d-f)

Tomando-se a expressão (5.2.2.24a), substituindo-se
nela as expressões acima e, na continuação, usando-se as ex-
pressões (5.2.2.15,23), resultará:
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ψ1(x, t) =
√

ρ1 e
i S1 =

=
√

1 + a2 + 2 a cos (2 k x − α) × exp
[

i
(

− ω t +

+ α
2

+ tg− 1 [1 − a
1 + a

tg (k x − α
2
)]
) ]

. (5.2.2.27)

Região 2:

ψ2(x) = C eq̄ x + D e− q̄ x =

= c√
q̄
eq̄ x ei γ + d√

q̄
e− q̄ x ei δ ≡

≡ a1 e
i α1 ei z1 + a2 e

i α2 ei z2 →

a1 = c√
q̄
eq̄ x , α1 = γ , z1 = 0 , (5.2.2.28a-c)

a2 = d√
q̄
e− q̄ x, α2 = δ , z2 = 0. (5.2.2.28d-f)

Considerando-se a expressão (5.2.2.24b), inserindo-se
nela as expressões acima e, em seguimento, usando-se as ex-
pressões (5.2.2.15,23), obteremos:

ψ2(x, t) =
√

ρ2 e
i S2 =

=
√

1
q̄

[c2 e2 q̄ x + d2 e− 2 q̄ x + 2 c d cos (γ − δ)] ×

× exp
[

i
(

− ω t + γ + δ

2
+

+ tg− 1 [ c e
q̄ x − d e− q̄ x

c eq̄ x + d e− q̄ x tg (γ − δ

2
)]
) ]

; (5.2.2.29)

Região 3:
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ψ3(x) = B ei k x = 0 ei (0 + 0) + b ei β ei k x
≡

≡ a1 e
i α1 ei z1 + a2 e

i α2 ei z2 →

a1 = 0 , α1 = 0 , z1 = 0 , (5.2.2.30a-c)

a2 = b , α2 = β , z2 = k x . (5.2.2.30d-f)

Tomando-se a expressão (5.2.2.24c), substituindo-se
nela as expressões acima e, em seguida, usando-se as ex-
pressões (5.2.2.15,23), virá [lembrar que tg (− α) = − tg α]:

ψ3(x, t) =
√

ρ3 e
i S3 =

=
√

0 + b2 + 2 × 0 × b cos (0 + 0 − k x − β) ×

× exp
[

i
(

− ω t + 0 + 0 + k x + β

2
+

+ tg− 1 [0 − b
0 + b

tg (0 + 0 − k x − β

2
)]
) ]

→

ψ3(x, t) =
√

ρ3 e
i S3 =

=
√

b2 exp [i (- ω t + k x + β)] . (5.2.2.31)

Antes de usarmos as condições de contorno represen-
tadas pelas expressões (5.2.2.14a-d), obteremos algumas ex-
pressões úteis na aplicação dessas condições. Assim, usando-se
as seguintes identidades:[6]

cos 2θ = cos2 θ − sen2 θ , (5.2.2.32a)

sen 2 θ = 2 sen θ cos θ , (5.2.2.32b)
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d
dy

(cos z) = − sen z (dz
dy

) , (5.2.2.32c)

d
dy

[tg− 1(z)] = 1
1 + z2

(dz
dy

) , (5.2.2.32d)

d
dy

(tg z) = sec2 y (dz
dy

) , (5.2.2.32e)

d
dy

(u
v
) =

v ( du
dy

) − u ( dv
dy

)

v2
, (5.2.2.32f)

d
dy

(e± z) = ± e± z (dz
dy

) , (5.2.2.32g)

e as expressões (5.2.2.5,27,29,31), obteremos:

ρ1(x) = 1 + a2 + 2 a cos (2 k x − α) , (5.2.2.33a)

∂ρ1
∂x
≡ ρ′1(x) = − 4 a k sen (2 k x − α) , (5.2.2.33b)

S1(x, t) =
(

− ω t + α
2

+

+ tg− 1 [1 − a
1 + a

tg (k x − α
2
)]
)

, (5.2.2.33c)

vqu1(x, t) = h̄
m

∂S1(x, t)
∂x

=

= h̄
m

∂
∂x

(

− ω t + α
2

+ tg− 1 [1 − a
1 + a

tg (k x − α
2
)]
)

.

Chamando-se:

θ = k x − α
2

, (5.2.2.34a)

teremos:

vqu1 = h̄
m

∂
∂x

[tg− 1 (1 − a
1 + a

tg θ)] =
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= h̄
m

1
1 + ( 1 − a

1 + a
)2 tg2 θ

∂
∂x

(1 − a
1 + a

tg θ) =

= h̄
m

[ (1 + a)2

(1 + a)2 + (1 − a)2 sen2 θ

cos2 θ

] (1 − a
1 + a

) sec2 θ ( ∂θ
∂x

) =

= h̄
m

[ (1 + a) cos2 θ

(1 + a2 + 2 a) cos2 θ + (1 + a2 − 2 a) sen2 θ
] [k (1 − a)

cos2 θ
] =

= h̄
m

[ k (1 − a2)
(1 + a2) (sen2 θ + cos2 θ) + 2 a(cos2 θ − sen2 θ)

] →

vqu1(x) = h̄
m

[ k (1 − a2)
1 + a2 + 2 a cos 2 θ

] . (5.2.2.34b)

Usando-se a expressão (5.2.2.10), substituindo-se nela
as expressões (5.2.2.33a,34b) e, na seqüência, usando-se a ex-
pressão (5.2.2.34a), resultará [lembrar que ρ1(x) e vqu1(x)]:

Jqu1(x) = ρ1(x) vqu1(x) =

= (1 + a2 + 2 a cos 2 θ) h̄
m

[ k (1 − a2)
1 + a2 + 2 a cos 2 θ

] →

Jqu1(x) = ρ1(x) vqu1(x) = h̄
m
k (1 − a2) . (5.2.2.35)

Analogamente, para a região 2, teremos [vide expres-
são (5.2.2.29)]:

ρ2(x) = 1
q̄

[c2 e2 q̄ x + d2 e− 2 q̄ x +

+ 2 c d cos (γ − δ)] , (5.2.2.36a)

∂ρ2
∂x
≡ ρ′2(x) = 2 (c2 e2 q̄ x

− d2 e− 2 q̄ x) , (5.2.2.36b)

S2(x, t) =
(

− ω t + γ + δ

2
+
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+ tg− 1 [ c e
q̄ x − d e− q̄ x

c eq̄ x + d e− q̄ x tg (γ − δ

2
)]
)

, (5.2.2.36c)

vqu2(x, t) = h̄
m

∂S2(x, t)
∂x

=

= h̄
m

∂
∂x

[

− ω t + γ + δ

2
+ tg− 1 [ c e

q̄ x − d e− q̄ x

c eq̄ x + d e− q̄ x tg (γ − δ

2
)]
]

.

Chamando-se:

Θ = γ − δ

2
, (5.2.2.36d)

teremos:

vqu2(x, t) = h̄
m

∂
∂x

[

tg− 1 ( c e
q̄ x − d e− q̄ x

c eq̄ x + d e− q̄ x tg Θ)
]

=

= h̄
m

[ 1

1 + tg2 Θ
(c eq̄ x

− d e− q̄ x)2

(c eq̄ x + d e− q̄ x)2

] d
dx

[tg Θ ( c e
q̄ x − d e− q̄ x

c eq̄ x + d e− q̄ x )] =

= h̄
m

[ (c eq̄ x + d e− q̄ x)2

(c eq̄ x + d e− q̄ x)2 + tg2 Θ (c eq̄ x − d e− q̄ x)2
× tg Θ ×

×

1
(c eq̄ x + d e− q̄ x)2

[(c eq̄ x + d e− q̄ x) d
dx

(c eq̄ x − d e− q̄ x) −

− (c eq̄ x − d e− q̄ x) d
dx

(c eq̄ x + d e− q̄ x)] =

= h̄
m

[ (c eq̄ x + d e− q̄ x)2

(c eq̄ x + d e− q̄ x)2 + tg2 Θ (c eq̄ x − d e− q̄ x)2
× tg Θ ×

×

1
(c eq̄ x + d e− q̄ x)2

[q̄ (c eq̄ x + d e− q̄ x) (c eq̄ x + d e− q̄ x) −

− q̄ (c eq̄ x − d e− q̄ x) (c eq̄ x − d e− q̄ x)] =

= h̄ q̄

m

(

[(c eq̄ x + d e− q̄ x)2 − (c eq̄ x − d e− q̄ x)2] tg Θ
(c eq̄ x + d e− q̄ x)2 + tg2 Θ (c eq̄ x − d e− q̄ x)2

)

=
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= h̄ q̄

m

(

1
(c eq̄ x + d e− q̄ x)2 + tg2 Θ (c eq̄ x − d e− q̄ x)2

×

× [(c eq̄ x + d e− q̄ x) + (c eq̄ x − d e− q̄ x)] ×

× [(c eq̄ x + d e− q̄ x) − (c eq̄ x − d e− q̄ x)] tg Θ
)

=

= (h̄ q̄)(2 c eq̄) (2 d e− q̄) tg Θ
m [(c2e2q̄x+d2e−2q̄x+2cd)+(c2e2q̄x+d2 e−2q̄x−2cd)sen2Θ/cos2Θ]

=

= (h̄ q̄) 4 c d tgΘ
m [(c2e2q̄x+d2e−2q̄x+2cd)+(c2e2q̄x+d2e−2q̄x−2cd)sen2Θ/cos2 Θ]

] =

=
(h̄ q̄) 4 c d sen Θ

cos Θ
cos2 Θ

m [(c2e2q̄x+d2e−2q̄x+2cd) cos2 Θ+(c2e2q̄x+d2e−2q̄x−2cd)sen2Θ
] =

= (h̄ q̄) 4 c d tg Θ cos2 Θ
m [(c2e2q̄x+d2e−2q̄x)(sen2Θ+cos2Θ)+2cd(cos2 Θ−sen2 Θ)]

→

vqu2 = h̄ q̄

m
×

× [ 2 c d 2 sen Θ cos Θ
c2 e2 q̄ x + d2 e− 2 q̄ x + 2 c d (cos2 Θ − sen2 Θ)

] , (5.2.2.37)

Considerando-se as expressões (5.2.2.32a-b,36d,37) pode-
remos escrever que:

vqu2(x) = h̄ q̄

m
×

× [ 2 c d sen (γ − δ)
c2 e2 q̄ x + d2 e− 2 q̄ x + 2 c d cos (γ − δ)

] . (5.2.2.38)

Usando-se a expressão (5.2.2.10) e substituindo-se nela
as expressões (5.2.2.36a,38), resultará [lembrar que ρ2(x) e
vqu2(x)]:

Jqu2(x) = ρ2(x) vqu2(x) =
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= 1
q̄

[c2 e2 q̄ x + d2 e− 2 q̄ x + 2 c d cos (γ − δ)] ×

×

h̄ q̄

m
[ 2 c d sen (γ − δ)
c2 e2 q̄ x + d2 e− 2 q̄ x + 2 c d cos (γ − δ)

] →

Jqu2(x) = ρ2(x) vqu2(x) =

= h̄
m

2 c d sen (γ − δ) . (5.2.2.39)

Analogamente, para a região 3, teremos [vide expres-
são (5.2.2.31)]:

ρ3(x) = b2 , ∂ρ3
∂x
≡ ρ′3(x) = 0 , (5.2.2.40a-b)

S3(x, t) = (− ω t + k x + β) , (5.2.2.40c)

vqu3(x, t) = h̄
m

∂S3(x, t)
∂x

= h̄
m

∂
∂x

(− ω t + k x + β) =

= h̄
m

d
dx

(k x + β) →

vqu3(x) = h̄
m
k . (5.2.2.41)

Tomando-se a expressão (5.2.2.10) e inserindo-se nela
as expressões (5.2.2.40a,41), virá [lembrar que ρ3(x) e vqu3(x)]:

Jqu3(x) = ρ3(x) vqu3(x) = b2 h̄
m
k . (5.2.2.42)

Fazendo-se uso das expressões (5.2.2.33a-b,35,36a-b)
e (5.2.2.39,40a-b,42) e das condições de contorno represen-
tadas pelas expressões (5.2.2.14a-c), resultará [lembrar que
cos (− α) = cos α e sen (− α) = − sen α]:

a) Para x = 0:
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ρ1(0) = ρ2(0) → 1 + a2 + 2 a cos α =

= c2 + d2 + 2 c d cos (γ − δ)
q̄

, (5.2.2.43a)

ρ′1(0) = ρ′2(0) → 2 a k sen α = c2 − d2 , (5.2.2.43b)

Jqu1(0) = Jqu2(0) ≡ ρ1(0) vqu1(0) = ρ2(0) vqu2(0) →

k (1 − a2) = 2 c d sen (γ − δ) . (5.2.2.43c)

b) Para x = L:

ρ2(L) = ρ3(L) →

c2 e2 q̄ L + d2 e− 2 q̄ L + 2 c d cos (γ − δ)
q̄

= b2 , (5.2.2.44a)

ρ′2(L) = ρ′3(L) → 2 (c2 e2 q̄ L
− d2 e− 2 q̄ L) = 0 →

c2 = d2 e− 4 q̄ L
→ c = d e− 2 q̄ L , (5.2.2.44b)

Jqu2 = Jqu3 ≡ ρ2(L) vqu2(L) = ρ3(L) vqu3(L) →

2 c d sen (γ − δ) = b2 k . (5.2.2.44c)

Comparando-se as expressões (5.2.2.43c) e (5.2.2.44c),
virá:

1 − a2 = b2 → a2 = 1 − b2 . (5.2.2.45)

Substituindo-se a expressão (5.2.2.44b) nas expressões
(5.2.2.44a,c), virá:
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d2 e− 4 q̄ L e2 q̄ L + d2 e− 2 q̄ L + 2 d2 e− 2 q̄ L cos (γ − δ)
q̄

= b2 →

b2 = 2
q̄
d2 e− 2 q̄ L [1 + cos (γ − δ)] , (5.2.2.46a)

b2 = 2
k
d2 e− 2 q̄ L sen (γ − δ) . (5.2.2.46b)

Comparando-se as expressões (5.2.2.46a-b), teremos:

sen (γ − δ)
1 + cos (γ − δ)

= k
q̄

. (5.2.2.46c)

Consideremos a identidade:[6]

tg ( z
2
) = sen z

1 + cos z
. (5.2.2.47)

Levando-se a expressão acima na expressão (5.2.2.46c)
e usando-se a expressão (5.2.2.36d), resultará (lembrar que
tg α = sen α

cos α
):

tg (γ − δ

2
) = sen [(γ − δ)/2]

cos [(γ − δ)/2]
=

= sen Θ
cos Θ

= sen (γ − δ)
1 + cos (γ − δ)

= k
q̄

. (5.2.2.48)

Partindo-se da expressão (5.2.2.48) e usando-se as ex-
pressões (5.2.2.32a-b,36d), teremos:

sen2 Θ
cos2 Θ

= k2

q̄2
→

sen2 Θ + cos2 Θ
sen2 Θ

= 1
sen2 Θ

= k2 + q̄2

k2 →

sen Θ = sen (γ − δ

2
) = k

√

k2 + q̄2
, (5.2.2.49a)

sen2 Θ
cos2 Θ

= k2

q̄2
→

sen2 Θ + cos2 Θ
cos2 Θ

= 1
cos2 Θ

= k2 + q̄2

q̄2
→
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cos Θ = cos (γ − δ

2
) = q̄

√

k2 + q̄2
, (5.2.2.49b)

cos 2 Θ = cos2 Θ − sen2 Θ = q̄2

k2 + q̄2
−

k2

k2 + q̄2
→

cos 2 Θ = cos (γ − δ) = q̄2 − k2

q̄2 + k2 . (5.2.2.50)

Considerando-se a expressão (5.2.2.46a) e levando-se
nela a expressão (5.2.2.50), virá:

b2 = 2
q̄
d2 e− 2 q̄ L (1 + q̄2 − k2

q̄2 + k2 ) →

b2 = ( 4 q̄

q̄2 + k2 ) d
2 e− 2 q̄ L . (5.2.2.51)

Tomando-se a expressão (5.2.2.43a), substituindo-se
nela as expressões (5.2.2.44b,50)e, usando-se as expressões
(5.2.1.12a) e (5.2.2.51), resultará:

1 + a2 + 2 a cos α =

=
d2 e− 4 q̄ L + d2 + 2 d2 e− 2 q̄ L ( q̄2

− k2

q̄2 + k2
)

q̄
=

= 1
q̄
d2 e− 2 q̄ L [e− 2 q̄ L + e2 q̄ L + 2 ( q̄

2 − k2

q̄2 + k2 )] =

= b2 (q̄2 + k2)
2 q̄2

[cosh(2 q̄ L) + ( q̄
2 − k2

q̄2+k2 )] =

= b2 (q̄2 + k2)
2 q̄2

( q̄
2 − k2

q̄2 + k2 )[(
q̄2 + k2

q̄2 − k2 ) cosh(2 q̄ L) + 1] →

1 + a2 + 2 a cos α =

= b2 (q̄2 − k2)
2 q̄2

[( q̄
2 + k2

q̄2 − k2 ) cosh (2 q̄ L) + 1] . (5.2.2.52)
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Considerando-se a expressão (5.2.2.52) e inserindo-se
nela a expressão (5.2.2.45) e usando-se a expressão (5.2.1.12b),
teremos:

2 − b2 + 2 a cos α =

= b2 [ q̄
2 − k2

2 q̄2
+ ( q̄

2 + k2

2 q̄2
) cosh (2 q̄ L)] →

2 + 2 a cos α =

= b2 [1 + q̄2 − k2

2 q̄2
+ ( q̄

2 + k2

2 q̄2
) cosh (2 q̄ L)] =

= b2
(

1 + q̄2 − k2

2 q̄2
+ ( q̄

2 + k2

2 q̄2
) [1 + 2 senh2 (q̄ L)]

)

=

= b2 [1 + q̄2 − k2

2 q̄2
+ q̄2 + k2

2 q̄2
+ 2 (q̄2 + k2)

2 q̄2
senh2 (q̄ L)] =

= b2 [1 + 1 + 2 (q̄2 + k2)
2 q̄2

senh2 (q̄ L)] =

= 2 b2 [1 + q̄2 + k2

2 q̄2
senh2 (q̄ L)] →

a cos α = b2 [1 + q̄2 + k2

2 q̄2
senh2 (q̄ L)] − 1 . (5.2.2.53)

Usando-se as expressões (5.2.1.15a) e (5.2.2.43b,44b,51),
virá:

2 a k sen α = c2 − d2 = d2 e− 4 q̄ L
− d2 =

= d2 (e− 4 q̄ L
− 1) = b2 (q̄2 + k2)

4 q̄
e2 q̄ L (e− 4 q̄ L

− 1) =

= b2 (q̄2 + k2)
4 q̄

(e− 2 q̄ L
− e2 q̄ L) →
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a k sen α = −

b2 (q̄2 + k2)
4 q̄

( e
2 q̄ L − e− 2 q̄ L

2
) →

a sen α = −

b2 (q̄2 + k2)
4 q̄ k

senh (2 q̄ L) . (5.2.2.54)

Elevando-se ao quadrado as expressões (5.2.2.53-54),
em seguida somando-se os resultados, e usando-se a expressão
(5.2.2.45), obteremos:

a2 (cos2 α + sen2 α) =

=
(

b2 [1 + ( q̄
2 + k2

2 q̄2
) senh2 (q̄ L)] − 1

)2
+

+ b4 ( q̄
2 + k2

4 q̄ k
)2 senh2 (2 q̄ L) →

a2 = b4 [1 + ( q̄
2 + k2

2 q̄2
) senh2 (q̄ L)]2 +

+ 1 − 2 b2 [1 + ( q̄
2 + k2

2 q̄2
) senh2 (q̄ L)] +

+ b4 ( q̄
2 + k2

4 q̄ k
)2 senh2 (2 q̄ L) →

a2
− 1 = − b2 = b4 [1 + ( q̄

2 + k2

2 q̄2
) senh2 (q̄ L)]2 −

− 2 b2 [1 + ( q̄
2 + k2

2 q̄2
) senh2 (q̄ L)] +

+ b4 ( q̄
2 + k2

4 q̄ k
)2 senh2 (2 q̄ L) →

− 1 = b2 [1 + ( q̄
2 + k2

2 q̄2
) senh2 (q̄ L)]2 −

− 2 [1 + ( q̄
2 + k2

2 q̄2
) senh2 (q̄ L)] +
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+ b2 ( q̄
2 + k2

4 q̄ k
)2 senh2 (2 q̄ L) →

b2
(

[1 + ( q̄
2 + k2

2 q̄2
) senh2 (q̄ L)]2 +

+ ( q̄
2 + k2

4 q̄ k
)2 senh2 (2 q̄ L)

)

=

= 2 [1 + ( q̄
2 + k2

2 q̄2
) senh2 (q̄ L)] − 1 =

= ( q̄
2 + k2

q̄2
) senh2 (q̄ L) + 1 →

[1 + ( q̄
2 + k2

2 q̄2
) senh2 (q̄ L)]2 + ( q̄

2 + k2

4 q̄ k
)2 senh2 (2 q̄ L) =

= b− 2 [1 + ( q̄
2 + k2

q̄2
) senh2 (q̄ L)] →

b− 2 = 1

1 + ( q̄2 + k2

q̄2
) senh2 (q̄ L)

(

[1 + ( q̄
2 + k2

2 q̄2
) senh2 (q̄ L)]2 +

+ ( q̄
2 + k2

4 q̄ k
)2 senh2 (2 q̄ L)

)

. (5.2.2.55)

Por fim, usando-se a identidade trigonométrica:[6]

senh2 α = 4 (sen2 α + senh4 α) , (5.2.2.56)

a expressão (5.2.2.55) ficará:

b− 2 = 1

1 + ( q̄2 + k2

q̄2
) senh2 (q̄ L)

[ 1 + ( q̄
2 + k2

q̄2
) senh2 (q̄ L) +

+ ( q̄
2 + k2

2 q̄2
)2 senh4 (q̄ L) + ( q̄

2 + k2

4 q̄ k
)2 senh2 (2 q̄ L) ] =



200

= 1

1 + ( q̄2 + k2

q̄2
) senh2 (q̄ L)

(

1 + ( q̄
2 + k2

q̄2
) senh2 (q̄ L) +

+ ( q̄
2 + k2

2 q̄2
)2 senh4 (q̄ L) +

+ 1
4

( q̄
2 + k2

2 q̄ k
)2 4 [senh2(q̄ L) + senh4 (q̄ L)]

)

=

= 1

1 + ( q̄2 + k2

q̄2
) senh2 (q̄ L)

(

1 + ( q̄
2 + k2

q̄2
) senh2 (q̄ L) +

+ ( q̄
2 + k2

2 k q̄
)2 k2

q̄2
senh4 (q̄ L) +

+ ( q̄
2 + k2

2 q̄ k
)2 senh2 (q̄ L) [1 + senh2 (q̄ L)]

)

=

= 1

1 + ( q̄2 + k2

q̄2
) senh2 (q̄ L)

(

1 + ( q̄
2 + k2

q̄2
) senh2 (q̄ L) +

+ ( q̄
2 + k2

2 k q̄
)2 senh2 (q̄ L) [1 + senh2(q̄ L) + k2

q̄2
senh2(q̄ L)]

)

=

= 1

1 + ( q̄2 + k2

q̄2
) senh2 (q̄ L)

(

1 + ( q̄
2 + k2

q̄2
) senh2 (q̄ L) +

+ ( q̄
2 + k2

2 k q̄
)2 senh2 (q̄ L) [1 + senh2(q̄ L) ( q̄

2 + k2

q̄2
)]
)

=

=
[1 + ( q̄2

+ k2

q̄2
) senh2 (q̄ L)] [1 + ( q̄2

+ k2

2 k q̄
)2 senh2 (q̄ L)]

1 + ( q̄2 + k2

q̄2
) senh2 (q̄ L)

→

b− 2 = 1 + (q̄2 + k2)2

4 k2 q̄2
senh2 (q̄ L)] , (5.2.2.57)

que é o mesmo resultado que já hav́ıamos encontrado no item
5.2.1., ou seja, a expressão (5.2.1.13).
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5.3. Tunelamento Quântico em Sistemas

Não-Conservativos

Neste item, estudaremos o tunelamento quântico

em sistemas não-conservativos, utilizando-se a Mecânica
Quântica de de Broglie-Bohm (MQBB), estudada no Caṕıtu-
lo 1.

5.3.1. Tunelamento Quântico Não-Conservativo Via

Mecânica Quântica de de Broglie-Bohm

Vamos resolver, neste item, o mesmo problema re-
solvido nos itens 5.2.1,2., qual seja, o tunelamento quântico

de um fluxo estacionário de part́ıculas com energia E, através
de uma barreira de potencial de altura V e largura L [vide
expressões (5.2.1.2a-b)], usando-se a MQBB. O meio não-
conservativo no qual estudaremos esse tunelamento, será re-
presentado por um tipo de equação de Schrödinger não-

linear, a conhecida equação de Kostin. Os principais re-
sultados necessários para o estudo desse item foram obtidos
no item 1.3.1., e são os que mostraremos a seguir.

Seja a equação de Kostin dada por [vide expressão
(1.3.1.1)]:

i h̄
∂ψ(x, t)

∂t
= −

h̄2

2 m

∂2ψ(x, t)
∂x2 +

+ [V (x, t) + h̄ ν
2 i

ℓn
ψ(x, t)
ψ∗(x, t)

] ψ(x, t) , (5.3.1.1)

onde ψ(x, t) e V (x, t) representam como nos casos anteriores,
a função de onda e o potencial dependente do sistema f́ısico
em estudo, e ν representa uma constante de dissipação.

Consideremos a função de onda ψ(x, t) na forma po-
lar ou transformação de Madelung-Bohm [vide expressão
(1.2.1.2)]:

ψ(x, t) = φ(x, t) ei S(x, t). (5.3.1.2)
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Levando-se a expressão (5.3.1.2) na expressão (5.3.1.1),
demonstramos no Caṕıtulo 1 as seguintes expressões [vide ex-
pressões (1.3.1.5,6b,7-8)]:

∂ρ

∂t
+ ∂(ρ vqu)

∂x
= 0 , (5.3.1.3)

h̄ (∂S
∂t

+ ν S) + (1
2
m v2

qu + V + Vqu) = 0 , (5.3.1.4)

∂Jqu

∂t
+ ∂Pqu

∂x
+ ρ

m
∂V
∂x

= − ν Jqu , (5.3.1.5)

∂Uqu

∂t
+ ∂Qqu

∂x
−

ρ

m
∂V
∂t

= − ν Jqu vqu , (5.3.1.6)

onde ρ, vqu, Vqu, Jqu, Pqu, Uqu e Qqu indicam, respectivamente,
a densidade de massa, a velocidade quântica, o poten-

cial quântico, a densidade de momento linear quântico,
o fluxo da densidade de momento linear quântico, a
densidade de energia quântica e o fluxo da densidade

de energia quântica e foram definidos, de modo respectivo,
pelas expressões (5.2.2.5-6,7a-b,10-13).

Assim, para o estudo do tunelamento que iremos rea-
lizar, as condições de fronteira corretas são determinadas por
intermédio da integração das expressões (5.3.1.3,5-6) sobre
uma superf́ıcie infinitesimal fechada nas fronteiras (σ) da bar-
reira de potencial.[7] Desse modo, teremos que:

ρ ⇔ ψ∗ ψ , ∂ρ

∂x
⇔ ψ∗ ∂ψ

∂x
, (5.3.1.7a-b)

Jqu = ρ vqu , (5.3.1.7c)

1
2
m v2 + V + Vqu ⇔

∂S
∂t

+ ν S , (5.3.1.7d)

devem ser cont́ınuas em σ, sendo as equivalências indicadas
nessas expressões decorrentes, respectivamente, das expressões
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(1.2.1.7), (1.2.1.8) e (5.3.1.4). É oportuno destacar que a ex-
pressão (5.3.1.7d) nos mostra que S, e, portanto, a função
de onda ψ [vide expressão (5.3.1.2)], não é cont́ınua nas fron-
teiras da barreira de potencial em questão.

Considerando-se que nas regiões 1 (de incidência) e 3
(de transmissão), ν = 0, então, em analogia com o item 5.2.2.,
podemos escrever que [lembrar que, em virtude de a barreira
ser dissipativa, ω e k não serão os mesmos para as “ondas
debroglieanas” incidente e transmitida, e lembrar, também,
das expressões (5.2.2.27,31)]:

ψ1(x, t) =
√

ρ1 e
i S1 =

=
√

1 + a2 + 2 a cos (2 k1 x − α) × exp
[

i
(

− ω1 t +

+ α
2

+ tg− 1 [1 − a
1 + a

tg (k1 x −
α
2
)]
) ]

, (5.3.1.8)

ψ3(x, t) =
√

ρ3 e
i S3 =

=
√

b2 exp [i (− ω3 t + k3 x + β)] . (5.3.1.9)

Para obtermos a função de onda ψ2 na barreira dis-
sipativa, deveremos resolver a equação de Kostin [vide ex-
pressão (5.3.1.1)]. Para isso, inicialmente, apliquemos a condi-
ção de continuidade [expressão (5.3.1.7d)] aos limites da bar-
reira dissipativa. Assim, teremos:

(∂S1

∂t
)x=0 = [(∂S2

∂t
) + ν S2]x=0 , (5.3.1.10)

[(∂S2

∂t
) + ν S2]x=L = (∂S3

∂t
)x=L . (5.3.1.11)

Usando-se as expressões (5.3.1.8-11) e considerando-
se o estado de regime estacionário no interior da barreira
(t → ∞ , ∂S2

∂t
= 0), podemos escrever que:
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limt → ∞
∂
∂t

(

− ω1 t + α
2

+

+ tg− 1 [1 − a
1 + a

tg (k1 x −
α
2
)]
)

x=0
= (− ω1)x=0 =

limt → ∞ [(∂S2

∂t
) + ν S2]x=0 = (ν S2)x=0 →

(− ω1)x=0 = (ν S2)x=0 →

S2(x = 0) = S2(0) = −

ω1

ν
. (5.3.1.12)

Analogamente, teremos:

(ν S2)x=L = (− ω3)x=L →

S2(x = L) = S2(L) = −

ω3

ν
. (5.3.1.13)

As expressões acima nos mostram que a perda de ener-
gia (E = h̄ ω) na barreira será:

E3 − E1 = h̄ (ω3 − ω1) =

= − h̄ ν[S2(L) − S2(0)] . (5.3.1.14)

Considerando-se a primeira aproximação de Taylor

e a expressão (5.3.1.12), podemos escrever que:

S2(x) = S2(0) + ∆S2(x) = −

ω1

ν
+ ∆S2(x) . (5.3.1.15)

Tomando-se a expressão (5.3.1.15) e usando-se nela as
expressões (5.3.1.12-13), resultará:

S2(0) = −

ω1

ν
= −

ω1

ν
+ ∆S2(0) →
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∆S2(0) = 0 , (5.3.1.16)

S2(L) = −

ω3

ν
= −

ω1

ν
+ ∆S2(L) →

∆S2(L) = ω1 − ω3

ν
. (5.3.1.17)

Considerando-se a expressão (5.3.1.1) e inserindo-se
nela a expressão (5.3.1.15), teremos (lembrar que, no interior
da barreira, ∂S2

∂t
= 0):

i h̄
∂ψ2(x, t)

∂t
= −

h̄2

2 m

∂2ψ2(x, t)
∂x2 +

+ [V + h̄ ν S2(x, t)] ψ(x, t) →

∂2ψ2(x)
∂x2 −

2 m

h̄2

(

V + h̄ ν [− ω1

ν
+ ∆ S2(x)]

)

ψ(x) = 0 →

∂2ψ2(x)
∂x2 −

2 m

h̄2 [V − h̄ ω1 + h̄ ν ∆ S2(x)] ψ(x) = 0 →

ψ′′2(x) − Q̄2 ψ2(x) = 0 , (5.3.1.18a)

onde (lembrar que E1 = h̄ ω1):

Q̄2(x) = 2 m

h̄2 [V − E1 + h̄ ν ∆ S2(x)] . (5.3.1.18b)

Em analogia com o item 5.2.2., podemos propor a
seguinte solução para a equação representada pela expressão
(5.3.1.18a) [vide expressão (5.2.2.29)]:

ψ2(x) =
√

ρ2 e
i S2 =

=
(

1
Q̄(x)

[c2 exp(2
∫ x
o Q̄ dx) + d2 exp(− 2

∫ x
o Q̄ dx) +
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+ 2 c d cos (γ − δ)]
)1/2

× exp

[

i
(

γ + δ

2
+

+ tg− 1
[

c exp(
∫ x

o
Q̄ dx) − d exp(−

∫ x

o
Q̄ dx)

c exp(
∫ x

o
Q̄ dx) + d exp(−

∫ x

o
Q̄ dx)

×

× tg (γ − δ

2
)
] )

]

. (5.3.1.19)

Agora, de posse das funções de onda das três regiões
[vide expressões (5.3.1.8-9,19)] e, em analogia com o item
5.2.2., vamos aplicar as condições de contorno indicadas pelas
expressões (5.3.1.7a-c). Desse modo, obteremos [vide expres-
sões (5.2.2.43a-c,44a-c)]:

ρ1(0) = ρ2(0) → 1 + a2 + 2 a cos α =

= c2 + d2 + 2 c d cos (γ − δ)
Q̄(0)

, (5.3.1.20a)

ρ′1(0) = ρ′2(0) → 2 a k1 sen α = c2 − d2 , (5.3.1.20b)

Jqu1(0) = Jqu2(0) ≡ ρ1(0) vqu1(0) = ρ2(0) vqu2(0) →

k1 (1 − a2) = 2 c d sen (γ − δ) , (5.3.1.20c)

ρ2(L) = ρ3(L) →

1
Q̄(L)

[

c2 exp(2
∫ L
o Q̄ dx) + d2 exp(− 2

∫ L
o Q̄ dx) +

+ 2 c d cos (γ − δ)
]

= b2 , (5.3.1.21a)

ρ′2(L) = ρ′3(L) →
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2 [c2 exp(2
∫ L
o Q̄ dx) − d2 exp(− 2

∫ L
o Q̄ dx)] = 0 →

c2 = d2 exp(− 4
∫ L
o Q̄ dx) →

c = d exp(− 2
∫ L
o Q̄ dx) . (5.3.1.21b)

Jqu2(L) = Jqu3(L) ≡ ρ2(L) vqu2(L) = ρ3(L) vqu3(L) →

2 c d sen (γ − δ) = b2 k3 . (5.3.1.21c)

Continuando a analogia com o item 5.2.2., escrevere-
mos que [vide expressões (5.2.2.45,46a-b,48,49a-b,50-51)]:

1 − a2 = k3
k1
b2 , (5.3.1.22)

b2 = 2
Q̄(L)

d2 exp(− 2
∫ L
o Q̄ dx) ×

× [1 + cos (γ − δ)] , (5.3.1.23a)

b2 = 2
k3
d2 exp(− 2

∫ L
o Q̄ dx) sen (γ − δ) , (5.3.1.23b)

tg (γ − δ

2
) = k3

Q̄(L)
, (5.3.1.24a)

sen (γ − δ

2
) = k3

√

k2

3
+ Q̄2(L)

, (5.3.1.24b)

cos (γ − δ

2
) = Q̄(L)

√

k2

3
+ Q̄2(L)

, (5.3.1.25a)

cos (γ − δ) =
Q̄2(L) − k2

3

Q̄2(L) + k2

3

, (5.3.1.25b)

b2 = ( 4 Q̄(L)
Q̄2(L) + k2

3

) d2 exp(− 2
∫ L
o Q̄ dx) . (5.3.1.26)
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Seguindo ainda a analogia com o item 5.2.2., teremos
[vide expressão (5.2.2.52-54)]:

1 + a2 + 2 a cos α =
b2 [Q̄2(L) − k2

3
]

2 Q̄(L) Q̄(0)
×

×

[ (

Q̄2(L) + k2

3

Q̄2(L) − k2

3

)

cosh (2
∫ L
o Q̄ dx) + 1

]

, (5.3.1.27)

a cos α = b2

2

(

k3
k1

+ Q̄(L)
Q̄(0)

+

+
[

Q̄2(L) + k2

3

Q̄(L) Q̄(0)

]

senh2 (
∫ L
o Q̄ dx)

)

- 1 , (5.3.1.28)

a sen α =

= −

(

b2 [Q̄2(L) + k2

3
]

4 Q̄(L) k1

)

senh (2
∫ L
o Q̄ dx) . (5.3.1.29)

Quadrando-se as expressões (5.3.1.28-29), em seguida
somando-se os resultados, e usando-se a expressão (5.3.1.22),
resultará:

a2 (cos2 α + sen2 α) =

=

[

b2

2

(

k3
k1

+ Q̄(L)
Q̄(0)

+
[

Q̄2(L) + k2

3

Q̄(L) Q̄(0)

]

senh2 (
∫ L
o Q̄ dx)

)

− 1

]2

+

+ b4
[

Q̄2(L) + k2

3

4 Q̄(L) k1

]2
senh2 (2

∫ L
o Q̄ dx) →

a2 = 1 − k3
k1
b2 =

= b4

4

(

k3
k1

+ Q̄(L)
Q̄(0)

+
[

Q̄2(L) + k2

3

Q̄(L) Q̄(0)

]

senh2 (
∫ L
o Q̄ dx)

)2

+ 1 −
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− b2
(

k3
k1

+ Q̄(L)
Q̄(0)

+
[

Q̄2(L) + k2

3

Q̄(L) Q̄(0)

]

senh2 (
∫ L
o Q̄ dx)

)

+

+ b4
[

Q̄2(L) + k2

3

4 Q̄(L) k1

]2
senh2 (2

∫ L
o Q̄ dx) →

−

k3
k1

= b2

4

(

k3
k1

+ Q̄(L)
Q̄(0)

+

+
[

Q̄2(L) + k2

3

Q̄(L) Q̄(0)

]

senh2 (
∫ L
o Q̄ dx)

)2

−

k3
k1
−

Q̄(L)
Q̄(0)

−

−

[

Q̄2(L) + k2

3

Q̄(L) Q̄(0)

]

senh2 (
∫ L
o Q̄ dx)

)

+

+ b2
[

Q̄2(L) + k2

3

4 Q̄(L) k1

]2
senh2 (2

∫ L
o Q̄ dx) →

Q̄(L)
Q̄(0)

+
[

Q̄2(L) + k2

3

Q̄(L) Q̄(0)

]

senh2 (
∫ L
o Q̄ dx) =

= b2

4

(

k3
k1

+ Q̄(L)
Q̄(0)

+
[

Q̄2(L) + k2

3

Q̄(L) Q̄(0)

]

senh2 (
∫ L
o Q̄ dx)

)2

+

+ b2
[

Q̄2(L) + k2

3

4 Q̄(L) k1

]2
senh2 (2

∫ L
o Q̄ dx) →

Q̄(L)
Q̄(0)

+
[

Q̄2(L) + k2

3

Q̄(L) Q̄(0)

]

senh2 (
∫ L
o Q̄ dx) =

= b2
[

1
4

(

k3
k1

+ Q̄(L)
Q̄(0)

+
[

Q̄2(L) + k2

3

Q̄(L) Q̄(0)

]

senh2 (
∫ L
o Q̄ dx)

)2
+

+
[

Q̄2(L) + k2

3

4 Q̄(L) k1

]2
senh2 (2

∫ L
o Q̄ dx)

]

→
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b− 2 = 1

Q̄(L)

Q̄(0)
+

[

Q̄2(L) + k2

3

Q̄(L) Q̄(0)

]

senh2 (
∫ L

o
Q̄ dx)

×

×

[

(

1
2

[

k3
k1

+ Q̄(L)
Q̄(0)

]

+ 1
2

[

Q̄2(L) + k2

3

Q̄(L) Q̄(0)

]

senh2 (
∫ L
o Q̄ dx)

)2
+

+
[

Q̄2(L) + k2

3

4 Q̄(L) k1

]2
senh2 (2

∫ L
o Q̄ dx)

]

. (5.3.1.30)

Chamando-se:

A = 1
2

[

k3
k1

+ Q̄(L)
Q̄(0)

]

, B = 1
2

Q̄2(L) + k2

3

Q̄(L) Q̄(0)
, (5.3.1.31a-b)

C =
[

Q̄2(L) + k2

3

4 Q̄(L) k1

]2
, D = Q̄(L)

Q̄(0)
, (5.3.1.31c-d)

α =
∫ L
o Q̄(x) dx , (5.3.1.31e)

a expressão (5.3.1.30) será escrita na forma:

b− 2 = (A + B senh2 α)2 + C senh2 (2 α)
D + 2 B senh2 α

. (5.3.1.32)

Tomando-se a expressão (5.3.1.32) e substituindo-se
nela a expressão (5.2.2.56), e considerando-se que [vide ex-
pressões (5.3.1.31b-c)]:

B = 1
2

Q̄2(L) + k2

3

Q̄(L) k1
. k1
Q̄(0)

→

B2 = 4 C
k2

1

Q̄2(0)
, (5.3.1.33)

teremos:

b− 2 = A2 + B2 senh4 α + 2 A B senh2 α + C senh2 (2 α)
D + 2 B senh2 α

=
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= A2 + B2 senh4 α + 2 A B senh2 α + 4 C (senh2 α + senh4 α)
D + 2 B senh2 α

=

= 1
D + 2 B senh2 α

[A2 + 2 A B senh2 α + 4 C
k2

1

Q̄2(0)
senh4 α +

+ 4 C senh2 α (1 + senh2 α)] →

b− 2 = 1
D + 2 B senh2 α

[A2 + 2 A B senh2 α + 4 C senh2 α ×

× (
k2

1

Q̄2(0)
senh2 α + 1 + senh2 α)] →

b− 2 = 1
D + 2 B senh2 α

(

A2 + 2 A B senh2 α +

+ 4 C senh2 α [1 + senh2 α (1 +
k2

1

Q̄2(0)
)]
)

. (5.3.1.34)

A expressão acima, que representa o cálculo do coe-
ficiente de tunelamento através de uma barreira dissipativa,
depende do conhecimento de Q̄(x) [vide expressão (5.3.1.18b)]
que, contudo, depende de ∆S2(x) [vide expressão (5.3.1.15)],
ou seja:

Q̄2(x) = 2 m

h̄2 [V − E1 + h̄ ν ∆ S2(x)] , (5.3.1.35a)

∆S2(x) = S2(x) − S2(0) = S2(x) −
ω1

ν
. (5.3.1.35b-c)

Para efeito operacional, é necessário obter Q̄(x) em
função dos parâmetros (L, V ) da barreira. Desse modo, usan-
do-se o valor de S2)x) obtido da expressão (5.3.1.19) e mais
as expressões (5.3.1.21b,24a), teremos:

S2(x) = γ + δ

2
+
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+ tg− 1
(

d e
− 2

∫ L

o
Q̄ dx

e

∫ x

o
Q̄ dx

− d e
−

∫ x

o
Q̄ dx

d e
− 2

∫ L

o
Q̄ dx

e

∫ x

o
Q̄ dx

+ d e
−

∫ x

o
Q̄ dx

[ k3
Q̄(L)

]
)

.

Considerando-se que:

e2 α = eα eα , (5.3.1.36a)

∫ L
o f(x) dx =

∫ x
o f(x) dx +

∫ L
x f(x) dx , (5.3.1.36b)

∫ b
a f(x) dx = −

∫ a
b f(x) dx , (5.3.1.36c)

e a identidade trigonométrica:

tgh α = eα − e− α

eα + e− α , (5.3.1.37)

a expressão para S2(x) vista acima será escrita na forma:

S2(x) = γ + δ

2
+

+ tg− 1

(

e
−

∫ L

o
Q̄ dx

e
−

∫ L

o
Q̄ dx

e

∫ x

o
Q̄ dx

− e
−

∫ x

o
Q̄ dx

e
−

∫ L

o
Q̄ dx

e
−

∫ L

o
Q̄ dx

e

∫ x

o
Q̄ dx

+ e
−

∫ x

o
Q̄ dx

[ k3
Q̄(L)

]

)

=

= γ + δ

2
+ tg− 1

(

[ k3
Q̄(L)

] ×

×

1

e
−

∫ x

o
Q̄ dx

e
−

∫ L

x
Q̄ dx

e
−

∫ L

o
Q̄ dx

e

∫ x

o
Q̄ dx

+ e
−

∫ L

o
Q̄ dx

e

∫ L

x
Q̄ dx

×

×

[

e−
∫ x

o
Q̄ dx e−

∫ L

x
Q̄ dx e−

∫ L

o
Q̄ dx e

∫ x

o
Q̄ dx

−

− e−
∫ L

o
Q̄ dx e

∫ L

x
Q̄ dx

]

)

=
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= γ + δ

2
+ tg− 1

(

[ k3
Q̄(L)

] ×

×

e
−

∫ L

o
Q̄ dx

(

e
−

∫ L

x
Q̄ dx

− e

∫ L

x
Q̄ dx

)

e
−

∫ L

o
Q̄ dx

(

e
−

∫ L

x
Q̄ dx

+ e

∫ L

x
Q̄ dx

)

)

=

= γ + δ

2
+ tg− 1

(

e
−

∫ L

x
Q̄ dx

− e

∫ L

x
Q̄ dx

e
−

∫ L

x
Q̄ dx

+ e

∫ L

x
Q̄ dx

[ k3
Q̄(L)

]

)

=

= γ + δ

2
+ tg− 1

(

e

∫ x

L
Q̄ dx

− e
−

∫ x

L
Q̄ dx

e

∫ x

L
Q̄ dx

+ e
−

∫ x

L
Q̄ dx

[ k3
Q̄(L)

]

)

→

S2(x) = γ + δ

2
+ tg− 1

(

[ k3
Q̄(L)

] tgh (
∫ x
L Q̄ dx)

)

. (5.3.1.38)

Fazendo-se x = 0 na expressão acima e usando-
se a expressão (5.3.1.36c), resultará [é oportuno lembrar que
tgh (− α) = − tgh α, tg− 1 (− α) = − tg− 1 α]:

S2(0) = γ + δ

2
+ tg− 1

(

[ k3
Q̄(L)

] tgh (
∫ o
L Q̄ dx)

)

=

= γ + δ

2
+ tg− 1

(

[ k3
Q̄(L)

] tgh (−
∫ L
o Q̄ dx)

)

=

= γ + δ

2
+ tg− 1

(

[− k3
Q̄(L)

] tgh (
∫ L
o Q̄ dx)

)

→

S2(0) = γ + δ

2
−

− tg− 1
(

[ k3
Q̄(L)

] tgh (
∫ L
o Q̄ dx)

)

. (5.3.1.39)

Usando-se as expressões (5.3.1.35b,38-39), obteremos:
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∆S2(x) = γ + δ

2
+ tg− 1

(

[ k3
Q̄(L)

] tgh (
∫ x
L Q̄ dx)

)

−

−

γ + δ

2
+ tg− 1

(

[ k3
Q̄(L)

] tgh (
∫ L
o Q̄ dx)

)

→

∆S2(x) = tg− 1
(

[ k3
Q̄(L)

] tgh (
∫ x
L Q̄ dx)

)

+

+ tg− 1
(

[ k3
Q̄(L)

] tgh (
∫ L
o Q̄ dx)

)

. (5.3.1.40)

Considerando-se as expressões (5.2.1.4b) e (5.3.1.35a),
obteremos:

Q̄2(x) = 2 m

h̄2 [V − E1 + h̄ ν ∆ S2(x)] =

= 2 m

h̄2 (V − E1) + 2 m ν
h̄

∆ S2(x) =

= q̄2
1 + 2 m ν

h̄
∆ S2(x) = q̄2

1 [1 + 2 m ν
h̄ q̄2

1

∆ S2(x)] →

Q̄(x) = q̄1
√

1 + 2 ǭ ∆ S2(x) , (5.3.1.41a)

onde:

ǭ = m ν
h̄ q̄2

1

. (5.3.1.41b)

Usando-se a fórmula binomial [(1 + x)n ≃ 1 + n x,
para x ≪ 1] na expressão (5.3.1.41a), virá:

Q̄ ≃ q̄1 [1 + ǭ ∆ S2(x)] . (5.3.1.42)

Agora, expandiremos ∆S2(Q̄) em torno de q̄1, usando-
se a expansão de Taylor [f(x) ≃ f(a) + (x − a) f ′(a)].
Desse modo, tomando-se a expressão (5.3.1.42), teremos:
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∆S2(Q̄) ≃ ∆S2(q̄1) + (Q̄ − q̄1)
∂∆S2(q̄1)

∂q̄1
=

= ∆S2(q̄1) + q̄1 ǭ ∆S2(q̄1)
∂∆S2(q̄1)

∂q̄1
→

∆S2(Q̄) = ∆S2(q̄1) [1 + q̄1 ǭ
∂∆S2(q̄1)

∂q̄1
] . (5.3.1.43)

Agora, calculemos a derivada indicada na expressão
acima. Assim, tomando-se a expressão (5.3.1.40) e consi-
derando-se que Q̄ ∼ q̄1 [usar a expressão (5.3.1.42) e lembrar
que ǭ(ν) é pequeno]:

∆S2[q̄1(x)] ∼ tg− 1
(

(k3
q̄1

) tgh [q̄1(x − L)]
)

+

+ tg− 1
(

(k3
q̄1

) tgh (q̄1 L)
)

. (5.3.1.44a)

Tomando-se as expressões (5.2.2.32d-e), virá [lembrar
que a expressão (5.2.2.32e) também vale para a tangente hiper-
bólica]:

∂
∂q̄1

[

tg−1
(

(k3
q̄1

) tgh [q̄1 (x − L)]
)

]

=

= 1

1 + (
k3

q̄1
)2 tgh2 [q̄1 (x − L)]

∂
∂q̄1

(

(k3
q̄1

) tgh [q̄1 (x − L)]

)

=

= 1

1 + (
k3

q̄1
)2 tgh2 [q̄1 (x − L)]

(

−

k3
q̄2
1

tgh [q̄1 (x − L)] +

+ k3 (x − L)
q̄1

sech2 [q̄1 (x − L)]

)

.
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∂
∂q̄1

(

tg−1
[

(k3
q̄1

) tgh (q̄1 L)
]

)

=

= 1

1 + (
k3

q̄1
)2 tgh2 (q̄1 L)

(

−

k3
q̄2
1

tgh (q̄1 L) +

+ k3 L
q̄1

sech2 (q̄1 L)

)

,

∂∆S2(q̄1)
∂q̄1

= 1

1 + (
k3

q̄1
)2 tgh2 [q̄1 (x − L)]

[

−

k3
q̄2
1

tgh [q̄1 (x − L)] +

+ k3 (x − L)
q̄1

sech2 [q̄1 (x − L)]
]

+

+ 1

1 + (
k3

q̄1
)2 tgh2 (q̄1 L)

[

−

k3
q̄2
1

tgh (q̄1 L) +

+ k3 L
q̄1

sech2 (q̄1 L)
]

. (5.3.1.44b)

Estudemos os casos limites de (5.3.1.44b) correspon-
dentes, respectivamente, a grandes e pequenas barreiras. As-
sim [lembrar que tgh(±∞) → ±1 e sech(±∞) → 0, que
tgh(∼0) → 0, sech(∼0) → 1, e que x ≤ L][8]:

a) Se q̄1 L ≫ 1, então:

∂∆S2(q̄1)
∂q̄1

∼

1

1 + (
k3

q̄1
)2 × 1

[

−

k3
q̄2
1

× (− 1) + k3 (x − L)
q̄1

× 0
]

+

+ 1

1 + (
k3

q̄1
)2 × 1

(

−

k3
q̄2
1

× 1 + k3 L
q̄1
× 0

)

→

∂∆S2(q̄1)
∂q̄1

∼ 0 .

Levando-se esse resultado na expressão (5.3.1.43), re-
sultará:
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∆S2(Q̄) = ∆S2(q̄1) . (5.3.1.45)

b) Se q̄1 L ≪ 1, então:

∂∆S2(q̄1)
∂q̄1

∼

1

1 + (
k3

q̄1
)2 × 0

[

−

k3
q̄2
1

× 0 + k3 (x − L)
q̄1

× 1
]

+

+ 1

1 + (
k3

q̄1
)2 × 0

(

−

k3
q̄2
1

× 0 + k3 L
q̄1
× 1

)

=

= k3 (x − L)
q̄1

+ k3 L
q̄1

→

∂∆S2(q̄1)
∂q̄1

= k3 x
q̄1
∼

k3 L
q̄1

.

Levando-se esse resultado na expressão (5.3.1.43), virá
[lembrar que ǭ(ν) é pequeno]:

∆S2(Q̄) = ∆S2(q̄1) (1 + ǭ q̄1
k3 L
q̄1

) =

= ∆S2(q̄1) (1 + ǭ k3 L) →

∆S2(Q̄) ≃ ∆S2(q̄1) . (5.3.1.46)

Os resultados acima, representados pelas expressões
(5.3.1.45-46), nos mostram que, em ambos limites da barreira
dissipativa, poderemos escrever:

∆S2(Q̄) = ∆S2(q̄1) . (5.3.1.47)

O resultado acima nos permite substituir Q̄(L) por q̄1.
Em vista disso, k3 também pode ser substitúıdo por k1, uma
vez que ele pode ser expresso em termos de Q̄(L). Assim,
usando-se tais substituições na expressão (5.3.1.40), virá:



218

∆S2[q̄1(x)] = tg− 1
(

(k1
q̄1

) tgh [q̄1(x − L)]
)

+

+ tg− 1
(

(k1
q̄1

) tgh (q̄1 L)
)

. (5.3.1.48)

Por fim, levando-se a expressão acima na expressão
(5.3.1.42), obteremos:

Q̄(x) = q̄1 + m ν
h̄ q̄1

[

tg− 1
(

1
n̄1

tgh [q̄1 (x − L)]
)

+

+ tg− 1
(

1
n̄1

tgh (q̄1 L)
) ]

, n̄1 = q̄1
k1

. (5.3.1.49a-b)

Agora, tomemos a expressão (5.3.1.34) e analisemos o
caso particular em que não há dissipação, ou seja, ν = 0.[9]

Assim, usando-se esse valor nas expressões (5.3.1.31a-e,49a-
b), teremos:

Q̄(L) = Q̄(0) = q̄1 ≡ q̄ , (5.3.1.50a)

k3 = k1 ≡ k , A = 1
2

(1 + 1) = 1 , (5.3.1.50b-c)

B = q̄2 + k2

2 q̄2
, C = ( q̄

2 + k2

4 q̄ k
)2 , (5.3.1.50d-e)

D = 1 , α = q̄ L . (5.3.1.50f-g)

Considerando-se a expressão (5.3.1.34) e levando-se
nela as expressões (5.3.1.50c-g), resultará:

b− 2 = 1

1 + ( q̄2 + k2

q̄2
) senh2 (q̄ L)

×

×

(

1 + ( q̄
2 + k2

q̄2
) senh2 (q̄ L) + ( q̄

2 + k2

2 k q̄
)2 senh2 (q̄ L) ×



219

× [1 + senh2(q̄ L) (1 + k2

q̄2
)]
)

=

=
[1 + ( q̄2

+ k2

q̄2
) senh2 (q̄ L)] [1 + ( q̄2

+ k2

2 k q̄
)2 senh2 (q̄ L)]

1 + ( q̄2 + k2

q̄2
) senh2 (q̄ L)

→

b− 2 = 1 + (q̄2 + k2)2

4 k2 q̄2
senh2 (q̄ L) , (5.3.1.51)

que é o mesmo resultado que já hav́ıamos encontrado nos itens
5.2.1-2 [vide expressões (5.2.1.13) e (5.2.2.57)].

Para concluir, calculemos a energia perdida na bar-
reira dissipativa. Assim, tomando-se a expressão (5.3.1.14) e
usando-se as expressões (5.3.1.38-39), virá [deveremos lembrar
que

∫ a
a f(x) dx = 0 e tgh (− α) = − tgh α]:

E3 − E1 = − h̄ ν [S2(L) − S2(0)] =

= − h̄ ν
(

γ + δ

2
−

γ + δ

2
+ tg− 1 [ 1

n̄1

tgh (− q̄1 L)]
)

→

E3 − E1 = − h̄ ν
(

tg− 1 [ 1
n̄1

tgh (− q̄1 L)]
)

. (5.3.1.52)

Considerando-se as expressões (5.2.1.4b) e (5.3.1.41b),
teremos:

ǭ = m ν
q̄2
1

= m ν h̄2

h̄ 2 m (V − E1)
→

h̄ ν = 2 ǭ (V − E1) = 2 ǭ V (1 − E1

V
) . (5.3.1.53)

Considerando-se a expressão (5.3.1.52) e inserindo-se
nela a expressão (5.3.1.53), virá:

(E3 − E1

V
) = − 2 ǭ (1 − E1

V
) tg− 1 [ tgh (q̄1 L)

n̄1

] , (5.3.1.54)
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expressão que mostra ser a energia (E3) das part́ıculas após
atravessarem a barreira dissipativa menor do que a energia
(E1) das part́ıculas incidentes.
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duplamente ionizado.

3. Ainda em 1928, o f́ısico alemão Lothar Wolfgang Nordheim
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CAPÍTULO 6

MECÂNICA QUÂNTICA DE DE BROGLIE-BOHM

E OS SÓLITONS GAUSSIANOS

6.1 Introdução

Neste Caṕıtulo, estudaremos o não-espraiamento de
pacotes de onda de Schrödinger, isto é, os sólitons[1] gaus-
sianos, usando resultados da Mecânica Quântica de de Broglie-
Bohm (MQBB) obtidos nos Caṕıtulos 1 e 3. Inicialmente,
veremos como tais pacotes de onda surgem na Mecânica Quân-
tica de Schrödinger; em seguida, aplicaremos o formalismo da
MQBB para tais ondas; e, por fim, usaremos os resultados
obtidos para o caso do Potencial Parabólico Invertido.

6.2 Sólitons Gaussianos via Mecânica

Quântica de Schrödinger

De um modo geral, pacotes de ondas não-dispersivos
(sólitons) são soluções da equação de Schrödinger não-

linear (ESNL) do tipo:[2]

i h̄
∂Ψ(x, t)

∂t
= −

h̄2

2 m

∂2Ψ(x, t)
∂x2 + Vǫ Ψ(x, t) −

− G | Ψ(x, t) |2 Ψ(x, t) , (6.2.1)

onde m é a massa efetiva do sistema f́ısico considerado, Vǫ é
uma energia potencial média constante, e G é o parâmetro
que regula a intensidade da não-linearidade.

A ESNL representada pela expressão (6.2.1) possui
uma bem conhecida solução-sóliton em termos de uma função
secante hiperbólica, qual seja:[2]
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Ψ(x, t) = (k
2
)1/2 sech [k (x − xo − v t)] ×

× exp [ i m v
h̄

(x − xo − v′ t)] , (6.2.2)

onde:

k = m G

2 h̄2 , v′ = Vǫ + m v2/2 − h̄2 k2/2
m v

. (6.2.3a-b)

Observe-se que a expressão (6.2.2) representa um pa-
cote de onda não dispersivo, inicialmente centrado em xo, e
movendo-se ao longo de uma trajetória clássica com veloci-
dade constante v.

Destaque-se, também, que existem soluções do tipo
sóliton da ESNL [vide expressão (6.2.1)] quando se conside-
ra um potencial externo constante. Neste caso, esses sólitons
se movem com aceleração constante e têm a mesma forma da
correspondente sem esse potencial externo.[2] Além do mais,
segundo ainda sugere Rainer W. Hasse,[2] soluções desse tipo
da ESNL vista acima podem existir quando se considera um
Potencial Parabólico Invertido.

6.3. Sólitons Gaussianos via Mecânica

Quântica de de Broglie-Bohm

Neste item, procuraremos a solução-sóliton da ESNL,
representada pela expressão (6.2.1), para um potencial qual-
quer. Para isso, usaremos os resultados obtidos no Caṕıtulo
3.

Tomando-se a expressão (6.2.1) e admitindo-se que
Vǫ(x, t), teremos:

i h̄
∂Ψ(x, t)

∂t
= −

h̄2

2 m

∂2Ψ(x, t)
∂x2 +

+ V (x, t) Ψ(x, t) , (6.3.1)
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onde:

V (x, t) = Vǫ(x, t) + Vnℓ(x, t) , (6.3.2a)

com [lembrar a expressão (3.3.1.2)]:

Vnℓ(x, t) = − G | Ψ(x, t) |2 =

= − G φ2(x, t) . (6.3.2b-c)

Considerando-se que as expressões (3.3.1.1) e (6.3.1)
idênticas, portanto, em analogia com o item 3.3. podere-
mos escrever que [vide as seguintes expressões (3.3.1.2,4a,7a),
(3.3.2.1-2,6,9b,11-12) e (6.3.2a)]:

Ψ(x, t) = φ(x, t) ei S(x, t) , (6.3.3)

φ(x, t) = [2 π a2(t)]− 1/4 e
− [x − X(t)]2

4 a2(t) , (6.3.4a)

ρ(x, t) = [2 π a2(t)]− 1/2 e
− [x − X(t)]2

2 a2(t) , (6.3.4b)

vqu(x, t) = ȧ(t)
a(t)

[x − X(t)] + Ẋ(t) , (6.3.5)

h̄ ∂S
∂t

+ 1
2

m v2
qu + Vǫ + Vnℓ + Vqu = 0 , (6.3.6)

Vqu(x, t) = − ( h̄2

2 m φ
) ∂2φ

∂x2 , (6.3.7)

S(x, t) = S[X(t), t] + S ′[X(t), t] [x − X(t)] +

+ S′′[X(t), t]
2

[x − X(t)]2 , (6.3.8)

Vǫ(x, t) = Vǫ[X(t), t] + V ′
ǫ [X(t), t] [x − X(t)] +
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+ V ′′ǫ [X(t), t]
2

[x − X(t)]2 , (6.3.9)

Vnℓ(x, t) = Vnℓ[X(t), t] + V ′
nℓ[X(t), t] [x − X(t)] +

+
V ′′

nℓ
[X(t), t]

2
[x − X(t)]2 , (6.3.10)

Vqu(x, t) = Vqu[X(t), t] + V ′
qu[X(t), t] [x − X(t)] +

+
V ′′qu[X(t), t]

2
[x − X(t)]2 , (6.3.11)

S(x, t) = So(t) + m Ẋ(t)
h̄

[x − X(t)] +

+ m ȧ(t)
2 h̄ a(t)

[x − X(t)]2 , (6.3.12)

onde So(t) é a ação quântica [vide expressão (3.3.2.12)].

Derivando-se a expressão acima em relação a t, obte-
remos [vide expressão (3.3.2.13) e lembrar que ∂x

∂t
= 0]:

∂S
∂t

= Ṡo(t) + m Ẍ(t)
h̄

[x − X(t)] − m Ẋ(t)2

h̄
+

+ m
2 h̄

[ ä(t)
a(t)

−

ȧ2(t)
a2(t)

] [x − X(t)]2 −

−

m ȧ(t) Ẋ(t)
h̄ a(t)

[x − X(t)] . (6.3.13)

Tomando-se as expressões para Vnℓ [(6.3.10)] e Vqu

[(6.3.11)], vamos escrevê-las em potências de [x - X(t)]. Para
Vqu, usaremos as expressões (3.3.2.14) e (6.3.7). Desse modo,
teremos:

Vqu(x, t) = h̄2

4 m a2(t)
−

h̄2

8 m a4(t)
[x − X(t)]2 . (6.3.14)
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Para Vnℓ, usaremos as expressões (6.3.2c,4a). Assim,
virá:

Vnℓ(x, t) = − G [2 π a2(t)]− 1/2 e
− [x − X(t)]2

2 a2(t) . (6.3.15)

Derivando-se a expressão acima em relação x, obtere-
mos:

V ′
nℓ(x, t) = − G [2 π a2(t)]− 1/2 e

− [x − X(t)]2

2 a2(t)
×

×

∂
∂x

(

−

[x − X(t)]2

2 a2(t)

)

→

V ′
nℓ(x, t) = G

a2(t)
[2 π a2(t)]− 1/2

×

× e
− [x − X(t)]2

2 a2(t) [x − X(t)] . (6.3.16)

Derivando-se a expressão acima em relação x, virá:

V ′′
nℓ(x, t) = G

a2(t)
[2 π a2(t)]− 1/2

×

×

∂
∂x

(

e
− [x − X(t)]2

2 a2(t) [x − X(t)]
)

=

= G
a2(t)

[2 π a2(t)]− 1/2

(

[x − X(t)] ∂
∂x

(

e
− [x − X(t)]2

2 a2(t)

)

+

+ e
− [x − X(t)]2

2 a2(t) ∂
∂x

[x − X(t)]

)

→

V ′′
nℓ(x, t) = G

a2(t)
[2 π a2(t)]− 1/2

×
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× e
− [x − X(t)]2

2 a2(t)

(

1 − 1
a2(t)

[x − X(t)]2
)

. (6.3.17)

Fazendo-se x = X(t) nas expressões (6.3.15-17), resul-
tará:

Vnℓ[X(t), t] = −

G√
2 π a(t)

, (6.3.18)

V ′
nℓ[X(t), t] = 0 , (6.3.19)

V ′′
nℓ[X(t), t] = G√

2 π a3(t)
. (6.3.20)

Tomando-se a expressão (6.3.10) e substituindo-se nela
as expressões (6.3.18-20), teremos:

Vnℓ(x, t) = −

G√
2 π a(t)

+

+ G

2
√

2 π a3(t)
[x − X(t)]2 . (6.3.21)

Levando-se as expressões (6.3.5,9,13-14,21) na expressão
(6.3.6), virá:

h̄ ∂S
∂t

+ 1
2

m v2
qu + Vǫ + Vnℓ + Vqu =

= h̄
(

Ṡo(t) + m Ẍ(t)
h̄

[x − X(t)] − m Ẋ2(t)
h̄

+

+ m
2 h̄

[ ä(t)
a(t)

−

ȧ2(t)
a2(t)

] [x − X(t)]2 −

−

m ȧ(t) Ẋ(t)
h̄ a(t)

[x − X(t)]
)

+ m
2

(

ȧ(t)
a(t)

[x − X(t)] + Ẋ(t)
)2

+

+ Vǫ[X(t), t] + V ′
ǫ [X(t), t] [x − X(t)] +
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+ V ′′ǫ [X(t), t]
2

[x − X(t)]2 − G√
2 π a(t)

+

+ G

2
√

2 π a3(t)
[x − X(t)]2 + h̄2

4 m a2(t)
−

−

h̄2

8 m a4(t)
[x − X(t)]2 = 0 . (6.3.22a)

Considerando-se que [x - X(t)]o = 1, poderemos agru-
par a expressão acima em potências de [x - X(t)]. Desse modo,
teremos:

(

h̄Ṡo(t) − m Ẋ2(t) + 1
2

m Ẋ2(t) + Vǫ[X(t), t] −

−

G√
2 π a(t)

+ h̄2

4 m a2(t)

)

[x − X(t)]o +

+
(

m Ẍ(t) − m ȧ(t) Ẋ(t)
a(t)

+ m
2

2 ȧ(t) Ẋ(t)
a(t)

+

+ V ′
ǫ [X(t), t]

)

[x − X(t)] +

+
(

m
2

[ ä(t)
a(t)

−

ȧ2(t)
a2(t)

] + m
2

ȧ2(t)
a2(t)

+ V ′′ǫ [X(t), t]
2

+

+ G

2
√

2 π a3(t)
−

h̄2

8 m a4(t)

)

[x − X(t)]2 = 0 . (6.3.22b)

Sendo a expressão acima um polinômio identicamente
nulo, então os coeficientes de suas potências serão todos nulos,
ou seja:

Ṡo(t) = 1
h̄

(

1
2

m Ẋ2(t) − Vǫ[X(t), t] +

+ G√
2 π a(t)

−

h̄2

4 m a2(t)

)

, (6.3.23)
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Ẍ(t) = −

1
m

V ′
ǫ [X(t), t] = −

1
m

∂Vǫ[X(t), t]
∂x

, (6.3.24)

ä(t) +
(

1
m

V ′′
ǫ [X(t), t]

)

a(t) =

= h̄2

4 m2 a3(t)
−

G√
2 π m a2(t)

. (6.3.25)

As expressões (6.3.23-25) deduzidas acima descrevem
a dinâmica semiclássica do pacote de onda representado pela
expressão (6.3.4a).

6.4. Evolução de Sólitons Gaussianos sob

Potencial Parabólico Invertido

Neste item, estudaremos a dinâmica semiclássica de
um sóliton gaussiano deslizando em um potencial parabólico
invertido, definido por:

Vǫ[X(t), t] = −

1
2

m Ω2 X2(t) , (6.4.1)

e determinaremos as condições satisfeitas por G para que te-
nhamos essa situação f́ısica.

Para que não ocorra o espraiamento do pacote (sóliton
gaussiano), sua largura a(t) deve permanecer constante, ou
seja:

a(t) = a(0) = ao , (6.4.2a)

ȧ(t) = 0 , ä(t) = 0 . (6.4.2b-c)

Assim, levando-se as expressões (6.4.1,2a-c) nas ex-
pressões (6.3.23-25), virá:

Ṡo(t) = 1
h̄

(

1
2

m Ẋ2(t) + 1
2

m Ω2 X2(t) +
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+ G√
2 π ao

−

h̄2

4 m a2
o

)

, (6.4.3)

Ẍ(t) − Ω2 X(t) = 0 , (6.4.4)

− Ω2 ao = h̄2

4 m2 a3
o
−

G√
2 π m a2

o

→

a4
o −

(

G√
2 π m Ω2

)

ao + h̄2

4 m2 Ω2 = 0 . (6.4.5)

Para resolvermos as equações diferenciais indicadas
pelas expressões (6.4.3-4), usaremos as mesmas condições ini-
ciais consideradas no item 3.2.2., ou seja [vide expressões
(3.3.2.21a-b,22)]:

X(0) = xo , Ẋ(0) = vo , (6.4.6a-b)

So(0) = m vo xo

h̄
. (6.4.6c)

Usando-se as expressões (6.4.6a-b), a equação representada
pela expressão (6.4.4) tem a seguinte solução:[3]

X(t) = xo cosh (Ω t) + vo

Ω
senh (Ω t) , (6.4.7a)

e [sendo d
dz

senh(az) = acosh(az) , d
dz

cosh(az) = asenh(az)]:

Ẋ(t) = xo Ω senh (Ω t) + vo cosh (Ω t) . (6.4.7b)

Em seguida, integraremos a expressão (6.4.3) e leva-
remos seu resultado à expressão (6.3.12). Desse modo, consi-
derando-se as expressões (6.4.2a-b,6c), resultará [lembrar que
∫ b

a f(t) dt = F (b) − F (a)]:

So(t) = 1
h̄

∫ t
o dt′

(

1
2

m Ẋ2(t′) + 1
2

m Ω2 X2(t′) +
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+ G√
2 π ao

−

h̄2

4 m a2
o

)

+ m vo xo

h̄
,

S(x, t) = 1
h̄

∫ t
o dt′

(

1
2

m Ẋ2(t′) + 1
2

m Ω2 X2(t′) +

+ G√
2 π ao

−

h̄2

4 m a2
o

)

+ m vo xo

h̄
+

+ m Ẋ(t)
h̄

[x − X(t)] . (6.4.8)

Por fim, o sóliton procurado será obtido levando-se
a expressão (6.4.8) na expressão (6.3.3) e considerando-se,
ainda, as expressões (6.3.4a) e (6.4.2a):[4]

Ψ(x, t) =
(

2 π a2
o

)− 1/4
×

× exp
(

−

1
4 a2

o
[x − X(t)]2

)

×

× exp
(

i m Ẋ(t)
h̄

[x− X(t)] + i m vo xo

h̄

)

×

× exp
[

i
h̄

∫ t
o dt′

(

1
2

m Ẋ2(t′) + 1
2

m Ω2 X2(t′) +

+ G√
2 π ao

−

h̄2

4 m a2
o

) ]

, (6.4.9)

onde ao é uma solução da equação quártica representada pela
expressão (6.4.5).

Antes de encontrarmos essa solução, vamos escrever
os argumentos das expressões do segundo, terceiro, quinto
e sexto termos da expressão (6.4.9) usando-se as expressões
(6.4.7a-b). Para isso, usaremos as seguintes expressões:[5]

∫

[senh2 (a z) + cosh2 (a z)] dz =
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= 1
2 a

senh (2 a z) , (6.4.10a)

∫

senh (a z) cosh (a z) dz =

= 1
4 a

cosh (2 a z) , (6.4.10b)

senh 2z = 2 senh z cosh z , (6.4.11a)

cosh 2 z − 1 = 2 senh2 z , (6.4.11b)

senh 0 = 0 , cosh 0 = 1 . (6.4.11c-d)

Desse modo, usando-se as expressões acima, virá:[6]

−

1
4 a2

o
[x − X(t)]2 =

= −

1
4 a2

o
[x − xo cosh (Ω t) −

−

vo

Ω
senh (Ω t)]2 , (6.4.12)

i m Ẋ(t)
h̄

[x− X(t)] = i m
h̄

[xo Ω senh (Ω t) +

+ vo cosh (Ω t)] × [x − xo cos (Ω t) − vo

Ω
senh (Ω t)] →

i m Ẋ(t)
h̄

[x− X(t)] = i m
h̄

(

vo cosh (Ω t) ×

× [x − xo cosh (Ω t)] − v2
o

Ω
senh (Ω t) cosh (Ω t)

]

+

+ i m
h̄

[

Ω xo senh (Ω t) [x − xo cosh (Ω t)] −
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− xo vo senh2 (Ω t)
]

, (6.4.13)

i
h̄

∫ t
o dt′

[

1
2

m Ẋ2(t′) + 1
2

m Ω2 X2(t′)
]

=

= i m
2 h̄

∫ t
o

(

[xo Ω senh (Ω t′) + vo cosh (Ω t′)]2 +

+ Ω2 [xo cosh (Ω t′) + vo

Ω
senh (Ω t′)]2

)

dt′ =

= i m
2 h̄

∫ t
o [x2

o Ω2 senh2 (Ω t′) + v2
o cosh2 (Ω t′) +

+ 2 xo vo Ω senh (Ω t′) cosh (Ω t′) +

+ Ω2 x2
o cosh2 (Ω t′) + Ω2 v2

o

Ω2 senh2 (Ω t′) +

+ 2 Ω2 xo cosh (Ω t′) vo

Ω
senh (Ω t′)] dt′ =

= i m
2 h̄

∫ t
o [(x2

o Ω2 + v2
o) senh2 (Ω t′) +

+ (x2
o Ω2 + v2

o) cosh 2 (Ω t′) +

+ 4 xo vo Ω senh (Ω t′) cosh (Ω t′)] dt′ =

= i m
2 h̄

(

(x2
o Ω2 + v2

o)
∫ t

o [senh2 (Ω t′) + cosh2 (Ω t′)] dt′ +

+ 4 xo vo Ω
∫ t

o senh (Ω t′) cosh (Ω t′) dt′
)

=

= i m
2 h̄

[

(x2
o Ω2 + v2

o)
1

2 Ω
senh (2 Ω t′)|to +

+ 4 xo vo Ω 1
4 Ω

cosh (2 Ω t′)|to
]

=
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= i m
2 h̄

(

(x2
o Ω2 + v2

o)
2 Ω

senh (2 Ω t) +

+ xo vo [cosh (2 Ω t) − 1)]
)

→

i
h̄

∫ t
o dt′

[

1
2

m Ẋ2(t′) + 1
2

m Ω2 X2(t′)
]

=

= i m
2 h̄

[

1
Ω

(x2
o Ω2 + v2

o) senh (Ω t) cosh (Ω t) +

+ 2 xo vo senh2 (Ω t)
]

. (6.4.14)

Agora, encontraremos a solução da expressão (6.4.5).
Inicialmente, vamos tomar a seguinte equação quártica:[7]

x4 + b1 x3 + b2 x2 + b3 x + b4 = 0 . (6.4.15)

Comparando-se as expressões (6.4.5,15), virá:

b1 = b2 = 0 , b3 = −

G√
2 π m Ω2

, (6.4.16a-c)

b4 = h̄2

4 m2 Ω2 . (6.4.16d)

Usando-se as expressões acima, a equação cúbica cor-
respondente à equação quártica vista acima será:[7]

a3
o − b2 a2

o + (b1 b3 − 4 b4) ao + (4 b2 b4 − b4 b2
1 − b2

3) = 0 →

a3
o − 4 b4 ao − b2

3 = 0 →

a3
o −

h̄2

m2 Ω2 ao −
G2

2 π m2 Ω4 = 0 ⇔

a3
o + c1 a2

o + c2 ao + c3 = 0 →
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c1 = 0 , c2 = −

h̄2

m2 Ω2 , (6.4.17a-b)

c3 = −

G2

2 π m2 Ω4 . (6.4.17c)

Para que a equação cúbica vista acima tenha uma
solução real é necessário que tenhamos:[7]

Q3 + R2 > 0 , Q =
3 c2 − c3

1

9
, (6.4.18a-b)

R =
9 c1 c2 − 27 c3 − 2 c3

1

54
. (6.4.18c)

Levando-se as expressões (6.4.17a-c) nas expressões
(6.4.18a-c), virá:

Q = −

h̄2

3 m2 Ω2 , R = G2

4 π m2 Ω4 →

−

h̄6

27 m6 Ω6 + G4

16 π2 m4 Ω8 > 0 → G4 > 16 π2 h̄6 Ω2

27 m2 →

G2 > 4 π h̄3 Ω√
27 m

→ G > 1, 56
√

h̄3 Ω
m

. (6.4.19)

É oportuno destacar que a condição de controle so-
bre G, indicada na expressão (6.4.19), pode ser de grande im-
portância para descrever a evolução de excitações moleculares
elementares.[8].
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CAPÍTULO 7

MECÂNICA QUÂNTICA DE DE BROGLIE-BOHM

E OS ESTADOS QUÂNTICOS “ESPREMIDOS” DO

OSCILADOR HARMÔNICO TEMPORAL

7.1. Introdução

Neste Caṕıtulo, estudaremos os estados “espremidos”
(“squeezed”) do Oscilador Harmônico Dependente do Tempo
(OHDT ), usando resultados da Mecânica Quântica de de
Broglie-Bohm obtidos nos Caṕıtulos 1 e 3. Inicialmente, apre-
sentaremos o pacote de onda de de Broglie-Bohm para um
potencial geral V (x, t); em seguida, veremos a forma desse
pacote para o caso do OHDT ; e, por fim, trataremos de
um caso particular desse tipo de oscilador trabalhado por A.
Mostafazadeh,[1] J. Y. Ji, J. K. Kim e S. P. Kim,[2] C. F. Lo,[3]

e G. S. Agarwal e S. Arun Kumar.[4]

7.2. Pacote de Onda de Schrödinger-de Bro-

glie-Bohm

Consideremos a equação de Schrödinger (em uma
dimensão):

i h̄
∂Ψ(x, t)

∂t
= −

h̄2

2 m

∂2 Ψ(x, t)
∂x2 +

+ V (x, t) Ψ(x, t) . (7.2.1)

e a função de onda Ψ(x, t) na forma polar ou transformação

de Madelung-Bohm [vide expressão (1.2.1.2)]:
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Ψ(x, t) = φ(x, t) ei S(x, t), (7.2.2)

onde [vide expressão (3.3.1.5)]:

φ(x, t) =
√

ρ(x, t) . (7.2.3)

Consideremos, agora, a amplitude φ(x, t) do pacote
de onda, dado pela expressão (3.3.2.1), ou seja:

φ(x, t) = [2 π a2(t)]− 1/4 e
−

[x − X(t)]2

4 a2(t) , (7.2.4)

onde X(t) representa o caminho clássico seguido pelo centro
de massa do pacote.

Desse modo, demonstrou-se no Caṕıtulo 3 que [vide
expressões (3.3.2.11-12,18-20)]:

S(x, t) = So(t) + m Ẋ(t)
h̄

[x − X(t)] +

+ m ȧ(t)
2 h̄ a(t)

[x − X(t)]2 , (7.2.5)

Ṡo(t) = 1
h̄

(

1
2
m Ẋ2(t) − V [X(t), t] −

−

h̄2

4 m a2(t)

)

, (7.2.6)

Ẍ(t) + 1
m
V ′[X(t), t] = 0 , (7.2.7)

ä(t) +
(

1
m
V ′′[X(t), t]

)

a(t) = h̄2

4 m2 a3(t)
, (7.2.8)

onde:

So(t) ≡ S[X(t), t] , (7.2.9)
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é a ação quântica.

7.3. Pacote de Onda de Schrödinger-de Bro-

glie-Bohm para o OHDT

No caso do OHDT , teremos:

V [X(t), t] = 1
2
m Ω2(t) X2(t) . (7.3.1)

Tomando-se as expressões (7.2.5-8) e levando-se nelas
a expressão (7.3.1), resultará:[5]

S(x, t) = m Ẋ(t)
h̄

[x − X(t)] + m ȧ(t)
2 h̄ a(t)

[x − X(t)]2 +

+ 1
h̄

∫ t
o dt

′
(

1
2
m Ẋ2(t) − 1

2
m Ω2(t′) X2(t′) −

−

h̄2

4 m a2(t′)

)

, (7.3.2)

Ẍ(t) + Ω2(t) X(t) = 0 , (7.3.3)

ä(t) + Ω2(t) a(t) = h̄2

4 m2 a3(t)
, (7.3.4)

expressões essas que representam a dinâmica do pacote de
onda do OHDT dado pela expressão (7.2.4).

Inicialmente, resolveremos a equação diferencial repre-
sentada pela expressão (7.3.4). Para isso, usaremos a técnica
dos invariantes de Ermakov-Lewis utilizada no Caṕıtulo
3. Portanto, consideremos as seguintes condições iniciais [vide
expressões (3.3.2.21c-d)]:

a(0) = ao , ȧ(0) = bo . (7.3.5a-b)

Para obteremos a solução procurada, façamos [vide
expressões (3.3.3.5a-b)]:
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a(t) = r(θ) α(t) , dθ = dt
α2(t)

. (7.3.6a-b)

Usando-se as expressões acima, teremos [vide expressão
(3.3.3.8)]:

ä(t) = r(θ) α̈(t) + r′′(θ)
α3(t)

, (7.3.7a)

onde:

r′′(θ) = d2r(θ)
dθ2 . (7.3.7b)

Tomando-se a expressão (7.3.4), substituindo-se nela
as expressões (7.3.6a,7a) e considerando-se que [vide expressão
(3.3.3.4b)]:

k = h̄
2 m

, (7.3.8)

teremos:

r(θ) α̈(t) + r′′(θ)
α3(t)

+ Ω2 r(θ) α(t) = k2

r3(θ) α3(t)
→

α̈(t) + Ω2(t) α(t) + r′′(θ)
r(θ) α3(t)

= k2

r4(θ) α3(t)
. (7.3.9)

Fazendo-se:[5]

α̈(t) + Ω2(t) α(t) = 0 , (7.3.10)

na expressão (7.3.9), resultará:

r′′(θ)
r(θ) α3(t)

= k2

r4(θ) α3(t)
→

r′′(θ) = k2

r3(θ)
. (7.3.11)
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Multiplicando-se as expressões (7.3.4) e (7.3.10), res-
pectivamente, por α(t) e a(t), subtraindo-se os resultados, e
usando-se a expressão (7.3.8), virá:

α(t) ä(t) − α̈(t) a(t) = k2 α(t)
a3(t)

→

d
dt

[α(t) ȧ(t) − α̇(t) a(t)] = k2 α(t)
a3(t)

.

Multiplicando-se ambos os membros da expressão aci-
ma por [α(t) ȧ(t) − α̇(t) a(t)], obteremos:

[α(t) ȧ(t) − α̇(t) a(t)] d
dt

[α(t) ȧ(t) − α̇(t) a(t)] =

= k2 α(t)
a(t)

[α(t) ȧ(t) − α̇(t) a(t)]
a2(t)

→

d
dt

(

1
2

[α(t) ȧ(t) − α̇(t) a(t)]
)2

=

= − k2 α(t)
a(t)

d
dt

[α(t)
a(t)

] = −

k2

2
d
dt

[α(t)
a(t)

]2 →

1
2

d
dt

(

[α(t) ȧ(t) − α̇(t) a(t)]2 + k2 [α(t)
a(t)

]2
)

= 0 →

I1 = [α(t) ȧ(t) − α̇(t) a(t)]2 + k2 [α(t)
a(t)

]2 . (7.3.12)

Sendo as expressões (7.3.12) e (3.3.3.11) idênticas, po-
deremos seguir o mesmo procedimento algébrico do item 3.3.3.
Desse modo, poderemos escrever que [vide expressões (3.3.3.12,
15,17,18a-c)]:

I1 = [r′(θ)]2 + k2

r2(θ)
, (7.3.13)

θ + I2 = 1
I1

√

I1 ω(θ) − k2 , (7.3.14)
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a2(t) =
(

h̄2

4 m2 I1
+ I1 I

2
2

)

α2
1(t) + I1 α

2
2(t) +

+ 2 I1 I2 α1(t) α2(t) , (7.3.15)

onde:

ω(θ) = r2(θ) , θ =
∫ t dt′

α2(t′)
, (7.3.16a-b)

α1(t) ≡ α(t) , α2(t) ≡ α(t)
∫ t dt′

α2(t′)
, (7.3.17a-b)

com α1(t) e α2(t) representando duas soluções independentes
da expressão (7.3.10), e I1 e I2 são os invariantes de Erma-

kov-Lewis.

Agora, determinemos esses invariantes usando-se as
seguintes condições iniciais:

α(0) = 1 , α̇(0) = 0 . (7.3.18a-b)

Desse modo, usando-se as expressões acima nas ex-
pressões (7.3.17a-b), obteremos:

α1(0) = 1 , α2(0) = 0 , (7.3.19a-b)

α̇1(0) = 0 , α̇2(0) = 1 . (7.3.19c-d)

Considerando-se a expressão (7.3.15) e inserindo-se
nela as expressões (7.3.5a,8,19a-b), resultará:

a2(0) =
(

h̄2

4 m2 I1
+ I1 I

2
2

)

12 + I1 × 02 + 2 I1 I2 × 1 × 0 →

a2
o = k2

I1
+ I1 I

2
2 . (7.3.20)
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Tomando-se a expressão (7.3.15), derivando-a em rela-
ção ao tempo t e substituindo-se no resultado as expressões
(7.3.5a-b,8,19a-d), teremos:

2 a(t) ȧ(t) =
(

h̄2

4 m2 I1
+ I1 I

2
2

)

2 α1(t) α̇1(t) +

+ I1 2 α2(t) α̇2(t) + 2 I1 I2 [α̇1(t) α2(t) + α1(t) α̇2(t)] →

2 ao bo = (k2

I1
+ I1 I

2
2 ) 2 × 1 × 0 + I1 × 2 × 0 × 1 +

+ 2 I1 I2 (0 × 0 + 1 × 1) → ao bo = I1 I2 →

I2 = ao bo

I1
. (7.3.21)

Trabalhando-se com as expressões (7.3.20-21), virá:

a2
o = k2

I1
+ I1 a2

o b2o
I2

1

= k2 + a2
o b2o

I1
→

I1 = k2 + a2
o b2o

a2
o

. (7.3.22)

Definindo-se [vide expressões (3.2.2.23a), (3.3.3.25b)
e (7.3.8)]:

τ = 2 m a2
o

h̄
= a2

o

k
, ζ

τ
= bo

ao
, (7.3.23a-b)

e usando-se as expressões (7.3.21-22) poderemos escrever que:

I1 = a2
o (k2

a4
o

+ b2o
a2

o
) = a2

o ( 1
τ2 + ζ2

τ2 ) →

I1 = a2
o (1 + ζ2

τ2 ) , (7.3.24a)
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I1 I2 = a2
o

bo

ao
= a2

o
ζ

τ
. (7.3.24b)

Tomando-se a expressão (7.3.15), inserindo-se nela as
expressões (7.3.24a-b) e considerando-se as expressões (7.3.8,
17a-b,21-22), obteremos:

a2(t) = (k2

I1
+ I1

a2
o b2o
I2

1

) α2
1(t) + I1 α

2
2(t) +

+ 2 I1 I2 α1(t) α2(t) = (k2 + a2
o b2o

I1
) α2

1(t) + I1 α
2
2(t) +

+ 2 I1 I2 α1(t) α2(t) →

a2(t) = a2
o

[

α2
1(t) +

(

2 ζ

τ

)

α1(t) α2(t) +
(

1 + ζ2

τ2

)

α2
2(t)

]

=

= a2
o α

2(t)
[

1 +
(

2 ζ

τ

) (

∫ t dt′

α2(t′)

)

+

+
(

1 + ζ2

τ2

) (

∫ t dt′

α2(t′)

)2 ]

, (7.3.25a-b)

expressões essas que representam a largura do pacote de onda
do OHDT , cujo centro de gravidade evolue com X(t), com
as seguintes condições iniciais [vide expressões (3.3.2.21a-b)]:

X(0) = xo , Ẋ(0) = vo . (7.3.26a-b)

Determinemos X(t). Sendo as equações diferenciais
representadas pelas expressões (7.3.3,10) idênticas, poderemos
escrever X(t) como uma combinação linear das soluções in-
dependentes α1(t) e α2(t) da equação diferencial dada pela
expressão (7.3.10), ou seja:

X(t) = C1 α1(t) + C2 α2(t) , (7.3.27a)
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Ẋ(t) = C1 α̇1(t) + C2 α̇2(t) . (7.3.27b)

Para determinarmos as constantes C1 e C2 usaremos
as expressões (7.3.19a-d,26a-b,27a-b). Portanto, teremos:

X(0) = xo = C1 α1(0) + C2 α2(0) →

C1 = xo , (7.3.28a)

Ẋ(0) = vo = C1 α̇1(0) + C2 α̇2(0) →

C2 = vo . (7.3.28b)

Desse modo, levando-se as expressões (7.3.28a-b) na
expressão (7.3.27a) e usando-se as expressões (7.3.17a-b), re-
sultará:

X(t) = xo α1(t) + vo α2(t) =

= xo α(t) + vo α(t)
∫ t dt′

α2(t′)
→

X(t) = α(t)
[

xo + vo

∫ t dt′

α2(t′)

]

. (7.3.29)

Por fim, o pacote de onda completo será escrito na
forma final usando-se as expressões (7.2.2,4) e (7.3.2):

ψ(x, t) = [2 π a2(t)]− 1/4 exp
(

−

[x − X(t)]2

4 a2(t)

)

×

× exp
[

i
h̄

(

m ȧ(t)
2 a(t)

[x − X(t)]2 + m Ẋ(t) [x − X(t)]
) ]

×

× exp
[

i
h̄

∫ t
o dt

′
(

m
2
Ẋ2(t′) − m

2
Ω2(t′) X2(t′) −
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−

h̄2

4 m a2(t′)

) ]

. (7.3.30)

A expressão acima nos mostra que o pacote de onda
que circunda a posição da part́ıcula clássica e o centro de
gravidade do pacote seguem a trajetória clássica; e mais ainda,
sua evolução temporal é completamente determinada pelas
soluções quântica e clássica das expressões (7.3.25a-b,29), res-
pectivamente. No momento de observação, o pacote se move
com uma velocidade inicial vo e espalha-se com uma taxa ini-
cial bo. A variância associada de x (incerteza ao quadrado)
pode ser escrita como [vide expressão (3.3.2.7)]:

[

∆x(t)
∆x(0)

]2
=

[

xqu(t) − X(t)
xqu(0) − X(0)

]2
=

=
[

a(t)
a(0)

]2
, (7.3.31)

que exibe os estados “esprimidos” generalizados para o
OHDT . Registre-se que o método que utilizamos neste Caṕı-
tulo nós dá uma solução geral para o OHDT quântico a partir
de uma solução particular α(t) para a equação clássica repre-
sentada pela expressão (7.3.10).

7.4. Pacote de Onda de Schrödinger-de Bro-

glie-Bohm para um Particular OHDT

Tomemos o caso particular doOHDT considerado por
Mostafazadeh,[1] Ji, Kim e Kim,[2], Lo,[3] e Agarwal e Kumar,[4]

ou seja:

Ω2(t) = Ω2
o , (− ∞ < t < 0) , (7.4.1a)

Ω2(t) = Ω2
o (1 + βo t

T
), (0 ≤ t ≤ T ) , (7.4.1b)

Ω2(t) = Ω2
o (1 + βo). (T < t < ∞) . (7.4.1c)
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Vejamos, agora, a solução da equação diferencial re-
presentada pela expressão (7.3.10), para as três situações in-
dicadas acima.

a) − ∞ < t < 0

Neste caso, tomando-se a expressão (7.3.10) e usan-
do-se nela a expressão (7.4.1a), resultará:

α̈(t) + Ω2
o α(t) = 0 , (7.4.2)

e sua solução será dada por:[6]

α(t) = α1(t) + α2(t) , (7.4.3a)

onde:

α1(t) = C3 cos (Ωo t) , (7.4.3b)

α2(t) = C4 sen (Ωo t) , (7.4.3c)

α̇1(t) = − C3 Ωo sen (Ωo t) , (7.4.3d)

α̇2(t) = C4 Ωo cos (Ωo t) . (7.4.3e)

Para determinarmos as constantes C3 e C4 usaremos
as expressões (7.3.19a,d) e (7.4.2b,e). Portanto, teremos:

α1(0) = 1 = C3 cos 0 → C3 = 1 , (7.4.4a)

α̇2(0) = 1 = C4 Ωo cos 0o
→

C4 = 1
Ωo

, (7.4.4b)

α1(t) = cos (Ωo t) , (7.4.4c)
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α2(t) = 1
Ωo

sen (Ωo t). (7.4.4d)

Considerando-se a expressão (7.3.25a) e substituindo-
se nela as expressões (7.4.4c-d), virá:

a2(t) = a2
o

[

cos2(Ωo t) +
(

2 ζ

Ωo τ

)

cos (Ωo t) sen (Ωo t) +

+
(

1 + ζ2

Ω2
o τ2

)

sen2 (Ω2
o t)

]

. (7.4.5)

b) 0 ≤ t ≤ T

Neste caso, tomando-se a expressão (7.3.10) e levando-
se nela a expressão (7.4.1b), virá:

α̈(t) + Ω2
o (1 + βo

T
t) α(t) =

= α̈(t) + Ω2
o

βo

T
(t + T

βo
) α(t) = 0 . (7.4.6a-b)

Para resolvermos a equação diferencial acima, conside-
remos que:[4]

t + T
βo

= η(t) →

dη

dt
= 1 . (7.4.7a-b)

Desse modo, usando-se as expressões (7.4.6b,7a-b),
virá:

α̈(t) + Ω2
o βo

T
η(t) α(t) = 0 , (7.4.8)

α̇ = dα
dt

= dα
dη

dη

dt
= dα

dη
, (7.4.9a)

α̈ = d
dt

dα
dt

= d
dη

dα
dt

dη

dt
=

= d
dη

(dα
dη

) = d2α
dη2 . (7.4.9b)
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Tomando-se a expressão (7.4.8) e inserindo-se nela a
expressão (7.4.9b), obteremos:

d2α
dη2 + Ω2

o βo

T
η α = 0 . (7.4.10)

Agora, façamos a seguinte transformação:[4]

z = 2
3

(

Ω2
o βo

T

)1/2
η3/2 . (7.4.11a)

Usando-se a expressão (7.4.7a) na expressão acima,
teremos:

z = 2
3

(

Ω2
o βo

T

)1/2 (

t + T
βo

)3/2
. (7.4.11b)

A expressão (7.4.11a) nos mostra que:

η =
(

3
2

)2/3 (

T
Ω2

o βo

)1/3
z2/3 , (7.4.12)

dz
dη

= 2
3

(

Ω2
o βo

T

)1/2
3
2
η1/2 =

=
(

Ω2
o βo

T

)1/2 (

3
2

)1/3 (

T
Ω2

o βo

)1/6
z1/3

→

dz
dη

=
(

3
2

)1/3 (

Ω2
o βo

T

)1/3
z1/3 , (7.4.13a)

dα
dη

= dα
dz

dz
dη

=
(

3
2

)1/3 (

Ω2
o βo

T

)1/3
z1/3 dα

dz
, (7.4.13b)

d2α
dη2 = d

dη
dα
dη

= d
dz

dα
dη

dz
dη

=

=
(

3
2

)1/3 (

Ω2
o βo

T

)1/3
z1/3 d

dz

[ (

3
2

)1/3 (

Ω2
o βo

T

)1/3
z1/3 dα

dz

]

=
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=
(

3
2

)2/3 (

Ω2
o βo

T

)2/3
z1/3

(

z1/3 d2α
dz2 + 1

3
z− 2/3 dα

dz

)

→

d2α
dη2 =

(

3
2

)2/3 (

Ω2
o βo

T

)2/3
×

×

(

z2/3 d2α
dz2 + 1

3
z− 1/3 dα

dz

)

. (7.3.13c)

Considerando-se a expressão (7.4.10) e substituindo-
se nela as expressões (7.4.12,13c), resultará:

(

3
2

)2/3 (

Ω2
o βo

T

)2/3 (

z2/3 d2α
dz2 + 1

3
z− 1/3 dα

dz

)

+

+ Ω2
o βo

T

(

3
2

)2/3 (

T
Ω2

o βo

)1/3
z2/3 α =

=
(

3
2

)2/3 (

Ω2
o βo

T

)2/3 (

z2/3 d2α
dz2 + 1

3
z− 1/3 dα

dz

)

+

+
(

3
2

)2/3 (

Ω2
o βo

T

)2/3
z2/3 α = 0 →

z2/3 d2α(z)
dz2 + 1

3
z− 1/3 dα(z)

dz
+ z2/3 α(z) = 0 . (7.4.14)

Para resolvermos a equação diferencial acima, façamos
a seguinte mudança de variável:

α(z) = z1/3 y(z) . (7.4.15)

Assim, usando-se a expressão acima, teremos:

dα
dz

= z1/3 dy

dz
+ 1

3
z− 2/3 y , (7.4.16a)

d2α
dz2 = z1/3 d2y

dz2 + 1
3
z− 2/3 dy

dz
+ 1

3
(− 2

3
z− 5/3 y + z− 2/3 dy

dz
) =
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= z1/3 d2y

dz2 + 1
3
z− 2/3 dy

dz
−

2
9
z− 5/3 y + 1

3
z− 2/3 dy

dz
→

d2α
dz2 = z1/3 d2y

dz2 + 2
3
z− 2/3 dy

dz
−

2
9
z− 5/3 y . (7.4.16b)

Tomando-se a expressão (7.4.14) e inserindo-se nela
as expressões (7.4.15,16a-b), teremos:

z2/3 (z1/3 d2y

dz2 + 2
3
z− 2/3 dy

dz
−

2
9
z− 5/3 y) +

+ 1
3
z− 1/3 (z1/3 dy

dz
+ 1

3
z− 2/3 y) + z2/3 z1/3 y =

= z d2y

dz2 + 2
3

dy

dz
−

2
9
z− 1 y + 1

3
dy

dz
+ 1

9
z− 1 y + z y = 0 →

d2y

dz2 + 1
z

dy

dz
+ (1 − 1

9 z2 ) y = 0. (7.4.17)

A solução da equação diferencial acima é dada por:[7]

y(z) = A J1/3(z) + B Y1/3(z) . (7.4.18)

Substituindo-se a expressão (7.4.18) na expressão (7.4.15)
e usando-se a expressão (7.4.11a), teremos [lembrar que η(t)
e z(t), segundo as expressões (7.4.7a,11b)]:

α(t) = α1(t) + α2(t) , (7.4.19)

onde:

α1(t) =
[

2
3

(

Ω2
o βo

T

)1/2
η3/2

]1/3
[A J1/3(z)] =

= C5
√

η J1/3(z) , (7.4.20a)

α2(t) =
[

2
3

(

Ω2
o βo

T

)1/2
η3/2

]1/3
[B Y1/3(z)] =
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= C6
√

η Y1/3(z) , (7.4.20b)

α̇1(t) = C5
d
dt

[
√

η(t) J1/3(z)] , (7.4.20c)

α̇2(t) = C6
d
dt

[
√

η(t) Y1/3(z)] . (7.4.20d)

Para determinarmos as constantes C5 e C6, usaremos
as expressões (7.3.19a-d) e (7.4.20a-d). Portanto:

α1(0) = 1 = C5
√

ηo J1/3(zo) , (7.4.21a)

α̇1(0) = 0 = C5
d
dt

[
√

η(t) J1/3(z)] |t=o , (7.4.21b)

α2(0) = 0 = C6
√

ηo Y1/3(zo) , (7.4.22a)

α̇2(0) = 1 = C6
d
dt

[
√

η(t) Y1/3(z)] |t=o , (7.4.22b)

onde [vide expressões (7.4.7a,11b)]:

η(0) = ηo = T
βo

, (7.4.23a)

z(0) = zo = 2
3

(

Ω2
o βo

T

)1/2 (

T
βo

)3/2
→

zo = 2 Ωo T
3 βo

. (7.4.23b)

Por fim, considerando-se as expressões (7.3.25a) e (7.4.20a-
b), poderemos escrever que:

a2(t) = a2
o η(t)

[

C2
5 J

2
1/3(z) +

(

2 ζ

τ

)

C5 C6 J1/3(z) Y1/3(z) +



278

+
(

1 + ζ2

τ2

)

C2
6 Y

2
1/3(z)

]

. (7.4.24)

Chamando-se:

J̄1/3(z) = C5 J1/3(z) , (7.4.25a)

Ȳ1/3(z) = Ω2
o ( T

βo
) C6 Y1/3(z) , (7.4.25b)

a expressão (7.4.24) tomará a seguinte forma:[8]

a2(t) = a2
o η(t)

[

J̄2
1/3(z) +

(

2 ζ

τ Ω2
o (T/βo)

)

J̄1/3(z) Ȳ1/3(z) +

+
(

1 + ζ2

τ2 Ω4
o (T/βo)2

)

Ȳ 2
1/3(z)

]

. (7.4.26)

c) T < t < ∞

Neste caso, considerando-se a expressão (7.3.10) e substi-
tuindo-se nela a expressão (7.4.1c), virá:

α̈(t) + Ω2
o (1 + βo) α(t) = 0 , (7.4.27)

e sua solução, em analogia com o caso a, será dada por:

a2(t) = a2
o

[

cos2(Ωo

√

1 + βo t) +

+
(

2 ζ

Ωo

√

1 + βo τ

)

cos (Ωo

√

1 + βo t) sen (Ωo

√

1 + βo t) +

+
(

1 + ζ2

Ω2
o (1 + βo) τ2

)

sen2 (Ω2
o

√

1 + βo t)
]

. (7.4.28)

A análise das expressões (7.4.5,26,28) vistas acima nos
mostra que se fizermos nelas ζ = 0, obtêm-se os resultados
das Referências [1-4].
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É oportuno registrar que as novas propriedades dis-
persivas do sistema f́ısico considerado, assim como a energia
cinética da part́ıcula, dependem enfaticamente do parâmetro
ζ, porque este parâmetro é uma conseqüência direta do “pa-
cote de onda debroglieano”, cuja velocidade é dada pela ex-
pressão (3.3.1.6). Registre-se, também, que essas propriedades
não são aparentes quando se usa o formalismo das repre-
sentações de Heisenberg e de Schrödinger.[1−4,9−10]
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CAPÍTULO 8

MECÂNICA QUÂNTICA DE DE BROGLIE-BOHM

E O EFEITO RAMSAUER-TOWNSEND

8.1. Introdução

Neste Caṕıtuloe, estudaremos o efeito Ramsauer-

Townsend usando resultados da Mecânica Quântica de de
Broglie-Bohm obtidos nos Caṕıtulos 1 e 5. Inicialmente, apre-
sentaremos o estudo desse efeito por intermédio da Mecânica
Quântica de Schrödinger. Em seguida, trataremos esse efeito
por intermédio da equação de Kostin, o que significa consi-
derar a dissipação nesse processo de espalhamento de elétrons
através de poços de potencial com bordas aguçadas (“sharp-
edged”). Ainda neste Apêndice, apresentaremos um breve
estudo do tunelamento em barreiras com esse mesmo tipo de
bordas.

Em 1921,[1] o f́ısico alemão Carl Wilhelm Ramsauer
(1879-1955) estudou o espalhamento de elétrons de muita
baixa energia (0.75 − 1.1 eV ) nos gases inertes argônio (A),
kriptônio (Kr) e xenônio (Xe). Para o argônio, por exemplo,
observou que a secção de choque efetiva desse espalhamento
era muito maior do que a calculada pela Teoria Cinética dos
Gases. Uma extensão dessa observação, ainda em 1921,[2] a
uma faixa maior de energia dos elétrons revelou uma surpreen-
dente variação na secção de choque.

Logo depois, em 1922,[3] os f́ısicos ingleses Sir John
Sealy Edward Townsend (1868-1957) e V. A. Bailey exami-
naram aquele espalhamento, para elétrons de energia no in-
tervalo 0.2− 0.8 eV , e, usando um método diferente do usado
por Ramsauer, encontraram que o máximo do livre caminho
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do elétron ocorre em torno de 0.39 eV . Esse resultado (que fi-
cou conhecido como efeito Ramsauer-Towsend) foi confir-
mado por Ramsauer e Kollath, em 1929,[4] significa que aque-
les gases nobres eram transparentes para uma energia cinética
cŕıtica.[5,6]

8.2. Efeito Ramsauer-Townsend via Mecânica

Quântica de Schrödinger

Seja a equação de Schrödinger linear definida pela
expressão (1.2.1.1), isto é:

i h̄
∂ψ(x, t)

∂t
= −

h̄2

2 m

∂2 ψ(x, t)
∂x2 +

+ V (x, t) ψ(x, t) . (8.2.1)

Consideremos um fluxo estacionário de part́ıculas com
energia incidente E, atravessando um poço de potencial de
profundidade V e de largura L:

V (x, t) = 0 , x 6= 0, L, (8.2.2a)

V (x, t) = − V , 0 < x < L , (8.2.2b)

e que definem as seguintes regiões:

Região (1) de Incidência: x < 0, (8.2.3a)

Região (2) de Espalhamento: 0 < x < L, (8.2.3b)

Região (3) de Transmissão: x > qL. (8.2.3c)

Considerando-se que E > 0, a solução da equação

de Schrödinger [vide expressão (8.2.1)] para as três regiões
definidas acima é dada por:[7]
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ψ1(x, t) = (ei k1 x + A e− i k1 x) e− i ω t , (8.2.4a)

ψ2(x, t) = (C ei k2 x + D e− i k2 x) e− i ω t , (8.2.4b)

ψ3(x, t) = (B ei k1 x) e− i ω t , (8.2.4c)

onde:

k2
1 = 2 m E

h̄2 , k2
2 = 2 m (E + V )

h̄2 . (8.2.5a-b)

Levando em conta que, no tunelamento estudado no
Caṕıtulo 5, V > 0 e que, no espalhamento objeto deste Apên-
dice, V < 0, as expressões (5.2.1.4a-b) e (8.2.5a-b) nos mostram
que:

k ≡ k1 , (8.2.6a)

q̄2 = −

2 m (E + V )

h̄2 = − k2
2 → q̄ = i k2 . (8.2.6b)

Assim, as constantes A e B, que determinam o coefi-

ciente de reflexão | R |
2 = A A∗ e o coeficiente de trans-

missão | T |
2 = B B∗, poderão ser obtidas por intermédio

das expressões (5.2.1.9) e (5.2.1.13) substituindo-se nestas as
expressões (8.2.6a-b). Desse modo, teremos [deveremos lem-
brar a fórmula de Euler: e± i α = cos α ± i sen α e que
senh (i α) = i sen (α)]:

A = − B
(k2

1
− k2

2
)

4 k1 k2
ei k1 L

(

ei k2 L
− e− i k2 L

)

→

A = − i B
(k2

1
− k2

2
)

2 k1 k2
ei k1 L sen (k2 L) , (8.2.7)

| T |
2 = B B∗ = 1

1 −

(

k2

1
− k2

2

2 k1 k2

)

2

senh2 (i k2 L)

→
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| T |
2 = 1

1 +

(

k2

1
− k2

2

2 k1 k2

)

2

sen2 (k2 L)

. (8.2.8)

Usando-se as expressões (8.2.7-8), virá:

| R |
2 = A A∗ = B B∗

(

k2

1
− k2

2

2 k1 k2

)2
sen2 (k2 L) →

| R |
2 =

(

k2

1
− k2

2

2 k1 k2

)

2

sen2 (k2 L)

1 +

(

k2

1
− k2

2

2 k1 k2

)

2

sen2 (k2 L)

. (8.2.9)

É fácil observar que as expressões (8.2.8-9) indicam
que: | R |2 + | T |

2 = 1.

De posse das expressões (8.2.8-9), estudaremos um
caso particular delas, qual seja, admitiremos que:[8]

L = λ2

2
. (8.2.10)

Considerando-se a expressão acima e mais a hipótese

de de Broglie - “onda piloto”- , ou seja (deveremos lembrar
que k = p

h̄
= 2 π p

h
):

λ2 = h
p2

= 2 π
k2

, (8.2.11)

teremos:

k2 L = π . (8.2.12)

Tomando-se as expressões (8.2.8-9) e substituindo-se
nela a expressão acima, virá (lembrar que sen (π) = 0):

| T |
2 = 1, | R |

2 = 0 . (8.2.13a-b)
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As expressões acima dizem que, quando a largura L

do poço de potencial vale o semicomprimento de onda associ-
ado à part́ıcula que está atravessando esse poço, não há onda
refletida e a transmissão é completa. Portanto, é desse modo
que a Mecânica Quântica de Schrödinger explica o famoso
efeito Ramsauer-Townsend.

8.3. Efeito Ramsauer-Townsend via Mecânica

Quântica de de Broglie-Bohm

No Caṕıtulo 5 vimos que a Mecânica Quântica de
Schrödinger e a Mecânica Quântica de de Broglie-Bohm apre-
sentam os mesmos resultados para o tunelamento de uma
part́ıcula livre em uma barreira de potencial. No item an-
terior vimos que essa mesma conclusão ocorre para o caso do
espalhamento dessa part́ıcula por um poço de potencial. Neste
item, estudaremos esse espalhamento para um poço dissipa-
tivo kostiano.

Seja a equação de Kostin dada por [vide expressão
(5.3.1.1)]:

i h̄
∂ψ(x, t)

∂t
= −

h̄2

2 m

∂2ψ(x, t)
∂x2 +

+ [V (x, t) + h̄ ν
2 i

ℓn
ψ(x, t)
ψ∗(x, t)

] ψ(x, t) , (8.3.1)

onde ψ(x, t) e V (x, t) representam, respectivamente, a função
de onda e o potencial dependente do sistema f́ısico em estudo,
e ν significa a constante de dissipação.

Considerando-se a função de onda ψ(x, t) na forma:[9]

ψ(x, t) = Φ(x) exp [− i E
h̄ ν

(1 − e− ν t)], (8.3.2)

poderemos escrever que:

i h̄
∂ψ(x, t)

∂t
= i h̄ Φ(x) exp [− i E

h̄ ν
(1 − e− ν t)] ×
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×

∂
∂t

[− i E
h̄ ν

(1 − e− ν t)] =

= i h̄ Φ(x) exp [− i E
h̄ ν

(1 − e− ν t)] (− i E
h̄
e− ν t) →

i h̄
∂ψ(x, t)

∂t
= E e− ν t ψ(x, t) , (8.3.3a)

−

h̄2

2 m

∂2ψ(x, t)
∂x2 = −

h̄2

2 m
Φ′′(x) exp [− i E

h̄ ν
(1 − e− ν t)] →

−

h̄2

2 m

∂2ψ(x, t)
∂x2 = −

h̄2

2 m

Φ′′(x)
Φ(x)

ψ(x, t) , (8.3.3b)

h̄ ν
2 i

ℓn
ψ(x, t)
ψ∗(x, t)

=

= h̄ ν
2 i

[

ℓn
Φ(x)
Φ∗(x)

+ ℓn
(

exp [− i E
h̄ ν

(1 − e− ν t)]

exp [ i E
h̄ ν

(1 − e− ν t)]

) ]

=

= h̄ ν
2 i

[

ℓn
Φ(x)
Φ∗(x)

+ ℓn
(

exp [− 2 i E
h̄ ν

(1 − e− ν t)]
) ]

→

h̄ ν
2 i

ℓn
ψ(x, t)
ψ∗(x, t)

= h̄ ν
2 i

ℓn
Φ(x)
Φ∗(x)

−

− E (1 − e− ν t) . (8.3.3c)

Tomando-se a expressão (8.3.1), inserindo-se nela as
expressões (8.3.3a-c) e considerando-se a expressão (8.2.2b),
virá:

h̄2

2 m

Φ′′(x)
Φ(x)

+ V +E − h̄ ν
2 i

ℓn
Φ(x)
Φ∗(x)

+E e− ν t
−E e− ν t = 0 →

Φ′′(x) +
[

q2
−

m ν
i h̄

ℓn
Φ(x)
Φ∗(x)

]

Φ(x) = 0 , (8.3.4a)

q2 = 2 m

h̄2 (E + V ) . (8.3.4b)
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Agora, consideremos a seguinte transformação de

Madelung-Bohm [vide expressão (5.2.2.2)]:

Φ(x) = φ(x) ei S(x) . (8.3.5)

Derivando-se a expressão acima e substituindo-se na
expressão (8.3.4a), teremos:

dΦ(x)
dx

≡ Φ′(x) = φ′(x) ei S(x) + i φ(x) ei S(x) S ′(x)

d2Φ(x)
dx2 ≡ Φ′′(x) = d

dx

dΦ(x)
dx

=

= φ′′(x) ei S(x) + i φ′(x) ei S(x) S ′(x) + i φ′(x) ei S(x) S ′(x) +

+ i2 φ(x) ei S(x) [S ′(x)]2 + i φ(x) ei S(x) S ′′(x) →

Φ′′ = ei S [φ′′ + 2 i φ′ S ′ − φ(x) (S ′)2 + i φ S ′′] ,

ei S [φ′′ + 2 i φ′ S ′ − φ (S ′)2 + i φ S ′′(x)] +

+
[

q2
−

m ν
i h̄

ℓn
(

φ ei S

φ e− i S

) ]

φ ei S =

= φ′′ + 2 i φ′ S ′ − φ (S ′)2 + i φ S ′′ +

+ [q2
−

m ν
i h̄

ℓn (ei 2 S)] φ = 0 →

φ′′ + 2 i φ′ S ′ − φ (S ′)2 + i φ S ′′ +

+ [q2
−

2 m ν
h̄

S] φ = 0 . (8.3.6)

Separando-se as partes real e imaginária da expressão
acima, resultará:
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φ′′ + (q2
−

2 m ν
h̄

S) φ = (S ′)2 φ , (8.3.7a)

2 φ′ S ′ + φ S ′′ = 0 . (8.3.7b)

Considerando-se que [vide expressão (5.2.2.5)]:

ρ(x) = φ2(x) , (8.3.8)

a integração da expressão (8.3.7b) resultará [lembremos que
∫

du
u

= ℓn u+ ℓn C , ℓn u2 = 2 ℓn u e ℓn (u
v
) = ℓn u− ℓn v]:

(S′)′

S′
= −

2 φ′

φ
→

∫ (S′)′

S′
= −

∫ 2 φ′

φ

ℓn S ′ = − 2 ℓn φ + ℓn C = − ℓn φ2 + ℓn C = ℓn C
φ2 →

S ′(x) = C
ρ(x)

, S(x) = S(0) + C
∫ x
o
dx′

ρ
. (8.3.9a-b)

Multiplicando-se a expressão (8.3.7a) por φ′ e usando-
se as expressões (8.3.8,9a), resultará [deveremos lembrar que
d
dx

(

α2

2

)

= α α′]:

φ′′ φ′ + [q2
− (S ′)2] φ φ′ = 2 m ν

h̄
S φ φ′ →

d
dx

[1
2

(φ′)2 + 1
2
q2 φ2 + 1

2
C2

φ2 ] = 2 m ν
h̄

S φ φ′ . (8.3.10)

Considerando-se a expressão (8.3.8), poderemos escr-
ever que:

ρ′ = 2 φ φ′ , (8.3.11)

Inserindo-se a expressão acima na expressão (8.3.10)
e usando-se a expressão (8.3.8), resultará:
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I ′(x) = 2 m ν
h̄

S(x) ρ′(x) , (8.3.12a)

onde:

I(x) = [ρ(x)′]2

4 ρ(x)
+ q2 ρ(x) + C2

ρ(x)
. (8.3.12b)

Usando-se a expressão (8.3.9a), teremos:

d
dx

(S ρ) = S ′ ρ + S ρ′ = S ρ′ + C = S ρ′ + d
dx

(C x) →

S ρ′ = d
dx

(S ρ − C x) . (8.3.13)

Tomando-se a expressão (8.3.12a), inserindo-se nela a
expressão (8.3.13) e usando-se a expressão (8.3.9b,12b), obte-
remos:

dI
dx

= 2 m ν
h̄

d
dx

(S ρ − C x) →

d
dx

[I − 2 m ν
h̄

(S ρ − C x)] = 0 →

I − 2 m ν
h̄

(S ρ − C x) = constante = Io →

I(x) = Io + 2 m ν
h̄

[S(x) ρ(x) − C x] , (8.3.14a)

Io = [ρ′(x)]2

4 ρ(x)
+ q2 ρ(x) + C2

ρ(x)
−

−

2 m ν
h̄

[

ρ(x)
(

S(0) + C
∫ x
o

dx′

ρ(x′)

)

− C x
]

. (8.3.14b)

Agora, resolveremos a equação diferencial dada pela
expressão (8.3.12b). Para isso, usaremos a técnica da varia-

ção de parâmetros.[9] Assim, segundo essa técnica, consi-
deremos, inicialmente, I(x) como a constante I. Portanto,
teremos:
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I = (ρ′)2

4 ρ
+ q2 ρ + C2

ρ
→

(ρ′)2

4
= I ρ − q2 ρ2

− C2
→

ρ′ = dρ

dx
= 2

√

I ρ − q2 ρ2
− C2

→

∫ dρ
√

I ρ − q2 ρ2 − C2
= 2

∫

dx = 2 [x − β(x)] ,

onde β(x) é o parâmetro a determinar.

Integrando-se o primeiro membro da expressão acima,
obteremos [lembrar que

∫ dy
√

1 − y2
= − arccos y e que

cos y = cos (− y)]:

∫ dρ
√

I ρ − q2 ρ2 − C2
=
∫ dρ
√

q2

(

I ρ

q2
− ρ2 − C2

q2
+ I2

4 q4
− I2

4 q4

)

=

= 1
q

∫ dρ
√

(

I2

4 q4
− C2

q2

)

−

(

ρ − I

2 q2

)

2
= 1

q

∫ dρ√
A − z2

=

= 1
q

∫ d( z
√

A
)

√

1 − ( z
√

A
)
2

= −

1
q
arcos ( z√

A
) →

−

1
q
arcos

(

ρ − I

2 q2
√

I2

4 q4
− C2

q2

)

= 2 [x − β(x)] →

arcos

(

ρ − I

2 q2
√

I2

4 q4
− C2

q2

)

= ( − 2 q [x − β(x)] ) →

ρ − I
2 q2

=
√

I2

4 q4
−

C2

q2
cos ( 2 q [x − β(x)] ) .

Para determinarmos o parâmetro β(x), reassumire-
mos que I(x). Desse modo, teremos:
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ρ(x) = 1
2 q2

[

I(x) +
√

I2(x) − 4 q2 C2
×

× cos
(

2 q [x − β(x)]
) ]

. (8.3.15)

A seguir, determinaremos o parâmetro β(x). Assim,
derivando-se a expressão (8.3.15), teremos [lembrar a seguinte
fórmula: que d

dx
cos f(x) = − sen f(x) d

dx
f(x)]:

ρ′(x) = 1
2 q2

(

I ′(x) +
I(x) I′(x) cos

(

2 q [x − β(x)]

)

√

I2(x) − 4 q2 C2
−

−

√

I2(x) − 4 q2 C2 sen
(

2 q [x − β(x)]
)

×

× 2 q [1 − β′(x)]

)

. (8.3.16)

Impondo-se a condição:

I ′(x) + I(x) I′(x) cos [2 θ(x)]
√

I2(x) − 4 q2 C2
+
√

I2(x) − 4 q2 C2
×

× 2 q β′(x) sen [2 θ(x)] = 0 , (8.3.17a)

onde:

θ(x) = q [x − β(x)] , (8.3.17b)

a expressão (8.3.16) tomará a seguinte forma:

ρ′(x) = −

√

I2(x) − 4 q2 C2

q
sen [2 θ(x)] . (8.3.18)

Partindo-se das expressões (8.3.12a,18), poderemos es-
crever que:
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β′(x) = I′(x)
2 q2

(

1 + I(x) cos [2 θ(x)]
√

I2(x) − 4 q2 C2

)

×

×

(

−

q
√

I2(x) − 4 q2 C2 sen [2 θ(x)]

)

=

= 1
2 q2

2 m ν
h̄

S(x) ρ′(x)
(

1 + I(x) cos [2 θ(x)]
√

I2(x) − 4 q2 C2

)

1
ρ′(x)

→

β′(x) = m ν S(x)
h̄ q2

(

1 + I(x) cos [2 θ(x)]
√

I2(x) − 4 q2 C2

)

. (8.3.19)

É oportuno registrar que a expressão (8.3.12b) é demon-
strada usando-se as expressões (8.3.15,19).

Agora, estudaremos o espalhamento de um fluxo esta-
cionário de part́ıculas com energia E e k2 = 2 m E

h̄2 [vide
expressão (8.2.5a)] por um poço de potencial definido pelas
expressões (8.2.2a-b).

Os fluxos de part́ıculas, incidente (x < 0) e transmi-
tido (x > L), serão dados por [vide expressões (8.2.4a,c) e
(8.3.5)]:

ψI(x) = ei k x + A e− i k x = φ(x) ei S(x) , (8.3.20a)

ψT (x) = B ei k x = φ(x) ei S(x) . (8.3.20b)

Fazendo-se uso das condições de continuidade da fun-
ção de onda (ψ) e de suas derivadas espaciais (∂ψ

∂x
) nos limites

do poço de potencial indicados nas expressões (8.2.2a-b), virá:

a) Para x = 0

Usando-se a expressão (8.3.20a), teremos:

1 + A = φ(0) ei S(0) , (8.3.21a)
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∂ψI

∂x
|x = 0 →

i k (1 − A) = φ′(0) ei S(0) + i φ(0) ei S(0) S ′(0) →

1 − A = ei S(0)

k
[− i φ′(0) + φ(0) S ′(0)] . (8.3.21b)

Somando-se as expressões (8.3.21a-b), virá (lembrar a
fórmula de Euler):

2 = ei S(0)

k
[k φ(0) − i φ′(0) + φ(0) S ′(0)] →

2 k = [cos S(0) + i sen S(0)]
(

φ(0) [k + S ′(0)]− i φ′(0)
)

.

Separando-se as partes real e imaginária da expressão
acima, obteremos:

2 k = cos S(0) φ(0) [k + S ′(0)] +

+ φ′(0) sen S(0) , (8.3.22a)

0 = sen S(0) φ(0) [k + S ′(0)] −

− φ′(0) cos S(0) , (8.3.22b)

Multiplicando-se a expressão (8.3.22a) por sen S(0) e
a expressão (8.3.22b) por cos S(0) e subtraindo-se os resulta-
dos, virá (lembrar que sen2 α + cos2 α = 1):

2 k sen S(0) = cos S(0) sen S(0) φ(0) [k + S ′(0)] +

+ φ′(0) sen2 S(0) − sen S(0) cos S(0) φ(0) [k + S ′(0)] +

+ φ′(0) cos2 S(0) → 2 k sen S(0) = φ′(0) . (8.3.23a)
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Multiplicando-se a expressão (8.3.22a) por cos S(0) e
a expressão (8.3.22b) por sen S(0) e somando-se os resultados,
virá (usando-se a expressão trigonométrica referida acima):

2 k cos S(0) = cos2 S(0) φ(0) [k + S ′(0)] +

+ φ′(0) sen S(0) cos S(0) + sen2 S(0) φ(0) [k + S ′(0)] −

− φ′(0) cos S(0) sen S(0) →

2 k cos S(0) = φ(0) [k + S ′(0)] . (8.3.23b)

Quadrando-se as expressões (8.3.23a-b) e somando-se
os resultados, teremos:

4 k2 = [φ′(0)]2 + φ2(0) [k + S ′(0)]2 . (8.3.23c)

b) Para x = L

Usando-se a expressão (8.3.20b), virá:

B ei k L = φ(L) ei S(L) , (8.3.24a)

∂ψT

∂x
|x = L →

i k B ei k L = φ′(L) ei S(L) + i S ′(L) φ(L) ei S(L)
→

B ei k L = 1
k
ei S(L)

×

× [− i φ′(L) + S ′(L) φ(L)] . (8.3.24b)

Comparando-se as expressões (8.3.24a-b), separando-
se as partes real e imaginária e usando-se, também, as ex-
pressões (8.3.9a,11), resultará:
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φ(L) ei S(L) = 1
k
ei S(L) [− i φ′(L) + S ′(L) φ(L)] →

φ(L) = 1
k

[− i φ′(L) + S ′(L) φ(L)] →

φ(L) = 1
k
S ′(L) φ(L) →

S ′(L) = k , ρ(L) = C
k

, (8.3.25a-b)

φ′(L) = 0 , ρ′(L) = 0 . (8.3.26a-b)

Subtraindo-se as expressões (8.3.21a-b), usando-se a
fórmula de Euler e as expressões (8.3.8,9a,11,23a-b), obte-
remos:

2 A = ei S(0)
(

φ(0) [1 − S′(0)
k

] + i
k
φ′(0)

)

→

A [2 k cos S(0) − i 2 k sen S(0)] =

= φ(0) [k − S ′(0)] + i φ′(0) →

A = i φ(0) [k − S′(0)] − φ′(0)
i φ(0) [k+ S′(0)] + φ′(0)

=

= 2 i φ2(0) [k − S′(0)] − 2 φ(0) φ′(0)
i 2 φ2(0) [k + S′(0)] + 2 φ(0) φ′(0)

=

= 2 i [k ρ − ρ S′(0)] − ρ′(0)
i 2 [k ρ + ρ S′(0)] + ρ′(0)

→

A = 2 i [k ρ(0) − C] − ρ′(0)
2 i [k ρ(0) + C] + ρ′(0)

. (8.3.27)

De posse da expressão acima, calculemos os coefi-
cientes de reflexão (| R |2) e de transmissão (| T |2):
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| R |
2 = A A∗ = 2 i [k ρ(0) − C] − ρ′(0)

2 i [k ρ(0) + C] + ρ′(0)
×

×

(

− 2 i [k ρ(0) − C] − ρ′(0)
− 2 i [k ρ(0) + C] + ρ′(0)

)

→

| R |
2 = 4 [k ρ(0) − C]2 + [ρ′(0)]2

4 [k ρ(0) + C]2 + [ρ′(0)]2
, (8.3.28a)

| T |
2 = 1 − | R |

2 =

= 4 [k ρ(0) + C]2 + [ρ′(0)]2 − 4 [k ρ(0) − C]2 − [ρ′(0)]2

4 [k ρ(0) + C]2 + [ρ′(0)]2
=

= 4 k2 ρ2(0) + 8 k ρ(0) C + 4 C2 − 4 k2 ρ2(0) + 8 k ρ(0) C − 4 C2

4 k2 ρ2(0) + 8 k ρ(0) C + 4 C2 + [ρ′(0)]2
=

= 16 k ρ(0) C
[ρ′(0)]2 + 4 k2 ρ2(0) + 4 C2 + 8 k ρ(0) C

=

| T |
2 = 4 k C

[ρ′(0)]2

4 ρ(0)
+ C2

ρ(0)
+ k2 ρ(0) + 2 k C

. (8.3.28b)

Calculando-se a expressão (8.3.14b) para x = 0,
teremos:

Io = [ρ′(0)]2

4 ρ(0)
+ q2 ρ(0) + C2

ρ(0)
−

−

2 m ν
h̄

ρ(0) S(0) . (8.3.29)

Tomando-se a expressão (8.3.28b) e substituindo-se
nela a expressão (8.3.29), resultará:

| T |
2 = 4 k C

Io + [k2 − q2 + 2 m ν
h̄

S(0)] ρ(0) + 2 k C
. (8.3.30)

A expressão acima pode ser escrita de uma outra ma-
neira. Com efeito, partindo-se da expressão (8.3.24a) e usando-
se as expressões (8.3.8,25b), poderemos escrever que:
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B = φ(L) ei [S(L) − k L] , B∗ = φ(L) e− i [S(L) − k L]
→

| T |
2 = B B∗ = φ2(L) = ρ(L) = C

k
. (8.3.31)

Registre-se que a expressão (8.3.31) pode ser demons-
trada partindo-se da expressão (8.3.30) e usando-se as ex-
pressões (8.3.8,9a,11,12b,23c).

Agora, obteremos a expressão final para | T |

2 sem
a constante C. Antes, encontremos algumas expressões úteis.
Portanto, usando-se as expressões (8.3.12b,25b,26b), teremos:

I(L) = [ρ′(L)]2

4 ρ(L)
+ q2 ρ(L) + C2

ρ(L)
= q2 C

k
+ C k →

I(L) = k C (1 + n2) , n = q

k
. (8.3.32a-b)

Partindo-se das expressões (8.3.14a,25b,32a), virá:

I(L) = 2 m ν
h̄

[S(L) ρ(L) − C L] + Io →

k C (1 + n2) = 2 m ν
h̄

[S(L)
k

− L] C + Io →

Io = C
(

k (1 + n2) +

+ 2 m ν
h̄ k

[k L − S(L)]
)

. (8.3.33)

Tomando-se a expressão (8.3.14a), teremos:

I(0) = Io + 2 m ν
h̄

S(0) ρ(0) . (8.3.34a)

De outro lado, partindo-se da expressão (8.3.23c) e
usando-se as expressões (8.3.8,9a,11,29,32b,34a), virá:
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4 k2 = [φ′(0)]2 + φ2(0) [k + S ′(0)]2 =

= [φ′(0)]2 + φ2(0) [k + C
ρ(0)

]2 =

= [ρ′(0)]2

4 ρ(0)
+ ρ(0) [k2 + 2 k C

ρ(0)
+ C2

ρ2(0)
] →

4 k2 = Io − q2 ρ(0) + 2 m ν
h̄

ρ(0) S(0) + ρ(0) k2 + 2 k C =

= I(0) − q2 ρ(0) + ρ(0) k2 + 2 k C →

I(0) = 4 k2
− 2 k C − k2 (1 − n2) ρ(0) . (8.3.34b)

As expressões (8.3.8,9a,11,17b,18,23a-b,26b) também
nos indicam que:

tg S(0) = φ′(0)
φ(0) [k + S′(0)]

= ρ′(0)

2 φ2(0) [k + C
ρ(0)

]
→

S(0) = arctg
(

ρ′(0)
2 [k ρ(0) + C]

)

, (8.3.35)

ρ′(L) = −

√

I2(L) − 4 q2 C2

q
sen [2 θ(L)] = 0 →

sen
(

2 q [L − β(L)]
)

= 0 →

2 q [L − β(L)] = 0 → β(L) = L. (8.3.36)

Considerando-se as expressões (8.3.33,34a-b), teremos:

C
(

k(1 + n2) + 2 m ν
h̄ k

[k L − S(L)]
)

=

= I(0) − 2 m ν
h̄

S(0) ρ(0) →
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I(0) = C
(

k(1 + n2) + 2 m ν
h̄ k

[k L − S(L)]
)

+

+ 2 m ν
h̄

S(0) ρ(0) , (8.3.37a)

C
(

k(1 + n2) + 2 m ν
h̄ k

[k L − S(L)]
)

=

= 4 k2
− 2 C k − k2 (1 − n2) ρ(0) − 2 m ν

h̄
S(0) ρ(0) →

C
(

k(3 + n2) + 2 m ν
h̄ k

[k L − S(L)]
)

= 4 k2
−

− ρ(0) [k2 (1 − n2) + 2 m ν
h̄

S(0)] . (8.3.37b)

Tomando-se a expressão (8.3.15) e substituindo-se nela
a expressão (8.3.37a), resultará [lembrar que cos(− α) =
cos α]:

2 q2 ρ(0) = I(0) +
√

I2(0) − 4 q2 C2 cos [2 q β(0)] =

= C
(

k(1 + n2) + 2 m ν
h̄ k

[k L − S(L)]
)

+ 2 m ν
h̄

S(0) ρ(0) +

+
√

Dν cos [2 q β(0)] , (8.3.38a)

onde [mantendo-se apenas os termos de primeira ordem de ν
e usando-se a expressão (8.3.32b)]:

Dν =
[

C
(

k(1 + n2) + 2 m ν
h̄ k

[k L − S(L)]
)

+

+ 2 m ν
h̄

S(0) ρ(0)
]2
− 4 q2 C2

→

Dν =

(

C2 k2 (1 + n2)2 + 4 m ν C2 (1 + n2)
h̄

[k L − S(L)]

)

+
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+ 4 m ν
h̄

C k (1 + n2) ρ(0) S(0) −

− 4 k2 n2 C2 . (8.3.38b)

Considerando-se a expressão acima, vê-se que existe
um termo contendo o fator ρ(0) ν. Contudo, como estamos
considerando apenas os termos em primeira ordem de ν, usa-
remos para ρ(0) uma expressão que não envolva ν como fator,
a qual denominaremos de ρν . Desse modo, considerando-se
a expressão (8.3.15), poderemos escrever que [lembrar que
cos (− α) = cos α]:

ρν(0) = 1
2 q2

(

√

I2(0) − 4 q2 C2 cos [2 q β(0)] + I(0)

)

.

Agora, tomando-se a expressão (8.3.37a) sem termos
contendo ν, ou seja:

I(0) ∼ C k (1 + n2) ,

e inserindo-se na expressão anterior e usando-se a expressão
(8.3.32b), virá [lembrar que cos (2 α) = 2 cos2α − 1]:

ρν(0) = 1
2 q2

(

√

k2 C2 (1 + n2)2
− 4 n2 k2 C2

×

× cos [2 q β(0)] + C k (1 + n2)

)

=

= 1
2 n2 k2

(

k C
√

1 + 2 n2 + n4
− 4 n2 cos [2 q β(0)] +

+ C k (1 + n2)

)

=
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= C k
2 n2 k2

(

√

(n2
− 1)2 cos [2 q β(0)] + 1 + n2

)

=

= C
2 n2 k

[

(n2
− 1)

(

2 cos2 [q β(0)] − 1
)

+ 1 + n2

]

=

= C
2 n2 k

[

(n2
− 1) 2 cos2 [q β(0)] − n2 + 1 + 1 + n2

]

→

ρν(0) = C
n2 k

[

(n2
− 1) ×

× cos2 [q β(0)] + 1
]

. (8.3.39)

Tomando-se a expressão (8.3.38b) e substituindo-se
nela a expressão acima, virá [lembrar que

√

1 + x ∼ 1 + x/2,
para x ≪ 1 e que q > k → n > 1, conforme indicam as
expressões (8.2.5a) e (8.3.4b)]:

Dν =

(

C2 k2 (1 + n2)2 + 4 m ν C2 (1 + n2)
h̄

[k L − S(L)]
)

+

+ 4 m ν
h̄

C k (1 + n2) S(0) C
n2 k

×

×

[

(n2
− 1) cos2 [q β(0)] + 1

]

− 4 k2 n2 C2 =

= C2 k2 (1 + n4 + 2 n2
− 4 n2) + 4 m ν C2 (1 + n2)

h̄
×

×

[

k L − S(L) + S(0)
n2 ×

×

(

(n2
− 1) cos2 [q β(0)] + 1

)

]

=
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= C2 k2 (n2
− 1)2

(

1 + 4 m ν (1 + n2)
h̄ k2 (n2 − 1)2

[

k L − S(L) +

+ S(0)
n2

(

(n2
− 1) cos2 [q β(0)] + 1

)

] )

→

√

Dν = C k (n2
− 1)

(

1 + 2 m ν (1 + n2)
h̄ k2 (n2 − 1)2

[

k L − S(L) +

+ S(0)
n2

(

(n2
− 1) cos2 [q β(0)] + 1

)

] )

.

Considerando-se a expressão (8.3.38a) e inserindo-se
nela a expressão acima, obteremos:

ρ(0) = C k

2 [q2 −
m ν S(0)

h̄
]
E , (8.3.40a)

onde:

E = (n2
− 1)

(

1 + 2 m ν (1 + n2)
h̄ k2 (n2 − 1)2

[

k L − S(l) +

+ S(0)
n2

(

1 + (n2
− 1) cos2 [q β(0)]

) ]

)

cos [2 q β(0)] +

+ (1 + n2)
(

1 + 2 m ν
h̄ k2 (1 + n2)

[k L − S(L)]
)

. (8.3.40b)

Tomando-se a expressão (8.3.37b) e inserindo-se nela
a expressão (8.3.40a), resultará:

C k
(

(3 + n2) + 2 m ν
h̄ k2 [k L − S(L)] +
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+ E

2 [q2 −
m ν S(0)

h̄
]
[k2 (1 − n2) + 2 m ν

h̄
S(0)]

)

= 4 k2
→

C
k

= 4
F

, (8.3.41a)

com:

F = 3 + n2 + 2 m ν
h̄ k2 [k L − S(L)] +

+
[k2 (1 − n2) + 2 m ν

h̄
S(0)]

2 [q2 −
m ν S(0)

h̄
]

E . (8.3.41b)

Por fim, o coeficente de transmissão (| T |2) do poço de
potencial considerado [vide expressões (8.2.2a-b)] será obtido
por intermédio das expressões (8.3.31,41a), ou seja:

| T |
2 = 4

F
. (8.3.42)

De posse da expressão acima, estudaremos o efeito

Ramsauer-Townsend em regiões dissipativas caracterizadas
por ν pequeno. Assim, considerando-se que nesse efeito tem-
se L ∼ Å, poderemos escrever que [lembrar o desenvolvi-

mento de Taylor e a expressão (8.3.36)]:

β(x) = β(L) + β′(L) (x − L) +

+ β′′(L) (x − L)2

2!
+ ... , (8.3.43a)

β(0) = L − β′(L) L +

+ β′′(L) L2

2!
+ ... , (8.3.43b)

S(x) = S(L) + S ′(L) (x − L) +
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+ S ′′(L) (x − L)2

2!
+ ... , (8.3.44a)

S(0) = S(L) − S ′(L) L +

+ S ′′(L) L2

2!
+ ... . (8.3.44b)

Partindo-se da expressão (8.3.17b) e usando-se a ex-
pressão (8.3.43b), teremos [lembrar que cos α ∼ 1, para α≪ 1
e que cos (− α) = cos α]:

cos [q β(0)] ∼ 1 →

S(0)
n2

(

1 + (n2
− 1)cos2[q β(0)]

)

= S(0)
n2 (1 + n2

− 1) = S(0) .

Tomando-se a expressão (8.3.40b) e substituindo-se
nela a expressão acima, virá:

Eν = (n2
− 1)

(

1 + 2 m ν (1 + n2)
h̄ k2 (n2 − 1)2

[ k L − S(L) +

+ S(0) ]
)

cos [2 q β(0)] +

+ (1 + n2)
(

1 + 2 m ν
h̄ k2 (1 + n2)

[k L − S(L)]
)

. (8.3.45)

Usando-se a expressão (8.3.32b) e considerando-se ape-
nas os termos de primeira ordem de ν, teremos [lembrar que
(1 + x)m ∼ 1 + m x, para x ≪ 1]:

k2 (1 − n2) +
2 m ν S(0)

h̄

2 q2 [1 −
m ν S(0)

h̄ q2
]

=

= k2 (1 − n2)
2 q2

[

1 + m ν S(0)
h̄ q2

] [

1 + 2 m ν S(0)
h̄ k2 (1 − n2)

]

=
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= (1 − n2)
2 n2

[

1 + 2 m ν S(0)
h̄ k2 (1 − n2)

+ m ν S(0)
h̄ q2

]

=

= (1 − n2)
2 n2

(

1 + 2 m ν S(0)
h̄ q2

[

n2

1 − n2 + 1
2

]

)

=

= (1 − n2)
2 n2

[

1 + m ν S(0)
h̄ q2

n2 + 1
1 − n2

]

.

Partindo-se da expressão (8.3.41b), substituindo-se nela
a expressão acima e usando-se a expressão (8.3.45), obtere-
mos:

Fν = 3 + n2 + 2 m ν
h̄ k2 [k L − S(L)] +

+ (1 − n2)
2 n2

[

1 + m ν S(0)
h̄ q2

(

n2 + 1
1 − n2

) ]

Eν . (8.3.46)

Desse modo, a expressão (8.3.42) tomará a seguinte
forma:

| T |
2 = 4

Fν
. (8.3.47)

As expressões (8.3.45-46) nos mostram que o coefi-
ciente de transmissão em um poço de potencial dissipativo
[vide expressão (8.3.47)] depende de S(0) e S(L). Desse modo,
vamos determiná-los. Assim, partindo-se da expressão (A4.3.19)
e usando-se as expressões (8.3.25a,32a-b), virá (lembrar que
cos [2 θ(L)] ∼ 1 e que n > 1):

β′(L) = m ν S(L)
h̄ q2

[

1 + k C (1 + n2)
√

[k C (1 + n2)]2 − 4 n2 k2 C2

]

=

= m ν S(L)
h̄ q2

[

1 + k C (1 + n2)
√

[k2 C2 (1 + 2 n2 + n4 − 4 n2)]

]

=

= m ν S(L)
h̄ q2

[

1 + k C (1 + n2)
√

k2 C2 (n2 − 1)2)]

]

=
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= m ν S(L)
h̄ q2

[

1 + k C (1 + n2)
k C (n2 − 1)

]

=

= m ν S(L)
h̄ q2

[

n2 − 1 + 1 + n2

n2 − 1

]

=

= 2 m ν S(L)
h̄ q2

[

1

1 − k2

q2

]

→

β′(L) = 2 m ν S(L)
h̄ (q2 − k2)

, (8.3.48a)

β′′(L) = 2 m ν k
h̄ (q2 − k2)

. (8.3.48b)

Considerando-se a expressão (8.3.43b) e substituindo-
se nela as expresões (8.3.48a-b), virá:

β(0) ∼ L −

2 m ν
h̄

S(L) L
q2 − k2 + L2

2
2 m ν k

h̄ (q2 − k2)
→

β(0) ∼ L
(

1 + 2 m ν
h̄ (q2 − k2)

[

k L
2
− S(L)

] )

. (8.3.49)

Usando-se as expressões (8.3.4b,9a,26b), poderemos
escrever que (lembrar que k2 = 2 m E

h̄2 ):

q2
− k2 = 2 m

h̄2 (E + V ) − 2 m E

h̄2 = 2 m V

h̄2 , (8.3.50a)

S ′′(x) = −

C
ρ2(x)

ρ′(x) → S ′′(L) = 0 . (8.3.50b)

Considerando-se as expressões (8.3.25a,44b,49,50b), virá:

S(0) ∼ S(L) − k L , (8.3.51a)

β(0) ∼ L
(

1 − ν h̄
V

[

k L
2

+ S(0)
] )

, (8.3.51b)
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β2(0) ∼ L2
(

1 − 2 ν h̄
V

[

k L
2

+ S(0)
] )

. (8.3.51c)

Tomando-se as expressões (8.3.45-47), substituindo-
se nela a expressão (8.3.51a) e recordando que estamos con-
siderando apenas termos em primeira ordem de ν, resultará
[lembrar que cos [2 q β(0)] = 1 − 2 sen2 [q β(0)] e a
expressão (8.3.32b)]:

Eν [S(0)] = (n2
− 1) cos [2 q β(0)] +

+ 1 + n2
−

2 m ν S(0)
h̄ k2 , (8.3.52a)

Fν [S(0)] = 3 + n2
−

2 m ν S(0)
h̄ k2 +

+ (1 − n2)
2 n2

[

1 + m ν S(0)
h̄ q2

(

n2 + 1
1 − n2

) ]

×

×

(

(n2
− 1) cos [2 q β(0)] + 1 + n2

−

2 m ν S(0)
h̄ k2

)

=

= 3 + n2
−

2 m ν S(0)
h̄ k2 +

[

1 − n2

2 n2 + m ν S(0)
2 n2 h̄ q2

(n2 + 1)
]

×

×

(

(n2
− 1) cos [2 q β(0)] + 1 + n2

−

2 m ν S(0)
h̄ k2

)

=

∼ 3 + n2
−

2 m ν S(0)
h̄ k2 −

(1 − n2)2

2 n2 cos [2 q β(0)] +

+ 1 − n4

2 n2 −

2 m ν S(0)
h̄ k2

(

1 − n2

2 n2

)

+

+ m ν S(0)
2 h̄ n4 k2 (n4

− 1) cos [2 q β(0)] + m ν S(0)
2 h̄ n4 k2 (n2 + 1)2 =

= 3 + 1 + n4

2 n2 −

2 m ν S(0)
h̄ k2

(

1 + 1 − n2

2 n2 −

n4 + 2 n2 + 1
4 n4

)

+
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+ cos [2 q β(0)]
[

m ν S(0)
2 h̄ n4 k2 (n4

− 1) − 1 − 2 n2 + n4

2 n2

]

=

= 3 + 1 + n4

2 n2 −

2 m ν S(0)
h̄ k2

(

n4 − 1
4 n4

)

+

+
(

1 − 2 sen2 [q β(0)]
)

×

×

[

m ν S(0)
2 h̄ n4 k2 (n4

− 1) − 1 − 2 n2 + n4

2 n2

]

=

= 3 + 1 + n4

2 n2 −

1 − 2 n2 + n4

2 n2 −

2 m ν S(0)
h̄ k2

(

n4 − 1
4 n4

)

+

+ 2 m ν S(0)
h̄ k2

(

n4 − 1
4 n4

)

−

− 2 sen2 [q β(0)]
[

m ν S(0)
2 h̄ n4 k2 (n4

− 1) − 1 − 2 n2 + n4

2 n2

]

=

= 4

(

1 − sen2 [q β(0)]
(

1 − n2

2 n

)2
×

×

[

m ν S(0)
h̄ k2 n2

(n2 − 1) (n2 + 1)
(n2 − 1)2

− 1
]

)

→

Fν [S(0)] = 4

(

1 + sen2 [q β(0)]
(

1 − n2

2 n

)2
×

×

[

1 − m ν S(0)
h̄ q2

(

n2 + 1
n2 − 1

) ]

)

, (8.3.52b)

| T |
− 2 = 1 + sen2 [q β(0)]

(

1 − n2

2 n

)2
×

×

[

1 − m ν S(0)
h̄ q2

(

n2 + 1
n2 − 1

) ]

. (8.3.52c)
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Observemos que, usando-se as expressões (8.2.6a-b) e
(8.3.4b,49) e fazendo-se ν = 0 na expressão (8.3.52c), obtém-
se a expressão (8.2.8).

De posse da expressão (8.3.52c), voltemos ao efeito

Ramsauer-Townsend. Segundo vimos no item anterior,
esse efeito é caracterizado por [vide expressão (8.2.12)]:

q L = π . (8.3.53a)

Desse modo, usando-se a expressão (8.3.51b), a ex-
pressão acima poderá ser escrita na forma:

q β(0) ∼ π → 2 q β(0) ∼ 2 π . (8.3.53b-c)

Usando-se as expressões (8.3.17b,18,53b-c), teremos
[lembrar que sen (− α) = − sen α, sen (2 π) = 0 e
sen (π) = 0]:

ρ′(0) = −

√

I2(0) − 4 q2 C2

q
sen [− 2 q β(0)] =

=

√

I2(0) − 4 q2 C2

q
sen (2 π) = 0 →

ρ′(0) = 0 , sen [q β(0)] = 0 . (A4.3.54a-b)

Considerando-se as expressões (8.3.11,23a,54a), tere-
mos:

2 k sen S(0) = φ′(0) = ρ′(0)
2 φ(0)

= 0 →

S(0) = 0 . (8.3.55)

Por fim, as expressões (8.3.52c,54b) nos mostram que:
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| T |
2 = 1 , (8.3.56)

expressão essa que reproduz a expressão (8.2.13a) e que ca-
racteriza o efeito Ramsauer-Townsend.

Na conclusão deste Caṕıtulo, poderemos usar a ex-
pressão (8.3.52c) para estudar o tunelamento através de bar-
reiras de potencial com bordas aguçadas (“sharp-edged”). As-
sim, substituindo-se V por − V na expressão (8.3.4b), resul-
tará:

q2 = 2 m

h̄2 (E − V ) . (8.3.57)

Tomando-se o caso do tunelamento em que E < V ,
o coeficiente de transmissão |T |2 para esse tunelamento será
obtido fazendo-se na expressão (8.3.52c) as seguintes substi-
tuições [lembrar a expressão (8.3.32b)]:

n = i n̄ , n̄ =
√

V − E
E

, (8.3.58a-b)

q = i q̄ , q̄ =

√

2 m (V − E)

h̄
. (8.3.58c-d)

Desse modo, considerando-se que:

sen (i z) = i senh (z) , senh (z) = ez − e− z

2
,

e que q̄ ≫ 1, poderemos escrever que:

sen [q β(0)] = sen [i q̄ β(0)] = i
(

eq̄ β(0) − e− q̄ β(0)

2

)

→

sen [q β(0)] ∼ i
2
eq̄ β(0) , e2 q̄ β(0)

≫ 1. (8.3.59a-b)

Usando-se as expressões (8.3.52c,58a,c,59a-b) pode-
remos escrever que:
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| T |
− 2

∼

e2 q̄ β(0)

16 n̄2 (1 + n̄2)2
×

×

[

1 + m ν S(0)
h̄ q̄2

(

n̄2 − 1
n̄2 + 1

) ]

. (8.3.60)

Destaquemos que, fazendo-se ν = 0 na expressão
acima e usando-se as expressões (8.3.32b,51b,58a,c), repro-
duziremos a expressão (5.2.1.16a).

Para o caso do tunelamento em questão [barreiras del-
gadas (“thin”) e E < V ], demonstra-se que:[9]

S(0) = − tg− 1 (n̄) , (8.3.61)

expressão essa que, levada à expressão (8.3.60), nos mostra
que, quando tg− 1 (n̄) > k L

2
, a dissipação, representada por

ν, aumenta o tunelamento.
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1. RAMSAUER, C. W. 1921. Annalen der Physik 64, p. 513.

2. RAMSAUER, C. W. 1921. Annalen der Physik 66, p. 545.

3. TOWNSEND, J. S. E. and BAILEY, V. A. 1922. Philosophi-

cal Magazine 43; 44, p. 593; 1033.

4. RAMSAUER, C. W. und KOLLATH, R. 1929. Annalen der

Physik 3, p. 536.

5. Em 1968 (American Journal of Physics 36, p. 701), Stephen
G. Kukolich demonstrou esse efeito para o xenônio (Xe).

6. Para maiores detalhes sobre esse efeito, veja-se: MOTT, N.
F. and MASSEY, H. S. W. 1971. The Theory of Atomic

Collisions, Clarendon Press, Oxford; BRODE, R. B. 1933.
Reviews of Modern Physics 5 (p. 257.



311

7. O espalhamento de part́ıculas por poços de potenciais é es-
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APÊNDICE

PROPAGADORES DE FEYNMAN

VIA EQUAÇÃO DE SCHRÖDINGER

A.1. Introdução

Neste Apêndice, calcularemos exatamente o propa-

gador de Feynman para um lagrangiano quadrático tridi-
mensional dependente do tempo, resolvendo a equação de

Schrödinger Linear. Por intermédio de uma rotação e de
uma superposição não-linear de coordenadas, mostraremos
que tal propagador pode ser obtido do propagador da part́ı-

cula livre em um novo sistema de coordenadas espaço-tempo-
ral.

A.2. Cálculo do Propagador

Consideremos o lagrangiano quadrático tridimensio-
nal dependente do tempo:[1]

L(~̇r, ~r, t) = 1
2

a(t) (~̇r)2 + ~A(~r, t) . ~̇r +

+ c(t) (~r)2 + ~d(t) . ~r , (A.2.1)

onde:

~r = x Î + y Ĵ + z K̂ , (A.2.2)

~d(t) = dx Î + dy Ĵ + dz K̂ , (A.2.3)

e o potencial vetor ~A(~r, t) é escolhido de modo que o vetor

indução magnética ~B(t) seja paralelo ao eixo dos z, ou seja:
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~A(~r, t) = −

1
2

B(t) y Î + 1
2

B(t) x Ĵ + 0 K̂ , (A.2.4)

pois (lembrar que ∂xi

∂xj
= δij, i, j = x, y, z):

~B(~r, t) = ∇ ×
~A(~r, t) =







Î Ĵ K̂
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

Ax Ay Az






=

= Î [∂Az

∂y
−

∂Ay

∂z
] + Ĵ [∂Ax

∂z
−

∂Az

∂x
] + K̂ [∂Ay

∂x
−

∂Ax

∂y
] =

= 1
2

B(t) Î [∂0
∂y
−

∂x
∂z

] + 1
2

B(t) Ĵ [− ∂y

∂z
−

∂0
∂x

] +

+ 1
2

B(t) K̂ [∂x
∂x

+ ∂y

∂y
] →

~B(~r, t) = B(t) K̂ . (A.2.5)

Tomando-se a expressão (A.2.1) e substituindo-se nela
as expressões (A.2.2-5), resultará:

L(~̇r, ~r, t) = 1
2

a(t) [ẋ2 + ẏ2 + ż2] +

+ [− 1
2

B(t) y ẋ + 1
2

B(t) x ẏ + 0 × z] +

+ c(t) (x2 + y2 + z2) + dx x + dy y + dz z →

L(~̇r, ~r, t) = L⊥(~̇r⊥, ~r⊥, t) + L‖(~̇r‖, ~r‖, t), (A.2.6)

com:

L⊥(~̇r⊥, ~r⊥, t) = 1
2

a(t) (ẋ2 + ẏ2) + 1
2

B(t) (x ẏ − ẋ y) +
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+ c(t) (x2 + y2) + dx x + dy y , (A.2.7a)

L‖(~̇r‖, ~r‖, t) = 1
2

a(t) ż2 + c(t) z2 + dz z , (A.2.7b)

~̇r⊥ = ẋ Î + ẏ Ĵ , ~r⊥ = x Î + y Ĵ , (A.2.8a-b)

~̇r‖ = ż K̂ , ~r‖ = z K̂ , (A.2.8c-d)

~d⊥ = dx Î + dy Ĵ , ~d‖ = dz K̂ . (A.2.8e-f)

Para desacoplar x e y na expressão (A.2.7a), intro-
duziremos uma rotação (ℜ) em torno do eixo dos z de um
ângulo α(t) definido por:[2]

α(t) =
∫ t ω(s) ds →

α̇(t) = ω(t) = B(t)
2 a(t)

. (A.2.9a-b)

Segundo essa operação rotação ℜ, podemos escrever
que [lembrar que ~R = X Î + Y Ĵ + Z K̂ e considerar a
expressão (A.2.2)]:[3]







x

y

z





 =







cos [α(t)] sen [α(t)] 0
− sen [α(t)] cos [α(t)] 0

0 0 1













X

Y

Z





 ⇔

~r = ℜ
~R . (A.2.10a-b)

Efetuando-se o produto matricial indicado na expres-
são (A.2.10a), teremos [lembrar que α(t)]:

x = X cos α + Y sen α , (A.2.11a)
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y = − X sen α + Y cos α , z = Z . (A.2.11b-c)

Quadrando-se as expressões (A.2.11a-b) e somando-se
os resultados, virá (lembrar que sen2 α + cos2 α = 1):

x2 + y2 = X2 cos2 α + Y 2 sen2 α +

+ 2 X Y sen α cos α + X2 sen2 α +

+ Y 2 cos2 α − 2 X Y cos α sen α =

= X2 (sen2 α + cos2 α) + Y 2 (sen2 α + cos2 α) →

x2 + y2 = X2 + Y 2 . (A.2.12)

Derivando-se as expressões (A.2.11a-b) em relação ao
tempo t, quadrando-se os resultados e somando-se, resultará:

ẋ = Ẋ cos α − X sen α α̇ + Ẏ sen α + Y cos α α̇ →

ẋ = cos α (Ẋ + α̇ Y ) + sen α (Ẏ − α̇ X) , (A.2.13a)

ẏ = − Ẋ sen α − X cos α α̇ + Ẏ cos α − Y sen α α̇ →

ẏ = − sen α (Ẋ + α̇ Y ) +

+ cos α (Ẏ − α̇ X) , (A.2.13b)

ẋ2 + ẏ2 = cos2 α (Ẋ + α̇ Y )2 + sen2 α (Ẏ − α̇ X)2 +

+ 2 sen α cos α (Ẋ + α̇ Y ) (Ẏ − α̇ X) +

+ sen2 α (Ẋ + α̇ Y )2 + cos2 α (Ẏ − α̇ X)2
−
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− 2 sen α cos α (Ẋ + α̇ Y ) (Ẏ − α̇ X) =

= (Ẋ + α̇ Y )2 (cos2 α + sen2 α) +

+ (Ẏ − α̇ X)2 (cos2 α + sen2 α) →

ẋ2 + ẏ2 = (Ẋ + α̇ Y )2 + (Ẏ − α̇ X)2
→

ẋ2 + ẏ2 = [Ẋ2 + Ẏ 2 + α̇2 (X2 + Y 2) +

+ 2 α̇ (Ẋ Y − X Ẏ )] . (A.2.13c)

Usando-se as expressões (A.2.11a-b,13a-b), teremos:

x ẏ − ẋ y = (X cos α + Y sen α) [− sen α (Ẋ + α̇ Y ) +

+ cos α (Ẏ − α̇ X)] − [cos α (Ẋ + α̇ Y ) +

+ sen α (Ẏ − α̇ X)] (− X sen α + Y cos α) =

= − sen α cos α X (Ẋ + α̇ Y ) − sen2 α Y (Ẋ + α̇ Y ) +

+ cos2 α X (Ẏ − α̇ X) + sen α cos α Y (Ẏ − α̇ X) +

+ sen α cos α X (Ẋ + α̇ Y ) − cos2 α Y (Ẋ + α̇ Y ) +

+ sen2 α X (Ẏ − α̇ X) − sen α cos α Y (Ẏ − α̇ X) =

= −Y (Ẋ + α̇ Y ) (sen2 α + cos2 α) +

+ X (Ẏ − α̇ X) (sen2 α + cos2 α) →
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x ẏ − ẋ y = X Ẏ − Ẋ Y − α̇ (X2 + Y 2) . (A.2.14)

Considerando-se a expressão (A.2.7a) e inserindo-se
nela as expressões (A.2.9a-b,11a-b,12,13c,14), obteremos:

L⊥(~̇r⊥, ~r⊥, t) = 1
2

a(t) [Ẋ2 + Ẏ 2 +

+ α̇2 (X2 + Y 2) + 2 α̇ (Ẋ Y − X Ẏ )] +

+ 1
2

B(t) [X Ẏ − Ẋ Y − α̇ (X2 + Y 2)] +

+ c(t)(X2 + Y 2) + dx(t) (X cos α + Y sen α) +

+ dy(t) (− X sen α + Y cos α) =

= 1
2

a(t) (Ẋ2 + Ẏ 2) + 1
2

a(t) B2(t)
4 a2(t)

(X2 + Y 2) +

+ 1
2

a(t) 2 B(t)
2 a(t)

(Ẋ Y − X Ẏ ) + 1
2

B(t) [(X Ẏ − Ẋ Y ) −

−

B(t)
2 a(t)

(X2 + Y 2)] + c(t)(X2 + Y 2) +

+ dx(t) (X cos α + Y sen α) +

+ dy(t) (− X sen α + Y cos α) =

= 1
2

a(t) (Ẋ2 + Ẏ 2) + B2(t)
a(t)

(X2 + Y 2)(1
8
−

1
4
) +

+ c(t)(X2 + Y 2) + dx(t) (X cos α + Y sen α) +

+ dy(t) (− X sen α + Y cos α) →
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L⊥(~̇r⊥, ~r⊥, t) = 1
2

a(t) (Ẋ2 + Ẏ 2) − B2(t)
8 a(t)

(X2 + Y 2) +

+ c(t)(X2 + Y 2) + dx(t) (X cos α + Y sen α) +

+ dy(t) (− X sen α + Y cos α) . (A.2.15)

Substituindo-se a expressão (A.2.11c) na expressão
(A.2.7b), resultará:

L‖(~̇r‖, ~r‖, t) = 1
2

a(t) Ż2 + c(t) Z2 + dz Z . (A.2.16)

Levando-se as expressões (A.2.15-16) na expressão (A.2.6),
obteremos:

L(~̇r, ~r, t) = 1
2

a(t) (Ẋ2 + Ẏ 2) − B2(t)
8 a(t)

(X2 + Y 2) +

+ c(t)(X2 + Y 2) + dx(t) (X cos α + Y sen α) +

+ dy(t) (− X sen α + Y cos α) +

+ 1
2

a(t) Ż2 + c(t) Z2 + dz(t) Z =

= 1
2

a(t)
[

(Ẋ2 + Ẏ 2 + Ż2) − B2(t)
4 a2(t)

(X2 + Y 2) +

+ 2 c(t)
a(t)

(X2 + Y 2 + Z2)
]

+ X [cos α dx(t) − sen α dy(t)] +

+ Y [sen α dx(t) + cos α dy(t)] + Z dz(t) →

L(~̇r, ~r, t) = 1
2

a(t)
(

(Ẋ2 + Ẏ 2 + Ż2) −

− [ B2(t)
4 a2(t)

−

2 c(t)
a(t)

] (X2 + Y 2) − [− 2 c(t)
a(t)

Z2]
)

+
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+ X [cos α dx(t) − sen α dy(t)] +

+ Y [sen α dx(t) + cos α dy(t)] + Z dz(t) . (A.2.17)

Agora, vamos apresentar as seguintes definições [lem-
brar que α(t) e usar as expressões (A.2.3,9b,10a)]:

Ω2
x(t) = Ω2

y(t) = Ω2(t) =

= ω2(t) − 2 c(t)
a(t)

= B2(t)
4 a2(t)

−

2 c(t)
a(t)

, (A.2.18a)

Ω2
z(t) = −

2 c(t)
a(t)

, (A.2.18b)

~D(t) = Dx(t) Î + Dy(t) Ĵ + Dz(t) K̂ = ℜ

− 1 ~d(t) =

=







cos α − sen α 0
sen α cos α 0

0 0 1













dx(t)
dy(t)
dz(t)






→

Dx(t) = cos α dx(t) − sen α dy(t) , (A.2.19a)

Dy(t) = sen α dx(t) + cos α dy(t) , (A.2.19b)

Dz(t) = dz(t) . (A.2.19c)

Substituindo-se as expressões (A.2.18a-b,19a-c) na ex-
pressão (A.2.17), resultará:

L(~̇r, ~r, t) = 1
2

a(t)
(

(Ẋ2 + Ẏ 2 + Ż2) −

− [Ωx(t) X2 + Ωy(t) Y 2 + Ωz(t)
2 Z2]

)

+
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+ Dx(t) X + Dy(t) Y + Dz(t) Z . (A.2.20)

A expressão acima pode ser escrita na forma compacta
(lembrar que R2 = X2 + Y 2 + Z2):

L(~̇r, ~r, t) =
∑

i=x,y,z
Li(Ṙi, Ri, t) , (A.2.21a)

onde:

Li(Ṙi, Ri, t) = 1
2

a(t) [Ṙ2
i − Ω2

i (t) R2
i ] +

+ Di(t) Ri , (A.2.21b)

sendo:

Rx = X, Ry = Y, Rz = Z, Ṙx = Ẋ, Ṙy = Ẏ , Ṙz = Ż.

A expressão (A.2.21b) representa o lagrangiano de

um oscilador harmônico forçado tridimensional com
massa e freqüência dependente do tempo. Assim, o propa-

gador de Feynman correspondente será dado por:[4]

K(Ri”, R′
i; t”, t′) =

=
3
∏

i=1
KOHF

i (Ri”, R′
i; t”, t′) , (A.2.22)

onde t” e t′ representam, respectivamente, os tempos final e
inicial, e KOHF

i (Ri”, R′
i; t”, t′) é o propagador de um os-

cilador harmônico forçado unidimensional com freqüên-
cia e massa dependentes do tempo, cujo cálculo passaremos a
realizar em seguida.

A.3. Propagador do Oscilador Harmônico
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Forçado Unidimensional

O cálculo do propagador do oscilador harmônico força-
do unidimensional com massa e freqüência dependentes do
tempo, objeto deste item, será realizado por intermédio da
solução da equação de Schrödinger correspondente ao pro-
blema em estudo. Para esta solução, aplicaremos uma trans-
formação dilatação-rotação a essa equação e, com isso, mostra-
remos que o propagador procurado pode ser obtido do propa-

gador da part́ıcula livre em um novo sistema de coorde-
nadas espaço-temporal.[5]

Considerando-se o lagrangiano representado pela ex-
pressão (A.2.21b), o hamiltoniano correspondente será dado
por:[3]

Hi(Ṙi, Ri, t) = Ṙi Pi − Li(Ṙi, Ri, t) , (A.3.1a)

Pi = ∂Li

∂Ṙi
. (A.3.1b)

Considerando-se a expressão (A.2.21b), a expressão
acima nos mostra que:

Pi = a(t) Ṙi . (A.3.1c)

Usando-se as expressões (A.2.21b) e (A.3.1a-c), resul-
tará:

Hi(Ṙi, Ri, t) = Ṙi
∂Li

∂Ṙi
− Li(Ṙi, Ri, t) =

= Ṙi a(t) Ṙi −

(

1
2

a(t) [Ṙ2
i − Ω2

i (t) R2
i ] + Di(t) Ri

)

=

= 1
2

a(t) Ṙ2
i + 1

2
a(t) Ω2

i (t) R2
i − Di(t) Ri →

Hi(Ṙi, Ri, t) = 1
2 a(t)

P 2
i +
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+ 1
2

a(t) Ω2
i (t) R2

i − Di(t) Ri . (A.3.2)

De posse desse hamiltoniano, a equação de Schrö-

dinger será dada por:[6]

Ĥi Ψ(Ri, t) = i h̄ ∂
∂t

Ψ(Ri, t) ,

onde o operador Ĥi é obtido da expressão (A.3.2), na qual se
faz a seguinte substituição:

Pi → − i h̄ ∂
∂Ri

. (A.3.3)

Desse modo, teremos (a partir daqui, faremos h̄ = 1):

i
∂Ψ(Ri, t)

∂t
= −

1
2 a(t)

∂2Ψ(Ri, t)
∂R2

i

+

+ [1
2

a(t) Ω2
i (t) R2

i − Di(t) Ri] Ψ(Ri, t) . (A.3.4)

Para resolvermos a equação de Schrödinger indi-
cada pela expressão acima, façamos a seguinte transformação
dilatação-rotação:[7]

Ri = si(τ) R̄i + pi(τ) , (A.3.5a)

R̄i = 1
si(τ)

[Ri − pi(τ)] , (A.3.5b)

onde τ é uma função de valor único e definida por:

τ =
∫ t µ(α) dα →

dτ
dt
≡ τ̇ = µ(t) . (A.3.6a-b)

Seguindo-se a transformação indicada pela expressão
(A.3.5a), deveremos ter:
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Ψ(Ri, t) → Φ(R̄i, τ) , (A.3.7)

e, portanto, para resolvermos a expressão (A.3.4) precisamos

escrever as derivadas ∂
∂t

e ∂2

∂R2

i

, em termos de (R̄i, τ). Assim,

usando-se as expressões (A.3.5b,6b), teremos (lembrar que Ri

e τ são variáveis independentes):

∂
∂t

= ∂
∂τ

∂τ
∂t

+ ∂
∂R̄i

∂R̄i

∂t
= µ(t) ∂

∂τ
+ ∂

∂R̄i

∂R̄i

∂τ
∂τ
∂t

=

= µ(t) [ ∂
∂τ

+ ∂
∂R̄i

∂R̄i

∂τ
] =

= µ(t)
[

∂
∂τ

+ ∂
∂R̄i

∂
∂τ

(

1
si(τ)

[Ri − pi(τ)]
) ]

=

= µ(t)
[

∂
∂τ

+ ∂
∂R̄i

(

1
si(τ)

[∂Ri

∂τ
−

∂pi(τ)
∂τ

] +

+ [Ri − pi(τ)] ∂
∂τ

1
si(τ)

) ]

=

= µ(t)
[

∂
∂τ

+ ∂
∂R̄i

(

1
si(τ)

[0 − p′i] −

− [Ri − pi(τ)] 1
s2

i

∂si(τ)
∂τ

) ]

=

= µ(t)
[

∂
∂τ
−

∂
∂R̄i

(

p′
i

si(τ)
+ 1

si(τ)
[Ri − pi(τ)]

s′
i

si(τ)

) ]

→

∂
∂t

= µ(t)
(

∂
∂τ
− [

p′
i

si(τ)
+

s′
i

si(τ)
R̄i]

∂
∂R̄i

)

, (A.3.8a)

onde:

p′i = ∂pi(τ)
∂τ

≡

dpi

dτ
, s′i = ∂si(τ)

∂τ
≡

dsi

dτ
. (A.3.8b-c)

De maneira análoga, teremos:
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∂
∂Ri

= ∂
∂τ

∂τ
∂Ri

+ ∂
∂R̄i

∂R̄i

∂Ri
= ∂

∂R̄i

∂
∂Ri

(

1
si(τ)

[Ri − pi(τ)]
)

=

= ∂
∂R̄i

(

1
si(τ)

[∂Ri

∂Ri
−

∂pi(τ)
∂Ri

]
)

→

∂
∂Ri

= 1
si

∂
∂R̄i

, ∂2

∂R2

i

= 1
s2

i

∂
∂R̄i

. (A.3.9a-b)

Substituindo-se as expressões (A.3.8a,9b) na expres-
são (A.3.4) e usando-se as expressões (A.3.5a,7), obteremos
[lembrar que µ(t), si(τ), pi(τ), Di(t), a(t) e τ(t)]:

i µ
[

∂
∂τ
− (

p′
i

si
+

s′
i

si
R̄i)

∂
∂R̄i

]

Φ(R̄i, τ) + 1
2 a s2

i

∂2Φ(R̄i, τ)
∂R̄2

i

−

−

[

1
2

a Ω2
i (s2

i R̄2
i + p2

i + 2 si R̄i pi) +

+ Di (si R̄i + pi)
]

Φ(R̄i, τ) = 0 . (A.3.10)

Agora, fazendo-se o ansatz:[8]

Φ(R̄i, τ) = exp [i f(R̄i, τ)] χ(R̄i, τ) , (A.3.11)

teremos [lembrar que Φ(R̄i, τ)]:

∂Φ
∂τ

= exp (i f) ∂χ

∂τ
+ χ ∂

∂τ
[exp (i f)] =

= exp (i f) ∂χ

∂τ
+ i exp (i f) χ ∂f

∂τ
→

∂Φ
∂τ

= exp (i f) (i χ ∂f

∂τ
+ ∂χ

∂τ
) . (A.3.12a)

De maneira análoga, virá:

∂Φ
∂R̄i

= exp (i f) (i χ ∂f

∂R̄i
+ ∂χ

∂R̄i
) , (A.3.12b)
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∂2Φ
∂R̄2

i

= ∂
∂R̄i

∂Φ
∂R̄i

=

= exp (i f) ∂
∂R̄i

(i χ ∂f

∂R̄i
+ ∂χ

∂R̄i
) +

+ (i χ ∂f

∂R̄i
+ ∂χ

∂R̄i
) ∂

∂R̄i
[exp (i f)] =

= exp (i f) (i ∂χ

∂R̄i

∂f

∂R̄i
+ i χ ∂2f

∂R̄2

i

+ ∂2χ

∂R̄2

i

) +

+ exp (i f) (i χ ∂f

∂R̄i
+ ∂χ

∂R̄i
) (i ∂f

∂R̄i
) →

∂2Φ
∂R̄2

i

= exp (i f)
(

χ [i ∂2f

∂R̄2

i

− ( ∂f

∂R̄i
)2] +

+ 2 i ∂χ

∂R̄i

∂f

∂R̄i
+ ∂2χ

∂R̄2

i

)

. (A.3.12c)

Substituindo-se as expressões (A.3.12a-c) na expres-
são (A.3.10), resultará:

i µ exp (i f) (i χ ∂f

∂τ
+ ∂χ

∂τ
) − i µ (

p′
i

si
+

s′
i

si
R̄i) ×

× exp (i f) (i χ ∂f

∂R̄i
+ ∂χ

∂R̄i
) +

+ 1
2 a s2

i

exp (i f)
(

χ [i ∂2f

∂R̄2

i

− ( ∂f

∂R̄i
)2] +

+ 2 i ∂χ

∂R̄i

∂f

∂R̄i
+ ∂2χ

∂R̄2

i

)

−

−

1
2

a Ω2
i (s2

i R̄2
i + p2

i + 2 si R̄i pi) exp (i f) χ +

+ Di (si R̄i + pi) exp(i f) χ = 0 →
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(i µ ∂
∂τ

+ 1
2 a s2

i

∂2

∂R̄2

i

) χ − i ∂χ

∂R̄i
(µ

p′
i

si
+ µ

s′
i

si
R̄i −

−

1
a s2

i

∂f

∂R̄i
) +

(

1
2 a s2

i

[i ∂2f

∂R̄2

i

− ( ∂f

∂R̄i
)2] + µ

p′
i

si

∂f

∂R̄i
+

+ µ
s′
i

si
R̄i

∂f

∂R̄i
− µ ∂f

∂τ
−

1
2

a Ω2
i s2

i R̄2
i −

1
2

a Ω2
i p2

i −

− Ω2
i a si R̄i pi + Di si R̄i + Di pi

)

χ = 0 . (A.3.13)

A partir desse momento, nosso objetivo será o de
transformar a expressão (A.3.13) na equação de Schrö-

dinger para a part́ıcula livre. Atingiremos esse objetivo
por etapas. Na primeira etapa, faremos a seguinte imposição:

µ
p′

i

si
+ µ

s′
i

si
R̄i −

1
a s2

i

∂f

∂R̄i
= 0 . (A.3.14a)

Integrando-se a expressão acima, resultará (lembrar
que Ri e τ são variáveis independentes):

f(R̄i, τ) = µ a si p′i R̄i +

+ 1
2

µ a s′i si R̄2
i + f1(τ) . (A.3.14b)

Derivando-se a expressão acima, obteremos:

∂f

∂R̄i
= µ a si p′i + µ a s′i si R̄i , (A.3.15a)

∂2f

∂R̄2

i

= µ a s′i si , (A.3.15b)

∂f

∂τ
= ∂

∂τ
(µ a si p′i R̄i) +

+ ∂
∂τ

(1
2

µ a s′i si R̄2
i ) + df1

dτ
. (A.3.15c)
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Usando-se as expressões (A.3.15a-c), calculemos as
seguintes expressões:

1
2 a s2

i

[i ∂2f

∂R̄2

i

− ( ∂f

∂R̄i
)2] =

= 1
2 a s2

i

[i µ a si s′i − (µ a si p′i + µ a si s′i R̄i)
2] =

= 1
2 a s2

i

(i µ a si s′i − µ2 a2 s2
i p′2i −

− µ2 a2 s2
i s′2i R̄2

i − 2 µ2 a2 s2
i p′i s′i R̄i) →

1
2 a s2

i

[i ∂2f

∂R̄2

i

− ( ∂f

∂R̄i
)2] =

i µ s′
i

2 si
−

−

µ2 a p′
i
2

2
−

µ2 a s′
i
2 R̄2

i

2
− µ2 a p′i s′i R̄i , (A.3.16)

µ
p′

i

si

∂f

∂R̄i
+ µ

s′
i

si
R̄i

∂f

∂R̄i
= µ (

p′
i

si
+

s′
i

si
R̄i)

∂f

∂R̄i
=

= µ (
p′

i

si
+

s′
i

si
R̄i) (µ a si p′i + µ a si s′iR̄i) =

= µ2 a p′2i + µ2 a p′i s′iR̄i + µ2 a s′i p′i R̄i + µ2 a s′2i R̄2
i =

= µ2 a p′2i + 2 µ2 a p′i s′iR̄i + µ2 a s′2i R̄2
i →

µ
p′

i

si

∂f

∂R̄i
+ µ

s′
i

si
R̄i

∂f

∂R̄i
=

= µ2 a [p′2i + (2 p′i s′i + s′2i R̄i) R̄i] . (A.3.17)

Levando-se as expressões (A.3.14a,15c,16-17) na ex-
pressão (A.3.13), resultará:
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(i µ ∂
∂τ

+ 1
2 a s2

i

∂2

∂R̄2

i

) χ +
(

i µ s′
i

2 si
−

µ2 a p′
i
2

2
−

µ2 a s′
i
2 R̄2

i

2
−

− µ2 a p′i s′i R̄i + µ2 a [p′2i + (2 p′i s′i + s′2i R̄i) R̄i −

− µ [ ∂
∂τ

(µ a si p′i R̄i) + ∂
∂τ

(1
2

µ a s′i si R̄2
i ) + df1

dτ
] −

−

1
2

a Ω2
i s2

i R̄2
i −

1
2

a Ω2
i p2

i −

− Ω2
i a si R̄i pi + Di si R̄i + Di pi

)

χ = 0 →

(i µ ∂
∂τ

+ 1
2 a s2

i

∂2

∂R̄2

i

) χ =

=
(

R̄2
i [µ

2
∂
∂τ

(µ a si s′i) −
1
2

µ2 a s′2i + 1
2

a Ω2
i s2

i ] +

+ R̄1
i [µ ∂

∂τ
(µ a si p′i) − µ2 a s′i p′i + Ω2

i a si pi − Di si] +

+ R̄0
i (µ df1

dτ
− i µ

2

s′
i

si
−

1
2
µ2 a p′2i +

+ 1
2

a Ω2
i p2

i − Di pi)
)

χ . (A.3.18)

Agora, como segunda etapa de nosso objetivo, vamos
anular o segundo membro da expressão (A.3.18). Contudo,
como esse segundo membro é um polinômio de R̄i, vamos
anular cada termo desse polinômio. Desse modo, teremos:

µ

2
∂
∂τ

(µ a si s′i) −
1
2

µ2 a s′2i +

+ 1
2

a Ω2
i s2

i = 0 . (A.3.19)

Antes de fazermos a derivada indicada acima, vamos
obter alguns resultados que serão usados nessa derivada. As-
sim, usando-se a expressão (A.3.6b), teremos:
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s′i = dsi

dτ
= dsi

dt
dt
dτ

→ s′i = ṡi

µ
, (A.3.20a)

ds′
i

dτ
=

ds′
i

dt
dt
dτ

= 1
µ

d
dt

ṡi

µ
= 1

µ

µ s̈i − µ̇ ṡi

µ2 →

ds′
i

dτ
= s̈i

µ2 −

µ̇ ṡi

µ3 , (A.3.20b)

da
dτ

= da
dt

dt
dτ

= ȧ
µ

, dµ

dτ
= dµ

dt
dt
dτ

= µ̇

µ
. (A.3.20c-d)

De posse das expressões (A.3.20a-d), voltemos à ex-
pressão (A.3.19). Portanto, teremos:

µ

2
(dµ

dτ
a si s′i + µ da

dτ
si s′i + µ a dsi

dτ
s′i + µ a si

ds′
i

dτ
) −

−

1
2

µ2 a s′2i + 1
2

a Ω2
i s2

i =

= µ

2
µ̇

µ
a si

ṡi

µ
+ µ

2
µ ȧ

µ
si

ṡi

µ
+ µ

2
µ a ṡi

µ
ṡi

µ
+

+ µ

2
µ a si ( s̈i

µ2 −

µ̇ ṡi

µ3 ) − 1
2

µ2 a
ṡ2

i

µ2 +

+ 1
2

a Ω2
i s2

i = µ̇ a si ṡi

2 µ
+ ȧ si ṡi

2
+

a ṡ2

i

2
+

+ a si s̈i

2
−

a si µ̇ ṡi

2 µ
−

1
2

a ṡ2
i + 1

2
a Ω2

i s2
i =

= ȧ si ṡi

2
+ a si s̈i

2
+ 1

2
a Ω2

i s2
i = 0 →

s̈i + ȧ
a

ṡi + Ω2
i si = 0 . (A.3.21)

Agora, anulemos o segundo termo do segundo membro
da expressão (A.3.18), ou seja:
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µ ∂
∂τ

(µ a si p′i) − µ2 a s′i p′i +

+ Ω2
i a si pi − Di si = 0 . (A.3.22)

Como no caso anterior, antes de efetuarmos a derivada
indicada na expressão (A.3.22), consideremos a (A.3.6b) para
obtermos as seguintes expressões:

p′i = dpi

dτ
= dpi

dt
dt
dτ

→ p′i = ṗi

µ
, (A.3.23a)

dp′
i

dτ
=

dp′
i

dt
dt
dτ

= 1
µ

d
dt

ṗi

µ
= 1

µ

µ p̈i − µ̇ ṗi

µ2 →

dp′
i

dτ
= p̈i

µ2 −

µ̇ ṗi

µ3 . (A.3.23b)

Usando-se as expressões (A.3.20a-d,23a-b) na expres-
são (A.3.22), virá:

µ (dµ

dτ
a si p′i + µ da

dτ
si p′i + µ a dsi

dτ
p′i + µ a si

dp′
i

dτ
) −

− µ2 a s′i p′i + Ω2
i a si pi − Di si =

= µ µ̇

µ
a si

ṗi

µ
+ µ µ ȧ

µ
si

ṗi

µ
+ µ µ a ṡi

µ

ṗi

µ
+

+ µ µ a si ( p̈i

µ2 −

µ̇ ṗi

µ3 ) − µ2 a ṡi

µ

ṗi

µ
+

+ Ω2
i a si pi − Di si = µ̇ a si ṗi

µ
+

+ ȧ si ṗi + a ṡi ṗi + a si p̈i −
a si µ̇ ṗi

µ
−

− a ṡi ṗi + Ω2
i a si pi − Di si =
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= ȧ si ṗi + a si p̈i + Ω2
i a si pi − Di si = 0 →

p̈i + ȧ
a

ṗi + Ω2
i pi = Di

a
. (A.3.24)

Por fim, anulemos o terceiro termo do segundo mem-
bro da expressão (A.3.18), ou seja:

µ df1

dτ
− i µ

2

s′
i

si
−

1
2
µ2 a p′2i +

+ 1
2

a Ω2
i p2

i − Di pi = 0 . (A.3.25)

Usando-se as expressões (A.3.6b,20a,23a), a expressão
acima será escrita na forma:

df1

dt
= i

2
ṡi

si
+ 1

2
a ṗ2

i −
1
2

Ω2
i a p2

i + Di pi . (A.3.26)

Integrando-se a expressão acima, resultará:

f1 = i
2

∫ t dsi(t
′)

si(t′)
+ 1

2

∫ t [a(t′) ṗ2
i (t

′) −

− Ω2
i (t

′) a(t′) p2
i (t

′) + 2 Di(t
′) pi(t

′)] dt′ →

f1 = i ℓn
√

si + 1
2

∫ t [a(t′) ṗ2
i (t

′) −

− Ω2
i (t

′) a(t′) p2
i (t

′) + 2 Di(t
′) pi(t

′)] dt′ . (A.3.27)

Para realizarmos a integração indicada na expressão
acima, façamos o seguinte artif́ıcio. Partindo-se da expressão
(A.3.24), teremos:

a p̈i + ȧ ṗi + Ω2
i a pi = Di →

a p̈i pi + ȧ ṗi pi + Ω2
i a p2

i = Di pi . (A.3.28)
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Por outro lado, podemos escrever que:

d
dt

(a pi ṗi) = ȧ pi ṗi + a ṗi ṗi + a pi p̈i →

ȧ pi ṗi + a pi p̈i = d
dt

(a pi ṗi) − a ṗ2
i . (A.3.29)

Comparando-se as expressões (A.3.28-29), virá:

a ṗ2
i − Ω2

i a p2
i = d

dt
(a pi ṗi) − Di pi . (A.3.30)

Substituindo-se a expressão (A.3.30) na (A.3.27), te-
remos:

f1[τ(t)] = i ℓn
√

si + 1
2

∫ t
(

d
dt′

[a(t′) pi(t
′) ṗi(t

′)] −

− Di(t
′) pi(t

′) + 2 Di(t
′) pi(t

′)
)

dt′ →

f1[τ(t)] = i ℓn
√

si + 1
2

[a(t) pi(t) ṗi(t)] +

+ 1
2

∫ t Di(t
′) pi(t

′) dt′ . (A.3.31)

Tomando-se a expressão (A.3.14b), inserindo-se nela
a expressão (A.3.31) e, em seguida, usando-se as expressões
(A.3.20a,23a), obteremos:

f [R̄i, τ(t)] = a si ṗi R̄i + 1
2

a ṡi si R̄2
i + i ℓn

√

si +

+ 1
2

a pi ṗi + 1
2

∫ t Di(t
′) pi(t

′) dt′ . (A.3.32)

Em vista das equações (A.3.19,22,25), a (A.3.18) to-
mará a seguinte forma:

(i µ ∂
∂τ

+ 1
2 a s2

i

∂2

∂R̄2

i

) χ = 0 →
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(i ∂
∂τ

+ 1
2 a µ s2

i

∂2

∂R̄2

i

) χ = 0 . (A.3.33)

Fazendo-se:[2]

a µ s2
i = Mo = constante , (A.3.34a)

teremos:

d
dt

(a µ s2
i ) = dMo

dt
= 0 →

ȧ µ s2
i + a µ̇ s2

i + 2 a µ si ṡi = 0 (÷ a µ s2
i ) →

2 ṡi

si
+ ȧ

a
+ µ̇

µ
= 0 . (A.3.34b)

Inserindo-se (A.3.34a) em (A.3.33) e reintroduzindo-
se o h̄, resultará:

i h̄
∂χ(R̄i, τ)

∂τ
= −

h̄2

2 Mo

∂2χ(R̄i, τ)
∂R̄2

i

, (A.3.35)

que representa a equação de Schrödinger para a part́ıcula

livre.[6] Desse modo, usando-se as expressões (A.3.7,11), a
solução da equação de Schrödinger representada pela ex-
pressão (A.3.4) será dada por:

Ψ(Ri, t) ≡ Φ(R̄i, τ) =

= exp [i f(R̄i, τ)] χ(R̄i, τ) , (A.3.36)

onde f é dado pela expressão (A.3.32) e R̄i pela expressão
(A.3.5b).

Vejamos, agora, como obter o propagador de Feyn-

man para a expressão (A.3.4). Assim, uma vez conhecida a
função de onda para qualquer estado inicial Ψ(R′

i, t′), então
a função de onda em um estado posterior Ψ(R′′

i , t′′) será
dada por:[4]
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Ψ(R′′
i , t′′) =

=
∫+ ∞
− ∞ K(R′′

i , R′
i; t′′, t′) Ψ(R′

i, t′) dR′
i , (A.3.37a)

com a condição:

lim
t′′ → t′

K(R′′
i , R′

i; t′′, t′) = δ(R′′
i − R′

i) . (A.3.37b)

Analogamente, para o caso da part́ıcula livre dado
pela expressão (A.3.35), teremos (reintroduzindo-se o h̄):

χ(R̄′′
i , τ ′′) =

=
∫+ ∞
− ∞ Klivre(R̄

′′
i , R̄′

i; τ ′′, τ ′) χ(R̄′
i, τ ′) dR̄′

i , (A.3.38a)

onde Klivre(R̄
′′
i , R̄′

i; τ ′′, τ ′) é dado por:[4,6]

Klivre(R̄
′′
i , R̄′

i; τ ′′, τ ′) =

= [ Mo

2 π i h̄ (τ ′′ − τ ′)
]1/2 exp [ i

2 h̄

(R̄′′
i

− R̄′
i
)2

(τ ′′ − τ ′)
] . (A.3.38b)

De posse desses resultados, o propagador que estamos
calculando será dado por:[8]

KOHF
i (R̄′′

i , R̄′
i; τ ′′, τ ′) =

= exp [i f(R̄′′
i , τ ′′)] Klivre(R̄

′′
i , R̄′

i; τ ′′, τ ′) ×

× exp [− i f ∗(R̄′
i, τ ′)] , (A.3.39)

onde f ∗ representa o complexo conjugado de f .

Desse modo, usando-se as expressões (A.3.32,38b) na
expressão (A.3.39), resultará (lembrar que exp (− ℓn

√

si) =
1√
si

):
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KOHF
i (R̄′′

i , R̄′
i; τ ′′, τ ′) =

[

Mo

2 π i h̄ si(τ ′′) si(τ ′) (τ ′′ − τ ′)

]1/2
×

× exp

[

i
h̄

(

1
2

[a(τ ′′) si(τ
′′) ṡi(τ

′′) (R̄′′
i )

2
−

− a(τ ′) si(τ
′) ṡi(τ

′) (R̄′
i)

2] +

+ [a(τ ′′) si(τ
′′) ṗi(τ

′′) R̄′′
i − a(τ ′) si(τ

′) ṗi(τ
′) R̄′

i] +

+ 1
2

[a(τ ′′) pi(τ
′′) ṗi(τ

′′) − a(τ ′) pi(τ
′) ṗi(τ

′)] +

+ 1
2

∫ τ ′′

τ ′ Di(t) pi(t) dt +

+ Mo

2 (τ ′′ − τ ′)
(R̄′′

i − R̄′
i)

2
)

]

. (A.3.40)

Usando-se as expressões (A.2.10a-b) e (A.3.5a-b) pode-
mos expressar o propagador visto acima [e dado pela ex-
pressão (A.3.40)] em termos das coordenadas originais de Ri

(x, y e z). É oportuno destacar que o propagador assim
obtido engloba todos os casos tratados na literatura para o
lagrangiano dado pela expressão (A.2.1),[4] conforme veremos
nos casos particulares tratados a seguir.

A.4. Casos Particulares

A.4.1. Oscilador Harmônico Simples Unidimensional

Dependente do Tempo

Neste caso, o lagrangiano é dado por:

L = 1
2

m(t) [ẋ2
− ω(t)2 x2] . (A.4.1.1)

Comparando-se a expressão (A.4.1.1) com as expres-
sões (A.2.21b) e (A.3.5a), teremos:
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a(t) = m(t) , Ri = x , Ωi = ω(t) , (A.4.1.2a-c)

Di = D = 0 , si = s , pi = p . (A.4.1.2d-f)

Substituindo-se as expressões (A.4.1.2a-d) nas expres-
sões (A.3.21,24), resultará [lembrar que m(t), s(t), ω(t) e p(t)]:

s̈(t) + ṁ(t)
m(t)

ṡ(t) + ω2(t) s(t) = 0 , (A.4.1.3a)

p̈(t) + ṁ(t)
m(t)

ṗ(t) + ω2(t) p(t) = 0 . (A.4.1.3b)

Comparando-se as expressões (A.4.1.3a-b), virá:

s(t) = p(t) . (A.4.1.3c)

Para resolvermos a equação diferencial representada
pelas expressões (A.4.1.3a) ou (A.4.1.3b), usaremos o seguinte
artif́ıcio. Chamemos:

s(t) = S(t)
√

m(t)
, (A.4.1.4a)

então:

ṡ = Ṡ√
m
−

ṁ S
2 m3/2

= Ṡ√
m
−

ṁ S
2 m

√
m

, (A.4.1.4b)

s̈ = S̈√
m
−

ṁ Ṡ
2 m3/2

−

Ṡ ṁ
2 m3/2

−

S m̈
2 m3/2

+ 3 S ṁ ṁ
4 m5/2

→

s̈ = S̈√
m
−

Ṡ ṁ
m

√
m
−

S m̈
2 m

√
m

+ 3 S ṁ2

4 m2
√

m
. (A.4.1.4c)

Substituindo-se as expressões (A.4.1.4a-c) na expres-
são (A.4.1.3a), virá:
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S̈√
m
−

Ṡ ṁ
m

√
m
−

S m̈
2 m

√
m

+ 3 S ṁ2

4 m2
√

m
+

+ ṁ
m

( Ṡ√
m
−

ṁ S
2 m

√
m

) + ω2 S√
m

=

= S̈ −

Ṡ ṁ
m

−

S m̈
2 m

+ 3 S ṁ2

4 m2 + ṁ Ṡ
m

−

S ṁ2

2 m2 + ω2 S =

= S̈ − S( ṁ2

4 m2 −
m̈

2 m
+ ω2) = 0 →

S̈(t) + Ω2(t) S(t) = 0 , (A.4.1.5a)

onde:

Ω2(t) = ṁ2(t)
4 m2(t)

−

m̈(t)
2 m(t)

+ ω2(t) . (A.4.1.5b)

Para resolvermos a equação diferencial representada
pela expressão (A.4.1.5a), vamos considerar a seguinte solução:

S(t) = ρ(t) cos [φ(t, to)] , (A.4.1.6)

com φ(t, to) definido por:

φ(t, to) = ν(t) − ν(to) =
∫ t

to
dt′

ρ2(t′)
, (A.4.1.7a-b)

ρ2(t) φ̇(t) = ρ2(t) dφ

dt
= 1 , (A.4.1.7c)

e ρ(t) satisfaz a equação de Pinney,[9] ou seja:

ρ̈(t) + ω2(t) ρ(t) = 1
ρ3(t)

. (A.4.1.7d)

Considerando-se os resultados acima, o propagador

de Feynman para o lagrangiano representado pela expressão
(A.4.1.1) será dado pela expressão (A.3.40). Assim, substi-
tuindo-se os superescritos (”) e (’), respectivamente, pelos
subescritos (f) e (o), teremos:
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K(xf , xo; tf , to) =

= I exp [ i
h̄

(J + K + L + M + N)] , (A.4.1.8)

onde:

I = [ Mo

2 π i h̄ sf so (τf − τo)
]1/2 , (A.4.1.9a)

J = 1
2

(af sf ṡf x̄2
f − ao so ṡo x̄2

o) , (A.4.1.9b)

K = (af sf ṗf x̄f − ao so ṗo x̄o) , (A.4.1.9c)

L = 1
2

(af pf ṗf − ao po ṗo) , (A.4.1.9d)

M = 1
2

∫ tf
to D(t) p(t) dt , (A.4.1.9e)

N = Mo

2 (τf − τo)
(x̄f − x̄o)

2 . (A.4.1.9f)

a) Cálculo de I.

Usando-se das expressões (A.3.6a,34a), (A.4.1.2a,e) e
(A.4.1.4a,6,7a,c), resultará (é oportuno levar em consideração
que

∫

dt/cos2 α = tg α e tg 0o = 0):

τf − τo =
∫ tf

to
Mo dt
m s2 = Mo

∫ tf
to

dt
S2 = Mo

∫ tf
to

dt
ρ2 cos2 [φ(t , to)]

=

= Mo

∫ tf
to

dφ

cos2 [φ(t − to)]
= Mo tg [φ(t , to)] |

tf
to =

= Mo

(

tg [φ(tf , to)] − tg [φ(to , to)]
)

=

= Mo

(

tg [φ(tf , to)] − tg (0)
)

→
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τf − τo = Mo tg [φ(tf , to)] . (A.4.1.10)

Substituindo-se as expressões (A.4.1.4a,6,10) na ex-
pressão (A.4.1.9a), resultará [lembremos que Sf = S(tf ),
So = S(to), mf = m(tf ), mo = m(to)]:

I =
(

Mo

2 π i h̄
Sf√
mf

So√
mo

Mo tg [φ(tf , to)]

)1/2
=

=
(

1

2 π i h̄
ρf cos [φ(tf , to)]

√
mf

ρo [φ(to , to)]√
mo

sen [φ(tf , to)]

cos [φ(tf , to)]

)1/2
→

I =
(

1
2 π i h̄ σf σo sen [φ(tf , to)]

)1/2
, (A.4.1.11)

onde:

σ(t) = ρ(t)
√

m(t)
→ ρ2(t) = m(t) σ2(t), (A.4.1.12a-b)

σf = σ(tf ) , σo = σ(to) . (A.4.1.12c-d)

b) Cálculo de J .

Usando-se as expressões (A.3.5b), (A.4.1.2a-b),
(A.4.1.3c,4a,6,7a,c,12a-d), teremos (deveremos lembrar que
sen 0o = 0, cos 0o = 1):

s(t) = S(t)
√

m(t)
= σ(t) cos [φ(t , to)] , (A.4.1.13a)

s(tf ) = sf = σf cos [φ(tf , to)] , (A.4.1.13b)

s(to) = so = σo cos [φ(to , to)] = σo , (A.4.1.13c)

ṡ(t) = σ̇(t) cos [φ(t , to)] −



340

− σ(t) sen [φ(t , to)] φ̇ , (A.4.1.14a)

ṡ(tf ) = ṡf = σ̇f cos [φ(tf , to)] − σf sen [φ(tf , to)]
1
ρ2

f

→

ṡf = σ̇f cos [φ(tf , to)] −

−

1
σf mf

sen [φ(tf , to)], (A.4.1.14b)

ṡ(to) = ṡo = σ̇o cos [φ(to , to)] −

− σo sen [φ(to , to)]
1
ρ2

o
= σ̇o , (A.4.1.14c)

x̄(t) = 1
s(t)

[x(t) − p(t)] = 1
s(t)

[x(t) − s(t)] =

= x(t)
s(t)

− 1 , (A.4.1.15a)

x̄(tf ) = x̄f =
xf

sf
− 1 , (A.4.1.15b)

x̄(to) = x̄o = xo

so
− 1 . (A.4.1.15c)

Tomando-se a expressão (A.4.1.9b) e inserindo-se nela
as expressões (A.4.1.2a,13b-c,14b-c,15b-c), virá:

J = 1
2

[

mf σf cos [φ(tf , to)] ×

×

(

σ̇f cos [φ(tf , to)] −
1

σf mf
sen [φ(tf , to)]

)

×

×

(

x2

f

σ2

f
cos2 [φ(tf , to)]

−

2 xf

σf cos [φ(tf , to)]
+ 1

)

−

− mo σo σ̇o (x2
o

σ2
o
−

2 xo

σo
+ 1)

]

, (A.4.1.16)
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J = J1 + J2 + J3 + J4 + J5 +

+ J6 + J7 + J8 + J9 , (A.4.1.17a)

onde:

J1 = 1
2

mf
σ̇f

σf
x2

f , (A.4.1.17b)

J2 = − mf σ̇f cos [φ(tf , to)] xf , (A.4.1.17c)

J3 = 1
2

mf σf σ̇f cos2 [φ(tf , to)] , (A.4.1.17d)

J4 = −

1
2

tg [φ(tf , to)]

σ2

f

x2
f , (A.4.1.17e)

J5 =
sen [φ(tf , to)]

σf
xf , (A.4.1.17f)

J6 = −

1
2

sen [φ(tf , to)] cos [φ(tf , to)] , (A.4.1.17g)

J7 = −

1
2

mo
σ̇o

σo
x2

o , J8 = mo σ̇o xo , (A.4.1.17h-i)

J9 = −

1
2

mo σ̇o σo . (A.4.1.17j)

c) Cálculo de K.

Tomando-se a expressão (A.4.1.9c) e substituindo-se
nela as expressões (A.4.1.2a-b,e-f,3c,13b-c,14b-c,15b-c), tere-
mos:

K = mf σf cos [φ(tf , to)] ×

×

(

σ̇f cos [φ(tf , to)] −
1

σf mf
sen [φ(tf , to)]

)

×
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×

(

xf

σf cos [φ(tf , to)]
− 1

)

−

− mo σo σ̇o (xo

σo
− 1) , (A.4.1.18)

K = K1 + K2 + K3 + K4 + K5 + K6 , (A.4.1.19a)

onde:

K1 = mf σ̇f cos [φ(tf , to)] xf , (A.4.1.19b)

K2 = − mf σf σ̇f cos2 [φ(tf , to)] , (A.4.1.19c)

K3 = −

sen [φ(tf , to)]

σf
xf , (A.4.1.19d)

K4 = sen [φ(tf , to)] cos [φ(tf , to)] , (A.4.1.19e)

K5 = − mo σ̇o xo , K6 = mo σo σ̇o . (A.4.1.19f-g)

d) Cálculo de L.

Considerando-se as expressões (A.4.1.2a,3c,13b-c) e
(A.4.1.14b-c) e substituindo-se na expressão (A.4.1.9d), virá:

L = 1
2

[

mf σf cos [φ(tf , to)] ×

×

(

σ̇f cos [φ(tf , to)] −
sen [φ(tf , to)]

σf mf

)

−

− mo σo σ̇o

]

= L1 + L2 + L3 , (A.4.1.20)

onde:

L1 = 1
2

mf σf σ̇f cos2 [φ(tf , to)] , (A.4.1.21a)
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L2 = −

1
2

cos [φ(tf , to)] sen [φ(tf , to)] , (A.4.1.21b)

L3 = −

1
2

mo σo σ̇o . (A.4.1.21c)

e) Cálculo de M .

Tomando-se a expressão (A.4.1.2d) e levando-se na
expressão (A.4.1.9e), resultará:

M = 1
2

∫ tf
to 0 × p(t) dt → M = 0 . (A.4.1.22)

f) Cálculo de N .

Tomando-se as expressões (A.4.1.10,13b-c,15b-c) e substi-
tuindo-se na expressão (A.4.1.9f), obteremos:

N = Mo

2 Mo tg [φ(tf , to)]

(

xf

σf cos [φ(tf , to)]
− 1 − xo

σo
+ 1

)2
=

=
cos [φ(tf , to)]

2 sen[φ(tf , to)]

(

x2

f

σ2

f
cos2 [φ(tf , to)]

−

−

2 xf xo

σf σo cos [φ(tf , to)]
+ x2

o

σ2
o

)

, (A.4.1.23)

N = N1 + N2 + N3 , (A.4.1.24a)

onde:

N1 = 1
2 σ2

f
sen[φ(tf , to)] cos [φ(tf , to)]

x2
f , (A.4.1.24b)

N2 =
cos [φ(tf , to)]

2 σ2
o sen [φ(tf , to)]

x2
o , (A.4.1.24c)

N3 = −

1
σf σo sen [φ(tf , to)]

xf xo . (A.4.1.24d)
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Antes de levarmos os resultados obtidos acima na ex-
pressão (A.4.1.8), vamos reduzir os termos semelhantes en-
contrados nesses mesmos resultados. Assim, teremos:

I. Termos em x2
f : TXF2 = J1 + J4 + N1.

Usando-se as expressões (A.4.1.17b-e,24b), virá:

TXF2 =
(

1
2

mf
σ̇f

σf
−

1
2

sen [φ(tf , to)]

σ2

f
cos [φ(tf , to)]

+

+ 1
2 σ2

f
sen[φ(tf , to)] cos [φ(tf , to)]

)

x2
f =

=
(

1
2

mf
σ̇f

σf
+

1 − sen2 [φ(tf , to)]

2 σ2

f
sen[φ(tf , to)] cos [φ(tf , to)]

)

x2
f =

=
(

1
2

mf
σ̇f

σf
+

cos2 [φ(tf , to)]

2 σ2

f
sen[φ(tf , to)] cos [φ(tf , to)]

)

x2
f →

TXF2 =
(

1
2

mf
σ̇f

σf
+

cos [φ(tf , to)]

2 σ2

f
sen[φ(tf , to)]

)

x2
f . (A.4.1.25)

II. Termos em x2
o : TXO2 = J7 + N2.

Usando-se as expressões (A.4.1.17h,24c), teremos:

TXO2 =
(

−

1
2

mo
σ̇o

σo
+

+
cos [φ(tf , to)]

2 σ2
o sen [φ(tf , to)]

)

x2
o . (A.4.1.26)

III. Termos em xf : TXF1 = J2 + J5 + K1 +

+ K3.

Usando-se as expressões (A.4.1.17c,f,19b,d), resultará:

TXF1 =
(

− mf σ̇f cos [φ(tf , to)] +
sen [φ(tf , to)]

σf
+
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+ mf σ̇f cos [φ(tf , to)] −
sen [φ(tf , to)]

σf

)

xf →

TXF1 = 0 . (A.4.1.27)

IV. Termos em xo : TXO1 = J8 + K5.

Considerando-se as expressões (A.4.1.17i,19f), virá:

TXO1 = (mo σ̇o − mo σ̇o) xo →

TXO1 = 0 . (A.4.1.28)

V. Termos em xf xo : TXFO = N3.

Usando-se a expressão (A.4.1.24d), teremos:

TXFO =
(

−

1
σf σo sen [φ(tf , to)]

)

xf xo . (A.4.1.29)

VI. Termos em σf : TSF = J3 + K2 + L1.

Tomando-se as expressões (A.4.1.17d,19c,21a), obte-
remos:

TSF =
(

1
2

mf cos2 [φ(tf , to)] − mf cos2 [φ(tf , to)] +

+ 1
2

mf cos2 [φ(tf , to)]
)

σf σ̇f →

TSF = 0 . (A.4.1.30)

VII. Termos em σo : TSO = J9 + K6 + L3.

Usando-se as expressões (A.4.1.17j,19g,21c), virá:

TSO = (− 1
2

mo + mo −
1
2

mo) σo σ̇o →
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TSO = 0 . (A.4.1.31)

VIII. Termos independentes: TI = J6 + K4 + L2.

Usando-se as expressões (A.4.1.17g,19e,21b), resultará:

TI = −

1
2

sen [φ(tf , to)] cos [φ(tf , to)] +

+ sen [φ(tf , to)] cos [φ(tf , to)] −

−

1
2

cos [φ(tf , to)] sen [φ(tf , to)] →

TI = 0 . (A.4.1.32)

Inserindo-se as expressões (A.4.1.11,25-32) na expres-
são (A.4.1.8), encontraremos o propagador desejado. Assim,
teremos:

K(xf , xo; tf , to) =
(

1
2 π i h̄ σf σo sen [φ(tf , to)]

)1/2
×

× exp

(

i
h̄

[ (

1
2

mf
σ̇f

σf
+

cos [φ(tf , to)]

2 σ2

f
sen [φ(tf , to)]

)

x2
f +

+
(

−

1
2

mo
σ̇o

σo
+

cos [φ(tf , to)]

2 σ2
o sen [φ(tf , to)]

)

x2
o −

−

xf xo

σf σo sen [φ(tf , to)]

]

)

→

K(xf , xo; tf , to) =
(

1
2 π i h̄ σf σo sen [φ(tf , to)]

)1/2
×

× exp [ i
2 h̄

(
mf σ̇f

σf
x2

f −
mo σ̇o

σo
x2

o)] ×
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× exp
[

i
2 h̄ sen [φ(tf , to)]

×

×

(

(
x2

f

σ2

f

+ x2
o

σ2
o
) cos [φ(tf , to)] −

2 xf xo

σf σo

) ]

, (A.4.1.33)

expressão que representa o mesmo resultado obtido por Nassar
et al. (1986) e Cheng (1983,1985).[10]

A.4.2. Oscilador Harmônico Simples Unidimensional

Independente do Tempo

Neste caso, o lagrangiano é dado por:

L = 1
2

mo [ẋ2
− ω2

o x2] . (A.4.2.1)

Comparando-se a expressão (A.4.2.1) com a expressão
(A.2.21b), teremos:

a(t) = mo , Ri = x , (A.4.2.2a-b)

Ωi = ωo , Di = D = 0 . (A.4.2.2c-d)

Substituindo-se a expressão (A.4.2.2c) na expressão
(A.4.1.7d), resultará:

ρ̈(t) + ω2
o ρ(t) = 1

ρ3(t)
. (A.4.2.3)

Considerando-se uma solução particular da equação

de Pinney
[11] acima, teremos:

ρ(t) = A → ω2
o A = A− 3

→

A = ω− 1/2
o , ρ = ω− 1/2

o . (A.4.2.4a-b)

Usando-se as expressões (A.4.2.2a,4b) nas expressões
(A.4.1.7b,12a) poderemos escrever:
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φ(tf , to) =
∫ tf

to
dt

ω− 1
o

→

φ(tf , to) = ωo T , T = tf − to , (A.4.2.5a-b)

σ(t) = ω
− 1/2

o√
mo

= 1√
mo ωo

→

σf = σo = 1√
mo ωo

, σ̇f = σ̇o = 0 . (A.4.2.6a-d)

Inserindo-se as expressões (A.4.2.5a-b,6a-d) na expressão
(A.4.1.33), teremos:

K(xf , xo; tf , to) =
[

mo ωo

2 π i h̄ sen (ωo T )

]1/2
×

× exp
(

i mo ωo

2 h̄ sen (ωo T )
×

×[(x2
f + x2

o) cos (ωo T ) − 2 xf xo]
)

, (A.4.2.7)

expressão que representa o mesmo resultado obtido por Feyn-
man e Hibbs (1965) [vide nota (4)].

A.4.3. Oscilador Harmônico Forçado Unidimensional

Independente do Tempo

Neste caso, o lagrangiano é dado por:

L = 1
2

mo [ẋ2
− ω2

o x2] + f(t) x . (A.4.3.1)

Comparando-se a expressão (A.4.3.1) com as expres-
sões (A.2.21b) e (A.3.5a), obteremos:

a(t) = mo , Ri = x , Ωi = ωo , (A.4.3.2a-c)

Di = f(t) , si = s(t) , pi = p(t) . (A.4.3.2d-f)
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Substituindo-se as expressões (A.4.3.2a-f) nas expres-
sões (A.3.21,24), resultará:

s̈(t) + ω2
o s(t) = 0 , (A.4.3.3)

p̈(t) + ω2
o p(t) = f(t)

mo
. (A.4.3.4)

Analogamente ao caso (A.4.1.) e tendo em vista os
resultados acima, o propagador de Feynman para o la-
grangiano dado pela expressão (A.4.3.1) será dado pela ex-
pressão (A.3.40). Assim, substituindo-se os superescritos (”)
e (’), respectivamente, pelos subescritos (f) e (o), teremos:

K(xf , xo; tf , to) =

= I exp [ i
h̄

(J + K + L + M + N)] , (A.4.3.5)

onde:

I = [ Mo

2 π i h̄ sf so (τf − τo)
]1/2 , (A.4.3.6a)

J = 1
2

(af sf ṡf x̄2
f − ao so ṡo x̄2

o) , (A.4.3.6b)

K = (af sf ṗf x̄f − ao so ṗo x̄o) , (A.4.3.6c)

L = 1
2

(af pf ṗf − ao po ṗo) , (A.4.3.6d)

M = 1
2

∫ tf
to D(t) p(t) dt , (A.4.3.6e)

N = Mo

2 (τf − τo)
(x̄f − x̄o)

2 . (A.4.3.6f)
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a) Cálculo de I.

Para realizarmos esse cálculo, inicialmente resolve-
remos a equação diferencial dada pela expressão (A.4.3.3).
Como se trata de uma equação diferencial linear homogênea
de coeficientes constantes, é fácil ver que a sua solução será
dada por:

s(t) = cos (ωo t) . (A.4.3.7)

Partindo-se das expressões (A.3.6a,34a), (A.4.3.2a,e)
e (A.4.3.7), teremos [lembremos que

∫

dt/cos2 α = tg α e

sen (a − b) = sen a cos b − sen b cos a]:

τf − τo =
∫ tf

to
Mo dt
mo s2 = Mo

mo

∫ tf
to

dt
cos2 (ωo t)

=

= Mo

ωo mo
tg (ωo t) |

tf
to →

τf − τo = Mo

ωo mo
[tg (ωo tf ) − tg (ωo to)] =

= Mo

ωo mo
[
sen (ωo tf )

cos (ωo tf )
−

sen (ωo to)
cos (ωo to)

] =

= Mo

ωo mo
[
sen (ωo tf ) cos (ωo to) − sen (ωo to) cos (ωo tf )

cos (ωo tf ) cos (ωo to)
] =

= Mo

ωo mo

(

sen [ωo (tf − to)]

cos (ωo tf ) cos (ωo to)

)

→

τf − τo = Mo

ωo mo

sen(ωo T )
cos (ωo tf ) cos (ωo to)

, (A.4.3.8a)

T = tf − to , (A.4.3.8b)

I =
(

Mo

2 π i h̄ cos (ωo tf ) cos (ωo to) Mo
ωo mo

[
sen(ωo T )

cos (ωo tf ) cos (ωo to)
]

)1/2
→
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I =
[

ωo mo

2 π i h̄ sen (ωo T )

]1/2
. (A.4.3.8c)

b) Cálculo de J .

Usando-se as expressões (A.3.5b) e (A.4.3.2a-f,7), virá:

a(tf ) = af = a(to) = ao = mo , (A.4.3.9a-b)

s(tf ) = sf = cos (ωo tf ) , (A.4.3.10a)

s(to) = so = cos (ωo to) , (A.4.3.10b)

ṡ(t) = − ωo sen (ωo t) →

ṡ(tf ) = ṡf = − ωo sen (ωo tf ) , (A.4.3.11a)

ṡ(to) = ṡo = − ωo sen (ωo to) , (A.4.3.11b)

x̄(t) = 1
cos (ωo t)

[x(t) − p(t)] →

x̄(tf ) = x̄f = 1
cos (ωo tf )

[x(tf ) − p(tf )] =

= 1
cos (ωo tf )

(xf − pf ) , (A.4.3.12a)

x̄(to) = x̄o = 1
cos (ωo to)

[x(to) − p(to)] =

= 1
cos (ωo to)

(xo − po) , (A.4.3.12b)

onde:

x(ti) = xi , p(ti) = xi . (i = o, f) (A.4.3.12c-d)
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Considerando-se a expressão (A.4.3.6b) e inserindo-
se nela as expressões (A.4.3.2a,9a-b,10a-b,11a-b,12a-b), obte-
remos:

J = 1
2

[

mo cos (ωo tf ) (− ωo) sen (ωo tf ) ×

×

1
cos2 (ωo tf )

(xf − pf )
2
−

− mo cos (ωo to) (− ωo) sen (ωo to) ×

×

1
cos2 (ωo to)

(xo − po)
2
]

=

= −

mo ωo

2

[

sen (ωo tf )

cos (ωo tf )
(x2

f − 2 xf pf + p2
f ) −

−

sen (ωo to)
cos (ωo to)

(x2
o − 2 xo po + p2

o )
]

→

J = J1 + J2 + J3 + J4 + J5 + J6 , (A.4.3.13a)

onde:

J1 = −

mo ωo sen (ωo tf )

2 cos (ωo tf )
x2

f , (A.4.3.13b)

J2 =
mo ωo sen (ωo tf )

cos (ωo tf )
xf pf , (A.4.3.13c)

J3 = −

mo ωo sen (ωo tf )

2 cos (ωo tf )
p2

f , (A.4.3.13d)

J4 = mo ωo sen (ωo to)
2 cos (ωo to)

x2
o , (A.4.3.13e)

J5 = −

mo ωo sen (ωo to)
cos (ωo to)

xo po , (A.4.3.13f)
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J6 = mo ωo sen (ωo to)
2 cos (ωo to)

p2
o . (A.4.3.13g)

c) Cálculo de K.

Para realizarmos esse cálculo, deveremos, antes de
tudo, resolver a equação diferencial representada pela expres-
são (A.4.3.4). Como se trata de uma equação diferencial linear
não-homogênea de coeficientes constantes, a sua solução será
encontrada por intermédio das funções de Green. Desse
modo, teremos:[12]

p(t) = 1
sen (ωo T )

[

pf sen [ωo (t − to)] +

+ po sen [ωo (tf − t)] − 1
mo ωo

(

sen [ωo (tf − t)] [(SF )o(t) +

+ sen [ωo (t − to)] [(SF )f (t)
) ]

, (A.4.3.14a)

(SF )o(t) =
∫ t

to
sen [ωo (s − to)] f(s) ds , (A.4.3.14b)

(SF )f (t) =
∫ tf

t sen [ωo (tf − s)] f(s) ds , (A.4.3.14c)

ṗ(t) = ωo

sen (ωo T )

[

pf cos [ωo (t − to)] −

− po cos [ωo (tf − t)] + 1
mo ωo

(

cos [ωo (tf − t)] [(SF )o(t)] −

− cos [ωo (t − to)] [(SF )f (t)]
) ]

, (A.4.3.14d)

ṗ(to) = ṗo = ωo

sen (ωo T )

(

pf −

− po cos (ωo T ) −
[(SF )f ]

mo ωo

)

, (A.4.3.14e)
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ṗ(tf ) = ṗf = ωo

sen (ωo T )

(

pf cos (ωo T ) −

− po + [(SF )o]
mo ωo

)

, (A.4.3.14f)

onde:

(SF )o =
∫ tf

to sen [ωo (t − to)] f(t) dt , (A.4.3.14g)

(SF )f =
∫ tf

to sen [ωo (tf − t)] f(t) dt , (A.4.3.14h)

po = p(to) , pf = p(tf ) . (A.4.3.14i-j)

Tomando-se a expressão (A.4.3.6c) e levando-se nela
as expressões (A.4.3.9a-b,10a-b,12a-b,14e-f), obteremos:

K = mo cos (ωo tf )
[

ωo

sen (ωo T )

(

pf cos (ωo T ) − po +

+ [(SF )o]
mo ωo

) ]

1
cos (ωo tf )

(xf − pf ) −

− mo cos (ωo to)
[

ωo

sen (ωo T )

(

pf − po cos (ωo T ) −

−

[(SF )f ]

mo ωo

) ]

1
cos (ωo to)

(xo − po) ,

K = K1 + K2 + K3 + K4 + K5 + K6 +

+ K7 + K8 + K9 + K10 + K11 + K12 , (A.4.3.15a)

com:

K1 = mo ωo
cos (ωo T )
sen (ωo T )

pf xf , (A.4.3.15b)



355

K2 = − mo ωo
cos (ωo T )
sen (ωo T )

p2
f , (A.4.3.15c)

K3 = − mo ωo
1

sen (ωo T )
po xf , (A.4.3.15d)

K4 = mo ωo
1

sen (ωo T )
po pf , (A.4.3.15e)

K5 = [(SF )o]
sen (ωo T )

xf , (A.4.3.15f)

K6 = −

[(SF )o]
sen (ωo T )

pf , (A.4.3.15g)

K7 = −

mo ωo

sen (ωo T )
pf xo , (A.4.3.15h)

K8 = mo ωo

sen (ωo T )
pf po , (A.4.3.15i)

K9 = mo ωo

sen (ωo T )
cos (ωo T ) po xo , (A.4.3.15j)

K10 = −

mo ωo

sen (ωo T )
cos (ωo T ) p2

o , (A.4.3.15k)

K11 =
[(SF )f ]

sen (ωo T )
xo , (A.4.3.15l)

K12 = −

[(SF )f ]

sen (ωo T )
po . (A.4.3.15m)

d) Cálculo de L.

Para esse cálculo, tomaremos a expressão (A.4.3.6d)
e inserirmos nela as expressões (A.4.3.9a-b,14e-f). Portanto,
teremos:

L = 1
2

[

mo pf
ωo

sen (ωo T )

(

pf cos (ωo T ) − po + [(SF )o]
mo ωo

)

−

− mo po
ωo

sen (ωo T )

(

pf − po cos (ωo T ) −
[(SF )f ]

mo ωo

) ]

,
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L = L1 + L2 + L3 + L4 + L5 + L6 , (A.4.3.16a)

em que:

L1 = 1
2

mo ωo

sen (ωo T )
cos (ωo T ) p2

f , (A.4.3.16b)

L2 = −

1
2

mo ωo

sen (ωo T )
po pf , (A.4.3.16c)

L3 = [(SF )o]
2 sen (ωo T )

pf , (A.4.3.16d)

L4 = −

1
2

mo ωo

sen (ωo T )
po pf , (A.4.3.16e)

L5 = 1
2

mo ωo

sen (ωo T )
cos (ωo T ) p2

o , (A.4.3.16f)

L6 =
[(SF )f ]

2 sen (ωo T )
po . (A.4.3.16g)

e) Cálculo de M .

Para realizarmos esse cálculo, levaremos as expressões
(A.4.3.2d,14a) na expressão (A.4.3.6e). Desse modo, teremos:

M = 1
2

∫ tf
to

f(t)
sen (ωo T )

[

pf sen [ωo (t − to)] +

+ po sen [ωo (tf − t)] − 1
mo ωo

(

sen [ωo (tf − t)] [(SF )o(t)] +

+ sen [ωo (t − to)] [(SF )f (t)]
) ]

dt ,

M = M1 + M2 + M3 + M4 , (A.4.3.17a)

com [usar as expressões (A.4.3.14g-h)]:
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M1 = 1
2 sen (ωo T )

pf

∫ tf
to sen [ωo (t − to)] f(t) dt =

= [(SF )o]
2 sen (ωo T )

pf , (A.4.3.17b)

M2 = 1
2 sen (ωo T )

po

∫ tf
to sen [ωo (tf − t)] f(t) dt =

=
[(SF )f ]

2 sen (ωo T )
po , (A.4.3.17c)

M3 = −

1
2 mo ωo sen (ωo T )

×

×

∫ tf
to sen [ωo (tf − t)] [(SF )o(t)] f(t) dt , (A.4.3.17d)

M4 = −

1
2 mo ωo sen (ωo T )

×

×

∫ tf
to sen [ωo (t − to)] [(SF )f (t)] f(t) dt . (A.4.3.17e)

f) Cálculo de N .

Usando-se as expressões (A.4.3.8a-b,12a-b) na expres-
são (A.4.3.6f), resultará:

N = Mo mo ωo
2 sen (ωo T ) Mo

cos (ωo tf ) cos (ωo to)

[ 1
cos (ωo tf )

(xf − pf ) −

−

1
cos (ωo to)

(xo − po)]
2 =

=
mo ωo cos (ωo tf ) cos (ωo to)

2 sen (ωo T )

[

x2

f
− 2xf pf + p2

f

cos2 (ωo tf )
+

+ x2
o − 2xo po + p2

o

cos2 (ωo to)
−

−

2 (xf xo − xf po − xo pf + pf po)

cos (ωo tf ) cos (ωo to)

]

,
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N = N1 + N2 + N3 + N4 + N5 +

+ N6 + N7 + N8 + N9 + N10 , (A.4.3.18a)

com:

N1 = mo ωo cos (ωo to)
2 sen (ωo T ) cos (ωo tf )

x2
f , (A.4.3.18b)

N2 = −

mo ωo cos (ωo to)
sen (ωo T ) cos (ωo tf )

xf pf , (A.4.3.18c)

N3 = mo ωo cos (ωo to)
2 sen (ωo T ) cos (ωo tf )

p2
f , (A.4.3.18d)

N4 =
mo ωo cos (ωo tf )

2 sen (ωo T ) cos (ωo to)
x2

o , (A.4.3.18e)

N5 = −

mo ωo cos (ωo tf )

sen (ωo T ) cos (ωo to)
xo po , (A.4.3.18f)

N6 =
mo ωo cos (ωo tf )

2 sen (ωo T ) cos (ωo to)
p2

o , (A.4.3.18g)

N7 = −

mo ωo

sen (ωo T )
xf xo , (A.4.3.18h)

N8 = mo ωo

sen (ωo T )
xf po , (A.4.3.18i)

N9 = mo ωo

sen (ωo T )
xo pf , (A.4.3.18j)

N10 = −

mo ωo

sen (ωo T )
pf po . (A.4.3.18k)

Antes de levarmos os resultados obtidos acima na ex-
pressão (A.4.3.5), vamos reduzir os termos semelhantes en-
contrados nesses mesmos resultados. Desse modo, obteremos
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[lembraremos que sen (a − b) = sen a cos b − sen b cos a,

cos (a− b) = cos a cos b + sen a sen b, sen2 a + cos2 a = 1]:

I. Termos em x2
f : TXF2 = J1 + N1.

Usando-se as expressões (A.4.3.8b,13b,18b), virá:

TXF2 =
(

−

mo ωo sen (ωo tf )

2 cos (ωo tf )
+ mo ωo cos (ωo to)

2 sen (ωo T ) cos (ωo tf )

)

x2
f =

= mo ωo

(

cos (ωo to) − sen (ωo tf ) sen[ωo (tf − to)]

2 sen (ωo T ) cos (ωo tf )

)

x2
f =

= mo ωo

2 sen (ωo T ) cos (ωo tf )

(

[cos (ωo to) − sen (ωo tf )] ×

× [sen (ωo tf ) cos (ωo to) − sen (ωo to) cos (ωo tf )]
)

x2
f =

= mo ωo

2 sen (ωo T ) cos (ωo tf )
×

×

[

cos (ωo to) − sen2 (ωo tf ) cos (ωo to) +

+ sen (ωo tf ) sen (ωo to) cos (ωo tf )
]

x2
f =

= mo ωo

2 sen (ωo T ) cos (ωo tf )
×

×

(

cos (ωo to) [1 − sen2 (ωo tf )] +

+ sen (ωo tf ) sen (ωo to) cos (ωo tf )
)

x2
f =

= mo ωo

2 sen (ωo T ) cos (ωo tf )
×

×

[

cos (ωo to) cos2 (ωo tf ) +
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+ sen (ωo tf ) sen (ωo to) cos (ωo tf )
]

x2
f =

= mo ωo

2 sen (ωo T ) cos (ωo tf )
×

×

(

cos (ωo tf ) [cos (ωo tf ) cos (ωo to) +

+ sen (ωo tf ) sen (ωo to)]
)

x2
f =

= mo ωo

(

cos (ωo tf ) cos [ωo (tf − to)]

2 sen (ωo T ) cos (ωo tf )

)

x2
f →

TXF2 = mo ωo cos (ωo T )
2 sen (ωo T )

x2
f . (A.4.3.19)

II. Termos em x2
o : TXO2 = J4 + N4.

Usando-se as expressões (A.4.3.8b,13e,18e), virá:

TXO2 =
(

mo ωo sen (ωo to)
2 cos (ωo to)

+
mo ωo cos (ωo tf )

2 sen (ωo T ) cos (ωo to)

)

x2
o =

= mo ωo

(

cos (ωo tf ) + sen (ωo to) sen[ωo (tf − to)]

2 sen (ωo T ) cos (ωo to)

)

x2
o =

= mo ωo

2 sen (ωo T ) cos (ωo to)

(

cos (ωo tf ) + sen (ωo to) ×

× [sen (ωo tf ) cos (ωo to) − sen (ωo to) cos (ωo tf )]
)

x2
o =

= mo ωo

2 sen (ωo T ) cos (ωo to)

(

cos (ωo tf ) +

+ sen (ωo to) sen (ωo tf ) cos (ωo to) −

− sen2 (ωo to) cos (ωo tf )
)

x2
o =
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= mo ωo

2 sen (ωo T ) cos (ωo to)

(

cos (ωo tf ) [1 − sen2 (ωo to)] +

+ sen (ωo tf ) sen (ωo to) cos (ωo to)
)

x2
o =

= mo ωo

2 sen (ωo T ) cos (ωo to)

(

cos (ωo tf ) cos2 (ωo to) +

+ sen (ωo tf ) sen (ωo to) cos (ωo to)
)

x2
o =

= mo ωo

2 sen (ωo T ) cos (ωo to)

(

cos (ωo to) [cos (ωo tf ) cos (ωo to) +

+ sen (ωo tf ) sen (ωo to)]
)

x2
o =

= mo ωo

(

cos (ωo to) cos [ωo (tf − to)]

2 sen (ωo T ) cos (ωo to)

)

x2
o →

TXF2 = mo ωo cos (ωo T )
2 sen (ωo T )

x2
o . (A.4.3.20)

III. Termos em xf xo : TXFO = N7.

Usando-se a expressão (A.4.3.18h), teremos:

TXFO = mo ωo

2 sen (ωo T )
(− 2 xf xo) . (A.4.3.21)

IV. Termos em xf pf : TXFPF = J2 + K1 + N2.

Usando-se as expressões (A.4.3.8b,13c,15b,18c), obte-
remos:

TXFPF = mo ωo

(

sen (ωo tf )

cos (ωo tf )
+ cos (ωo T )

sen (ωo T )
−

−

cos (ωo to)
sen (ωo T ) cos (ωo tf )

)

xf pf =
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= mo ωo

sen (ωo T ) cos (ωo tf )

(

sen (ωo tf ) sen [ωo (tf − to)] +

+ cos (ωo tf ) cos [ωo (tf − to)] − cos (ωo to)
)

xf pf =

= mo ωo

sen (ωo T ) cos (ωo tf )

(

sen (ωo tf ) [sen (ωo tf ) cos (ωo to) −

− sen (ωo to) cos (ωo tf )] +

+ cos (ωo tf ) [cos (ωo tf ) cos (ωo to) +

+ sen (ωo tf ) sen (ωo to)] − cos (ωo to)
)

xf pf =

= mo ωo

sen (ωo T ) cos (ωo tf )

(

sen2 (ωo tf ) cos (ωo to) −

− sen (ωo tf ) sen (ωo to) cos (ωo tf ) +

+ cos2 (ωo tf ) cos (ωo to) +

+ cos (ωo tf ) sen (ωo tf ) sen (ωo to) − cos (ωo to)
)

xf pf =

= mo ωo

(

cos (ωo to)[sen2 (ωo tf ) + cos2 (ωo tf )]− cos (ωo to)

sen (ωo T ) cos (ωo tf )

)

xf pf →

TXFPF = 0 . (A.4.3.22)

V. Termos em p2
f : TPF2 = J3 + K2 + L1 + N3.

Usando-se as expressões (A.4.3.8b,13d,15c,16b,18d),
teremos:

TPF2 = mo ωo

(

−

sen (ωo tf )

2 cos (ωo tf )
−

cos (ωo T )
sen (ωo T )

+ cos (ωo T )
2 sen (ωo T )

+
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+ cos (ωo to)
2 sen (ωo T ) cos (ωo tf )

)

p2
f =

= mo ωo

2 sen (ωo T ) cos (ωo tf )

(

cos (ωo to) −

− sen (ωo tf ) sen [ωo (tf − to)] −

− cos [ωo (tf − to)] cos (ωo tf )
)

p2
f =

= mo ωo

2 sen (ωo T ) cos (ωo tf )

(

cos (ωo to) −

− sen (ωo tf ) [sen (ωo tf ) cos (ωo to) −

− sen (ωo to) cos (ωo tf )] −

− cos (ωo tf ) [cos (ωo tf ) cos (ωo to) +

+ sen (ωo tf ) sen (ωo to)]
)

p2
f =

= mo ωo

2 sen (ωo T ) cos (ωo tf )

[

cos (ωo to) −

− sen2 (ωo tf ) cos (ωo to) +

+ sen (ωo tf ) sen (ωo to) cos (ωo tf ) −

− cos2 (ωo tf ) cos (ωo to) −

− sen (ωo tf ) sen (ωo to) cos (ωo tf )
]

p2
f =

= mo ωo

(

cos (ωo to) [1 − sen2 (ωo tf )] − cos2 (ωo tf ) cos (ωo to)

2 sen (ωo T ) cos (ωo tf )

)

p2
f →
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TPF2 = 0 . (A.4.3.23)

VI. Termos em xo po : TXOPO = J5 + K9 + N5.

Usando-se as expressões (A.4.3.8b,13f,15j,18f), virá:

TXOPO = mo ωo

(

−

sen (ωo to)
cos (ωo to)

+ cos (ωo T )
sen (ωo T )

−

−

cos (ωo tf )

sen (ωo T ) cos (ωo to)

)

xo po =

= mo ωo

sen (ωo T ) cos (ωo to)

(

cos [ωo (tf − to)] cos (ωo to) −

− sen (ωo to) sen [ωo (tf − to)] − cos (ωo tf )
)

xo po =

= mo ωo

sen (ωo T ) cos (ωo to)

(

cos (ωo to) ×

× [cos (ωo tf ) cos (ωo to) + sen (ωo tf ) sen (ωo to)] −

− sen (ωo to) [sen (ωo tf ) cos (ωo to) −

− sen (ωo to) cos (ωo tf )] − cos (ωo tf )
)

xo po =

= mo ωo

sen (ωo T ) cos (ωo to)

(

cos (ωo tf ) cos2 (ωo to) +

+ sen (ωo tf ) sen (ωo to) cos (ωo to) +

− sen (ωo to) sen (ωo tf ) cos (ωo to) +

+ sen2 (ωo to) cos (ωo tf ) − cos (ωo tf )
)

xo po =
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= mo ωo

(

cos (ωo tf )[cos2(ωo to)+sen2 (ωo to)] − cos (ωo tf )

sen (ωo T ) cos (ωo to)

)

xo po →

TXOPO = 0 . (A.4.3.24)

VII. Termos em p2
o : TPO2 = J6 + K10 + L5 + N6.

Usando-se as expressões (A.4.3.8b,13g,15k,16f,18g), re-
sultará:

TPO2 = mo ωo

[

sen (ωo to)
2 cos (ωo to)

−

cos (ωo T )
sen (ωo T )

+

+ cos (ωo T )
2 sen (ωo T )

+
cos (ωo tf )

2 sen (ωo T ) cos (ωo to)

]

p2
o =

= mo ωo

2 sen (ωo T ) cos (ωo to)

(

sen (ωo to) sen [ωo (tf − to)] −

− cos [ωo (tf − to)] cos (ωo to) + cos (ωo tf )
)

p2
o =

= mo ωo

2 sen (ωo T ) cos (ωo to)

(

sen (ωo to) ×

× [sen (ωo tf ) cos (ωo to) −

− sen (ωo to) cos (ωo tf )] −

− cos (ωo to) [cos (ωo tf ) cos (ωo to) +

+ sen (ωo tf ) sen (ωo to)] + cos (ωo tf )
)

p2
o =

= mo ωo

2 sen (ωo T ) cos (ωo to)

[

sen (ωo to) sen (ωo tf ) cos (ωo to) −

− sen2 (ωo to) cos (ωo tf ) − cos (ωo tf ) cos2 (ωo to) −
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− sen (ωo tf ) sen (ωo to) cos (ωo to) + cos (ωo tf )
]

p2
o =

= mo ωo

2 sen (ωo T ) cos (ωo to)

(

− cos (ωo tf ) [sen2 (ωo to) +

+ cos2 (ωo to)] + cos (ωo tf )
)

p2
o →

TPO2 = 0 . (A.4.3.25)

VIII. Termos em xf po : TXFPO = K3 + N8.

Usando-se as expressões (A.4.3.15d,18i), encontraremos:

TXFPO = mo ωo

[

− 1
sen (ωo T )

+ 1
sen (ωo T )

]

xf po →

TXFPO = 0 . (A.4.3.26)

IX. Termos em pf po : TPFPO = K4 + K8 +

+ L2 + L4 + N10.

Usando-se as expressões (A.4.3.15e,i,16c,e,18k), virá:

TXFPO = mo ωo

(

1
sen (ωo T )

+ 1
sen (ωo T )

−

1
2 sen (ωo T )

−

−

1
2 sen (ωo T )

−

1
sen (ωo T )

)

pf po →

TXFPO = 0 . (A.4.3.27)

X. Termos em xf : TXF = K5.

Usando-se as expressões (A.4.3.14g,15f), teremos:

TXF = 1
sen (ωo T )

[(SF )o] xf →
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TXF = mo ωo

2 sen (ωo T )
×

×

(

2 xf

mo ωo

∫ tf
to sen [ωo (t − to)] f(t) dt

)

. (A.4.3.28)

XI. Termos em pf : TPF = K6 + L3 + M1.

Usando-se as expressões (A.4.3.15g,16d,17b), obteremos:

TPF =
(

−

[(SF )o]
sen (ωo T )

+ [(SF )o]
2 sen (ωo T )

+ [(SF )o]
2 sen (ωo T )

)

pf →

TPF = 0 . (A.4.3.29)

XII. Termos em xo pf : TXOPF = K7 + N9.

Usando-se as expressões (A.4.3.15h,18j), resultará:

TXOPF = mo ωo

(

−

1
sen (ωo T )

+ 1
sen (ωo T )

)

xo pf →

TXOPF = 0 . (A.4.3.30)

XIII. Termos em xo : TXO = K11.

Usando-se as expressões (A.4.3.14h,15l), virá:

TXO = 1
sen (ωo T )

[(SF )f ] xo →

TXO = mo ωo

2 sen (ωo T )
×

×

(

2 xo

mo ωo

∫ tf
to sen [ωo (tf − t)] f(t) dt

)

. (A.4.3.31)

XIV. Termos em po : TPO = K12 + L6 + M2.

Usando-se as expressões (A.4.3.15m,16g,17c), teremos:
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TPO =
(

−

[(SF )f ]

sen (ωo T )
+

[(SF )f ]

2 sen (ωo T )
+

[(SF )f ]

2 sen (ωo T )

)

pf →

TPO = 0 . (A.4.3.32)

XV. Termos Independentes: TI = M3 + M4.

Usando-se as expressões (A.4.3.14b-c,17d-e), encon-
traremos:

TI = −

1
2 mo ωo sen (ωo T )

×

×

∫ tf
to sen [ωo (tf − t)] [(SF )o(t)] f(t) dt −

−

1
2 mo ωo sen (ωo T )

∫ tf
to sen [ωo (t − to)] [(SF )f (t)] f(t) dt =

= −

1
2 mo ωo sen (ωo T )

(

∫ tf
to

∫ t
to

sen [ωo (tf − t)] ×

× sen [ωo (s − to)] f(t) f(s) dt ds +

+
∫ tf

to

∫ tf
t sen [ωo (t − to)] ×

× sen [ωo (tf − s)] f(t) f(s) dt ds
)

.

Como se pode demonstrar que as duas integrais indi-
cadas acima são iguais,[12] resultará:

TI = mo ωo

2 sen (ωo T )

(

−

2
m2

o ω2
o

∫ tf
to

∫ t
to

sen [ωo (tf − t)] ×

× sen [ωo (s − to)] f(t) f(s) dt ds
)

. (A.4.3.33)

Inserindo-se as expressões (A.4.3.8c) e (A.4.3.19-33)
na expressão (A.4.3.5), encontraremos o propagador desejado.
Assim, teremos:
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K(xf , xo; tf , to) =
[

mo ωo

2 π i h̄ sen (ωo T )

]1/2
×

× exp

(

i mo ωo

2 h̄ sen(ωo T )

[

(x2
f + x2

o) cos (ωo T ) −

− 2 xf xo +
2 xf

mo ωo

∫ tf
to sen [ωo (t − to)] f(t) dt +

+ 2 xo

mo ωo

∫ tf
to sen [ωo (tf − t)] f(t) dt −

−

2
m2

o ω2
o

∫ tf
to

∫ t
to

f(t) f(s) sen [ωo (tf − t)] ×

× sen [ωo (s − to)] dt ds
]

)

, (A.4.3.34)

expressão essa que coincide com o valor obtido por Feynman
e Hibbs (1965) [vide nota (4)].

A.4.4. Part́ıcula em um Campo Externo Constante

Neste caso, o lagrangiano é dado por:

L = 1
2

mo ẋ2 + fo x . (A.4.4.1)

Comparando-se a expressão (A.4.4.1) com a expressão
(A.2.21b), teremos:

a(t) = mo , Ri = x , (A.4.4.2a-b)

Ωi = 0 , Di(t) = fo . (A.4.4.2c-d)

Substituindo-se as expressões (A.4.4.2a-d) nas expres-
sões (A.3.0.21,24), obteremos:
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s̈ = 0 , p̈ = fo

mo
. (A.4.4.3a-b)

Integrando-se as equações diferenciais acima e consi-
derando-se as constantes de integração, a aditiva nula e a
multiplicativa unitária, teremos:

s = t , ṡ = 1 , (A.4.4.4a-b)

p = fo

2 mo
t2 , ṗ = fo t

mo
. (A.4.4.4c-d)

Usando-se os resultados acima, o propagador de

Feynman para o lagrangiano dado pela expressão (A.4.4.1)
será dado pela expressão (A.3.40). Assim, substituindo-se os
superescritos (”) e (’), respectivamente, pelos subescritos (f)
e (o), teremos:

K(xf , xo; tf , to) =

= I exp [ i
h̄

(J + K + L + M + N)] , (A.4.4.5)

onde:

I = [ Mo

2 π i h̄ sf so (τf − τo)
]1/2 , (A.4.4.6a)

J = 1
2

(af sf ṡf x̄2
f − ao so ṡo x̄2

o) , (A.4.4.6b)

K = (af sf ṗf x̄f − ao so ṗo x̄o) , (A.4.4.6c)

L = 1
2

(af pf ṗf − ao po ṗo) , (A.4.4.6d)

M = 1
2

∫ tf
to D(t) p(t) dt , (A.4.4.6e)

N = Mo

2 (τf − τo)
(x̄f − x̄o)

2 . (A.4.4.6f)
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a) Cálculo de I.

Usando-se as expressões (A.3.6a,34a), (A.4.4.2a,4a),
teremos (lembrar que

∫

dt/t2 = − t− 1):

τf − τo =
∫ tf

to
Mo dt
mo s2 = Mo

mo

∫ tf
to

dt
t2

=

= Mo

mo
[− 1

t
] |

tf
to = Mo

mo
( 1

to
−

1
tf

) = Mo

mo

tf − to

tf to
→

τf − τo = Mo T
mo tf to

, T = tf − to , (A.4.4.7a-b)

I =
(

Mo

2 π i h̄ to tf
Mo T

mo tf to

)1/2
→

I =
(

mo

2 π i h̄ T

)1/2
. (A.4.4.7c)

b) Cálculo de J .

Para esse cálculo, usemos as expressões (A.4.3.12a-b)
e (A.4.4.2a-b,4a-c). Desse modo, virá:

a(tf ) = af = a(to) = ao = mo , (A.4.4.8a-b)

s(tf ) = sf = tf , s(to) = so = to , (A.4.4.9a-b)

ṡ(t) = 1 →

ṡ(tf ) = ṡf = ṡ(to) = ṡo = 1 , (A.4.4.10a-b)

x̄(t) = 1
s(t)

[x(t) − p(t)] →

x̄(tf ) = x̄f = 1
tf

[x(tf ) − p(tf )] =
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= 1
tf

(xf −
fo

2 mo
t2f ) , (A.4.4.11a)

x̄(to) = x̄o = 1
to

[x(to) − p(to)] =

= 1
to

(xo −
fo

2 mo
t2o) . (A.4.4.11b)

Tomando-se a expressão (A.4.4.6b) e inserindo-se nela
as expressões (A.4.4.8a-b,9a-b,10a-b,11a-b), obteremos:

J = 1
2

(

mo tf × 1 × [ 1
tf

(xf −
fo

2 mo
t2f )

2] −

− mo to × 1 × [ 1
to

(xo −
fo

2 mo
t2o)

2] =

= mo

2

(

tf [ 1
t2
f

(x2
f −

fo

mo
xf t2f + f2

o

4 m2
o

t4f )] −

− to [ 1
t2o

(x2
o −

fo

mo
xo t2o + f2

o

4 m2
o

t4o)]
)

,

J = J1 + J2 + J3 + J4 + J5 + J6 , (A.4.4.12a)

J1 = mo

2 tf
x2

f , J2 = −

1
2

fo xf tf , (A.4.4.12b-c)

J3 = f2
o

8 mo
t3f , J4 = −

mo

2 to
x2

o , (A.4.4.12d-e)

J5 = 1
2

fo xo to , J6 = −

f2
o

8 mo
t3o . (A.4.4.12f-g)

c) Cálculo de K.

Usando-se as expressões (A.4.4.4c-d), teremos:

p(tf ) = pf = fo

2 mo
t2f , (A.4.4.13a)
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p(to) = po = fo

2 mo
t2o , (A.4.4.13b)

ṗ(tf ) = ṗf = fo

mo
tf , (A.4.4.13c)

ṗ(to) = ṗo = fo

mo
to . (A.4.4.13d)

Considerando-se a expressão (A.4.4.6c) e substituin-
do-se nela as expressões (A.4.4.2a,8a-b,9a-b,11a-b,13c-d), vi-
rá:

K = mo tf
fo

mo
tf [ 1

tf
(xf −

fo

2 mo
t2f )] −

− mo to
fo

mo
to [ 1

to
(xo −

fo

2 mo
t2o)] =

= fo tf (xf −
fo

2 mo
t2f ) − fo to (xo −

fo

2 mo
t2o) ,

K = K1 + K2 + K3 + K4 , (A.4.4.14a)

onde:

K1 = fo tf xf , K2 = −

f2
o

2 mo
t3f , (A.4.4.14b-c)

K3 = − fo to xo , K4 = f2
o

2 mo
t3o . (A.4.4.14d-e)

d) Cálculo de L.

Tomando-se a expressão (A.4.4.6d) e inserindo-se nela
as expressões (A.4.4.8a-b) e (A.4.4.13a-d), resultará:

L = 1
2

(mo
fo

2 mo
t2f

fo

mo
tf − mo

fo

2 mo
t2o

fo

mo
to) ,

L = L1 + L2 . (A.4.4.15a)
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sendo:

L1 = f2
o

4 mo
t3f , L2 = −

f2
o

4 mo
t3o . (A.4.4.15b-c)

e) Cálculo de M .

Levando-se as expressões (A.4.4.2d,4c) na expressão
(A.4.4.6e), teremos:

M = 1
2

∫ tf
to fo

fo

2 mo
t2 dt =

= f2
o

12 mo
(t3f − t3o) = M1 + M2 , (A.4.4.16a)

onde:

M1 = f2
o

12 mo
t3f , M2 = −

f2
o

12 mo
t3o . (A.4.4.16b-c)

f) Cálculo de N .

Substituindo-se as expressões (A.4.4.7a-b,11a-b) na
expressão (A.4.4.6f), virá:

N = Mo

2 Mo T

mo to tf

[

1
tf

(xf −
fo

2 mo
t2f ) −

1
to

(xo −
fo

2 mo
t2o)

]2
=

=
mo to tf

2 T

(

xf

tf
−

fo

2 mo
tf −

xo

to
+ fo

2 mo
to
)2

=

=
mo to tf

2 T

(

x2

f

t2
f

+
f2

o t2
f

4 m2
o

+ x2
o

t2o
+ f2

o t2o
4 m2

o
−

fo xf

mo
−

2 xf xo

tf to
+

+
fo to xf

mo tf
+

fo tf xo

mo to
−

f2
o tf to

2 m2
o
−

fo xo

mo

)

=

=
mo to tf

2 T

[

x2

f

t2
f

+
f2

o t2
f

4 m2
o

+ x2
o

t2o
+ f2

o t2o
4 m2

o
−
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−

fo xf

mo
(

tf − to

tf
) −

2 xf xo

tf to
+

+ fo xo

mo
(

tf − to

to
) −

f2
o tf to

2 m2
o

]

=

=
mo to tf

2 T

[

x2

f

t2
f

+
f2

o t2
f

4 m2
o

+ x2
o

t2o
+ f2

o t2o
4 m2

o
−

−

fo xf

mo

T
tf
−

2 xf xo

tf to
+ fo xo

mo

T
to
−

f2
o tf to

2 m2
o

]

,

N = N1 + N2 + N3 + N4 +

+ N5 + N6 + N7 + N8 . (A.4.4.17a)

sendo que:

N1 = mo to
2 T tf

x2
f , N2 = f2

o to
8 mo T

t3f , (A.4.4.17b-c)

N3 =
mo tf
2 T to

x2
o , N4 = f2

o t3o
8 mo T

tf , (A.4.4.17d-e)

N5 = −

fo to
2

xf , N6 = −

mo

T
xo xf , (A.4.4.17f-g)

N7 =
fo tf

2
xo , N8 = −

f2
o t2o

4 mo T
t2f . (A.4.4.17h-i)

Antes de levarmos os resultados obtidos acima na ex-
pressão (A.4.4.5), vamos reduzir os termos semelhantes en-
contrados nesses mesmos resultados. Assim, teremos:

I. Termos em x2
f : TXF2 = J1 + N1.

Usando-se as expressões (A.4.4.7b,12b,17b), virá:

TXF2 = [ mo

2 tf
+ mo to

2 (tf − to) tf
] x2

f =
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= [ mo

2 tf
(1 + to

tf − to
)] x2

f = [ mo

2 tf
(

tf − to + to

T
)] x2

f →

TXF2 = mo

2 T
x2

f . (A.4.4.18)

II. Termos em x2
o : TXO2 = J4 + N3.

Tomando-se as expressões (A.4.4.7b,12e,17d), resul-
tará:

TXO2 = [− mo

2 to
+

mo tf
2 (tf − to) to

] x2
o =

= [ mo

2 to
(− 1 +

tf
tf − to

)] x2
o = [ mo

2 to
(
− tf + to + tf

T
)] x2

o →

TXF2 = mo

2 T
x2

o . (A.4.4.19)

III. Termos em xo xf : TXOXF = N6.

Considerando-se a expressão (A.4.4.17g), virá:

TXOXF = mo

2 T
(− 2 xo xf ) . (A.4.4.20)

IV. Termos em xf : TXF = J2 + K1 + N5.

Tomando-se as expressões (A.4.4.7b,12c,14b,17f), te-
remos:

TXF = (− 1
2

fo tf + fo tf −
1
2

fo to) xf =

= 1
2

fo (tf − to) xf →

TXF = 1
2

fo T xf . (A.4.4.21)

V. Termos em xo : TXO = J5 + K3 + N7.

Usando-se as expressões (A.4.4.7b,12f,14d,17h), virá:
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TXO = (1
2

fo to − fo to + 1
2

fo tf ) xo = 1
2

fo (tf − to) xo →

TXF = 1
2

fo T xo . (A.4.4.22)

VI. Termos Independentes: TI = J3 + J6 + K2 +

K4 + L1 + L2 + M1 + M2 + N2 + N4 + N8.

Usando-se as expressões (A.4.4.7b,12d,g,14c,e,15b-c)
e (A.4.4.16b-c,17c,e,i), virá:

TI =
t3
f

f2
o

8 mo
−

t3o f2
o

8 mo
−

t3
f

f2
o

2 mo
+ t3o f2

o

2 mo
+

t3
f

f2
o

4 mo
−

t3o f2
o

4 mo
+

+
t3
f

f2
o

12 mo
−

t3o f2
o

12 mo
+

to t3
f

f2
o

8 mo T
+

tf t3o f2
o

8 mo T
−

t2o t2
f

f2
o

4 mo T
=

= f 2
o

( 3 t3
f

− 3 t3o − 12 t3
f

+ 12 t3o + 6 t3
f

− 6 t3o + 2 t3
f

− 2 t3o

24 mo
+

+
to t3

f
+ t3o tf − 2 t2o t2

f

8 mo T

)

=

= f2
o

mo

(

− f3

f
+ t3o

24
+

to t3
f

+ t3o tf − 2 t2o t2
f

8 T

)

=

= f2
o

mo

[ (t3o − t3
f
)(tf − to) + 3(to t3

f
+ t3o tf − 2 t2o t2

f
)

24 T

]

=

= f2
o

24 mo T

(

t3o tf − t4o − t4f + t3f to + 3 to t3f +

+ 3 t3o tf − 6 t2o t2f

)

→

TI = −

f2
o

24 mo T

(

t4f + t4o − 4 t3o tf −

− 4 t3f to + 6 t2o t2f

)

. (A.4.4.23a)
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Partindo-se da expressão (A.4.4.7b), poderemos es-
crever que:

T 4 = (tf − to)
4 = (t2f + t2o − 2 tf to)

2 =

= (t2f + t2o)
2 + 4 t2f t2o − 4 (t2f + t2o) tf to =

= t4f + t4o + 2 t2f t2o + 4 t2f t2o − 4 t3f to − 4 tf t3o →

T 4 = t4f + t4o − 4 t3o tf − 4 t3f to + 6 t2o t2f . (A.4.4.23b)

Substituindo-se a expressão (A.4.4.23b) na expressão
(A.4.4.23a), teremos:

TI = −

f2
o T 4

24 mo T
= −

f2
o T 3

24 mo
. (A.4.4.24)

Considerando-se a expressão (A.4.4.5) e inserindo-se
nela as expressões (A.4.4.7c,18-22,24), encontraremos o propa-
gador desejado. Assim, teremos:

K(xf , xo; tf , to) =
(

mo

2 π i h̄ T

)1/2
×

× exp

(

i
h̄

[

mo

2 T
(x2

f + x2
o − 2 xo xf +

+ 1
2

fo T (xf + xo) −
f2

o T 3

24 mo

]

)

→

K(xf , xo; tf , to) =
(

mo

2 π i h̄ T

)1/2
×

× exp

(

i
h̄

[

mo

2 T
(x2

f − x2
o)

2 +
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+ 1
2

fo T (xf + xo) −
f2

o T 3

24 mo

]

)

, (A.4.4.25)

expressão essa que coincide com o valor obtido por Feynman
e Hibbs (1965) [vide nota (4)].

A.4.5. Part́ıcula Livre

Neste caso, o lagrangiano é dado por:

L = 1
2

mo ẋ2 . (A.4.5.1)

Comparando-se a expressão (A.4.5.1) com a expressão
(A.4.4.1), verifica-se que para obter o propagador procurado,
isto é, da part́ıcula livre, bastará considerar fo = 0 na ex-
pressão (A.4.4.25). Deste modo, obteremos:

K(xf , xo; tf , to) =
(

mo

2 π i h̄ T

)1/2
×

× exp [ i mo

2 h̄ T
(xf − xo)

2] , (A.4.5.2)

expressão essa que coincide com a expressão (A.3.0.38b).
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F́ısica Teórica IV. DFUFPA (mimeo).



334
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SCHRÖDINGER, E. 1, 2, 5, 12,
17, 25, 30, 35, 36, 45, 50-52, 56,
66, 103-105, 110, 112, 116, 121,
122, 125, 130, 131, 138, 143, 144,
197-199, 206, 226, 247, 262, 264,
271, 279, 281, 284, 312, 321, 322,
326, 333
SCHUCH, D. 30, 32, 35, 52, 80,
88
SCHULMAN, L. S. 379
SEGUN, I. A. 246, 261
SERRA, V. F. 52, 246
SHANKAR, R. 140, 246
SOUZA, J. F. 52, 141, 195, 279
SPROULL, R. L. 311
STEINER, F. 379
STOKES, G. G. Sir 21, 28, 193
STREETER, V. L. 51
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