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PREFACIO

Apresentamos neste Livro a aplicagao da Mecanica Quan-
tica de de Broglie-Bohm (M@QBB) a alguns problemas da Fisica.
Ele esta dividido em 8 Capitulos e 1 Apéndice.

No Capitulo 1, estudamos a M QBB em seu carater nao-
relativista para sistemas fisicos sob a acao de um potencial geral
V(x, t), e tratados pela equagao de Schrodinger em seus dois
aspectos: linear e nao-linear. Aplicamos a essa equacao a trans-
formacao de Madelung-Bohm e a transformamos em duas
equacoes correspondentes as da Dinamica dos Fluidos e, com elas,
demonstramos as Leis de Conservagao do Momento Linear e da
Energia para os sistemas fisicos considerados. Essas Leis sao es-
critas em termos de dois novos conceitos fisicos: a velocidade
quantica e o potencial quantico, conceitos esses inerentes a

MQBB.

Esses conceitos fisicos e os teoremas relacionados a eles
permitem encontrar os resultados relevantes do Capitulo 1: o es-
tudo da coeréncia ou descoeréncia da evolucao dos sistemas
fisicos, e, também, se eles sdo conservativos ou nao-conserva-
tivos, sendo que, neste 1iltimo caso, verificamos se sao dissipa-
tivos ou nao-dissipativos.

No Capitulo 2, usamos a M QBB para estudar os inva-
riantes de Ermakov-Lewis (IE — L) dos sistemas tratados no
Capitulo 1, no caso particular do potencial do Oscilador Harmonico
Dependente do Tempo (OHDT'). Desse modo, verificamos que
os sistemas fisicos representados pelas equacoes de Schrodinger,
de Bateman-Caldirola-Kanai, de Schuch-Chung-Hartman
e de Hasse apresentam [F — L. Contudo, os sistemas descritos
pelas equagoes de Bialynicki-Birula-Mycielski, de Kostin, de
Albrecht-Kostin-Nassar e de Diési-Halliwell nao apresentam
IE — L.

No Capitulo 3, estudamos a evolugao temporal do pacote
de onda associado a uma particula livre, usando o formalismo
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da Mecanica Quantica de Schrodinger (M@S) e o formalismo da
M@ BB; para este, utilizamos a técnica do IE — L desenvolvida
no Capitulo 2. Comparando-se os dois resultados, verificamos que,
embora os propagadores de Feynman sejam idénticos nos dois
formalismos, o mesmo nao acontece com o pacote de onda; este
se espraia mais lentamente no formalismo da M Q.S do que no da
M@BB. Este resultado sugere uma possivel experiéncia para a
comprovacao existencial do potencial quantico de Bohm.

No Capitulo 4, usamos a M QBB e a técnica do IE — L
para calcular o propagador de Feynman para trés sistemas
fisicos: Particula Livre, Oscilador Harmonico Simples, e Particula
Livre em um Campo Externo Linear. Nossos resultados sao idén-
ticos aos encontrados por R. P. Feynman e A. R. Hibbs, em seu
famoso livro: Quantum Mechanics and Path Integrals, Mc-
Graw-Hill Book Company, 1965.

No Capitulo 5, tratamos do tunelamento quéantico de
uma particula livre em regioes nao-dissipativa e dissipativa, usan-
do os dois formalismos: M QS e MQBB. No primeiro caso, ob-
servamos uma perfeita identidade da expressao que representa o
coeficiente de transmissao. No caso do tunelamento através
de uma barreira com borda agucada (“sharp-edged”) numa regiao
dissipativa e descrita pela equagao de Kostin, a M (BB mostra
que aquele coeficiente diminui.

Registre-se que, neste Capitulo 5, hd aspectos novos no
tratamento quantico do tunelamento a serem destacados. En-
quanto no formalismo da M@S, a fungao de onda (¢) e sua
derivada espacial (%) devem ser continuas nas fronteiras da
barreira de potencial, no formalismo da M Q) BB essa continuidade
é exigida para as densidades de massa, de momento linear e de
energia, conceitos fisicos esses definidos no Capitulo 1. Além do
mais, o formalismo da M QBB apresenta uma grande vantagem
em relacao ao formalismo da M @S, uma vez que é possivel, com
o primeiro formalismo, deduzir expressoes gerais para a proba-
bilidade de transmissao, e compara-las com os resultados ja
conhecidos por intermédio do segundo formalismo.
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No Capitulo 6, usamos a M QBB desenvolvida no Capi-
tulo 1 e estudamos a equagao de Schrodinger nao-linear pro-
posta por R. W. Hasse, em 1980/1982. Usando a técnica do IE—L
apresentada no Capitulo 3, estudamos a evolugao do pacote de
onda associado a essa equagao de Hasse para o caso do Poten-
cial Parabdlico Invertido. Desse modo, encontramos uma condigao
imposta ao parametro G dessa equagao que garante uma solugao
tipo séliton para ela.

No Capitulo 7, a técnica do IF — L é ainda empregada
para estudar os estados “espremidos” (“squeezed”) do Oscilador
Harmonico Dependente do Tempo (OHDT). Ao estudarmos o
caso particular desse OH DT proposto por A. Mostafazadeh, em
1997/1998, J. Y. Li, J. K. Kim e S. P. Kim, em 1995, C. F. Lo,
em 1991, e G. S. Agarwal e S. A. Kumar, em 1991, verificamos
que as propriedades do sistema fisico estudado por intermédio da
M@ BB sao mais aparentes do que quando se usa a MQ@QS.

No Capitulo 8, estudamos o espalhamento de uma parti-
cula livre através de um poco de potencial, em duas situacoes:
regiao nao-dissipativa e regiao dissipativa, usando os formalismos
da MQS e da M@QBB, com a consideracao da continuidade da
fungdo de onda e de sua derivada espacial nas fronteiras desse
poco. Na primeira situacao, observamos que os resultados sao
idénticos. Na segunda, usamos a equacao de Kostin para es-
tudar o efeito Ramsauer-Townsend e, com isso, reproduzimos
os mesmos resultados da MQ.S. Registre-se que esse efeito, obser-
vado por C. W. Ramsauer, em 1921, e por J. S. E. Townsend e
V. A. Bailey, em 1922, refere-se a transparéncia de alguns gases
nobres em relagao a elétrons com energias cinéticas criticas.

Ainda nesse Capitulo 8 e usando seus resultados, apre-
sentamos um breve estudo do tunelamento através de barreiras de
potencial delgadas. Nesse estudo, reproduzimos alguns resultados
do Capitulo 5, assim como mostramos que quando hé dissipagao
ha um aumento no tunelamento.

No Apéndice, calculamos exatamente o propagador de
Feynman (PF) para um lagrangiano quadratico tridimensional
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dependente do tempo, resolvendo a equacao de Schrédinger
linear. Ao usarmos uma rotacao e uma superposicao nao-linear
de coordenadas, mostramos que esse propagador pode ser obtido
do propagador da particula livre em um novo sistema de coor-
denadas espago-temporal.

Encontrada a expressao geral do PF referida acima, par-
timos dela para obter o propagador do Oscilador Harmoénico Forga-
do Unidimensional. De posse desse propagador, estudamos os
seguintes casos particulares: 1) Oscilador Harmonico Simples Uni-
dimensional Dependente do Tempo; 2) Oscilador Harménico Sim-
ples Unidimensional Independente do Tempo; 3) Oscilador Harmo-
nico For¢ado Unidimensional Independente do Tempo; 4) Particula
em um Campo Externo Constante; 5) Particula Livre. Nossos re-
sultados reproduzem exatamente os mesmos obtidos usando-se a
técnica das integrais de trajetoria de Feynman, conforme se
pode ver no livro editado por C. Grosche e F. Steiner: Handbook
of Feynman Path Integrals, Springer-Verlag, 1998.

Dois dos autores (JMFB e MSDC) agradecem ao professor
Aluisio Neves Fagundes, do Departamento de Fisica Aplicada do
Instituto de Fisica da Universidade de Sao Paulo, pelo auxilio na
impressao do texto em TEX.

Belém, abril de 2002

JOSE MARIA FILARDO BASSALO
PAULO DE TARSO SANTOS ALENCAR
MAURO SERGIO DORSA CATTANI
ANTONIO BOULHOSA NASSAR
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CAPITULO 1

MECANICA QUANTICA DE DE BROGLIE-BOHM

1.1. Introducao

Neste Capitulo, estudaremos a Mecanica Quantica de
de Broglie-Bohm (M@ BB), também conhecida como formu-
lacao causal da Mecanica Quantica, para sistemas fisicos
sob a agdo de um potencial geral V' (z, t). Essa formulagao,
que associa 0 movimento de uma particula em Mecanica Quan-
tica Nao Relativista com o movimento de uma particula em
Dinamica dos Fluidos, foi proposta pelos fisicos, o alemao Er-
win Madelung (1881-1972), em 1926, e o francés, o Principe
Louis Victor Pierre Raymond de Broglie [1892-1987; Prémio
Nobel de Fisica (PNF), 1929], em 1926-1927, e retomada pelo
fisico norte-americano David Bohm (1917-1992), em trabalhos
realizados desde 1952 até préximo de sua morte.!

No estudo que faremos neste Capitulo, partiremos da
equacao de Schrodinger, em seus dois aspectos, linear e
nao-linear, representando um dado sistema fisico e, usando-se
a transformacdo de Madelung-Bohm,? obteremos, ini-
cialmente, equacoes correspondentes as da Dinamica dos Flu-
idos (ideais e reais). Em seguida, demonstraremos as Leis
de Conservacao do Momento Linear Quantico e da Energia
Quantica para os sistemas fisicos considerados. Com isso,
poderemos examinar se ha coeréncia ou descoeréncia de
sua evolucgao, e também, se sao conservativos ou nao-con-
servativos; neste ultimo caso, verificaremos se sao ou nao
dissipativos. Registre-se que os conceitos fisicos acima men-
cionados serao precisados neste Capitulo e nos demais que se
seguirao. Portanto, o estudo que iremos realizar constitui a

MQBB.

Por fim, é oportuno fazermos uma observacao com
relacao as Leis de Conservacao que demonstraremos neste



Capitulo. Muito embora as equacoes diferenciais das grandezas
fisicas referentes a essas Leis, e que aqui trataremos, sejam
relacionadas com as densidades volumétricas dessas grandezas,
falaremos da Lei de Conservacao da grandeza em si, uma vez
que, conhecidas essas densidades, uma integracao em todo o
espaco delas, reproduz as proprias grandezas.

1.2. Mecanica Quantica de de Broglie-Bohm

de Sistemas Fisicos Conservativos

Neste item, estudaremos os sistemas fisicos conservati-
vos por intermédio da M Q) BB, partindo-se da equacao de
Schrodinger em seus dois aspectos: linear e nao-linear.

1.2.1. Equacao de Schrodinger

Em 1926, o fisico austriaco Erwin Schrodinger (1887-
1961; PNF, 1933) propos a seguinte equagao, conhecida como
equacao de Schrodinger linear, para tratar sistemas fisicos
conservativos:

PR SO _ _ n P

- 2m Ox?
+ V(z, t) Yz, t), (1.2.1.1)

e tomemos a fungao de onda v (z, t) na forma polar ou trans-
formacao de Madelung-Bohm:

Uz, t) = ¢(x, t) e @D (1.2.1.2)

onde S(z, t) é a agao cldssica e ¢(z, t) sera definido poste-
riormente.

Calculando-se as derivadas, temporal e espacial, de
(1.2.1.2), vira:
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Agora, consideremos a expressao (1.2.1.1). Assim,
inserindo-se as expressées (1.2.1.3a,e) nessa expressao, resul-
tard [lembrar que ¢’ © é fator comum, ¢(x, t) e V(x, t)]:

. . 2 2
N e s = G

+2798 % 4 88 (8] 4 V. (1.2.1.4)

Separando-se as partes imaginaria e real da expressao
(1.2.1.4), vira:

a) parte imagindria

2
0 = — (2955 4 428 (12.1.5)

e
b) parte real

Che % = — P 5 (B L Ve (+me) —

h 8S n2 1 18% as

Vejamos, agora, qual a correlagao entre as expressoes
(1.2.1.5-6) e as equagoes tradicionais da Dinamica dos Flui-
dos Ideais:¥ a) equagdo da continuidade, b) equacao de
Euler. Para isso, fagamos a seguinte correspondéncia:

densidade de probabilidade quéantica: | ¢(x, t) |?

densidade de massa:  p(x, t) »*(x, 1), (1.2.1.7)

gradiente da fase da funcao de onda: % asgﬁ; )

velocidades quanticas:

Vgu(T, t) = Vg . (1.2.1.8)



Levando-se a expressao (1.2.1.7) na expressao (1.2.1.5),
teremos:

9 P
= QR ) -
1 dp h oS 1 9
2\/5875;__%(2612\[654_\/_3902) _>
% = —h (950 4 508 (1.2.1.9)

Considerando-se que:

9 89S\ _ 9S 9p 925
7(P%)—%am+ﬂfz,

ox

e a expressao (1.2.1.8), a expressao (1.2.1.9) ficara:

% 4 Y tw) — g (1.2.1.10)

expressao que representa a equagao da continuidade ou
lei de conservacao da massa da Dinamica dos Fluidos.
(Vide observacio no final do item 1.1.)H Por outro lado,
essa expressao também indica a coeréncia do sistema fisico
considerado representado pela equagao de Schrodinger.
Mais tarde, no Capitulo 3, mostraremos que essa coeréncia
relaciona-se com a conservacao da amplitude do pacote de
onda associado ao sistema fisico em questao.

Definindo-se como potencial quantico V,, a expres-
sao indicada abaixo:

2 2
Voulo, ) = Vou = = (5h5) 55 =
82
= -5 55, (1L2L11ab)



a expressao (1.2.1.6) serd escrita na forma:

hoOS 4 B (08)2 L(V 4+ V@), (1.2.1.12a)

ou, equivalentemente, usando-se a expressao (1.2.1.8):

RO 4+ mo2, +V +V,] =0. (12112b)

Derivando-se a expressao (1.2.1.12a) em relagao a = e
considerando-se a expressao (1.2.1.8), vira:

. 2 -
L) 4 R P - — A+ V) —
GRS+ EB R = - AV 4+ VW) -
Ovgu
ot G = —m e (Vo V) —

Ovgu + v Ovqu 4 1 0 (V + V;;u) = O, (12113)

ot qu - Jg m Oz

que é uma equacao analoga a equagao de Euler para o movi-
mento de um fluido ideal.l) Essa expressao indica que o pa-
cote de onda, associado ao sistema fisico em estudo, nao
se distorce nem se dissipa, conforme examinaremos com mais
detalhes no Capitulo 3.

Considerando-se que:

Uqu(w7 t) |z:x(t) - % 5 (12114)

a expressao (1.2.1.13) poderd ser escrita na forma:
mbe = —2(V 4 V,)=



onde:

d _ 0 o)

é a derivada convectiva ou derivada hidrodinadmica.*

Observe-se que a expressao (1.2.1.15) tem a forma
da segunda lei de Newton. Desse modo, as expressoes
(1.2.1.10,13,15) resumem a Dinamica da MQBB, ou seja,
elas representam a dinamica de uma particula quantica que
se desloca com uma velocidade 7, em um meio nao-viscoso,
sujeita a um potencial classico arbitrario V' e a um poten-
cial quantico V,,, conhecido como potencial quantico de
Bohm.".

Agora, continuando a analogia da M QBB com a Me-
canica dos Fluidos Ideais, estudaremos as Leis de Conservagao
do Momento Linear Quantico e da Energia Quantica. (Vide
observagao no final do item 1.1.)

a) Conservagao do Momento Linear Quantico

Em analogia com a Mecanica dos Fluidos, a densi-
dade de momento linear quantico J,, ¢ definida pela ex-
pressao:

Jgu = PV, (1.2.1.17)

onde p e v, sdo dados pelas expressoes (1.2.1.7-8).

Tomando-se a expressao (1.2.1.17), derivando-a em
relagdo ao tempo ¢ e usando-se as expressoes (1.2.1.10,13),
teremos:

0Jgu _ 0D _ Ovgqu dp __
5 = 5 (P V) = p G+ Vg G =

Ovgu

=pl- Ygu 5, — % %(V + Véu)] T Ugu [~ a% (p Uqu)] -
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ot 8m(p vqu) m O m or - (12118)

Derivando-se a expressao (1.2.1.11b) em relagao a varia-
vel x, teremos:

Vg 2 92 2 P
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Agora, consideremos a expressao (1.2.1.5). Portanto,
inserindo-se a expressao (1.2.1.19) nessa expressao, vira:

OJqu o oV K2 o 10?2 1 /0

o = = 5P Vi) — LG T T e Lo — 5 (2] —
oJ, 2 52 19]
= =2 (po - s 55 - L)) -

£ 9V (1.2.1.20)

Definindo-se como fluxo da densidade de momento
linear quantico P, a expressao abaixo:

2 2 :
Po = Py — 7 (55 — 5 (37, (12.1.21)

a expressao (1.2.1.20) ficara:

que representa a Lei de Conservagao do Momento Linear
Quantico.

b) Conservagao da Energia Quantica

Em analogia com a Mecanica dos Fluidos, a densi-
dade de energia quantica U, ¢ definida pela expressao:

Up = p[ + L (V + V)], (1.2.1.23)

Derivando-se Uy, em relagao ao tempo ¢ e conside-
rando-se as expressoes (1.2.1.7,10,11b,13), vira:

Wau _ Ovgu | Vg dp |V Ip Vyu
ot — PVu 3 T %5 % T omoa t

6t+

o

Sk

L
m

U Bvu
+%% = P Vqu [~ Vgu & — %%(V‘quu)]‘F
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= o & CR) = e RV V)
_vzu(%(pqu) v ooe (P o) + B G+
+ 8T = e (pug) . (12124)
Sabendo-se que:
Bl (% o+ %+ ) =
P g (5) = B & ()
— G m (e ) — S G = N S o v
a expressao (1.2.1.24) ficara:
= v (B N
+ 2y o Hu (1.2.1.25)

o (1 ypy _ Ve o1 18 9°/p
P (5 mr) = T 5(G) + 5 al@e)l
9p 02 2 9
7[_2pp381t) aﬁ""%gﬂ(\?)]:



9?2 2 o
= -3 25F + V&) -
9 (1 py _ 92 (0/p
P& (Z5 ) = Vo ae () -
— P (ZVPy - (1.2.1.26a)

Considerando-se ainda que:

oz dr \ Bt -

o) dp 9
ANEAC OIS O

2 0 0 0 0 0
_ p%(\/ﬁ)_i_i(ﬁ)ﬁ_@(\/ﬁ)(\/ﬁ)_

ot oz \ Ot oz dx\ ot Or
ovp 0%\/py 82 (0P oy/p 1 0%/p
_ETfp<8x2)_ P gz () — ()

a expressao (1.2.1.26a) sera escrita na forma:

o 9 N
p 5 (55 = &V () — %

Desse modo, a expressao acima nos mostra que:

WVau 2 0?
2 = g [p%(# a;éﬁ)] -
Wy 2 B
5 ot - a% ( 2hm2 NEZ aax(ai\f) -
ap 0
— SEOP) ) (1.2.1.26b)

Agora, consideremos a expressao (1.2.1.25). Desse
modo, inserindo-se a expressao (1.2.1.26b) nessa expressao e
usando-se a expressao (1.2.1.23), teremos:

11
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+ 2 [ p 2(8E) - 2 M]) = 0. (12127

Definindo-se como fluxo da densidade de energia
quantica ()4, a expressao abaixo:

2 P
Qqu = Vqu Ugu + JW [P %(T\f) -

9 9
— P OE) L (1.2.1.28)

a expressao (1.2.1.27) tomard a forma:

gy 0Qqu
w2 OV 4 e - 0 (1.2.1.29)

que representa a Lei de Conservagao da Energia Quan-
tica. O fato da expressao (1.2.1.29) ser zero indica que a
equacao de Schrodinger linear para um potencial geral
V(z, t) representa sistemas fisicos conservativos.

1.2.2. Equacao de Bialynicki-Birula-My-cielski

Em 1976/1979, 1. Bialynicki-Birula e J. Mycielski
propuseram a seguinte equacgao de Schrodinger nao-linear
para descrever os sistemas fisicos conservativos:

ih 2 t) = — f2 PHED 4 (Y, 1) -

2 m Ox2

= B2 [(x, 1) V(O] ) ol 1), (1.2.2.0)

onde ¥ (z, t) e V(x, t) representam, respectivamente, a fungao
de onda e o potencial dependente do tempo do sistema em
consideracao, e A é uma constante arbitraria.
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Substituindo-se as expressoes (1.2.1.2) e (1.2.1.3a.e)
na expressao (1.2.2.1), vird (lembrar que e ® é um fator co-

mum):
in (%2 +i¢%) =

_ h2 2 - 9p OS . 828 05\2
= -5 + 2028 +io%s — ¢ (P +

+ [V(z, t) — 22 in¢?l¢. (1.22.2)

Separando-se as partes imaginaria e real da expressao
acima, resultara:

a) parte imagindria

I

= - 2 (Z5 4 218295, (1223

|t

b) parte real

2 2
_h%:_L[lﬂ_(@)2]+

+ V(z, t) — B2 ing¢? . (1.2.24)

Vejamos, agora, qual a correlacao entre as expressoes
(1.2.2.3-4) e as equagoes tradicionais da Dinamica dos Flui-
dos Ideais, referidas anteriormente. Assim, usando-se as ex-
pressoes (1.2.1.7-9), a expressao (1.2.2.3) ficard [é oportuno

lembrar que 2 (fnu) = 9% e fn (u") = n lnul:
i (2md) = -5+ 55 Q2me) —

3>

S

e
_l’_

% 2 (tn¢?)] —

% (fn ¢2) = - oz
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2
D (np) = — L [25 4+ 950 (ipp)] =
h 028 08 16) 0 h 0OS
= -0 GE T a8 = o)
0 1s) OVgu w O,
Bt - L e =0

9 4 Yeve) —  (1.2.2.5)

expressao que representa a equagao da continuidade ou lei
de conservacao da massa da Dinamica dos Fluidos. (Vide
observacao no final do item 1.1.)* Como no caso anterior, essa
expressao também indica a coeréncia do sistema fisico repre-
sentado pela equacao de Bialynicki-Birula-My-cielski.

Derivando-se a expressao (1.2.2.4) em relagao a varia-
vel z, e considerando-se as expressoes (1.2.1.7,11a), resultara:

928
—n dz Ot

2m Ox L¢ 0x2 Bz Oz
Q(ﬁais)f
ot \m Oox/
= 2 (2 l@)_l@(ﬂaﬁy_ia‘/(wvthrhxWnp)_
T Oz \2 m? ¢ Ox? 2 dr \m Oz m ox 2 ox o
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Vesu = 2 tnp, (1.22.7)

¢ o potencial de Bialynicki-Birula-Mycielski. Observe-
se que a expressao (1.2.2.6) é uma equagao analoga & equagao
de Euler para o movimento de um fluido ideal e, portanto,
da mesma maneira como no caso da expressao (1.2.1.13), ela

indica que o pacote de onda, associado ao sistema fisico
considerado, nao se distorce.

Agora, continuando a analogia da M QBB com a Me-
canica dos Fluidos Ideais, poderemos demonstrar as Leis de
Conservacao do Momento Linear Quantico e da Energia Quan-
tica. (Vide observagao no final do item 1.1.) Para demons-
trarmos a primeira dessas Leis, consideremos as expressoes
(1.2.1.14,16,18) e (1.2.2.5-6). Assim, seguindo-se o que foi
realizado no item anterior, obteremos:

0Jgu __ 0 _ Ovgqu dp _
o = 5 (P V) = PG Vg 5 =

Ovgu

= p - Vqu 3, % %(V + Vou — Veam)| +

+ Vgu [— % (P vgu)] —

E L Y LIRS Tl
5 g -
S R il T s
G = =g (vl - S G - J @) -
29V o p Veum _,
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que representa a Lei de Conservagao do Momento Linear
Quantico.
Em seguida, demonstraremos a Lei de Conservacao da

Energia Quantica. Desse modo, considerando-se as expressoes
(1.2.1.11b,14,20,23b,25) e (1.2.2.5-6), teremos:

WUqu vgu Y3 Op VvV 9p p OV £ WVau
ot = P Vqu ot + 2 t + m Ot + m Ot + m Ot +
u 8p ov u 1 0
+%E—/)UW[ Vgu 5 _E£<V+VW>+
2
p AV, vZu 9 v
b2 4 G- 2 (pu)] + ¥ - 2 (o] +

R R g )]

B = o CF) = e R (V4 V)] -
U D () — L2 (pu) + 8
—f 5 (G - g ) + e A o
I A TMIC AN O R =

ph? 9 (1 0% p P Vqu OVpnmm
2 m2 Ot <\/ﬁ 8:p2) + m Oz -

OUqu ) ) o
ot +%<Uunqu+2hW[\/ﬁ%(T\éﬁ)_T\éﬁT\;ﬁ]>_

J— ﬂ 8l p”qu 8VB]WM
m ot m ox -
Uqu Qqu _ p OV _ Jou Vpum
ot T ou m ot Lo SBMM. = () (1.2.2.9)
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que representa a Lei de Conservagao da Energia Quan-
tica. O fato da expressdo (1.2.2.9) ser nula indica que a
equacao de Bialynicki-Birula-Mycielski (que representa
uma equagao de Schrédinger nao-linear) para um poten-
cial geral V(x, t) representa sistemas fisicos conservativos.

1.2.3. Equacao de Bateman-Caldirola-Kanai

Em 1931/1941/1948,[7 H. Bateman, P. Caldirola e
E. Kanai propuseram uma equacao de Schrodinger nao-
linear para representar os sistemas fisicos de massa variavel,
dada por:

. 2 %(x,
ih 2z, t) = — S e M %(t2t)+

+ AV, t) Y(a, t), (1.2.3.1)

onde ¥ (z, t) e V(x, t) representam, respectivamente, a fungao
de onda e o potencial dependente do tempo do sistema fisico
em consideracao, e A é um fator constante.

Usando-se as expressoes (1.2.1.3b,f), na expressao aci-
ma, Vira:

Z’h(i85+18¢)¢: h? G_At[iﬂ 1 0%

ot o ot

Desse modo, separando-se as partes imagindria e real
da expressao acima, obteremos (é oportuno lembrar que 1 é
fator comum):

a) parte imagindria

2R

— _ B =t (928
- 2m € (8x2+

95 92y | (1.2.3.3)

©- |t
SN



18
b) parte real

2 _ o2
_h%:_ghime /\t[éaixf_((?S)z]_i_

+ et V(x, t).  (1.2.3.4)

Vejamos, agora, qual a correlacao entre as expressoes
1.2.3.3-4) e as equacoes tradicionais da Dinamica dos Flui-
quag
dos.!

Usando-se as expressoes (1.2.1.

1.2.1.7-8) e (1.2.3.3), obte-
remos [lembrar que 2 (fnu) = L ZLeln (u") = nln ul:
Bo o= e NG 2 )
D @2me) = —Le A [25 4 950 (2ng)] —
GUng) = —Le 2 EE - B & (ne”)] —
Glnp) = —Le M Es + 80 (np)] —
R A T
AR R -
= —e Mt (G + B
e % )

— A(p vgu
% 4 emrtetm) — o (1.2.3.5)

T
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Para que a expressao acima assuma a forma da equa-
cao da continuidade da Mecanica dos Fluidos como, por
exemplo, as expressoes (1.2.1.10) e (1.2.2.5), vamos introduzir
a seguinte definicao:

vpexk =€ M ug,  (1.2.3.6)

que significa a velocidade de Bateman-Caldirola-Kanai.
Assim, levando-se essa expressao na expressao (1.2.3.5), vira:

& 4 e 2w _ g

S} I(p v ) _
% 4 Yewscx) — o, (1.2.3.7)

expressao essa que representa a equacao da continuidade
ou lei de conservagao da massa da Dinamica dos Fluidos.
(Vide observacdo no final do item 1.1.)M Assim como nos
casos anteriores, essa expressao indica a coeréncia do sistema
fisico representado pela equacao de Bateman-Caldirola-
Kanai.

Derivando-se a expressao (1.2.3.4) em relacao a varid-
vel z e usando-se as expressoes (1.2.1.8,11a), vira:

_p 0% _ R -t D [l 9% _ (95)2 At OV
hoeor = —3m€ ' mlpar — G+ g —
D (hoSy — _ et 210 B 1@)_

ot \m oz/ m Oz 2 ¢ Ox?
_ e Xt 9 [(h 852 _ &' v
2 Bz[(m 6:):)] m Oz -
vqu e Mt Vg e~ At 1 avqu _ et t oV __
ot m Ox 2 Oz m  Or
o _e*)‘t OWVu At Avgu At gV -
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Avgu - At vgu
o T € Vou 5y T

L2V e MY, = 0. (1.2.38)

Em analogia com a expressao (1.2.3.6), vamos intro-
duzir a seguinte definicao:

Veexk = e 22V, (1.2.3.9)

que significa o potencial de Bateman-Caldirola-Kanai,
sendo V,,, dado pela expressao (1.2.1.11a-b). Desse modo,
multiplicando-se a expressao (1.2.3.10) por e~ * * e usando-se
as expressoes (1.2.3.8,11), vira:

— At 8vqu) — At 8(€7>\tvqu)
(& + e UquT—i_

ot
+ L0V 4 e 2A Y, = 0. (1.2.3.10)

Derivando-se a expressao (1.2.3.6) em rela¢ao ao tem-
po t, obteremos:

ok . O (p— At — o= At Ovgu e X _
g = (e Vgu) = € 5 T Vg — 3 =
= e~ At Ovgu e Nt v R
o ot qu
- At Ou _ Oupck
¢ g = SUECK 4+ Nwpgog . (1.2.3.11)

Usando-se a expressao (1.2.3.10), inserindo-se na mes-
ma a expressao (1.2.3.11) e usando-se as expressoes (1.2.3.6,9),
resultara:

vpck vpck
o~ T UBck T, T
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+ L2V 4 Viek) = — Avpox . (1.2.3.12)

Observe-se que, embora a equagao acima seja analoga
4 equacao de Navier-Stokes, ¥ ela representa, no entanto,
um sistema conservativo, conforme veremos mais adiante.

Agora, continuando a analogia da M QBB com a Me-
canica dos Fluidos Reais, poderemos demonstrar as Leis de
Conservacao do Momento Linear Quantico e da Energia Quan-
tica. (Vide observagao no final do item 1.1.) Antes, contudo,
em analogia com as expressoes (1.2.1.14,18,20,25) e (1.2.3.6,9),
apresentaremos as seguintes definigoes:

JBCK = P UBCK , (1.2.3.13)

Ppck = pVhex —
—em2ht [% -1 (92)%),  (1.2.3.14)
,U2
Uscx = p [ BQCK + % (V + VBCK)]a (1.2.3.15)

_ 2 0
Qpcx = vpekx Upcx + e 271 fhma /P %(T\éﬁ) -

— O 0P (1.2.3.16)

que representam, respectivamente, a densidade de momen-
to linear de Bateman-Caldirola-Kanai Jzcx, o fluxo de
densidade de momento linear de Bateman-Caldirola-
Kanai Pgck, a densidade de energia de Bateman-Cal-
dirola-Kanai Ugcg, e o fluxo da densidade de energia
quantica de Bateman-Caldirola-Kanai Q)pck, € p, vpok
e Vpek sao dados, respectivamente, pelas expressoes (1.2.1.7)
e (1.2.3.6,9).
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Para demonstrarmos a primeira das Leis referidas aci-
ma, consideremos as expressoes (1.2.3.9,12-14). Assim, se-
guindo-se o que foi realizado no item 1.2., obteremos:

oJ, _ 0 _ VBCK dp __
T = w pusck) = p T+ vpok
o )
= p [~ vpox P — — Z(V + Vpek) — Avpek] +

+ vpck [~ a% (p vok)| —

dJpc _ ovpco 0
—heK — pvpck “EYE — vpok 5, (P VBok) —

MoK — pyvpeg —

9Jpck — _ %[(P UBCK) VBck] — & %‘;

p 9Vec
m or T PAUBCK =

9Jpcxk . _ O 2 _ L oV
ot - sz(p UBCK) m Ox

£ Vpek 5\ ypop . (1.2.3.17)

m ox

Usando-se as expressoes (1.2.1.16) e (1.2.3.6), tere-

mos
p WVox _ p O (,—2At _ = 2Xt (p WVau
m o T m Oz (6 ‘/‘IU) e (m 81‘) -
P 9OVpck _
m ox
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Tomando-se a expressao (1.2.3.17), inserindo-se nela a
expressao (1.2.3.18) e usando-se a expressao (1.2.3.14), obte-
remos:

%%:—%(pv%cx)—ﬁ%Jr
+a%(6_2“4h;2 [%—%(%)2]) — pAupck =
= —%<PU%CK - ¢ 2/\t4h;2 [% - %(%)2])_

—ﬁ%‘;—P)\UBCK -
OJpcrc 4 OFpeic £ OV — ) Jpop o (1.2.3.19)

que representa a Lei de Conservacao do Momento Linear
de Bateman-Caldirola-Kanai.

Em seguida, demonstraremos a Lei de Conservacao
da Energia Quantica de Bateman-Caldirola-Kanai. Para isso,
inicialmente, derivemos a expressao (1.2.3.6) em relagao ao
tempo t.

NVpecx _ O — 2 At _
ot = B (6 VBCK) =

=2 Xt Vg 9 — 2ty _
= ¢ s 4 Vou 5 (e ) =

-2t OWVau -2\t
= € W—QAG ‘/qu —

p Moo — =20t Waw 9\ p Ve . (1.2.3.20)

Usando-se a expressao (1.2.1.23b) e a expressao aci-
ma, resultara:
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- % %] ) — 2X 2 Vgor . (1.2.3.21)

Tomando-se as expressoes (1.2.3.9,12-16,21) e seguin-
do-se o item 1.2., teremos:

IWUpck __ pcK vhok 9p
ot pPUBCK g t T5 o T
Vv op p OV p 9Veck Veeck 9p
+ m Ot + m Ot + m ot + m ot

8(]5% = — pUBCK a% (Bg) — prpok a% (V' + Viex)] =

2 m? Or\ Ot ot z
—2A % VBCK - ViBTrCL‘K % (,0 UBCK) — P U%CK A —
2
Opck — — (pupek) & [B85 + L (V + Vpek)] —

'U2
— 2 (pupek) [(EEE + L (V + Vaek)] — p vheg A —
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7J2
Weer — — B ((vpex p) [ + & (V + Viox)] ) -

_2)\£VBCK — p'UQBCK)‘ —

IUpck

ses 4 2 (wpox Upex + ¢ 2N s [p 2(5F) -

0/p 0/p p OV _ 2 P
— %0 w0l ) T~ mer = —PUekV — 2A 5 Veok —
3UBCK+3QBCK _ p OV _

ot ox m Ot

= — )\(2 % Veex + Jeok UBCK) , (1.2.3.22)

que representa a Lei de Conservacao da Energia de Bate-
man-Caldirola-Kanai.

E importante observar que, embora o segundo mem-
bro da expressao (1.2.3.22) seja diferente de zero, isso nao sig-
nifica dizer que um sistema fisico representado pela equacao
de Bateman-Caldirola-Kanai seja nao-conservativo. Ele,
na realidade, é conservativo pois, quando t — 00, vgck €
Veek se anulam conforme indicam as expressoes (1.2.3.6,9).

1.3. Mecanica Quantica de de Broglie-Bohm

de Sistemas Fisicos Nao-Conservativos

Neste item, estudaremos os sistemas fisicos nao-conser-
vativos por intermédio de uma equagao de Schrodinger
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nao-linear. Estudaremos, também, em que caso esses sis-
temas serao dissipativos.

1.3.1. Equacao de Kostin

Em 1972,°) M. D. Kostin propos a seguinte equacao
de Schrodinger nao-linear para representar os sistemas
nao-conservativos:

. . 2 924 (x
in e 1) = — 0 ey

2 m Ox2

+ Ve, t) + 5% tn 280 y(, 1), (13.1.1)

onde ¢(x, t) e V(x, t) representam como nos demais casos
estudados, respectivamente, a funcao de onda e o potencial
dependente do tempo do sistema fisico em estudo, e v repre-
senta uma constante.

Usando-se as expressoes (1.2.2,3b,f) na expressao aci-
ma, vird (lembrar que ¢n e* ¢S = 24 9):

. . )
inG% L)y

_ h? - 928 1 9° 05\2 i 9S 0
= —L G+ - (B + 258 Elv+

2 . 92 82 - o
- E R L - B2 R R

+ [V(x, t) + hv Sl . (1.3.1.2)
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Em continuacao, separando-se as partes imaginaria e
real da expressao acima, obteremos (é oportuno lembrar que
1 é fator comum):

a) parte imagindria

h 09 __ h? (928 aS 09
R - R

2
22 ¢ Bx Bz -
9 2 8
9 = — P (925 4+ 29582y (1.3.1.3)
b) parte real
2 82
—h G = -G - (B
+ V(z, t) + hv S —
_ h 89S _ _ _n ;[@_ (%)2]+
m ot 2 m?2 ¢ Lox? ox

+ LWV, t) + hvS.  (1.3.14)

Vejamos, agora, qual a correlagao entre as expressoes
(1.3.1.3-4) e as equagoes tradicionais da Dinamica dos Fluidos.
Examinando-se as expressoes (1.3.1.3) e (1.2.1.5) verifica-se
que sao idénticas. Assim, seguindo-se o estudado no item
1.2.1. e considerando-se as expressoes (1.2.1.7-8), a expressao
(1.3.1.3) tomard o aspecto:

A(p vgu
% 4 Yetw) — g (1.3.1.5)

expressao que representa a equacao da continuidade ou
Lei de Conservacao da Massa. (Vide observagao no final
do item 1.1.) Observe-se que, como essa expressao ¢ analoga
as expressoes (1.2.1.10), (1.2.2.5) e (1.2.3.7), ela representa,
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também, a coeréncia do estado fisico em questao e represen-
tado pela equacao de Kostin.

Derivando-se a expressao (1.3.1.4) em relagao a varia-
vel x, e considerando-se as expressoes (1.2.1.7,8,11a), vira:

_ho 9S8 n® 9 L3¢ (9Sy2) 4 L OV 4 h 08

m dx ot 2m282[¢822 (Bac>]+m Bz+myax -
_ 9 (h9Sy _ 1 0 (_ h 1%
Bt(max)_mﬁx( 2m¢am2>+

Ovqu
ot T Vqu 5, T

+ L2V + V) = —vog, (1.3.16a)

expressao essa andloga & equagao de Navier-Stokes.[¥ O
sinal menos (-) do segundo membro dessa expressao indica
que o sistema fisico em consideracao é dissipativo, conforme
veremos mais adiante. Desse modo, a constante v significa
um coeficiente de fricgao.

Por outro lado, partindo-se da expressao (1.3.1.4) e
usando-se as expressoes (1.2.1.8,11a), teremos:

2 2
—h% = _(2};“;))37? + %m(%%f—i—
+ V(z, t) + hvS] —
(% +vS) + (mul, +V + Vu) = 0. (131.6b)

Agora, continuando a analogia da M QBB com a Me-
canica dos Fluidos Reais, poderemos demonstrar as Leis de
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Conservacao do Momento Linear Quantico e da Energia Quan-
tica. (Vide observacao no final do item 1.1.)!% Portanto, para
demonstrarmos a primeira dessas Leis, consideremos as ex-
pressoes (1.2.1.14,16,18) e (1.3.1.5,6a). Assim, seguindo-se o
que foi realizado no item 1.2.1., obteremos:

8# = 5 (Pva) = p 815? + Vgu % =
— oo B = LAV 4 Vo) v+
+ Vgu [_%(quun - - ag‘i“ = — P Vqu as;u -
_UqU%(pUqu)_%%_ﬁ%_pyvqu -
B o= —aleva) vl - B8 - R GE - ey =
ST TR L T

o o P 2 OV g (13.17)

que representa a Lei de Conservagao do Momento Linear
Quantico.

Em seguida, demonstraremos a Lei de Conservacgao da
Energia Quantica. Desse modo, levando-se em consideragao
as expressoes (1.2.1.11b,14,20,23b,25) e (1.3.1.5,6a) e seguin-
do-se o item 1.2., resultard [lembrar que V' (z, t)]:



WUgu _ 9vgu Yqu dp v op L OV £ 9Vau
a6 — PV T % % T ma T wmoar T om ot
Vau 9p v 1 0

+m§_pqu[ Uqua_ﬁa<v+vw) V Vgu +

S Rl G
= v g (B) S (V4 Vi)
~ B L en) — L& (v + &5~
~ e 5 (WD)~ R ) ey -
=l (B -+ ) -
RS e s GO - ey o

ax/ﬁdx/ﬁ)_ﬁﬁl__ 2

Y Bac] m ot PV V. —
8Uqu aQqu PBV_

BT e Tmar = Ve, (1318)

que representa a Lei de Conservagao da Energia Quan-
tica. Observe-se que a presenga do sinal menos (-) no se-
gundo membro da expressao acima indica que a equagao de
Kostin (que é uma equagao de Schrédinger nao-linear)
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para um potencial geral V(x, t) representa sistemas fisicos
dissipativos.['!

1.3.2. Equacao de Schuch-Chung-Hartmann

Em 1983-1985,'2l D. Schuch, K. M. Chung e H. Hart-
mann propuseram a seguinte equacgao de Schrodinger nao-
linear para representar os sistemas nao-conservativos:

ih 2, t) = — 2 2B 4 (Y, 1) +

2 m Oz2

+ B2 n (1) — <o (e, t)>]) (e, 1), (1.3.2.1)

onde ¢ (z, t) e V(z, t) representam, como nos casos anteriores,
respectivamente, a funcao de onda e o potencial dependente
do tempo do sistema fisico em questao, e v é uma constante.

Consideremos a expressao (1.3.2.1). Assim, usando-

se na mesma as expressoes (1.2.1.3b,f), vird (lembrar que
Ined =i9):

. . B}
zh(z%—f—i—%%)lﬁz

ih(i% 4+ 1%y = - P25 4 120

(82 + 258 %y + (Ve t) —ihvne+

+iS— <ln¢o> —i <S>])w. (1.3.2.2)
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Separando-se as partes imaginaria e real da expressao
acima e usando-se a expressao (1.2.2), vira (lembrar que ) é
fator comum):

a) parte imagindria

g
[95)

_ K2 9?2
— 5 (

- z

RSNV

+

Qa‘QJ

v

Qi‘@

g e

N—
|

N

<3
Q

—hv(no— <lno>), (1.323)
b) parte real

—h% = — L2 98y 4
+V(z, t) + hv (S — <S5>). (13.24)

Considerando-se as expressoes (1.2.1.7-9), a expressao

(1.3.2.3) tomara a seguinte forma [é oportuno lembrar que
(

1 0u

2 (nu) = L %% eln (u") = nlnu:

2 (20n¢) =
%8 4 080 (9ng) —2v(tng— <Ind>) —
5 (In ¢*) =
= LIPS L 05D (tp )] —2u(lng— <Ind>) —

g (np) =

=~ L[ZS 432 (tnp)) - 2v(tnp- <lnyp>) —
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op

1
p ot
= B (P8 L LY (g <lnp>) =

= — ol (N =2 G2 (@ —vnp— <inp>) —

%iﬁ+agiu+%7u%:—u(£np—<€np>) —
Ovgu C

%_,_pa; _|_Uqu%:—yp(€np—<€np>) —

9 4 o) — (I p— < lnp>) (1.3.2.5)

ot o P P p=)

Observe-se que a presenca do segundo membro na ex-
pressao acima indica que hé descoeréncia do sistema fisico
representado pela equagao de Schuch-Chung-Hartmann.

Derivando-se a expressao (1.3.2.4) em relagao a varidvel
x, e usando-se as expressoes (1.2.1.8,11a), vira:

~hEs = ot G — B+
(- )
) = mm et
SEACE IR RRACE R
Paw gy e L0 (Y L V) = — v, (1.3.2.6)

uma vez que, sendo:

< flz, t)>= [Z_ plx, t) fz, t)de =g(t), (1.3.2.7)
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entao:

%5 = o [T plz, ) Sz, t) dv —

0,
9<5> _ S0 _ g (1.3.2.8)

Agora, continuando a analogia da M QBB com a Me-
canica dos Fluidos Reais, poderemos demonstrar as Leis de
Conservacao do Momento Linear Quantico e da Energia Quan-
tica. (Vide observacao no final do item 1.1.) Desse modo,
para demonstrarmos a primeira dessas Leis, consideremos as
expressoes (1.2.1.14,16,18) e (1.3.2.5-6). Assim, seguindo-se o
que foi realizado no item 1.2., obteremos:

Jou g ;
ot :%(pvqu)ngi +“qu%:
= p [_ Ugqu 8;;u - % a%(v + un) -V UqU] +

+an[‘%(ﬂvqu)—1/p(€np—<€np>)] —

0Jgu Ovgu 0 p OV P Vgu
G T TP Vg et~ Vqu gy (PU) — LG — L T -

— PV V — PpUuV(np— <Inp>) —

OJgu . _ D 2\ _ p oV _ p OV
ot Bac(p U(IU) m Ox m  Ox

—pUu V[l + (np— <Inp>)] —

0 Jqu 2 o2 )
= =g (vl — A B - 5 () -
LI — prog vl + (tnp— <lnp>) —
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0Jqu OPgu p OV _
ot + Ox + o

m Oz

= —vJu[l + Unp— <lmp>)], (13.209)

que representa a Lei de Conservagao do Momento Linear
Quantico.

Em seqtiéncia, demonstraremos a Lei de Conservagao
da Energia Quantica. Portanto, levnado-se em consideragao
as expressoes (1.2.1.11b,14,20,23b,25) e (1.3.2.5-6), teremos:

g Ovgu Vgu dp vV dp p AV p Vi

ot — PVu 3 t 2 % T wma T wma tm e T
qu 8/) a'l)q'u, _ i 8 _

+ o e = P Vgu [— Vgu O m e VA Vo) V Vgu] +

+ 2 =L (pvg) —vp(lnp— <Inp>)]+

+ Y = 2 (pvg) —vp(np— <lnp>)]+

LW e g Lo o)
—vplnp— <tnp>)] — Y= —puy, 2 () -
S GV V) = R () — 3 (o)

2N 0 (L) - L 2 (puy,)

02
_pvguV—up(ﬁnp—<€np>)(%+%+@) .

OUqu u Vau
ot = _a%[quU<T + % + S —
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v p K2

0 1
+ ot 2 m2 ot (% Ox2

S

2

—pvi,v —vpnp— <p>) (% + L +

ot ox 2 m?

OUqu 2 0 o 16}
s +@(UQquu+ 2 [\/ﬁg(ﬂ)_ﬂi\/ﬁ])_

— 2% = —p2, v —vp(lnp— <€”P>)(%+

+ Lo Ty

m

OUqu 0Qqu _ p
ot + ox m

oV
ot
= —v[Juvu + Unp— <lnp>)U,l, (1.3.2.10)

que representa a Lei de Conservagao da Energia Quan-
tica. Note-se que o segundo membro da expressao (1.3.2.10)
nao ¢ estritamente negativo. Portanto, poderemos afirmar que
a equacgao de Schuch-Chung-Hartmann (que nada mais
é do que uma equagao de Schrédinger nao-linear) para
um potencial geral V' (z, t) representa tao-somente sistemas
fisicos nao-conservativos.

1.3.3. Equacao de Siissmann-Hasse-Albrecht-

-Kostin-Nassar

Em 1973.3 D. Siissmann e em 1975, R. W. Hasse,['4
K. Albrecht,™ e M. D. Kostin,'¥ apresentaram novas equa-
coes de Schrodinger nao-lineares para representar os sis-
temas nao-conservativos. Em 1986,!") A. B. Nassar apresen-
tou uma equagao mais geral que as engloba, com o seguinte
aspecto:

. 9 2 9%Y(x, t
ih g Y, t) = —;—m%—k



37
—l—[V(a:, t) + V([x— <z>|[cp+
+ (1 —)<p>] — sihe)|w( ), (1331

onde p é o tradicional operador de momento linear, ou seja:

p=—inhZ, (1332
e ¢ ¢ uma constante, cujos casos particulares foram tratados
por Siissmann (¢ = 1), Hasse (¢ = 1), Albrecht e Kostin
(c = 0).

Considerando-se ¢ (z, t) dado pela expressao (1.2.1.2)
e usando-se as expressoes (1.2.1.3b) e (1.3.3.2), resultaré:

P = —ihg (e = —ih(Gg +ig)v —
Py =n(%E - 28y, (1333)

Inserindo-se as expressoes (1.2.1.2,3a,e) e (1.3.3.3) na

expressao (1.3.3.1), obteremos (lembrar que e’ ® ¢ fator co-

mum):

. . 2 2

ih(G +io%) = -3 (5

+2i 29 4 25 (2 4

—i—[V(:c,t)—i-l/([:r;— <x>|[ch (% - é%)—l—

+(1 = <p>] = yihe)|o. (1334

Agora, separemos as partes imaginaria e real da ex-
pressao acima (1.3.3.4). Para isso, é oportuno lembrar que:
<Pp>=m < Uy >= m <y, > = real. Portanto:

a) parte imagindria
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h 0¢p __ h? 9%s 1 0¢ 89S
ot = “am oz T 255 5)
—y(x—<x>)c%%—%hc, (1.3.3.5)
b) parte real
a5 h? 1 9%¢ 95\2
he = —amlar — G

tv(@— <z>)ch®P + V(z, t) -
—v(r— <z>)(1 —c)m <vu>. (1.3.3.6)

Considerando-se a expressao (1.3.3.5) e usando-se na
mesma as expressoes (1.2.1.7-8), obteremos [é oportuno lem-

brar que & (fnu) = 1 %% eln (u") = nln ul:
G2me) = —LIEE+ F 520 -

—v@— <z>)cL(2Mh¢) —ve —

Gnd) = —LIGE+ 5 & (o) -
—V(x—<x>)c%(€ngb2)—uc —
Btnp) = — B1ES + 852 (tnp) -
—v(@—<z>)cZ(np —ve —
1 - - A B
—V([E—<I>)C%% ve —



1 9p 9vgu Yqu Op _ _ _ _ 1 0p
ik AR ral el ve—vel(x <I>)px —
Op A(p vqu)
ot + 8xq
:—ch—uc(x—<:r>)g—£. (1.3.3.7)

Observe-se que a presenca do segundo membro na ex-
pressao acima indica que hé descoeréncia do sistema fisico
representado pela equacao de Siissmann-Hasse- Albrecht-

Kostin-Nassar.

Chamando-se: 7

Ugne = Vgu + ve(x — <x>), (1.3.3.8a)

a velocidade quéantica nao-conservativa, e considerando-
se que [vide expressoes (1.3.2.7-8)]:

x 0 Vgu _
Osr> — S5hm> — (0, (1.3.3.8b-c)

teremos:

2 (pVne) = 2 (plog + ve(@— <a>)]) =

o ox
_ O(p vqu) + @[pyc(x— <z>)] = W_'_

o oz Oz

+ve(r— <x>)% +prvel(z— <az>) =

= % tve@@— <> 2L +vep —

—vep —ve(x— <x>)% =

_ 8(pazqu) _ B(Paiqnc), (1.3.3.9)
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Considerando-se a expressao (1.3.3.7) e inserindo-se
na mesma a expressao (1.3.3.9), resultara:

0 0 ﬂqnc _
% 4 Yolmd — (. (1.3.3.10)

A expressao acima mostra que, em funcao da veloci-
dade quéantica nao-conservativa (9,,.), ha coeréncia do
sistema fisico representado pela equagao de Siissmann-
Hasse-Albrecht-Kostin-Nassar.

Derivando-se a expressao (1.3.3.6) em relagao a varia-
vel z, e usando-se as expressoes (1.2.1.8,11a) e (1.3.3.8a-c),
Vira:

%S n2 9 (1 9% 9512
_haxat_ 2m893[ _( )]+

+2 (- <z>)ch%P 4+

+rv(ez— <z>1 —c)m <vy > +V(z, t)] —

GG = anEaiE) —ia G-
— 2 v(@— <z>)c(l 2 -

— T v@— <z>) (1 = ¢ <vgy>] L
= G W) — [V evw (v <a>)] -
— 2 v—-<z> 1 =0 <vu>] - L% -

dvgu

5 4 Vgu 65;73“ t w2 ve(r— <z>)+

trve(r— <z>) %y
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vl —¢ <vp> & (x— <z>)

-1 W 4V, -

ag‘é“ + ag;u [Vgu + Ve(z— <z>)]+

+vvge + v (1 — ¢ <veu> 2 (r— <z>)

__%{%(V_I—Vzlu) -

81)14 8'Uu 0
ot + Ygne or T %%<V+un) =

—vicvgy + (1 — ¢) <wvgp>]. (1.3.3.11)

Tomando-se a expressao (1.3.3.8a), poderemos escre-

ver que (é interessante lembrar que < > é uma operacao linear,
que < Vg > = BB? e que, sendo x e t varidveis indepen-
dentes, entdo 2 = 0):

<Ugpe > =<V > +rve(<az> — <z>)

—

< Vgne > = < Vg >, (1.3.3.12a)

Wgne _ Ogu dr _ d<a>
e = o + vl 5) —
Ovgu __ Oqne o
% = ot T rve <y >=
gne

o + ve <Ugpe>, (1.3.3.12b)

Ogne __ Ovgu

o o —|—1/ca%(x—<x>):
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Qvgu

= S+ ve — 8;% :%—I/C. (1.3.3.12¢)

Substituindo-se as expressoes (1.3.3.12a-c) na expres-
sao (1.3.3.11), resultard:

Vgnc
=t ve <dgpe> +

e (525 = o) + L f (V4 Vo) =

= _U[quu + (1 - C) <7~9qnc>] =

= —VCUy — V <VUgpe> +vC <VUgpe> —

9 gne
=t ve <gpe> +

+19qnc aginc - 19(]710VC + % % (V + ‘/;1U> =

= —VCUpy — V <Ugpe> +vC <Vppe> —

T e S5 m s (V4 Vi) =

m

= —vic (W — Vgne) + <Ogne>] . (1.3.3.13)

Agora, continuando a analogia da M QBB com a Me-
canica dos Fluidos, poderemos demonstrar as Leis de Con-
servacao do Momento Linear Quantico Nao-Conservativo e da
Energia Quantica Nao-Conservativa. (Vide observagao no fi-
nal doitem 1.1.) Contudo, em virtude da expressao (1.3.3.8a),
as expressoes (1.2.1.14,18,20,25) serdo generalizadas para:

Jgme = P VUgne,  (1.3.3.14a)

Ppe = p02, — 15 (28 — 1 (22)2] | (1.3.3.14b)

gnc 4 m?2



43

792

anc = p [% + (V + ‘/qu)]y (13314C)

1
m

Qqnc = ﬁqnc anc +

+ o [ p 2 (%2 — 2P 0E L (1.3.3.14d)

que representam, respectivamente, a densidade de momen-
to linear quantico nao-conservativo J,,., o fluxo de
densidade de momento linear quantico nao-conserva-
tivo P,,., a densidade de energia quantica nao-conser-
vativa Uy,., ¢ o fluxo da densidade de energia quantica
nao-conservativa ()y,.. Nessas expressoes, p, Vo, € Ugne

sao dados, respectivamente, pelas expressoes (1.2.1.7,11a-b)
e (1.3.3.8a).

Assim, para demonstrarmos a primeira daquelas Leis,
consideremos as expressoes (1.2.1.16) e (1.3.3.10,13,14a-b).
Assim, seguindo-se o que foi realizado no item 1.2., vira:

6J nc — (9 _ 67—9 nc 8p _
o= = o (PVane) = p 57+ Ugne 57 =

9gne
= 7 (= P T = % BV Vi) -

—pvle (Uqu - ﬁqﬂC) + < Ygne >] - Vyne a% (p ﬁan)] =

2 9
=~ (V) + 7 o [ -

—pvic (W — Vgne) + <Vgne > —
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dJgne K 2 B2 [d%p 1 (9p 2)
8qt + ox (p 1911710 T 4 m? [8302 o (Bz)] +
—i—%% = —vic(pvw — pPUne) + p <gne>] —
BJnc aPnc PBV —
ot e T wmoa =

=—vic(Jpu — Jge) + p <Igme>], (1.3.3.15)

que representa a Lei de Conservacao do Momento Linear
Quantico Nao-Conservativo.

Em seguida, demonstraremos a Lei de Conservagao da
Energia Quantica Nao-Conservativa. Usando-se as expressoes
(1.2.1.11b,23b) e (1.3.3.8a,10,13,14a-d), teremos:

Ugne _ gne | Vgne 9p | V. O0p | p OV | p Vi
g = PUme 0 + G Tt e Thw T Lt

u 81977,6
+ 2 % = e (= Ogne B2 = L2 (V4 V) -

WVyu Vau
TEE RS ()] -
8U77,C 192774C ﬁnc
Bqt _pﬁqncaax(qg) pTr(Z %(V—i_%u)]
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2 82 s
— e 8 (G ) — T E (0w —
OUqne Ve Vau
A S D
v B2 9 (1 9*p
tom e T vwr oo (e ) T

- P ﬁqnc v [C (Uqu - ﬂqﬂC) + < ﬁqnc >] -

Wgne 2 9
5+ g (ane Une + 5z VP 3:(50) =

_MMD _ PV _
ot Oz

= = P Ve v [¢ (Vgu — Ugne) + <Vgne >] —

aanc + 8Qqnc p oV __
ot Ox m Ot

= — Jpme V¢ (Vgu — Vgne) + < gne >],  (1.3.3.16)

que representa a Lei de Conservagao da Energia Quantica
Nao-Conservativa. Observe-se que o segundo membro da
expressao acima nao ¢é estritamente negativo. Assim, afir-
maremos que a equagao de Siissmann-Hasse-Albrecht-
Kostin-Nassar (que é uma equagao de Schrédinger nao-
linear) para um potencial geral V' (z, t) somente representa
sistemas fisicos nao-conservativos.

1.3.4. Equacao de Diési-Halliwell

Em 1998, Lajos Diési e Jonathan J. Halliwell apre-
sentaram uma nova equagao de Schrodinger nao-linear
para representar os sistemas fisicos dependentes do tempo:

ihg v t) = = 95 TR+ (Ve 1) -

ot 2m
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a? a

—ih [EegEl a0 — s 1Y g 1), (13.4.0)

onde ¥ (z, t) e V(x, t) representam, respectivamente, a fungao
de onda e o potencial dependente do tempo do sistema fisico
em estudo, e a é uma constante.

Inserindo-se as expressoes (1.2.1.2,3a,e) na expressao
(1.3.4.1), obteremos (lembrar que e ¥ ¢ fator comum):

. . 2 2
ih(G +io) = — 3% lm

2 m Lox?

+2i 9295 + i %8 — ¢ ()N + (Vi 1) -

—ih[Eegl o el 1 g (134.9)

a? a

Separando-se as partes imagindria e real da expressao
acima, resultara:

a) parte imagindria

9 _ _ w2 (9’8 1 9¢ 98y _
ot 2m(8x2 +2¢8:c 8:(:)

©- ISt

o [ (x = <a>)? _ nlt) (@ — <a>) } . (1.3.4.3)

a? a
b) parte real

2 82
“hG = - E R - (5 + Ve, t) . (1.344)

Considerando-se a expressao (1.3.4.3) e usando-se na
mesma as expressoes (1.2.1.7-8), obteremos [é oportuno lem-
brar que 2 (fnu) = 2 9% e fn (u") = n lnu:

D 2me) = - L[5 4 959 (3 ¢)



~2h |

(x — <x>)?

= o) (fﬁa— <$>)} N
2
5 n¢*) = — L[58 4+ 950 (in ¢*)] -
_Qh{(1*§$>)2_n(t)($*<$>)} N
2
S (np) = - L2185 + &L (Inp)] -
_2h{(5’3_§x>)2_n(t)(x_<x>)} R
1 9p _ A [82S 1 8S 9
s = —wlar T 55 o2~
_Qh[<x—§x>>2_n(t)(x—<x>>} .
1 0 0 h OS 1 h 0SS\ 0O
ot = o Gwa) — 5 G a) ok
_2h{(x*§x>)2_n(t)($*<x>)} N
1 0 6'Uqu Vgu O, _
ot oo T e =
— _ 9§ ($—§x>)2 ) (a:—<x>)} _
15) Ovgu I5)
o TP T Vg =
_ —Qph (z fa§x>)2 (1) (:(:(: <x>)} N
dp 8(quu):

E_F ox

47
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= —2ph[log=l a0k - e ] (1.3.4.5)
expressao que mostra a descoeréncia do sistema fisico repre-
sentado pela equacao de Didsi-Halliwell.

Derivando-se a expressao (1.3.4.4) em relacao a varid-
vel z, e usando-se as expressoes (1.2.1.8,11a), vird [lembrar
que V(zx, t)]:

S _ _ M 91 8% _ (082 L OV
h@x ot 2 m Oz [gb oz2 (8J:)] + or
Q(ﬂ@)—
ot \m ox/

1L 9 (n? 109%y 19 (h9Sy2 _ 1 9V
T m Oz (2m<;5 932) 2 Ox (m a:p) m o
dvgu 1 9, 10 (_ B 1 10V _
8t+28z+m8x( 2m ¢ x2>+m8w_0_>

agiu T, ag;u + L a% (V 4+ V) = 0. (1.3.4.6)

Agora, continuando a analogia da M QBB com a Me-
canica dos Fluidos, poderemos demonstrar as Leis de Con-
servacao do Momento Linear Quantico e da Energia Quantica.
(Vide observagao no final do item 1.1.) Desse modo, para
demonstrarmos a primeira dessas Leis, consideremos as ex-
pressoes (1.2.1.14,16,18) e (1.3.4.5-6). Assim, seguindo-se o
que foi realizado no item 1.2.1., obteremos:

OJgu _ 0 _ Ovgu dp __
o = 5 (P V) = PG+ Vg 5 =

= pl- v B — LW 4 V) +

+Uqu(_ A(p vqu) _2ph[(x—<x>)2 () (x—<x>)}) _

Oz a? a
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90Jqu Ovgu I(p_vqu) p V. _ p Ve
ot P Vqu oz Yqu oz m Oz m Oz
— 204 ph [ (z —a§z>)2 n(t) (:va— <z>) _
P = — D(pe?) — £ _ 2 T
_9 Vgu P A [ (z —a§x>)2 o) (aca— <z>) } N
= g (vl - R IR - @) -
o % %l _ 9 Vgu P A [ (z 7(;:1:>)2 n(t) (x(; <z>) } .
E R S

m Bz

= —2J, h[EegEl sl ] (347

a? a

que representa a Lei de Conservagao do Momento Linear
Quantico.

Em continuagao, demonstraremos a Lei de Conservagao
da Energia Quantica. Assim, levando-se em consideragao as
expressoes (1.2.1.11b,14,20,23b,25) e (1.3.4.5-6), teremos:

1)2
E A A b AR R R
Vau O, 81}u o
+ o = oV v - e (Vo V)t
Vau 9(p vqu r — <x>)? xr — <z
+%(_(pax”_2/’h{( a§>)_n(t)(a<>)})+

+
3=

(_ p vgu) __ 2ph{(x_<x>)2 _ n(t)(ac—<:c>)”+

oz a? a
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l) =

8(/)8;@) +
£t -

TR AR R (s
_2ph[(x —a§z>)2 _ n@® (xa— <z>)
W — g, 2 (%) —
- LV 4 V) - Ao _ X
PEY g Y - el
2,k [ (z —a§z>)2 o) (z — <z>) } (% X

Uiy 1%

= — P (5 + 5
p OV 9
+m(9t Bz(

U2
+ Yy deve) (Yo Vo Tauy g

oxr

2 1o}
2hm2 [\/ﬁ % (87\15) -

g
ot

ov. 90
t ox

+

Ik

2

_2h{(x—<ac>)2 .

a?

ot

—_ 2V _ _9p

NN

ot

8Uu 2 - K]
2t 2 (Vg U + 5t (7 2 (B2 -

ox

Vaqu Vau

Lo (G + & + ) -

2 o 0 7]
o WP 3 (30) —

02

oyp

ot

[ (x — <z>)? ) (z — <a>) }

a? a

1) -
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%_i_%_ﬁal_
ot ox m Ot

= — 2R, =gt - 0= ] (1348)

a? a

que representa a Lei de Conservagao da Energia Quan-
tica. Note-se que o segundo membro da expressao acima nao
é estritamente negativo. Assim, afirmaremos que a equagao
de Diési-Halliwell (que também é uma equagao de Schro-
dinger nao-linear) para um potencial geral V(x, t) repre-
senta, desse modo, apenas sistemas fisicos nao-conservativos.
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CAPITULO 2

MECANICA QUANTICA DE DE BROGLIE-BOHM

E OS INVARIANTES DE ERMAKOV-LEWIS

2.1. Introducao

Em 1967, H. R. Lewis demonstrou que uma quan-
tidade conservada para o oscilador harmonico dependente do
tempo (OHDT), caracterizado pela freqiiéncia w(t), é dada
por:

I = (Gga — aq? + (£, (21.0.1)
onde ¢q e « satisfazem, respectivamente, as equagoes:
G+ Wt)g =0, a4+ o )a =25, (21.023)

Por outro lado, como as expressoes (2.0.1.1-3) também
j4 haviam sido obtidas por V. P. Ermakov, em 1880,2 o
problema de determinar os invariantes de sistemas fisicos de-
pendentes do tempo passou entao a ser conhecido como o
problema de Ermakov-Lewis: PE-L. Portanto, a solucao
desse problema e de suas generalizagoes tem sido objeto de
estudo em diversos trabalhos realizados nos tultimos trinta
anos. !

Neste Capitulo, vamos procurar a existéncia ou nao de
invariantes do tipo Ermakov-Lewis, para os sistemas fisicos es-
tudados no Capitulo 1 e para o caso particular em que o poten-
cial V(x, t) usado nesse Capitulo, é o do oscilador harmonico
dependente do tempo (OH DT') unidimensional, dado por:

Viz, t) = mw?(t)2*. (2.1.04)

1
2



56

2.2. Sistemas Fisicos Conservativos

2.2.1. Equagao de Schrodinger

Para o caso do OH DT, a equacao de Schrodinger
serd escrita na forma [vide expressoes (1.2.1.1) e (2.1.0.4)]:

1 aﬁ’(% t) J— h2 82 ﬁ’(ﬂ% t)
1h =5 3w o2 T

FimR) o ol 1), (2:210)

onde 9 (z, t) é a funcdo de onda.

Considerando-se a transformagao de Madelung-
Bohm, isto é [vide expressao (1.2.1.2)]:

Uz, t) = ¢lx, t) 5@ D (22.1.2)

e aplicando-a a expressao (2.2.1.1), vimos no Capitulo 1, para
o caso geral de V(z, t), que [vide expressoes (1.2.1.10,13)]:

o 1o} Vqu
9 4 Yerw) _ g (2213)

onde a densidade de massa p(z, t), a velocidade quantica
Vg € 0 potencial quantico V,, sao dados, respectivamente,
por [vide expressoes (1.2.1.7,8,11a-b)]:

plo, 1) = @, 1), g = 22D (2215¢)

2 2
Voulw, 1) = Vo = — (555) 55 =
2 o2
= — % 5 et . (2217ab)
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Considerando-se as expressoes (2.1.0.4) e (2.2.1.4), vira:

Ovgu Ovgu 2 1 OVgu
+ Vgu 2+ Wi o= — S (2.2.1.8)

ot

Para integrarmos a expressao (2.2.1.8) consideraremos
que o valor esperado da forga quéantica se anula para todos

os tempos, isto é:14

< B> 0 e Gy, (221.9aD)
<x>= q(t). (2.2.1.9¢c)

Desse modo, podemos separar a expressao (2.2.1.8)

nas expressoes:
(2.2.1.10)

Pow 4 vy 2ov 4 W a = k() [ — q(t)]

e, usando-se a expressao (2.2.1.7b):

_iquu_@(FPLagﬁ)_
m Oz Oz \2m? /p Oz -
— k) [ — g)] . (2.2.1.11)

Realizando-se a derivada indicada no segundo mem-

bro da expressao (2.2.1.11), vira:

@<h2¢82ﬁ)_ h?@%@(l 9)] =
Oz \2 m? Jp Oz T 2m? 0z Lyp Oz \2 \/p Ox -
_ n: 9 1 1 92 dp 1 _
— 2 (LB 22E)) =
S @[L(L&_@ 1 @)]f
T 4 m? Oz VP NP Ox? ox o 03 ox -
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2 9 [1& _ 1 (@)2]
4 m?2 9Oz Lp Ox2 2 p2 \ Oz -
n? [1@_&L@_ L 9% 0 (%) _
4 m?2 Llp Ox3 ox2% p? Ox 2 p? Ox Ox \Ox
Ip\2 2y 1 9 o) B2 1 9%py
_<87£) (_ 5);?3875] - %(27712 NG 8w2)_
2 [l dp 02 3]
T ok~ mamoar t o ()] =

= k(t) [x — q(t)]. (2.2.1.12)

Para integrarmos a expressao (2.2.1.12), precisamos

conhecer uma condigao inicial para p(z, t). Assim, admi-
tiremos inicialmente que o sistema fisico considerado seja re-

presentado por um pacote de onda gaussiano normalizado e

centrado em ¢(0), ou seja:

[ — q(0))?

p(z, 0) = [ro(0)] 2 e 70

2 2
— A2 % = + e T, (22.1.13a)

A=mn00), B ==z —q0), (221.13b-c)
C = o0). (22.1.13d)

Sendo a expressao (2.2.1.13a) uma solugao particular
da equagao representada pela expressao (2.2.1.12), deveremos

ter:

h? ( 1 Bp(z, 0) 2 dp(z, 0) 92p(x, 0) +
4 m? p(z, 0) Ox3 p%(z, 0) ox Ox?

+ ok 22501 ) = k(0) [r — q(0)] . (22.1.14)
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Assim, usando-se as expressoes (2.2.1.13a-d), calcule-
mos as seguintes derivadas:

e 0 — 2 Be . (22115)
Pr0 — 2 (- 2 Be ¥) -

- -2 [ %2 LB )] -
Polz, 0) _ —ch‘fBg(l — 2% (22.1.15h)
= A= 2B 2 (e ) -
—\/che %28%(1—%)—
= e Fla- ) - 2]
Polr 0 - _ AB % (2B _3).  (221150)

Substituindo-se as expressoes (2.2.1.13a,15a-c) no pri-
meiro membro da expressao (2.2.1.14) e usando-se as expres-
soes (2.2.1.13¢-d), resultaré:

2 B 5 )
4hm2 [ (A— 1/2 t— B2/c) [— % e~ BY/C (% - 3)] -
- B? - B%/C 2
el qree PO M (1= 280 +
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_ p2
+ (A, 3/2 617 3 BQ/C) (_ A12/2BC e b /C)3 } =

8 B 2 B2 8 B3| __
4 m? C? C _3)_02 (1_ c)_ 03]
_ R _8BS+12B_8B+16B3_SB3 _
T 4 m2 Cc3 C? C? C3 C3

2 4B _ R>B
1 m2 2 = 2oz

e =k(0) [z - q(0)] —

FO) = ol - (22.1.16)

Em analogia com as expressoes (2.2.1.12,13a), a ex-
pressao (2.2.1.16) nos permite escrever que:

k(t) = ﬁz@) — ot) = m;‘lik(t) (2.2.1.17a-b)

[z — qt)?
ple, t) = [mot)]” Y2e 0 . (2.2.1.17¢)

De posse das expressoes (2.2.1.17a-~c), calculemos as

seguintes derivadas (lembrar que x e ¢ sdao varidveis indepen-
dentes):
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. — 2
Flro@) Ve ST ey 4 2@ g

g g

. z — )2 . x — .
O — ey ety g 2@—d g (2.2.1.18)
_ _ e = a@)? z— q)?
Bo= o) e T g - T~
o= 249, (221.19)

Tomando-se a expressao (2.2.1.3) e usando-se as ex-
pressoes (2.2.1.18-19), vira:

9p op vqu) _ p Ovgu Op _
o T T T o TP Tt Vg, =0 —
9vgu Vqu Op _ _ 1 9p
Ox + p Or p Ot -
Ovgu 2 (z — q) _
Oz o Vqu =

= - L@ —q? - 292G, (221.20)

g

Chamando-se:

plz, t) = —2 &9 (22121a)

r(r, t) = 2= — G (@ — ¢ - 22294 (221.21b)

[en o

a expressao (2.2.1.20) ficard [lembrar que vy, (z, t)]:

Ovgu

ot + plx, 1) vgu = 7w, t) . (2.2.1.22)

A solucao da equagao diferencial representada pela
expressao (2.2.1.22) seré:
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Vgu = = [[rude + c(t)], (2.2.1.23)

u = exp ([ pOox). (2.2.1.23b)

Usando-se as expressoes (2.2.1.17¢,21a,23b), resultara:

u:%p(f[_?wifq}ax) —
=ep[-2[(x —qdz - q] =

= exp [— M] — u = ()2 p. (2.21.24)

e}

Agora, usando-se as expressoes (2.2.1.21b,24), obte-
remos:

= [rudr =
=J% — H - = 22 (wa) P por —
I =15 — L, (22125a)
L = [[Z - 5% (@ — ¢ (mo)/?pdx, (221.25b)

I = [ (229§ (xr 0)/2 pdz .  (2.2.1.25¢)

Para realizarmos a integracao indicada na expressao
(2.2.1.25Db), deveremos fazer a derivada indicada abaixo; para
isso, usaremos a expressao (2.2.1.19). Assim, teremos:
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o)

215 (x - @ =[5 - 25 p. (221.26)

o2

Considerando-se a expressao (2.2.1.25b) e inserindo-se
nela a expressao (2.2.1.26), obteremos:

L = [[% —

S — @ (ra)?pox =

= (mo)'? [ 5[5 (@ — q) p) 0x —
L = (mo)?p(%) (@ —q) . (22127

Para realizarmos a integracao indicada na expressao

(2.2.1.25¢), deveremos considerar a expressao (2.2.1.19). Por-
tanto, vira:

Iy = — (7o) q¢p. (22.1.28)

Substituindo-se as expressoes (2.2.1.27-28) na expres-
sao (2.2.1.25a), teremos:

I = (@o)?plZ(x —q + ¢ . (22129

Tomando-se a expressao (2.2.1.23a) e usando-se nela
as expressoes (2.2.1.24,29), ficaréa:

Vg = = (@ —q) + ¢+ —2 . (2.2.1.30a)

(m o)t/2 p

Considerando-se que p — 0, quando | z | — oo, entdo
a constante c¢(t) devera ser nula. Assim, teremos:
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Vgu(w, 1) = s [v — q®)] + q(t) . (2:2.1.30D)

De posse da expressao (2.2.1.30b), calcularemos as
seguintes derivadas (lembrar que x e t sdo varidveis indepen-
dentes):

Vg o J
ot :%[ﬁ(x_Q)+Q]:

o &)? & - .
=L @-q-Z@-q9-Zq+q. (22131)
Qe = D [0 (3 — q) + ¢] = % . (2.2.1.32)

Usando-se as expressoes (2.2.1.17a,30b,31,32) e soman-
do-se e subtraindo-se o termo w? ¢, a expressao (2.2.1.10)
tomara a seguinte forma:

o 6'2 & . .
- - e - - Sd+ i+

+% (=) +d 5+

+o?r 4+ wig - wig = (v - —
0'.2
[ -+ - @ -9+

+qG + wrqg=0. (221.33)

Para que a expressao (2.2.1.33) seja identicamente
nula, é necessario que tenhamos:

L iag; +ow? - =0, (221.34)

m?2 o2

i+ wiq=0. (221.35)
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Fazendo-se:

teremos:
¢ =22aa, ¢ =21[a)? + ad. (22137aDh)

Considerando-se a expressao (2.2.1.34) e inserindo-se
nela as expressoes (2.2.1.36,37a-b), resultaré:

K2 2
J— + w =
m2 :f? ot
_ (&) a _ (@ 1 2 _
a2 + o a? at +w =0 —

Observemos que, embora a expressao acima seja for-
malmente igual a obtida por Ermakov [expressao (2.1.0.3)],
elas diferem fundamentalmente pela presenca indireta da cons-
tante de Planck 7 na expressao (2.2.1.38), conforme se pode
ver pelas expressoes (2.2.1.34,36). Essa diferenga é a mesma
entre a equacao de onda clédssica d’Alembertiana e a equacao
de onda quantica Schrédingeriana.

Considerando-se as expressoes (2.2.1.35,38) e elimi-
nando-se o termo w? entre elas, teremos: !l

i —it =L & dqg-da=2% —

i@g—da) =% —
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(dqg —da)d(ag — Ga) = 4
Gl g —qap) = -2 4 (H —
GEg—da = -5 50 —

onde:

(&g — ¢a)? + (£, (2:2.1.40)

DN [

I =

representa o invariante de Ermakov-Lewis-Schrodinger
parao OHDT'. Desse modo, a expressao (2.2.1.39) nos mostra
que a equagao de Schrodinger possui um invariante de
Ermakov-Lewis para o OH DT

2.2.2. Equagao de Bialynicki-Birula-My-cielski

Para o caso do OH DT, a equagao de Bialynicki-
Birula-Mycielski serd escrita como [vide expressoes (1.2.2.1)
e (2.1.0.4)]:

. 92 T
2h%¢(m, t) = —%d%(t;t) + (%mwz(t)xz—

B ln [(x, 1) (e, O] ) (1), (22.20)

2

onde ¢ (z, t), como no caso anterior, representa a fungao de

onda, e ¥ é uma constante.

Como no caso anterior, considerando-se a transfor-
macgao de Madelung-Bohm, dada pela expressao (2.2.1.2),
e aplicando-a a expressao (2.2.2.1), vimos no Capitulo 1, para
o caso geral de V(z, t), que [vide expressoes (1.2.2.5-6)]:
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16) 0 Vqu
% 4 detw) — o (2.2.22)

8’Uqu avqu
ot + U(I“ e +
+ L2V 4+ Vou — Vesu) = 0, (2.223)

onde Vepwm, p, Vqu € Vg sao dados, respectivamente, pelas
expressoes (1.2.2.7) e (2.2.1.5,6,7a-b).

Considerando-se as expressoes (1.2.2.7) e (2.1.0.4), a
expressao (2.2.2.3) ficard:

8vqu 8'Uqu 2 —
o T Vqu 5, + W T =

= —-L 2, — 2imp) . (2224)

Seguindo-se o mesmo procedimento utilizado na inte-
gracao da expressao (2.2.1.8) e tendo em vista a expressao
(2.2.1.7a), poderemos escrever que [sendo < x > = q(t),
segundo a expressao (2.2.1.9¢)]:

g |y, B 2 = k(1) [2 — q(t)],  (2.2.25)

I
=
—~
~
~—
—

r — qt)]. (2.2.2.6)

Continuando-se com a analogia com o que foi realizado
no item 2.2.1. a expressao (2.2.2.6) tomard a seguinte forma
[ver expressoes (2.2.1.12,16,17a-b)]:

a;xz + Fdnp) = k() [z — q(t)] =

S

2
e (2hm

S

2
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_ _n? [1 3p 2 9p 9*p + 1 (3p)3]+

p Ox3 p? Ox Ox? 3

p b W) — () [z — q(t)] . (2.2.2.7)

Para integrarmos a expressao (2.2.2.7), precisamos co-
nhecer uma condigao inicial para p(x, t). Assim, admitiremos
inicialmente que o sistema fisico considerado seja representado
por um pacote de onda gaussiano normalizado e centrado em
q(0), ou seja [vide expressao (2.2.1.13a)):

[z — q(0))?

pla, 0) = [ o(O)" V2 e A =

2 2
=AWV = Lt (2228)

onde A, B e C sao dados, respectivamente, pelas expressoes
(2.2.1.13b-d).

Sendo a expressao (2.2.2.8) uma solugao particular da
equagcao representada pela expressao (2.2.2.7), deveremos ter:

2 L 9@ 0 2 0w 0) Poe0)
4 m? p(z, 0) Ox3 p%(z, 0) Ox Ox?

1 Op(z, 0) hv On p(z, 0)] __
+p3(:v,0)[p8:z ]3>+m(§7$_

= K0) [z — q(0)]. (2.2.2.9)

oln z)

Considerando-se que =~ = % %, as expressoes
(2.2.1.13a-d,15a) e (2.2.2.8) nos mostram que:

Atn p (z, 0)] __ 1 dp(z, 0)
Ox — p(=z, 0) Ox o
_ 1 2B - B?Cy _
= Tim o (T aing e e) =
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2B _ 2 [» — q(0)]
< = _To)q -

v 8(’” ZT, 0 v
by i pe Ol — — _hrs [ — q(0)] . (22:2.10)
Considerando-se as expressoes (2.2.1.14) e (2.2.2.9)
verifica-se que os trés primeiros termos do primeiro membro
dessas expressoes sao idénticos. Assim, seguindo-se o que foi
feito no item 2.2.1. e usando-se a expressao (2.2.2.10), vira:

2 gl - sl — q0)] =

m?2 o2(0) m o(0)

2 v
- [mZZQ(O) o mho(O)] [‘T - Q(O)] =

k() = ol — 2%, (22211a)
2 S R S
o*(t) = 2zt s g (2.2.2.11b)
_1jp - o= a@p?
plz, t) = [mo®)]" Y2e T . (222.11c)

Para integrarmos a expressao (2.2.2.3) deveremos se-
guir o mesmo protocolo empregado na integracao da expressao
(2.2.1.4). Assim, usando-se as expressoes (2.2.1.30b,31,32),

resultara:

Vgu(t, 1) = 2 [z — q()] + 4(t),  (2.2.2.12a)
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Pgu — o (2.2.2.12c)

Assim, substituindo-se as expressoes (2.2.2.12a-c) na
expressao (2.2.2.5), considerando-se a expressao (2.2.2.11a) e
somando-se e subtraindo-se o termo w ¢, resultara:

h2
m2 o2

J(x —q) + G+ w?qg=0. (22213

Usando-se a expressao (2.2.1.36) e em analogia com o
que foi realizado no item 2.2.1., encontraremos que:

a4+ wla+ L =L (22214)

a a3

g+ wiq=0. (2.22.15)
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Tomando-se as expressoes (2.2.2.14-15) e eliminando-
se o termo w? entre elas, vira:

_ (4 U
« (q)a+a_a3_)
vg _ g
aq —qoa + 5 =5 &

= 5(dqg - qa) = -2 (7)) -
glhlag—qa)Pl + GH @) =% (Ga —daq —

d = vgad (L), (22216

I'=3(ldg - qa) + (£?). (22217

A expressao (2.2.2.16) nos mostra que a equagao de
Bialynicki-Birula-My-cielski nao possui um invariante de
Ermakov-Lewis para o OH DT

2.2.3. Equacao de Bateman-Caldirola-Kanai

Para o caso do OHDT, a equacao de Bateman-

Caldirola-Kanai tomara o seguinte aspecto [vide expressoes
(1.2.3.1) e (2.1.0.4)]:

. 2 *(x,
PhG e t) = - e MR
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+ 2 ertmwi(t) 22 (e, t),  (2.2.3.1)

N[ =

onde ¥ (x, t) representa, como nos casos anteriores, a fungao
de onda, e A é uma constante.

Também, como nos casos anteriores, considerando-
se a transformagao de Madelung-Bohm, dada pela ex-
pressao (2.2.1.2), demonstramos no Capitulo 1 que [vide ex-
pressoes (1.2.3.7,12)]:

i) I(p v ) _
a—’t’ + "a’jCK =0, (2.2.3.2)

Ovpck Ovpck
o~ T UBck Ty,

6@ (V + VBCK) = — A UBCOK (2.2.3.3)

sendo a velocidade de Bateman-Caldirola-Kanai vgcx
e o potencial de Bateman-Caldirola-Kanai Vg dados,
respectivamente, por [vide expressoes (1.2.3.6,9)]:

UBCK = € At Vqu (2234)

Veoxk = € 22" Vo, (2.2.3.5)

onde v, e Vg, tém o mesmo significado dos casos anteriores
[vide as expressoes (1.2.1.8,11a-b)].

Considerando-se a expressao (2.2.3.3) e inserindo-se
nela a expressao (2.1.0.4), resultara:

dvpck vpck
ot + uB CK ox +

+ Avpog + w?ax = — L &Bex - (22306)

m x
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Seguindo-se o mesmo procedimento utilizado na inte-
gracao das expressoes (2.2.1.8) e (2.2.2.4) e tendo em vista
as expressoes (1.2.1.11a) e (2.2.3.5), poderemos escrever que
[sendo < 2 > = ¢(t), segundo a expressao (2.2.1.9¢)]:

Ovpck Ovpck

+ XNvgex + wrx = k() [z — q(t)], (2.2.3.7)

_ 1 9Vpek
m oz

— O (B2t LOVRY gy [ — (1), (22.3.8)

Realizando-se a derivada indicada no segundo mem-
bro da expressao (2.2.3.8), vira:

D K2 2t 1 0%/py _ BE 2t 811 8 (9V/P\] _
9 (3 mz € T5oar) = 7zt 2l s a2 )l =
_ R*  _—2Xt O (1 8 19 o
w2 € tﬁ[ﬁ$(2ﬁ£)1_

_ K2 2t 0 1 1 92 ) 1
= T2 P(F1HE5+ 22
S 6—2“@[;(;&_@ 1 @)]_
4 m?2 oz Ly/p \/ﬁ8x2 82:2\/;81 -
I — 2\t & 11 9% 1 3] -
= Tm2 € ’ t%[paTg_ﬁ(a*g)z]_
_R®  _—2xt[l 9p 82p 1 dp L9 dp 0 (0
=1z € o8 — o 7ot — 7725 5 (Gh) —
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dp 02 [3)
p Ox3 p%aigﬁixg—i_p%(@g):;]_

2 —2xtfl 9%
Tm? € [, 52

= k() [x — qt)] . (2.2.3.9)

Para integrarmos a expressao acima, seguiremos o mes-
mo protocolo utilizado na integragao da expressao (2.2.1.12).
Desse modo, escreveremos que [ver as expressoes (2.2.1.17a-c)
e lembrar a presenga de e~ 2 * ¥ na expressao (2.2.3.5)]:

k(t) = hmﬁ — o%(t) = hmik(t) (2.2.3.10a-b)

pla, t) = [rot)] V2 e e g . (2.2.3.10¢)
E mais ainda:
O — _do g ey g 2E—0 g (22311)
% = _2E-d,  (223.12)

vpek(z,t) = 750 (v — q(t)] + (1) . (2.2.3.13)

De posse da expressao (2.2.3.13), calcularemos as se-

guintes derivadas (lembrar que x e t sdo varidveis indepen-
dentes):
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Usando-se a expressao (2.2.3.7), inserindo-se nela as
expressoes (2.2.3.10a,13-15), e somando-se e subtraindo-se o
termo w? ¢, teremos:

L —q) - @ -9 - g+ i+

+5 @ —q) +d 5 + A5 @ —q + 4+

20
+w2x+w2q—w2q:%(:€—q) —
é—2 & 267 v
2 — 8y 2 42 B Nz~ g+

+4d+ Mg+ wqg=0. (223.16)
Para que a expressao (2.2.3.16) seja identicamente

nula, é necessario que tenhamos:

h2672At

+ w2 - Tz oz = O, (22317)

[V
>
q

5 (9)
ﬂ_4a2+2

q

g+ Mg+ wqg=0. (2.2.3.18)
Fazendo-se, como no casos anteriores:

o= La? (2.2.3.19)

teremos:
G = 28 44 & = 22 [(a)? + ad]. (22.3.20ab)

Tomando-se a expressao (2.2.3.17) e inserindo-se nela
as expressoes (2.2.3.19,20a-b), vira:
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+%>\aa B2 e— 2 At wz_
%O&Q m2 12 a4 o
m
_ (@2 & (&)? A e 2t 2 _
T a2 +E_ a? +T_ at +w = -
. . — 2 Xt
&+ Aa + wa=“F5—. (22321

Considerando-se as expressoes (2.2.3.16,21) e eliminando-
se o termo w? entre elas, teremos:!”)

&+ Na — (LX) g = <220
dq—éja+)\(dq—c‘}a):%§“ —
. . . . 672)\
4(qg—Ga) + A(dg - da) = L5— —

(dg — doa)d(dg — dga) + Aagqg — a)? =

e— 2 At . . .
= ea— (g — ga) — Glh(ag - ¢a)+

«

+32X(aqg — ga) = —e" PP L L)
M (Lh(ag - qa)? + 12X (aq-
—qa?) = -3 5 -
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sendo:
I=1(e [(ag—qa)? + (2)?), (22323

a expressao que representa o invariante de Ermakov-Lewis-
Bateman-Caldirola-Kanai do OH DT

A expressao (2.2.3.22) indica que a equagao de Bate-
man-Caldirola-Kanai possui um invariante de Ermakov-
Lewis para o OHDT.
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2.3. Sistemas Fisicos Nao-Conservativos

2.3.1. Equacao de Kostin

Para o caso do OHDT, a equagao de Kostin serd
escrita na forma [vide expressoes (1.3.1.1) e (2.1.0.4)]:

¢ 20 (x
zh%d}(m, t) = —%8%22’0 + [%mwQ(t)xz—l—

+ 52 S D) (e, ), (23.10)

onde 9 (z, t) representa, como nos casos anteriores, a funcao
de onda, e v é uma constante.

Como nos casos estudados anteriormente, usando-se a
transformacgao de Madelung-Bohm [expressiao (2.2.1.2)]
e aplicando-a a expressao (2.3.1.1), teremos [vide expressoes
(1.3.1.5,6a)]:

a(p vgu) __
% 4 dera) — g (23.1.2)

ox
83{/“ + Vgu 8;;]; +
+ i % (V 4+ Vi) = = v, (23.1.3)

onde v,, e Vg, tém o mesmo significado dos casos anteriores
[vide as expressoes (1.2.1.8,11a-b)].

Considerando-se a expressao (2.3.1.3) e inserindo-se
nela a expressao (2.1.0.4), resultara:

Bvqu avqu
ot + qu - Qx +
2 _ 1 Vg
VU + Wl = — g (2.3.1.4)



79

Considerando-se que as expressoes (2.2.3.6) e (2.3.1.4)
sao analogas, seguindo-se o mesmo procedimento realizado

para a integracao de (2.2.3.6) e, em analogia com as expressoes
(2.2.3.7,10a-c,13), obteremos:

Ovgu Ovgu
ot T Vqu 5, T VUt

+wlz = k() [z — q(t)], (2.3.1.5)
D L O = k() [z~ q)] . (23.16)

plz, t) = [ro(t) V2e Coms . (2.3.1.7)
v, 1) = F9s [ — q()] + 4(t),  (23.18)

onde [lembrar que estamos usando vy, € ndo vpck €, portanto,
deveremos fazer A = 0 nas expressoes (2.2.3.10a-c)]:

2 2
De maneira an&ﬂoga a0s Ccasos anteriores, teremos:

G 5)* v o
B < T IR A = NI
+G+vq+ wqg=0. (231.10)

A expressao acima sera identicamente nula, se:

@ +va+ wa= % (2.3.1.11)

Y

i+ vi+wiq=0, (23112
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o = ™o (23.1.13)

Usando-se as expressoes (2.3.1.11-12) e eliminando-se

o termo w? entre elas, teremos:l°

d—i—l/o'z—(%)a:%

I
ko
l

dqg—qoa+v(ig - qa

Flag—qa)+v(eg - qa) =34

(g —ga)L(dg — Ga) + v(dg— §a)’ =

= 5Gqg—qa) = gli(ag—qa)l+32v(dg—qa) =

= 4B - e E g - da)

i — pe2vt(4)2,  (23.1.14)
I'=3(e" (aq - qa)? + (9?). (23.115)

A expressao (2.3.1.14) nos mostra que a equagao de
Kostin nao possui um invariante de Ermakov-Lewis para
o OHDT.

2.3.2. Equacao de Schuch-Chung-Hartmann

No caso do OH DT, a equagao de Schuch-Chung-
Hartmann tomard a seguinte forma [vide expressoes (1.3.2.1)

e (2.1.0.4)):
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ih 2 p(n, t) = — L2 D (L w(t) 2 +

+ B2 n(x, 1) — <o (e, t)>]) (e, ), (2321)

onde ¥ (x, t) representa, como nos casos anteriores, a fungao
de onda, e v é uma constante.

Também, como nos casos vistos anteriormente, usan-
do-se a transformacgao de Madelung-Bohm [vide expres-
sdo (2.2.1.2)], e aplicando-a a expressao (2.3.2.1), demons-
tramos no Capitulo 1, para o caso geral de V(x, t), que [vide
expressoes (1.3.2.5,6)]:

%+%:_yp(€np—<€np>), (2.3.2.2)

onde v, e Vg, tém o mesmo significado dos casos anteriores
[vide as expressoes (1.2.1.8,11a-b)].

Considerando-se a expressao (2.3.2.3) e inserindo-se
nela a expressao (2.1.0.4), resultaré:

avqu % 2 1 8un
S Vgu Bt VU + WP = — S (2.3.2.4)

Seguindo-se o mesmo protocolo utilizado na integragao
das expressoes (2.2.1.8), (2.2.2.3), (2.2.3.3) e (2.3.1.3), pode-

remos escrever que:

B VGV vt
+wrx = k@) [z — q®)], (2.3.2.5)

1 OVgu __

m  Ox
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= 2 (L OB = k() v — qt)],  (23.26)
oz, 1) = o))" Ve T (23.27)

k() = #@) — ) = mLM (2.3.2.8a-D)

Tomando-se a expressao (2.3.2.7), calculemos as se-
guintes expressoes (lembrar que /n e = «):

np = tn[(mo)” V2e (z%] =

= I (ro) V2 — -9 (23209)

(z — ¢)?

<lp>=<In[rno)y " Y2e = |>=

—n(ro)” 12— <=5 = (23210)

o

Usando-se as expressoes (1.3.2.7), (2.3.2.7) ¢ mais a
identidade:!"

J¥ e P de = T (23.2.11)

teremos:
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Levando-se a expressao acima na expressao (2.3.2.10)
e usando-se a expressao (2.3.2.9), vira:

<lhp>=tn(ro) ' -1 —

np— <Mhp>= In(ro)” V2 - (@ —a?*

(e

—ln(ro)” 1?7+ 1 —

hp— <tnp>= —L[2E=9" _ 1) (23212)

Por outro lado, ainda usando-se a expressao (2.3.2.7),
resultara:

s — )2
o= (ro)y e S - ) <

— 29, (23.213)

(e

%:_{ijLMp:w[M_l].

o2 o o

Inserindo-se a expressao acima na expressao (2.3.2.12),
teremos:

tnp— <lnp>= — £ %8 (23214)

Considerando-se a expressao (2.3.2.2) e substituindo-
se nela a expressao (2.3.2.14), obteremos:

Q

dp op vgu) _ o 9%
+ ox o Vp( 4 p 8:22) -

O(p vqu _
op 4 Aevw) _ 0 (p oy = 0 (23.215)
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D = “2 (23.2.15b)

4 Y

equacao analoga a equacao de Fokker-Planck.

Definindo-se: 8!

Vg = Vgu — %%, (2.3.2.16)

e substituindo-se na expressao (2.3.2.15a), viré:

% + %[P(Uqu - %%)]: 0 -
8 1971
% 4 dedw) _  (23217)

A integragao da expressao (2.3.2.17) ¢ feita semelhan-
temente aos casos anteriores, uma vez que ela é analoga as ex-
pressoes (2.2.1.3), (2.2.2.2), (2.2.3.2) e (2.3.1.2). Desse modo,

poderemos escrever que:

Ogulz, 1) = 29 [z — q()] + 4(t) . (2.3.2.18)

Considerando-se as expressoes (2.3.2.13,15b,16,18), te-

reImos:

— D dp _ 2vo(z—q _ v(z = q)
lgqu = Uqu_?% == 'Uqu+T = Uqu+ 2 -
v = —"(I*q)—i(m— )_F'_V(er) N

Vgu = 5 (£ —v)(x —q + ¢. (23219

g

De posse da expressao (2.3.2.19), calcularemos as se-
guintes derivadas (lembrar que x e t s@o varidveis indepen-
dentes):
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B = S - V@ - g -

(e

=10 -Gl @—q - 5E -v)q+q. (23220

o

Avgu :@[l(é_y)(x—Q)+Q]:

= 1 — ). (23221)

Usando-se as expressoes (2.3.2.8a,19-21) e somando-
se e subtraindo-se o termo w?, a expressao (2.3.2.5) tomard a
seguinte forma:

_|_
ey
—~
SEN]

|
X
~—
~~
8
|

RS
S~—

+

=2
N[

—~
SEE]

|

X
N~—
_|_

T m? o2

/N
=
319
|
"q‘
Y
+
NI
—~
Q19
|
X
~—
no
+
1A
—~
Q19
|
X
~—
+

:(L_L)sz;[@_eryz]Jr

4 L o2 o

+§(§—1/)+w2—i)(x—q)+

m?2 o2

ti+vit+weg=0 —
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2 h2

&)? v
. . — (aE

[L _
20 4 o2 m?2 o2

+4+vq+ wqg=0. (23222

Para que a expressao (2.3.2.22) seja identicamente
nula, é necessario que tenhamos:

GF 4 2 - 2 R0 (23.2.23)

4 o2

3o
g+ vqg+wq=0. (23224)

Tomando-se a expressao (2.3.2.23) e inserindo-se nela
as expressoes (2.2.1.36,37a-b), e em analogia com os casos
anteriores, obteremos:

G + W - Z]a = L. (23225

Agora, chamando-se:®

vira:
_ vt v —zt
g =ue 2z — tue 2 =
- v

= ue T — 5q, (23227a)
T
g = te — sue — 54 =tue -
v - vt v _ vt v vty
—sue T — L(ue 2 fue z)=
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i =e¢ 7 (i —va+ Yu). (23227h)

Considerando-se a expressao (2.3.2.24) e substituindo-
se nela as expressoes (2.3.2.26,27a-b), obteremos:

vt : L2 vt 5
e 7 (i —va+ Fu +rve z (4 — 5u)+t
2 _ vt . . 112
+twiue T =u —vu+ Fu+

. 2
+vi — %Su+ wu=0 —

2

i+ W — %Ju=0. (23.228)

N

Eliminando-se o fator comum (w? — %) entre as
expressoes (2.3.2.25,28), teremos:

d—%a:% - ud - ol = % —
%(ud—ad):% —
(ua —aw) L (ud — ad) = % (ud — ad) —
palwd —ai] = 282 = -3 42 -

d =0, I=1=%1uda—-ai)+ (%?4. (23229%Db)
Considerando-se a expressao (2.3.2.26), resultara:

u = qeT , (2.3.230a)
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v t v t v t v )

W= qgez + %qgez =ez (¢ +%q (2.3.2.30b)

[NJAN

Tomando-se a expressao (2.3.2.30b) e inserindo-se nela
as expressoes (2.3.2.29a-b), resultara:

I =3e'[ga—qga+ %qa)P + (7], (23231)

N[

que representa o invariante de Ermakov-Lewis-Schuch-
Chung-Hartmann para o OHDT.

Portanto, a expressao (2.3.2.29a) nos mostra que a
equacao de Schuch-Chung-Hartmann possui um inva-
riante de Ermakov-Lewis para o OHDT.

2.3.3. Equacao de Siissmann-Hasse-Albrecht-

Kostin-Nassar

Para o caso do OH DT, a equagao de Siissmann-
Hasse-Albrecht-Kostin-Nassar ficard com a seguinte for-
ma [vide expressoes (1.3.3.1) e (2.1.0.4)]:

ih 2, t) = — Jo TUED 4 [ L W2() 2?4+

tv(r— <o >ep+ (1 —-0o)<p>] -

—Lihe)| i 1), (23.31)

onde p é o tradicional operador de momento linear [vide ex-
pressao (1.3.3.2)], ¢ (x, t) representa, como nos casos ante-
riores, a funcao de onda, e ¢ é uma constante, cujos casos
particulares foram considerados no item 1.3.3.

Também, como nos casos vistos anteriormente, usan-
do-se a transformacao de Madelung-Bohm, dada pela ex-
pressao (2.2.1.2), e aplicando-a & expressao (2.3.3.1), mostra-
mos no Capitulo 1, para o caso geral de V(z, t), que [vide
expressoes (1.3.3.10,13)]:
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G 4 0 — o, (2.33.2)

a9 a9
azd + ga a;d + %a%(v + Vou) =

= —vic (W — V) + < Y >], (2.3.3.3a)

onde ¥4q e Vg, sao dados, respectivamente, pelas expressoes
(1.3.3.8a) e (2.2.1.7a-b).

Usando-se as expressoes (1.3.3.8a) e (2.1.0.4), a ex-
pressao acima tomara a seguinte forma:

9944 904 1 9 (1 2 .2 —
i+ Va gy e GmWt 4 V) =

= —v[-vl(z— <z >+ < Vg > —
9944 99ga

5%+ g 5t + v < 0y > +uwiz =

1 OVgu

m  Ox

+ e (z— <z >).

Somando-se e subtraindo-se o termo w? < x > na

expressao acima, vird (lembrar que ‘9%% = 0):

o9 89
4+ g FE 4 v < g > Wz < x >)+

W < >= L% L2z - <2 > —

m Oz

oY 09
Sl 4+ gy TR 4 v < Uy > W <z >=

= - LBu 2?2 e <z >) —

99 29
Sl g 2 4+ v <P> Fw <z>=
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=-L 20V, + ImQ*t) (- <z>)*], (2.3.3.3b)
Q%(t) = W*(t) — (veo)*, (2.3.3.3¢)

Seguindo-se o mesmo procedimento utilizado na inte-
gracao das expressoes (2.2.1.8), (2.2.2.4), (2.2.3.6), (2.3.1.4)
e (2.3.2.4), e usando-se a expressao (1.2.1.11a), a integracao
da expressao (2.3.3.3b) nés dard [lembrar que < z > = ¢(¢),
segundo a expressao (2.2.1.9¢)]:

9044

oY
Sl Pga G 4 v <Vga> + W q(t) =

= k() [z — qt)], (2.3.3.4)

L OVEY 02 [ — q(t)] =

dx (2m2 Oz
= k() [z — q@®)] . (2.3.3.5)

Em analogia com o que foi realizado no item 2.1.1.
a expressao (2.3.3.5) serd escrita da seguinte forma [ver ex-
pressoes (2.2.1.12,16,17a-c)):

2 H2
o (3 S) = Q) [r — qt)] = k(t) [z — q(t)] =
= B 55 - 2R v (B -
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=k(0) [z — q0)] — k0) = g — Q%(0) —
*0) = L res
Kt) = sl — (), (23.3.7a)
() = Lt o (2:33.7D)
_ 2= aw)?
plx, t) = [ o) Y?e cm . (2.3.3.7¢)

Para integrarmos a expressao (2.3.3.2) deveremos se-
guir o mesmo protocolo empregado na integracao da expressao
(2.2.1.3). Assim, vird [vide expressoes (2.2.1.30b,31-32)]:

Jga(z 1) = 29 [z — q®)] + (), (2.3.3.8a)

= ;2. (23.3.8¢)

Considerando-se as expressoes (1.3.3.12a) e (2.2.1.9¢),
vira:
<V >=< vy >=< 1T >= ¢ . (2.3.3.9)

Assim, considerando-se a expressao (2.3.3.4), substi-
tuindo-se nela as expressoes (2.3.3.7a,8a-¢,9) e considerando-
se a expressao (2.3.3.3c), resultaré:
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Ll —ag) - e - - Sd+ i+

+l5 @ - +d Fvi+ Wg=

. o'_2 .
—Z @ —q - @ -9+ i+

5)? .
+ @ —q) v+ Pg=

(e = D) (@ —a) —

m2 o2

. 6'2
o - S+ W -2 - @ - g+

+d4+vq+ wiqg=0. (23.3.10)
Usando-se as expressoes (2.2.1.36) e (2.3.2.26), ou seja:
o, qg=-¢ T u, (2331laDb)

e em analogia com os casos anteriores, encontraremos que [em
analogia com as expressoes (2.3.2.25,28)]:

o+ W —1rdfa =&, (23312

i+ vq+ wiqg=0, (233.13)

[N

i+ [w - Zlu=0. (23.3.14)

Examinando-se as expressoes (2.3.3.12,14), observa-
se que estas s6 possuem um invariante de Ermakov-Lewis
no caso do modelo de Hasse, para o qual ¢ = %, ja que,
para esse valor particular de ¢, a expressao (2.3.3.12) coincide

com a expressao (2.3.2.25) e, portanto, valem as expressoes
(2.3.2.29a,31):
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a4 =0, (23314)

I'=3e'[[ga—qga+ 5qa) + (£)?]. (23315

[N

Em geral, para quaisquer valores de ¢ e de v nas ex-
pressoes (2.3.3.12-13) como, por exemplo, ¢ = 1 (modelo de
Siissmann) e ¢ = 0 (modelo de Albrecht-Kostin), nen-
hum invariante de Ermakov-Lewis podera ser obtido.[®
Para esses modelos, pode-se obter um invariante aproximado,
somente para o caso em que se tenha:

A o< W, (23.3.16)

pois, com essa condigao, as expressoes (2.3.3.12-13) tomarao
0 seguinte aspecto:

@+ wla="2L, §{+wPqg=0, (233.17-18)

0%

expressoes essas que coincidem com as expressoes (2.1.0.2-3)
e, portanto, correspondem a um invariante de Ermakov-
Lewis do tipo:

d— 0, T =1[Ga—-qga)?+ (9)7. (2331920

2.3.4. Equagao de Didsi-Halliwell

Para o caso do OH DT, a equagao de Diési-Halli-
well ficard com a seguinte forma [vide expressoes (1.3.4.1) e
(2.1.0.4)):

. 21
zh%w(x, t) = —%8%ig’t) + (%mw(t)QxQ—

—ih [ <z>)_a) (@ = <e>) | ) v v, (2341)

a? a



94

onde 9 (z, t), como nos casos anteriores, representa a funcao
de onda, e a é uma constante.

Seguindo-se os casos anteriores, aplicando-se a trans-
formagao de Madelung-Bohm [vide expressao (2.2.1.2)] a
expressao (2.3.4.1) e considerando-se a expressao (2.1.0.4), as
expressoes (1.3.4.5-6) deduzidas no item 1.3.4., nos permitem
escrever que:

dp A(p Uqu) _
ot + ox -

= —2ph[l=gt _ M0E-= ] (9349

a? a

OVqu Ovqu 2 o
5% T Uqu 5, + w' T =

= L% = (2343)

onde vy, e Vg, sao dados, respectivamente, pelas expressoes
(2.2.1.6,7a-b).

A integracao da expressao (2.3.4.3) seguird o mesmo
protocolo utilizado na integragao da expressao (2.2.1.8) uma
vez que elas sao idénticas. Desse modo, considerando-se as
expressoes (2.2.1.17a-¢,18,19), poderemos escrever que:

Kl) = olom — 0t = 7255, (2344ab)
oz, 1) = [mo@)] V2e T (2.3440)
% — sy [0y 2@ ) (2.3.4.5)
% = 29, (2.34.5b)
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Tomando-se a expressao (2.3.4.2) e usando-se as ex-
pressoes (2.2.1.9¢) e (2.3.4.4a-c,5a-b), vira:

o o dpvw) _ op Dvgu

dp __
ot oz P or T Vqu

or

:_Qph[(:vaQ)Q_n(t)(wfq)} N

a a

_%‘FT(-T—Q)Q—FMQ"F@;%_@UWLZ

:_25{@—2@2_77(15)(96—61)} N

a a

Ovgu 2 (z — q) _ & _ o _ 2 _
T Tl = 3, — gz (@ = q)

_ 29— 9p [ G-/ UNC RS } T (2.3.4.6)
Chamando-se:

plz, t) = — 289 (2.3.4.7a)

ra, ) = 29— o — qOF 2% + 28]+

+lr — q(t)] 28— {jg)] . (2.3.4.7b)
a expressao (2.3.4.6) ficara:

% + p(z, t) Uqu(xa t) = r(z, t). (2.3.4.8)
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A solucao da equagao diferencial representada pela
expressao (2.3.4.8) serd [vide expressao (2.2.1.23a):

Vgu = L [[rudz + c(t)], (2.34.9a)
onde [vide expressoes (2.2.1.23b,24) e

1/2

u =exp([pox) = (ro)?p. (2.3.4.9Db)

Usando-se as expressoes (2.3.4.7b,9b), poderemos es-
crever que:

= Jruor =[5 - (@ - (F+ %)+
+2(@ —q (B - Y (o) pox =

L =[5 - @ -0 @) @e)?por, (23411)

= ()2 F(z, t), (2.3.4.12a)
Flz, t) = — [(z — ¢)* 2 pOx, (2.3.4.12b)
Ii=[2@—q & - 9 mo)?pox. (234.13)

As integrais indicadas nas expressoes (2.3.4.11,13) sao
obtidas em analogia com as expressoes (2.2.1.25b-c). Desse
modo, vira [vide expressoes (2.2.1.19,27)]:
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L = (mo)?p(%) (@ —q), (234.14)
L= (82 - 9 (mo)?[2(x - q)pdr =
- (Yoo S —

Iy = = (20 — Oy (mo)2op.  (2.3.4.15)
Tomando-se a expressao (2.3.4.10) e substituindo-se
na mesma as expressoes (2.3.4.12a,14,15), teremos:

I=frude = (o) pl%) (@ — q) + "5 -

— (1 — 9yo] . (2.3.4.16)

Usando-se as expressoes (2.3.4.9a-b,16) e considerando-
0, pois p — 0, quando | z | — oo, resultara:

se que c(t) =

gu(, ) = F95 v — q)] + q(t) +

+ F@0 oGy, (2.34.17a)

onde:

G(t) = — el (2.3.4.17h)
Calculando-se a derivada parcial temporal da expres-
sao (2.3.4.17a), vira (lembrar que z e t sdo varidveis indepen-

dentes):

e = S @ -0+ i+t 4G =

ot T ot




+F§(%)+G:%(x—Q)—m(x—Q)—ﬁC]'+

s 19F _ F 9p :
+q p Ot p? Ot + G
Usando-se a expressao (2.3.4.5a) na expressao acima,
obteremos:

N2 .

8vu o o o - .
e = (v —q) — @ - - Sd+ i+

x 2 x
+1oE L 2o pleo ey 29G4 G oo
Ovgu & & 5)2 .
T R R R IS

or 4 e 4 G, (23.4.18)

200p

Agora, calculemos a derivada parcial espacial da ex-
pressao (2.3.4.17a). Assim, usando-se a expressao (2.3.4.5b),
resultara:

I S A B IR SR

oz oz P)
=S PR R =
= bR EE -

Gu = o 4 L8 L 2B — ). (234.19)

Tomando-se a expressao (2.3.4.3), inserindo-se na mes-
ma as expressoes (2.3.4.17a,18,19), considerando-se as expres-
soes (2.2.1.10) e (2.3.4.4a), e somando-se e subtraindo-se o
termo w? ¢, teremos:



(@ — 9 5 —

+q gz t) +
onde:

H(z, t) = 725 9

+

2 F?

o p

2

+
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2 F G

ap

b

(2.3.4.21a)
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Comparando-se as expressoes (2.2.2.11) e (2.3.4.20) é
facil ver que a equagao de Didsi-Halliwell nao possui um
invariante de Ermakov-Lewis para o OHDT.

E oportuno observar que como a integracio da ex-
pressao (2.3.4.12b) envolve termos do tipo (x — ¢), cer-
tamente a expressao (2.3.4.20) contera poténcias mais altas
desse monomio e, portanto, a existéncia ou nao de pacotes
de onda como solucao da equagao de Didsi-Halliwell, é
uma questao a examinar.
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CAPITULO 3

MECANICA QUANTICA DE DE BROGLIE-BOHM

E OS PACOTES DE ONDA QUANTICOS

3.1. Introdugao

Em 1916, o fisico alemao Albert Einstein (1879-1955;
PNF, 1921) (naturalizado norte-americano) realizou seu famo-
so estudo sobre a radiacao planckiana do corpo negro, no qual
propos que uma radiagao eletromagnética de comprimento de
onda A\ era portadora de um momento linear p, dado pela
expressao:

p=2, (310.1)

onde h é a constante de Planck.

Em 1923, o fisico francés, o Principe Louis Victor
Pierre Raymond de Broglie (1892-1987; PNF, 1929) formu-
lou suas primeiras idéias sobre a “onda de matéria” associada
a uma particula em movimento. Logo depois, em 1924, ele
complementou essa idéia encontrando as relagoes fundamen-
tais entre a energia e as velocidades de fase e de grupo dessa
“onda”. Por fim, em 1925, apresentou sua célebre idéia de que
o elétron de massa m, em seu movimento orbital atomico com
velocidade v, é guiado por uma “onda de matéria” (onda-
piloto), cujo comprimento de onda A se relaciona com o mo-
mento linear do elétron, por intermédio da expressao:

A= %, (p = mwv) (3.1.0.2a-b)

de tal modo que: 2 m r = n A, sendo r o raio da orbita
eletronica.
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Em 1926, os fisicos alemaes Max Born (1882-1970;
PNF, 1954), Ernst Pascual Jordan (1902-1980) e Werner Karl
Heisenberg (1901-1976; PNF, 1932), e o austriaco Erwin Schro-
dinger (1887-1961; PNF', 1933) desenvolveram, respectivamen-
te, a Mecanica Quantica Matricial e a Mecanica Quanti-
ca Ondulatdria, hoje traduzida pela célebre equagao de
Schrodinger:

ih 2 W t)= HY(F t), (3.1.0.3)
onde H é o operador Hamiltoniano definido por:
H=2 4+ VFEt, ((p=-ihV), (3.1.0.3bc)

sendo V' a energia potencial.

Ainda nesse mesmo ano de 1926, Born interpretou a
funcao de onda de Schrodinger ¥ como sendo uma am-
plitude de probabilidade. Essa interpretagao significava
dizer que qualquer observavel fisico (posi¢ao, momento linear,
energia etc.) de uma particula é encontrado por intermédio
da densidade de probabilidade, calculada pela expressao
U* U = | ¥ >, Além do mais, a funcdo de onda ¥ deveria
ser normalizada, isto é:

Jveo | W0 0 P dF = 1. (3.1.04)

A essa interpretagao de Born sobrepos-se uma outra
questao. Sera sempre possivel observar qualquer grandeza
fisica? A resposta a essa pergunta foi dada por Heisenberg.
Com efeito, ao tentar representar, matematicamente, a tra-
jetoria de um elétron em uma camara de névoa ou camara
de Wilson,!!! Heisenberg percebeu que, embora se observe
essa trajetoria por intermédio de gotinhas de dgua isoladas
na camara, tais gotinhas, certamente, eram muito mais am-
plas que um elétron e, desse modo, s6 se registra uma sucessao
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discreta de lugares, imprecisamente determinados, do elétron.
Portanto, a verdadeira questao, concluiu Heisenberg, era a
de representar, dentro da Mecanica Quantica, uma situacao
que, de modo aproximado - quer dizer, com certa imprecisao
-, possuisse uma determinada velocidade. Foi, basicamente,
esse raciocinio que levou Heisenberg a apresentar, em 1927, o
seu famoso principio da incerteza:

E impossivel obter exatamente os valores simultaneos de
duas varidveis canonicamente conjugadas, a nao ser dentro
de um limite minimo de exatidao.

Aplicando-se o formalismo da Mecanica Quantica de
Born-Jordan-Heisenberg-Schrodinger, a conhecida Mecanica
Quantica de Schrodinger (MQS), aos operadores F' e G, que
representam duas quaisquer quantidades fisicas F' e GG, aquele
principio é dado pelas famosas relagcoes de incerteza de
Heisenberg:

< (AF) > < (AG) > >3 h, (3.1.0.5)

1
2
onde < (AF) > e < (AG) > representam, respectivamente,
os valores médios dos erros nas medidas dos observaveis F' e
G, e a expressao (3.1.0.5) indica que essas medidas nao podem
ser efetuadas com precisao, isto é, com erro nulo (a menos do
erro inerente & medida experimental).?) Por outro lado, no
formalismo da MQ.S, os valores médios referidos acima sao
calculados por intermédio de . Em vista disso, a questdo
fundamental dessa M QS seria a de relacionar ¥ com a me-
dida do observavel desejado. Assim, a transicao de um es-
tado ¥ para um estado ¥’ por intermédio de um processo
de medida é denominada redugao (colapso) do pacote de
onda de Schrodinger. Portanto, apds a medida, obtemos
um novo estado correspondente a uma nova fungao de onda
schrodingeriana.

Neste Capitulo, estudaremos a evolucao do pacote de
onda de Schrodinger usando o formalismo da MQS e o da
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Mecanica Quantica de de Broglie-Bohm (MQBB), sendo esta
desenvolvida no Capitulo 1. Em nosso estudo, consideraremos
o caso particular da particula livre (PL).

3.2. Evolugao do Pacote de Onda Quéntico Via

Mecanica Quantica de Schrodinger

3.2.1. Pacote de Onda de Schrodinger-Feynman

Conforme sabemos,* quando a energia potencial V' de
um sistema fisico, de energia total F, s6 depende da posicao
[V(7)], entao a solucao da equagao de Schrédinger [vide
expressoes (3.1.0.3a-c)] é dada por:

U(F t) = @) e it = () e P9t (3.2.1.1ab)

onde (1) satisfaz a seguinte equagao, conhecida como equa-
cao de Schrodinger independente do tempo:

Av() + 27 (B = V)(@) =0 <

"
Hy(F) = E¢(F), (3.2.1.2ab)

onde H ¢ dado pelas expressoes (3.1.0.3b-c). Além do mais,
(7)) deve ser finita e continua, assim como sua derivada %.

E oportuno observar que a expressao (3.2.1.1b) foi
obtida considerando-se a energia planckiana:

E =hv =hw, (3213aDb)
h=L  w=27rv. (3213cd)

Sendo a expressao (3.2.1.2b) uma equacao de auto-
valores, sua solugao ¢ dada por um conjunto discreto de auto-
funcdes (“ondas schrodingerianas”) do operador H.P! Por ou-
tro lado, a expressao (3.1.0.2a) sugere ser possivel usar um
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punhado concentrado de “ondas debroglicanas”, de compri-
mento de onda A, para descrever particulas localizadas no
espaco. Para tal descricao, é necessario usar um mecanismo
que reuna essas “ondas” com varios comprimentos de onda;
este mecanismo é a Anélise de Fourier.[) Assim, de acordo
com essa Anélise (para o caso unidimensional), podemos con-
siderar 1(x) como uma superposicao de ondas harmonicas
monocromaticas (planas), ou seja:

b)) = = [T ok) et T dk,  (32.14a)

sendo:
ok) = A= [TX @) e P da’, (3.2.1.4D)
onde:

k=30, (321.4c)

¢ o nimero de onda, e representa a transicao da descricao
discreta para a continua. Observe-se que, usando-se as ex-

pressoes (3.1.0.2a), (3.2.1.3¢), a expressao (3.2.1.4c) tomara a
seguinte forma:

— p=hk. (3214d)

Tomando-se a expressao (3.2.1.4a) e inserindo-se na
mesma a expressao (3.2.1.4b), vira:

Y(r) = 5= [E2 h ey ¢ ke drl dk . (3.2.1.5)
Considerando-se que:!®

8z — 2)=6(z — 2) =
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= L [T ar,  (3.2.1.6aD)
fz) = [TZf() 6z — 2)de,  (3.2.1.6¢)

verifica-se, portanto (considerando-se z, 2’ = x, '), a con-
sisténcia da expressao (3.2.1.5), caracterizada como a famosa
relacao de completeza.

Levando-se a expressao (3.2.1.4a) na representacao
unidimensional da expressao (3.2.1.1b), resultard na expressao
abaixo:

U(r, t) = 7= [T3 ok) e e W dar, (3.2.1.7)

que representa um pacote de onda de amplitude ¢(k).

Note-se que, a dependéncia w em termos de £ indicada
na expressao acima, decorre do fato de que a energia E' de um
sistema fisico sempre depende de p. Assim, considerando-se
esse fato e mais as expressoes (3.2.1.3b,4d), essa dependéncia
é verificada imediatamente, conforme veremos adiante.

A seguir, escrevamos a expressao (3.2.1.7) em termos
do propagador de Feynman. Fazendo-se t = 0 nessa ex-
pressao e em analogia com a expressao (3.2.1.4b), teremos:

U(e, 0) = = [T o(k) e F Ak —

o(k) = 7= [T U, 0)e "F7da! . (3218)

Inserindo-se essa expressao na expressao (3.2.1.7), re-
sultara:

Ur, 1) = f= P2 (A [ES U, 0)e T F 7 dn' ) x

Xei[kw—w(k)t] dk —
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w(k)
2

U(w, t) = [T (L ryehle - =S k) x

x W(z!, 0) da’ . (3.2.1.9)

E oportuno destacar que, na linguagem da Mecanica
Quantica de Feynman,®! o termo entre parénteses na expressao
(3.2.1.9) representa o propagador de Feynman K (z, z'; t).
Assim, essa expressao pode ser escrita na forma:

U(z, t) = [T K(z, 2/; t) U(2!, 0)da’, (3.2.1.10a)
sendo:
K(z, o/; t) =

w(k)
k

= L IRkl ) =S gy (3.2.1.10D)

A expressao (3.2.1.10a) representa a fungao de onda
U em qualquer instante ¢ em termos dessa mesma func¢ao no
instante inicial (¢t = 0). Assim, se w(k) for uma funcao
conhecida de k, entao V(z, t) pode ser obtida explicitamente
por intermédio de ¥(z, 0).

Na seqiiéncia, determinaremos a forma, a evolugao
e a dinamica do pacote dado pelas expressoes (3.2.1.10a-b)
para duas situagoes particulares: particula livre (PL) e os-
cilador harménico dependente do tempo (OHDT).

3.2.2. Pacote de Onda da Particula Livre

Para uma PL de momento linear bem definido p, a
sua energia total £ (H) e o seu potencial V', sdo dados por:

E=2  VFEt=0. (3221ab)

[\
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a) Pacote de Onda de de Broglie da PL

Consideremos a “onda de de Broglie”. Assim, para
essa “onda”, as expressoes (3.1.0.2b), (3.2.1.3b,4d) e (3.2.2.1a),
nos mostram que:

p=nhk, v="nk (3.2.2.2a-b)

m )

E — h2 k2 — hw — w(k) = g]:j . (3223a‘c)

Usando-se a definicio de velocidade de grupo:!

v, = % (3.2.2.4)

as expressoes (3.2.2.2b,3a-c) indicam que:

1 12rk _ hk
Y9 = % A 2m o om

v, = v, (3.2.2.5)

ou seja, a velocidade de grupo da “onda debrogliecana” da
particula livre coincide com a sua propria velocidade.

b) Pacote de Ondas Luminosas no Vécuo

Neste caso, usando-se as expressoes (3.2.1.3d,4¢), te-
remos (lembrar que no vicuo a luz se propaga com uma ve-

locidade ¢ = A v):
c=Av =A% — wk) =kc. (3226)
Tomando-se a expressao (3.2.1.9), inserindo-se nela a

expressao (3.2.2.6), e usando-se as expressoes (3.2.1.6a-c), re-
sultara:

Uir, 1) = [T (G frZe Rl =l g ) x
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x U2, 0)da’ = [T26[(x — ct) — 2] ¥(2, 0) d2’ —
U(x, t) = ¥(z — ct, 0). (3.2.2.7)

A expressao (3.2.2.7) mostra que a fungao de onda W
tem o mesmo valor em (z, t) eem (z — ct, 0), significando
dizer que o pacote luminoso viaja com a velocidade ¢ sem
mudar de contorno, ou seja, ele nao dispersa.

c¢) Pacote de Onda de Schrodinger da PL

Para a PL, as expressoes (3.1.0.3a-c) e (3.2.2.1a-b)
nos mostram que a equagao de Schroédinger (unidimen-
sional) correspondente serd:

ih 2 Wz, t) = HU(z, t) = — 2 & W(z, 1) —

2 m Ox?

ih 2 Wz, t) + LW, 1) = 0, (3228)

2 m Ox?

cuja solucao sera o pacote de onda schrodingeriano re-
presentativo da particula livre, pacote esse obtido usando-se
as expressoes (3.2.1.7), (3.2.1.4d) e (3.2.2.3b), ou seja:

Uz, t) = 5= [TX (k) et e W dar,  (3229)
U, 1) = o [T X 6(p) ex@ == F0dp . (3.22.9h)

Antes de prosseguirmos, demonstremos que a expres-
sdo acima satisfaz a expressao (3.2.2.8). Desse modo, teremos:

W= S T (=) ) er b0 dp —
Ph2 = L [P Eg(p) et Pr-E0dp,  (3.2.2.10)
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92w 1 + 2 L -

2 Tﬁhf_g(_%)(/ﬁ@)@h(px Et)dp —
S A
2 m Ox?2

= — S T (E) bp) er P EDdp . (3.2.2.11)

Somando-se as expressoes (3.2.2.10-11) e usando-se a
expressao (3.2.2.1a), vira:

. ov h? 920
Zhﬁ 2 m O0x?2

= = TE(E = F) o) en P F 0 dp = 0,

o que confirma a expressao (3.2.2.8).

cl) Propagador de Feynman da PL

Considerando-se a expressao (3.2.1.10b) e inserindo-se
nela a expressao (3.2.2.3¢), teremos:

K(z, o/, t) =

h t

= L [fXekh@ o) misn B gr . (3.2.212)

Para realizarmos a integracao indicada na expressao
acima, usaremos a seguinte expressao:®!

JEZe evitbvdy = [z e (32.213)

Tomando-se a expressao (3.2.2.12) e inserindo-se na
mesma a expressao acima, resultara:

(z — :v,)2

K(z, o', t) = 57 \/igimm € T 7" —
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Kz, o', t) = /5755 elans =2 (322.14)

expressao essa que representa o propagador de Feynman
da particula livre.

c2) Evolugao do Pacote de Schrodinger da PL

O pacote de onda schrodingeriano (fungao de onda)
da PL sera obtida substituindo-se a expressao (3.2.2.14) na
expressao (3.2.1.10a). Portanto, teremos:

U(r, £) = [zt ST X T

x W(z', 0) da’ . (3.2.2.15)

Examinando-se as expressoes (3.2.2.7,15) observa-se
que a fungao de onda W(z, t), correspondente, respectiva-
mente, aos pacotes de onda luminoso e schrodingeriano da
particula livre, depende da forma da funcao de onda no ins-
tante inicial W(z’/, 0). [Alids, essa dependéncia vale para
qualquer sistema fisico, conforme se pode ver pela expressao
(3.2.1.10a).] Considerando-se que o momento linear e a posi-
¢ao de uma particula nao podem ser definidos simultanea-
mente com precisao [vide expressao (3.1.0.6)], a escolha de
U(z’, 0) [ou de ¢(k), conforme a expressao (3.2.2.9a)] é feita
de modo que o produto indicado na expressao (3.1.0.6) seja
minimo e, portanto, do tipo gaussiano.!

Desse modo, representemos ¢(k) por um pacote gaus-
siano, de largura a,, e centrado em torno de k,:

b(k) = (355)" Vi @ 6= k* | (32216)

cujas caracteristicas ondulatérias (A,, v,) sao dadas por [vide
expressoes (3.2.1.3d,4c) e (3.2.2.3¢)]:

Ao = 2Ty, = o (32.2.17ah)
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wo = wk,) = 5= kZ. (3.2.2.17c¢-d)

Agora, vejamos como evolui o pacote gaussiano ¢(k)
com o tempo. Para isso, usaremos a expressao (3.2.2.16) na
expressao (3.2.2.9a). Contudo, como esse pacote é muito pe-
queno fora de um pequeno intervalo envolvendo k,, é conve-

niente considerar a expansao de Taylor de w(k) em torno desse
ponto, ou seja:

wk) = k) + (b = ko) (%), +
+ 5k — ko) (D% )k . (3.2.2.18)

Considerando-se as expressoes (3.2.2.2b,3¢,17d):

(%)k = Rk — 4 (3.2.2.19a-b)
F(%), =d =, (32219d)
a expressao (3.2.2.18) sera escrita na forma:

wk) ~w, + (b — ko) vo + (K — ko)) a.  (3.2.2.20)

Levando-se as expressoes (3.2.2.16) e (3.2.2.20) na ex-
pressao (3.2.1.7), fazendo-se a substituicao k — k, = k', e
usando-se a expressao (3.2.2.13), resultara:

U, 1) = o[22 ()" Ve B (k= k)

z'(k:ac—[w0+(k—ko)vo+(k—ko)2a]t)

X e dk =

= = T2 ) M x
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Xe—agk:’2+ikoz+ik’x—iwot—ik’vot—ik’2atdk/ —

T \—1/4 _1 i (ko © — wo t)
= (2ag) ok X

Xf—i—OOef(a(27+iat)k’2+i(wfvot)k’dk/ N

— o0

Uz, t) = (s55) Vel kow—wot) [T

2 a2 2 (a2 + i at)

(z — vo )2

X e 4@ +ian  (32221)

expressao essa que representa o pacote de onda gaussiano
da PL ou amplitude de probabilidade da PL.

De posse da expressao acima, calculemos a densi-
dade de probabilidade da PL, ou seja: ¥* U = | ¥ |,
Assim, calculando-se o complexo conjugado (*) da expressao
(3.2.2.21), teremos:

\IJ*(I‘, t) _ (L)71/467i(k0x7w0t)x

2
2 a;

(x_— vo t)z

X \Joraae—m e 4@ -ian  (32222)

2 (a2 — i at)

Portanto, usando-se as expressoes (3.2.2.21-22), obte-
remos:

2 (a2 —iat
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i _ (x — wvo t)2
4 (a2 + i at) —
X 2 (a2 — i at) € ¢

— T \— 1/2 1
= (I - X
<2‘1%) 2 \/at + a2 t2

_ @ = v t)? 1 " 1
X e 4 agfiat a%«kiat p—

1

[¢7) ><
V2 \/ag + a2 2

7(171;015)2 20%
1 L 1 a2 2 _

Q |

X e
_ (T*’Uot)2
2 42
I Ao 1 2 a%+ ag —
V2w \/a§+a2t2
_ (@ = vo t)?
2 2
2a2(1+7‘1 L )
1 e o al

2
v ) =
a

o

Substituindo-se a expressao (3.2.2.19d) na expressao

acima e definindo-se:
7= 2% a(t) = a1 + &, (32.2.23aD)

resultara:

2 _ (= — v t)2
| \II(I" t) | == m € 2 a?(t) . (32224)
Note-se que a expressao (3.2.2.24) satisfaz a expressao
(3.1.0.4). Com efeito, usando-se a integral indicada abaixo:!®
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JTZ e @ de = YT (3.2.2.25)

na expressao (3.2.2.24), teremos:

T — vo t)
T (e, ) Pde = —— [T e PyLO) dr =
o0 V2 m a(t) S
1 1o _(x—vot)z
= Vram i xe 2T0 dr = v t) =
= 1 ﬁ —_

ma(t) \/§1a(t)
JEE W, t) P de = 1. (3.2.2.26)

¢3) Dinamica do Pacote de Schrodinger da PL

Para estudarmos a dinamica do pacote de onda da PL,
deveremos calcular os valores médios [vide expressao (3.1.0.7)]
de algumas grandezas fisicas.

c3.1) Posicao: & = =

Usando-se as expressoes (3.1.0.7) e (3.2.2.24), tere-

1mos:
<ax>= [TV, )2V (2, t) dv =
= [TZa| Uz, t) fdr —
(@ — vo 1)?
< T >= e [TXe 220 axdr. (3.2.2.27)

Para realizarmos a integral indicada na expressao aci-
ma, faremos a mudanga de variavel (x — v,t = X), usaremos
a expressao (3.2.2.25) e o fato de que a integral de uma fungao
impar, envolvendo a origem, é nula. Desse modo, teremos:
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x2

<z >= \/ﬁa(t) JTXe 200 (X + v, ) d(X+ v, t) =

X2
= L [t 2 e 2070 X dX +

V2 7 oa(t)
_ X2
+ e ST R e T (0, 1) dX =
o X2
=04 () o J2 X e PO dAX =
Vo t ﬁ

—

V2 7 oa(t) 1/v2 a(t)

<z >=u,t. (3.2228)

A expressao (3.2.2.28) nos mostra que o “pacote de-
broglieano”, associado a uma particula livre e de largura ini-
cial a,, mantém o seu “centro de massa’ deslocando-se com
uma velocidade constante v,.

¢3.2) Momento Linear: p, = — i h 2

Usando-se as expressoes (3.1.0.7) e (3.2.2.2a,21-22,26)
e de maneira andloga ao caso anterior, obteremos:

< Pp >= [TRU(a, t) (—ih 2) U (z, 1) dz =

_ fi—g(#)—l/éle—i(kox—wot)x

(z_— wvo t)z

1 _4(ag—iat)
X Q(ag—iat)e X

% (_ih{%)(ﬁ)—lﬂei(koz—woﬂX
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(& — vo t)?

1 74(a2+iat) —
X 2(a§+iat)e ° dr =

= (—ih) [T ik — gl || U, ) Pdr =

2(@+iat)
= (—ih) [ (ko) ST Wa, t) [P do —

— PR e L | (e, t) P | =

— 00 2 (a2 +iat

= hky — [T o | U(X, ) PdX —

— 00 2 (a2 +iat)
< Pr >= po. (3.2.2.29)

A expressao (3.2.2.29) representa o mesmo resultado
do item anterior, ou seja, que o “pacote debroglieano”, asso-
ciado a uma particula livre e de largura inicial a,, mantém
o seu “centro de massa” deslocando-se com uma velocidade
(momento linear) constante v, (p,).

¢3.3) Incerteza na Posi¢ao: Az

Tomemos a definicdo de incerteza:['%

Ar = \J[< 22 > —(< = >)2].  (3.2.2.30)

Usando-se as expressoes (3.1.0.7) e (3.2.2.24), tere-
mos:

<22 >= [T | U(x, t) | dz =

(z_— vo f)2

= [T3% = 27 220 dr. (3.2.2.31)
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Para realizarmos a integral indicada na expressao aci-
ma, faremos a mudanga de varidvel (x — v,t = X), usaremos
a expressao (3.2.2.24) e o fato de que a integral de uma fungao
impar, envolvendo a origem, ¢ nula. Entao, teremos:

< a2t >= [T(X 4+ 0, )2 | WX, )P dX + v, t) =

= [T L1 (X2 +2Xu,t+

V2 7 oa(t)
242y T g — Foo x2 o e
+vlt?)e ()dX_\/ﬁa(t) JTeX e ® dX +

__x2
+20,t [T X e 2450 dX +

2
+U§t2ff£e_2§2<t> dX) —

2 _ 1 + o0 yv2 ,— 38 X2
<zt > = ma(t)f*OOX e dX + 0+

+ 022 [T W(X, t) PdX,  (3.2.2.32a)

COII:

B = 55 .  (3.2.2.32b)

2 a?(t)
Usando-se a expressao (3.2.2.26) e a integral indicada abaixo:

JTae Aol dy = — 4 [T 02 g (3.2.2.33)

<@ s = b (G VR ) =
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1 8- 3/2 + (Uo t)2 —

~ 2240t
= svram RCOP? + (0. 1) —

< 2t >= d*(t) + (v, t)*.  (3.2.2.34)

Levando-se as expressoes (3.2.2.28) e (3.2.2.34) na ex-
pressao (3.2.2.30), e usando-se a expressao (3.2.2.23b), resul-
tard:

Az = \Ja2(t) + (v, )2 — (v 1)2 = aft) —

Ar = a,\/1 + 5, (3.2.2.35)

expressao essa que mostra que o pacote da PL nao se deforma.

¢3.4) Incerteza no Momento Linear: Ap,

Usando-se a definicao de incerteza vista no item an-
terior, isto é:

Ap. = JI< P2 > —(< po >)2],  (32.2.36)

e os procedimentos algébricos usados anteriormente, pode-se
demonstrar que:['!

Ap, = Ap, . (3.2.2.37)

As expressoes (3.2.2.28-29,35,37) nos mostram que o
centro do pacote de onda da particula livre permanece em
xr = 0 enquanto sua largura aumenta com o tempo t, desde
o passado até o futuro, isto é, o pacote de onda inicial dis-
persa sem, contudo, deformar-se.l'? A essa nao deformacio,
associa-se o conceito de coeréncia do pacote, uma vez que,
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conforme vimos no Capitulo 1 [vide expressao (1.2.1.7)], a
densidade de probabilidade | ¥ |* representa a densi-
dade de massa p desse mesmo pacote, cuja evolugao, sem
deformacao, é traduzida pela expressao (1.2.1.10).
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3.3. Evolucao do Pacote de Onda Quéantico Via

Mecanica Quantica de de Broglie-Bohm

Neste item, veremos a evolucao do pacote de Schro-
dinger por intermédio da Mecanica Quantica de de Broglie-
Bohm (M@QBB). Antes, apresentaremos os principais resul-
tados dessa Mecanica desenvolvidos no Capitulo 1.

3.3.1. Mecanica Quantica de de Broglie-Bohm

Considerando-se a equagao de Schrédinger (em

uma dimensao):

Z-ha\ll(z,t) __ n* & qf(m,t)+

ot 2 m 22
+ V(z, t) U(z, t). (3.3.1.1)

e a funcao de onda W(zx, t) na forma polar ou transformacgao
de Madelung-Bohm [vide expressao (1.2.1.2)]:

Uz, t) = ¢z, t) 5@ D (3.3.1.2)

Usando-se a expressao (3.3.1.2) na expressao (3.3.1.1),
demonstramos no Capitulo 1 as seguintes expressoes [vide ex-

pressoes (1.2.1.10,12b,13)]:

%y Yerw) — g, (3.3.1.3)

ox

R 4+ (Ime?, +V + V) =0, (33.14a)

ot 2 qu

onde [vide expressoes (1.2.1.7,8,11a-b):

plz, t) = | U(x, t) 7 = >z, t), (3.3.15)
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Vgul, t) = L 25w B (331 .6)
Vaulz, 1) = = (35) § 58 =

= — 2 L OvP (331 7ab)

- 2 m Oz2

N

3.3.2. Pacote de Onda de Schrodinger-de Broglie-
Bohm

Consideremos a amplitude ¢(z, t) do pacote de onda,
dado pela expressdo (3.3.1.2), da seguinte forma:*3!

[« — x(t)]2

p(x, t) = 2ma?(t)” Ve T (3.3.2.1)

onde X () representa o caminho cldssico seguido pelo centro
de massa do pacote.

Tomando-se a expressao (3.3.1.5) e inserindo-se nela
a expressao (3.3.2.1), resultaré:

e — X(@®)]2

22 . (3.3.22)

pla, 1) = [27 a2()]" 2 e

Derivando-se a expressao acima em relagao ao tempo
t, teremos (lembrar que x e t sao varidveis independentes):

9 1 . e = x@)?
% — _1lxat)" 32 [Amat)alt) e zoo 4
_ - x@®)? . 9
+ [2 T a2(t)]* 1/2 ¢ 2 a2(t) % [_ %] _

= —p(2malt)alt) 27 a0 +
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4a*®t) [z — X)) [= X®)] — [z — X ()] 4 a(t) a(t)
+ 1 a4(t) ) -

% o=p( -4 4 20— X))+

+ a%(fg) [z — X(t)]Z) . (3.3.2.3)

Levando-se a expressao (3.3.2.3) na expressao (3.3.1.3)

e integrando-se o resultado, vird (considerando-se a constante
de integracao nula):

a(t x — X(t
pvw = ol - Fam X

x (8 e - X@)] + X(@) )] or —

=1 a(t) [z — X(#)]
v = 0 o | oy — Ea

a(t

x (8 e - X@)] + X)) ] 0r. (3324

—

Usando-se a expressao (3.3.2.2), poderemos escrever
que:

Zle (% - X@] + X)) | =



125

= p 4 (MBw— X))+ X(t) ) p (- 220 -
2o (M - X)) + X@))] =

= p|ay — o JOICA [ — X))+ X(1))] . (33.25)

a(t) a?(t) a(t)

Considerando-se a expressao (3.3.2.4) e substituindo-
se nela a expressao (3.3.2.5), obteremos:

v = o T2 e (M r - X)) + X(1) )] 0r —

vl 1) = 83 [e — X(@)] + X(1) . (33.26)

a

E oportuno observar que a integracao da expressao
acima permite determinar a trajetdoria quantica do sistema
fisico considerado. Desse modo, teremos [deveremos lembrar
que [ £ = Inz In (%) = hx — lny):

z
Y
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vgu(, £) = ol — 8y — X)) + X() —

dlrgu(t) — X(0] _
[qu(t) — X(1) a(D)

¢ dlrgu(®) — X)) b da(t)
Jo Tmy =xwn = 1

(oo ) = ™ (io) -

lt) = X() + 49 [1,,(0) — X(0)], (33.27)

que representa a trajetéria quantica procurada.

Para obter a forma do pacote de onda de Schro-
dinger-de Broglie-Bohm dada pela expressao (3.3.1.2), va-
mos expandir S(z, t), V(x, t) e Vg (z, t) em torno de X (¢)
até a segunda ordem de Taylor.® Desse modo, teremos:

S(z, t) = SIX(@), t] + SX(@), ] [z — X(1)] +
¢ IEO e  X()]2, (3.3.2.8)
Viz, t) = V[X(t), t] + V'[X(¢), t] [x — X(t)] +
¢ VRO [ X()]2, (3.3.2.99)
Viul, 1) = Vou[X (@), 1] + VE[X(@), 1] [z — X()] +

n W [z — X()]?. (3.3.2.9b)

Derivando-se a expressao (3.3.2.9a) em relacao a varia-
vel x, multiplicando-se o resultado por %, usando-se as ex-
pressoes (3.3.1.6) e (3.3.2.6), e considerando-se a condic¢ao so-

bre a identidade de polinomios, teremos:
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SUX(1), 1] = X0 (3.3.2.10a)

S"[X(t), t] = m;'l(;)). (3.3.2.10D)

Substituindo-se as expressoes (3.3.2.10a-b) na expres-
sao (3.3.2.9a), teremos :

S(x, 1) = S,(t) + "0 [ — X(1)] +

+ 5 e — X)), (3.3.211)

onde:

¢ a agao quantica.

Derivando-se a expressao (3.3.2.11) em relagao ao tempo
t, obteremos (lembrar que 2 = 0):

% =81 + & (™0 - X)) +

+ 5 (3w b - XOP) =

2 hoa(t)

= So(t) + "0 — X)) - "R
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m_ ra(t
+ 2% lap —

—
s}

20 r — X)) -

s}

~
s}

— A0 X [~ X(H)] . (3.3.2.13)

Agora, vamos escrever V,,, em poténcias de [x — X (t)].
Inicialmente, usando-se a expressao (3.3.2.1), calculemos as
seguintes derivadas:

% = & (Rra) e T ) =

= Rra@) e TG L (- EoXOry o
R e TR boxal

Py = e Ve STAD o (el

—Rra) e STAG Bl (o xary
2 = —Rra) Ve TR Ao+
+[2ma?(t) Ve % e = X 4_af(g”2 —
é% - [147051((1(;)%)]2 - 2a12(t)' (3.3.2.14)

Substituindo-se a expressao (3.3.2.14) na expressao
(3.3.1.7a), usando-se a expressao (3.3.2.9b), e considerando-se
a identidade de polindmios, resultara:
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2 m 4 at(t) T 242

Vialz, 1) = — 2 < [z — X@®))? 1 ) _

= VoulX(0), 1] + V@ [X(@), ¢ [+ — X(O)] +
+ O - X -

VulX(8), 1] = 15l (33.215)
VLX), 1] =0, (3.3.2.16)

2
Vil X0, tl = - e - (33.2.17)

Considerando-se a expressao (3.3.1.4a) e inserindo-

se nela as expressoes (3.3.1.6) e (3.3.2.6,8-9,13,15-17), obte-
remos:

RS + Amo, +V + V] =

=1 (S + ™3O [ — X(t)] - 50 4

_omoa(t) X(b)

O X0 [~ X(0)]) + S m (8 [~ X)) + X)) +
FVIX@), 1] + VIX@), ] e — X(0)] +

VX (L), 2 2
A = XOP 5 — e [~ XOF =0

Considerando-se que [x - X(t)]° = 1, podemos agrupar
a expressao acima em poténcias de [x - X(t)]

. Desse modo,
teremos:
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(R So(t) — m X2(t) + §m X2(t) + VIX(1), £] +

e ) [ = XOF + (mX(@) - g

12ma) X0y yry (g, ) [z — X0+

2 a(t)

m [a(t)
+ (5 G — o=

" T 2
VIR s ) - X2 = 0.

8 m a*(t)

_|_

Sendo a expressao acima um polinomio identicamente
nulo, entao os coeficientes de suas poténcias serao todos nulos,

ou seja:

Sot) = 4 (3m X21) — VIX(@), 1] -

T ). (33.218)

T A m a2(h)
Xt + LVIX(®), ] =0, (33219

i(t) + (L VX, 1) alt) = b - (3:3:2.20)

Considerando-se as seguintes condigoes iniciais:
X(0) = z,, X(0) =v,, (3.3.22lab)

(3.3.2.21c-d)

e [vide expressao (3.3.1.6)]:
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S,(0) = mieze = (33222)

a integracao da expressao (3.3.2.18) ficara:

Solt) = 4 Syt (§m X2t = VIX(W), 1] = 5505 ) +

4 m a?

Mtz (33223)

Levando-se as expressoes (3.3.2.10a-b) e (3.3.2.23) na
expressao (3.3.2.11), teremos:

Sz, t) = %fi dt’ (%mXQ(t’) —VIX(t), ] R ) "

T A m a2

mal) - X2, (3.3.2.24)

A expressao (3.3.2.24) obtida acima nos permite, por
fim, obter o pacote de onda de Schrodinger-de Broglie-
Bohm. Com efeito, tomando-se a expressao (3.3.1.2) e levan-
do-se nela as expressoes (3.3.2.1,24), vira:

i m a(t)
Uz, ) = 27 aX(t)]" i | (5388 - Ay ) - xor )

|: 'L"th(t) [SC _ X(t)} + i m ;{o To ]

X e X

y 6[ it ar ( bom X2~ VIXO)] ~ ) } . (3.3.2.25)

E oportuno destacar que, por intermédio das expres-
soes (3.2.1.10a) e (3.3.2.25), é possivel obtermos o propa-
gador de Feynman para a expressao (3.3.1.1), conforme
veremos no Capitulo 4. Assim, desse modo, poderemos escre-
ver que [vide expressao 4.2.2.13)]
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K(Qf, Zo; t) — 2777:5 firzdvo acz;;) X

i m a(t) 1 2 i m X(t)
X 6[( 2 falt) 4 a2() ) [+ — X®)F + R [Z*X(t)]} %

w el wdnar (5 moee) —vixen - 52 ) | 55506

Agora, de posse da expressao (3.3.2.25) que representa
o pacote de onda de Schrodinger-de Broglie-Bohm, es-
tudaremos sua evolucao no caso da particula livre PL, e
compararemos com o estudo feito anteriormente no item 3.2.2.

3.3.3. Evolugao do Pacote de Onda de Schrodinger-

de Broglie-Bohm da Particula Livre

Para a PL, tem-se V[X(t), t| = 0. Entao, as ex-
pressoes (3.3.2.19) e (3.3.2.20) ficarao:

X(t) =0, i) = qbmg - (3331-2)
Considerando-se as condicoes iniciais dadas pelas ex-
pressoes (3.3.2.21a-d), integremos as expressoes acima. A in-
tegracao da expressao (3.3.3.1) é imediata, ou seja:

X(t) = o + v,t. (3.3.3.3)

Para integrarmos a expressao (3.3.3.2), usaremos a
teoria dos invariantes de Ermakov-Lewis desenvolvida
no Capitulo 2. Desse modo, teremos:

2

i) = A, K =

(3.3.3.4a-b)

_h
2m

Fazendo-se: 4

at) = r(0) alt), ¥ = _} (3.3.3.5a-b)

dt a?(t) 7
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teremos:
a(t) = r(@) alt) + at) % r(f) =
=ra+ald ro + ar Lo o—
a(t) = r(0) a(t) + "2, r(0) = TP (33.3.6aD)

Derivando-se a expressao (3.3.3.6a) em relacao ao tempo
t e considerando-se que [vide expressoes (3.3.3.5b,6b)]:

dr(0) _ . _ dr(0) o
=T = 5 G = ez (3.3.3.7a)
dr’  _ dr’ dO __ r"
E —_— W E —_— ? . (3.3.3.7b)
resultara:
. . .. o % —7r & . N "z !
a =ratar+ —o— =rat+ao s+ 3 -0z —

a(t) =0, (3.3.3.9)

e usando-se as expressoes (3.3.3.4a-b), (3.3.3.5a) e (3.3.3.8),

vira:
K2 K2 (0 12
a5 = morew = ww — 70 = &5 (333.10)

Multiplicando-se as expressoes (3.3.3.4a) e (3.3.3.9),
respectivamente, por a(t) e a(t), e subtraindo-se os resultados,

vira:
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Multiplicando-se ambos os membros da expressao aci-
ma por [a(t) a(t) — &(t) a(t)], obteremos:

2 a) [alt) at) — &) a(t)]
= & 39 a2 (1) -

onde essa constante de integracao I; representa o primeiro
invariante de Ermakov-Lewis.

Tomando-se a expressao (3.3.3.11), multiplicando-se e
dividindo-se o primeiro termo dela por a*(t), e usando-se as
expressoes (3.3.3.5a-b,7a), teremos:

L= 58 o) a(t) — a(t) e + #* [29) =
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Substituindo-se a expressao (3.3.3.14) na expressao
(3.3.3.12), e usando-se a expressao (3.3.3.13), resultara:

L=20 2 02 = L) —

4 w(h) w(0) 4
Ll = Jhw) - & -
1 dw(e) d0 N

Integrando-se a expressao acima, vira:

0+ L = ¢+ \/Lw®) — &2, (33315
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onde a constante de integracao I, representa o segundo in-
variante de Ermakov-Lewis.

Quadrando-se a expressao (3.3.3.15) e usando-se as
expressoes (3.3.3.5a,13), obteremos:

() — K2 2 2 4 2
0 + [2)2 _ I (91)12 — w() = I +1112) + .

2

72(9):%+11[22+1192+2[1129 —

W= L+ L6+ 20150, (333.16)

Considerando-se que [vide expressao (3.3.3.5b)]:

N (3.3.3.17)

a2(t/) )

e considerando-se, também, a expressao (3.3.3.4b), a expres-
sao (3.3.3.16) ficara:

(t) = (o + L I3) o) + L od(t) +

m2 I,

+ 2 Il IQ Oél<t> Oég(t) s (33318&)

at)=alt), i) =at) [ af(t;/) . (3.3.3.18b-¢)

Admitindo-se uma solugao particular (constante) da
equagcao representada pela expressao (3.3.3.9), ou seja:

a(t) =1 —  aot) =t, (3.3.3.19a-b)

a expressao (3.3.3.18a) tomarda o seguinte aspecto:
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a(t) = a2 (1 + 20p 4 542 =

o
o

=a2(l + Bt + Ct*) = a2n(t), (3.3.3.20ac)

o

Cco1:

a2 = B 4 [ I2,  (3.3.3.20d)

o 4 m?2 I

B = 24Lb C =14 (3.3.3.20ef)

n(t) =1+ Bt + Ct*, (3.3.3.20g)

onde a constante B estd relacionada com as condigoes ini-
ciais da largura do pacote a(t). Com efeito, derivando-se a
expressao (3.3.3.20b) e usando-se as expressoes (3.3.2.21c-d),
vira:

2a(t)a(t) = a2 (B+2C1t) — at) = 25 (8 +C1) —

B = b — 240 (3339]ab)

De posse das expressoes (3.3.3.20a-g), poderemos obter
o propagador de Feynman da particula livre. Para
isso, basta inserir as expressoes referidas acima na expressao
(3.3.2.26). Desse modo, conforme veremos no Capitulo 4,
poderemos escrever que [vide expressoes (4.3.1.2b,21)]:

K(x, z,; t) = Va5 erp [;g”t (r — )] x

2}71/4

X

< O x [ (1 + 592 + (55

2
2 m a;
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) m (12
X exp [ : ( arctg [4711%523 t/gn)] -

— ra Vie—r ety (VLE=21) ) ] . (3.3.3.22)

Contudo, para que a expressao (3.3.3.22) apresente a
forma da expressao (3.2.2.14), é necessario que seja satisfeita
a seguinte condicao de acoplamento:['?!

C=E)P+ (72=)?2=E)?+ 5, (33323b)

2
2 m aZ

onde fizemos uso da expressao (3.2.2.23a). Em termos dos
invariantes de Ermakov-Lewis [; e [ [vide expressoes
(3.3.3.20e-f)], a expressao (3.3.3.23b) serd escrita na forma:

2 2 2 72
Iy 72 — a2 _ 17 I3

aZ 72

—:7+%—> —

ag

I, = e I T2 — ag . (33324)

I T

Determinemos, agora, a forma final de a?(t) dada pela
expressao (3.3.3.20b). Considerando-se a expressao (3.3.3.23b)
(observar que B e C' sao constantes), por condi¢oes de dimen-
sionalidade, deveremos ter:

% = b—o = % (33325&‘1:))

Qo

Portanto, usando-se as expressoes (3.3.3.23b,25b), vira:

C= (2 + 4 — =152 (333.20)

T

Portanto, levando-se as expressoes (3.3.3.25b-26) na
expressao (3.3.3.20b), resultara:
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opaaot) = a2 [1+ ¢ + CLE 2] (33.3.27)
Comparando-se as expressoes (3.2.2.23b) e (3.3.3.27),
verifica-se que a primeira é um caso particular da segunda
quando, nesta, se faz ( = 0 — b, = 0. No entanto,
embora os propagadores de Feynman sejam os mesmos nas
duas situacoes,['® isso ndo ocorre com os pacotes de onda,
conforme se pode ver na figura indicada abaixo.!*"!

Examinando-se a figura acima, observa-se que o pa-
cote de onda da particula livre de Schrodinger, cal-
culado pela Mecanica Quantica de Schrodinger, espraia mais
lentamente do que quando ela é calculada pela Mecanica Quan-
tica de de Broglie-Bohm.
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NOTAS E REFERENCIAS

. A camara de névoa foi inventada pelo fisico escocés Charles

Thomson Rees Wilson (1869-1959; PNF, 1927), em 1911, e
baseia-se no fato de que um vapor super-resfriado se con-
densa em goticulas de liquido em torno de qualquer ion
(particula carregada positivamente ou negativamente) pre-
sente em seu interior.

Quando F' e G representam, respectivamente, o momento
linear (p,) e a posicao (x) de uma particula, a expressao
(3.1.0.4) toma o seguinte aspecto:

< (Apy) >< (Az) > >1h. (3.1.0.6)

Dado um operador F' o seu valor médio é calculado pela
seguinte expressao:

< F >= [, U7 t) O, t) 3. (3.1.0.7)

Veja-se, por exemplo, um dos seguintes textos, nos quais,
inclusive, podem ser encontradas as referéncias dos trabalhos
referidos na Introducao:

. POWELL, J. L. and CRASEMAN, B. 1961. Quantum
Mechanics. Addison Wesley Publishing Company, Incor-
poration.

. HARRIS, L. and LOEB, A. L. 1963. Introduction to
Wave Mechanics, McGraw-Hill Book Company, Inc. and
Kogakusha Comapny, Ltd.

. DAVYDOV, A. S. 1965. Quantum Mechanics. Perga-
mon Press.

. DICKE, R. H. and WITTKE, J. P. 1966. Introduction to
Quantum Mechanics. Addison Wesley Publishing Com-
pany, Incorporation.

. NEWING, R. A. and CUNNINGHAM, J. 1967. Quantum
Mechanics, Oliver and Boyd Ltd.



10.

11.

12.

13.

14.
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. SCHIFT, L. I. 1970. Quantum Mechanics. McGraw-Hill
Book Company, Incorporation.

. MERZBACHER, E. 1976. Quantum Mechanics. John
Wiley and Sons, Incorporation.

. MOURA, O. 1984. Mecanica Quantica. EDUFPA.
. SHANKAR, R. 1994. Principles of Quantum Mecha-

nics, Plenum Press.
Veja-se um dos textos citados na Nota (4).

BUTKOV, E. 1973. Mathematical Physics, Addison-
Wesley Publishing Company.

Veja-se um dos textos citados na Nota (4).

FEYNMAN, R. P. and HIBBS, A. R. 1965. Quantum Me-
chanics and Path Integrals, McGraw-Hill Book Com-

pany.

Veja-se um dos textos citados na Nota (4). E oportuno re-
gistrar que, em 1979 (American Journal of Physics 47, 264),
M. V. Berry e N. L. Balazs consideraram um pacote de in-
certeza minimo do tipo airyano.

Veja-se um dos textos citados na Nota (4).

NEWING and CUNNINGHAM, op. cit.

Para o caso de pacotes de onda airyanos dispersivos e ace-
lerados, veja-se: NASSAR, A. B., BASSALO, J. M. F. and
ALENCAR, P. T. S. 1995. American Journal of Physics 63,
849.

NASSAR, A. B., BASSALO, J. M. F., ALENCAR, P. T.
S., CANCELA, L. S. G. and CATTANI, M. 1997. Physical
Review E 56, 1230.

NASSAR, A. B. 1990. Physics Letters A 146, 89; — 1999a.
Wave Function versus Propagator. (DFUFPA, mimeo);
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SOUZA, J. F. de 1999. Aproximacao de de Broglie-
Bohm para Osciladores Harmonicos Dependentes do
Tempo. Tese de Mestrado, DFUFPA.

15. LOPES, J. L. M. 1999. Acoplamento de Invariantes na
Particula Livre Via Formulacao Quanto-Hidrodinamica
de de Broglie-Bohm. Tese de Mestrado, DFUFPA.



CAPITULO 4

MECANICA QUANTICA DE DE BROGLIE-BOHM

E OS PROPAGADORES DE FEYNMAN

4.1. Introducao

Em 1948.lY o fisico norte-americano Richard Philips
Feynman (1918-1988; PNF, 1965) formulou um principio de
minima agao quantica, com o seguinte enunciado:

A amplitude de transi¢ao entre os estados | a > e
| b > de um sistema quanto-mecéanico é a soma das
contribuigoes elementares, uma para cada trajetoria
passando em | @ > no tempo t, e em | b > no tempo
t,. Cada uma dessas contribuicoes tem o mesmo
modulo, mas a sua fase é a agao cassica S., para cada
caminho.

Esse principio é traduzido pelo conhecido propagador
de Feynman:

Kb, a) = [ber Selboa) Dg(t) | (4.1.0.1)
com:
Se(b, @) = [P L (x, &, t)dt, (4.1.0.2)
onde L(z, &, t) é o lagrangeano e D z(t) é a medida de

Feynman. Esta indica que devemos realizar a integral sobre
todos os caminhos conectando os estados | a > e | b >.

Observe-se que a integral que define K(b, a) é a cha-
mada integral de caminho (“path integral”) ou integral de
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Feynman e que a funcao de onda de Schrédinger V(z, t)
de qualquer sistema fisico é determinada por intermédio da
expressao:?

U(z, t) = [T K(z, 20, t, t,) V(z0, to) dv,, (4.1.0.3)

com a condicao de causalidade quantica:

lim K(z, x,, t, t,) = 0(x — z,) . (4.1.0.4)

t, to —

4.2. Propagador de Feynman-de Broglie-Bohm

Neste item, deduziremos o propagador de Feyn-
man por intermédio da Mecanica Quantica de de Broglie-
Bohm (MQ@BB) e da Teoria dos Invariantes de Ermakov-
Lewis estudados, respectivamente, nos Capitulos 1 e 2.

4.2.1. Mecanica Quantica de de Broglie-Bohm

Consideremos a equagao de Schrodinger (em uma
dimensao):

. oV(x, t) B2 0% U(x, t)
i h ot - 2 m Ox2 +

FV(z, 1) Uz, ). (42.1.1)

e a funcao de onda W(z, t) na forma polar ou transformacgao
de Madelung-Bohm [vide expressao (1.2.1.2)]:

U(x, t) = ¢z, t) 5@ (4.2.1.2)

Usando-se a expressao (4.2.1.2) na expressao (4.2.1.1),
demonstramos no Capitulo 1 as seguintes expressoes [vide ex-
pressoes (1.2.1.10,12b,13)]:

16) 0 Vqu
% 4 dotw) — o (4.2.1.3)
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RO+ Amed, +V + Vo) =0,  (42.14a)

et v e b g (Vo V) =0, (42.1.4D)

ot

onde [vide expressoes (1.2.1.7,8,11a-b):

plx, t) = Uz, t) U(z, t) =

= | WUz, t)|° = ¢z, t), (42.1.5)

Vg, 1) = B 2w g9 .6)
2 2
Valz, 1) = = () 5 5% =
= -2 LS (4217ab)

4.2.2. Calculo do Propagador de Feynman-de Broglie-

Bohm
No Capitulo 3, vimos que a fungao de onda W(z, t)
dada pela expressao (4.1.0.3) recebeu o nome de pacote de
onda de Schrodinger-de Broglie-Bohm, e ela apresenta
o seguinte aspecto [vide expressao (3.3.2.25)]:

U(x, t) = [27a®(t)]” * x
xeop | (o — Taw ) @ — XOP ] x

im X M Vo To
xexp{ h(t)[:v—X(t)]%—T]x

xexp | £ [0 dt (§m XA(t) - VIX(#)] -
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Yy ) |, (4221)

T 4 m a2(t)
onde [vide expressoes (3.3.2.19-20)]:

Xt + L VIX(®), ] =0, (4222

it) + (Z VX, 1) alt) = rbmg . (4223)

com as seguintes condigoes iniciais satisfeitas [vide expressoes

(3.3.2.21a-d)):
X(0) = z,, X(0) = v,, (42.24aDb)
a(0) = a,, a(0) = b,. (4.2.2.4¢-d)

Lembrar que, nas expressoes vistas acima, X(¢) re-
presenta o caminho cléssico seguido pela particula.

Portanto, de posse do pacote de onda de de Bro-
glie-Bohm, representado pela expressao (4.2.2.1), o propa-
gador de Feynman-de Broglie-Bohm sera obtido por in-
termédio da expressao (4.1.0.3), na qual tomaremos, sem per-
da de generalidades, t, = 0. Assim:

U(x, t) = [T K(z, x,, t) U(,, 0) dz, . (4.2.2.5)
Inicialmente, vamos definir a quantidade normalizada:
D(vy, w, t) = 27 a2)/* U(v,, x, t), (4.2.2.6)
que satisfaz a seguinte relacao de completeza:l’!

[t © dv, P*(ve, x, t) P(v,, o, t) =
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_ (2 by h) 5($ — [E/) . (4227)

Considerando-se as expressoes (4.2.1.5) e (4.2.2.6), te-
remos:

O*(vy, , t) ¥(v,y, , t) =
= 27 a)V* U (v,, z, t) U(v,, m, t) =
=271 a)" plvy, m, t) — plve, x, t) =
= (27 a)” VD (vy, x, t) U(vy, x, ). (4.2.2.8)

Levando-se a expressao (4.2.2.8) na expressao (4.2.1.3),
integrando-se o resultado e usando-se a expressao (4.2.2.6),
vird [lembrar que ¥* ¥(+ c0) — 0]

O(P* ) O(P* U vgu)
ot + oz =0

—

O S B R
D [HXde & U + (D* V)|t X =
G [rXdr o ¥ + 27 a)t (T W) T =0 —

2% de oV = 0. (42.209)

A expressdo (4.2.2.9) indica que a integral indicada
nessa expressao nao depende do tempo t. Portanto:

[t da’ o (v,, 2/, t) U(a!, t) =
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= [T dx, ®*(v,, o, 0) U(z,, 0) .  (4.2.2.10)

Multiplicando-se a expressao (4.2.2.10) por ®(v,, , t),
integrando-se em relagao a v,, e usando-se a expressao (4.2.2.7),
resultara [lembrar que [T % d2’ f(2') §(2' — ) = f(x)]:

[t d, d’ ®(v,, x, t) ®*(v,, 2/, t) U(a!, t) =

= [T2 [T 2 dv, dz, D(v,, x, t) P (vo, To, 0) U(2p, 0) —

JE% da’ (B2 (2" — 2) W', t) = (B5F) Uz, 1) =

= [T 2 [T 2 dv, dzy P(v,, 2, t) *(vy, T, 0) U(zy, 0) —
U(r, 1) = [T 2 [ (725) [1 2 dvy (v, w, 1) X
X O (v, T, 0) | U(z,, 0) da, . (4.2.2.11)

Comparando-se as expressoes (4.2.2.5) e (4.2.2.11),
teremos:

K(z, x,, t) =

= (P gy Blu,, x, t) (v, T, 0).  (4.2.2.12
27T h 00

Levando-se as expressoes (4.2.2.1) e (4.2.2.6) na ex-
pressao (4.2.2.12), teremos o propagador de Feynman-de
Broglie-Bohm que estamos procurando, ou seja [lembrar

T m Vo :L"D>]

que ®*(v,, o, 0) = exp (V7

K(z, wo, t) = 375 J2 X dvo \Joity X
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PO — X)) ] x exp [ £ [hdt' (§m X2t
~VIX(#)] = ol ) | (42.213)

onde X (t) e a(t) sdo solugoes das equagoes diferenciais repre-
sentadas pelas expressoes (4.2.2.2-3).14

4.3. Algumas Aplicagoes do Propagador de

Feynman-de Broglie-Bohm

4.3.1. Propagador de Feynman-de Broglie-Bohm da

Particula Livre - PL

Para o caso da PL, V[X(t), t| = 0, e portanto, de
acordo com as expressoes (4.2.2.2-4a-b), teremos:

0 — X(¢) To + vot, (4.3.1.1a)

Vo a(t) = #13@) . (4311b—C)

Conforme vimos no Capitulo 3, usando-se a teoria
dos invariantes de Ermakov-Lewis, a solucao da expressao

(4.3.1.1c) é dada por [vide expressoes (3.3.3.20a-g,21a-b) e
(4.2.2.4c-d)]:
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2= ML, (43.1.24)

B = L — 2k 2L (4.3.1.20g)
C =2 o7 (4.3.1.2h-)

onde I; e I; sao os invariantes de Ermakov-Lewis.

Considerando-se as expressoes (4.3.1.2a,c), vira:

iy = BELCL . (43.1.3a)

Qo n(t)

\/% = % _ = [p(t)]” V4.  (4.3.1.3b-c)

Por outro lado, tomando-se a expressao (4.3.1.1a), te-
remos:

r — X(t) =

(x — 2y — v, t), (4.3.1.4a)

[z — X(1))? (r — @y — vy t)?

= (z — 2,)? — 2(x — x) ot + V2?2 . (4.3.1.4b)

Desse modo, tomando-se a expressao (4.2.2.13) e inse-
rindo-se nela as expressoes (4.3.1.1b,2a,3a,c,4a-b), o propa-

gador de Feynman-de Broglie-Bohm da particula livre
tomara a seguinte forma:

Ko, 2 t) = g2 [ dv, [n(0)] 11 x
im[B/2 + Ct 1
X exp ( { ﬁ[ n(t) ] - 4a2n(t) } { (I’ - 1'0)2 -
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—2(3:—1’0)1)015—1—113152})xexp(imT“D[(x—xo) —vot]> X

X exp ( Ltdt [ mol — ] ) . (4.3.1.5)

4 m a2 nt')

Considerando-se que a integral indicada na expressao
(4.3.1.5) é realizada no espago dos v,, vamos preparar o seu
integrando envolvendo poténcias dessa variavel de integracao
para que possamos utilizar a seguinte expressao:

2
It dy, e P 02 + Ev) _— \/% e1D . (4.3.1.6)

Para determinarmos os valores de D e F da expressao
(4.3.1.6), vamos trabalhar com as exponenciais indicadas na
expressao (4.3.1.5). Desse modo, teremos:

K(z, %o, t) = 325 [T % dv, [n(t)]~ V* x

x EXPl x EXP2 x EXP3, (4.3.1.7)
com:
EXPl = exp ( [im (BAXCh _ L ] x

n(t) 4 a3 n(t)

x[(@ = 2 = 2(@ — m)vot + 02 17]) =

S o

EXP1 = eap ([F28 +5mCt - b (o — 2,)° ) v



i m B im C 1
X€$p<_[4h77(t)+27177(t)t 4a%n(t)]2(x_xo>t)le
i m B i m C 1
X exp ( [4hn(t) - 2hn(t§ 4 a2 n(t)] t2>v2, (4-3-1.8)

EXP3 = exp(%fidt’[%mvg — #;n(t’)]) =

= exp () o2 xeap (= pE L) (43.1.10)

Usando-se a expressao (4.3.1.2b), a integral indicada
acima serd escrita na forma:

t dt _ t dt’
fo n(t') fo 1+BUV +C 2" (43111)

Considerando-se que:[5]

f du —
1+ Bu+ C u?

(VAC = B2 > 0) (4.3.1.12b)

arctg a — artg f = arctg (1a+_aﬁﬁ) . (4.3.1.12¢)

a expressao (4.3.1.11) ficara:
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ft dt’ _
o(l+ Bt + Ct?2)

= T % 02_ =3 [a'rtg (724cct_+§2) — artg (\/ﬁ)} =

_ 2 2C t)VEC — B2
= Vic —B aTCtg<1+(2BCt+B2)/(4CfB2)) -

ft dt’ _
o(l+ Bt + Ct?)

= o arctg (RFEEE) . (43.113)

Considerando-se a expressao (4.3.1.10) e levando-se
nela a expressao (4.3.1.13), obteremos:

EXP3 = exp ( — 5 fnha% 7 Cl_ = arcty (@) ) 00 x

o

X exp ( Lt ) vl (4.3.1.14)

A fim de que possamos usar a expressao (4.3.1.6), va-
mos agrupar as poténcias de v, nos argumentos das EX P1—3
[vide expressoes (4.3.1.2b,8-9,14). Desse modo, teremos:!°!

0 im B im Ct 1 2
Yo <[4ﬁn(t) t Fhwm — Taam) (& %) -

arctg [AE =B ¢ — BQ] ) —

T 2ma2 Vil - B2 2+ Bt

0(im(x —2)%/ int Bt 2
UO( 2 htn(t) (Qma%+T+Ct)_

7 — B2
— e aretg (P55 ) L (43.115)
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B O = ()] (o - w) ) =

2
2 m aZ

:vl(im [—%—CtQ— iht

2
2 m aZ

+14+ Bt+ Ct(z —x,)) —

ol (s (v — @) F(t) ), (4.3.1.16a)

Ft) = (1 4+ Bt — 2Ly - (4.3.1.16D)

Levando-se as expressoes (4.3.1.15,16a-b,17) na ex-
pressao (4.3.1.7), e usando-se as expressoes (4.3.1.2b,6,16b),
vira:

K(z, zo, t) = 325 [n(t)]~ /" x
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B i h
2m a2 V4 C — B2 arctg

_ .2 im t F(t) im (x — xo) F(t)
X [T dv, e” o 2Ram T Roa() —

K(x, 10, 1) = 525 6] Y x

im (x — x)2 i
Xexp[ 2?(1tn(t)) (27223 + % + Ct2)_
ih arctg (WHE =5 V;f];tw)} X

T 2ma2ViC - B2

X \rmrraE ) P | Tt (@ -

= \/3 WT?ht X [77(75)]1/4 X % X

_ i h t Vil — B2
Xexp[ Zmag\/40732ar6tg( SR )}X

im (z — x0)2 i
Xexp( 27(‘Lt17(t)) [F(t) + 27323 + 5+ Ctz]) =

= Vi < oM o

_ i h t ViC — B2
Xexp{ 2ma(27\/40732ar0tg( 2 + Bt )}X
im (z — x,)* Bt _ iht iht Bt
Xexp[ 2 htn(t) (1+ 2 2ma§+2ma3+ 2 +

+O8)] = e < WO x| [
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_ i h t Vil — B2
xexp[ 2mag\/40732ar0tg( SR )}x

T m x—xGZ
x eap | HEmaE () | -

K(z, o, t) = /30 X ewp[;;ft (x — 3,)%] X

xeap | = e oty (W) | X
X [n(t)]"* % \/HBJ - (4.3.1.18)
2 2 m ag

Considerando-se que:
a —ib = (a® + b*)Y? x

X exp ( — i [arctg ()] ) , (4.3.1.19)

teremos:

(L Bt = S e = [0+ B+l )

i m a2
x eap (& arctg "1E200] ) 0 (4.3.1.20)

Levando-se a expressao (4.3.1.20) na expressao (4.3.1.19)
e usando-se a expressao (4.3.1.2b), resultara:

K(z, z,, t) = VaiEg X exp [;g”t (x — ,)%] %

x (1 4+ Bt + Ct)Y x [(1 + B2 + (5Lt5)2 V4 x

3 m a2
X exp [ 5 (a?"ctg [4h1t/£23 t/i’)] -
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ISP L (43.1.21)

arctg | Ry

R
m a2 V4 C — B?

Para obtermos o propagador de Feynman-de Bro-
glie-Bohm da particula livre, vamos impor que:

1+ Bt+ CH)Yx[1+ B2+

PRV = 1 o (4.3.1.22)

2
2 m ag

1+ Bt +Ct2 = (14 By 4 (LLLy2 =

C = (£)? + (+25)*. (4.3.1.23)

2 m a?

Usando-se a expressao (4.3.1.23), teremos:

VIO — B? = \/4(132 ooy - B =

_ _h
= na arctg |

ht/(2m a%)] .
1+ Bt)2

EIC=B] = 0. (4.3.1.24)

arctg | 5 B

- h
m a2 V4 C — B2

Por fim, levando-se as expressoes (4.3.1.22,24) na ex-
pressao (4.3.1.21), obteremos o propagador de Feynman-
de Broglie-Bohm da particula livre:

K(l', JZO, t) — Q/# X

X exp 345 (v — 3,)%],  (4.3.1.25)
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que coincide com o propagador de Feynman da particula
livre obtido no Capitulo 3 [vide a expressao (3.2.2.14)].

E oportuno destacar que esse mesmo resultado é obtido
quando se considera [vide expressao (4.2.2.4d)]:

a(0) = b, = 0,  (4.3.1.26)

pois, usando-se esse resultado na expressao (4.3.1.2f), vira
(lembrar que a, # 0):

a(0) = by = 0 = a, B/2 — B = 0. (4.3.1.27a)

Levando-se esse resultado na expressao (4.3.1.23), te-
remos:

C = (-25)2 (4.3.1.27b)

2 m a2

e, com isso, as expressoes (4.3.1.23,25) sao preservadas.

Contudo, apesar de o propagador de Feynman ser
o mesmo para as duas situagoes [a(0) # 0 e a(0) = 0],
os pacotes de onda correspondentes sao diferentes, conforme
vimos no Capitulo 3 [vide expressoes (3.2.2.23b) e (3.3.3.27)].

4.3.2. Propagador de Feynman-de Broglie-Bohm do

Oscilador Harmonico Simples

Neste item, vamos calcular o propagador de Fey-
nman-de Broglie-Bohm do oscilador harmoénico sim-
ples caracterizado pelo seguinte potencial:

V() = tmw? X()2.  (4.3.2.1)

2

Considerando-se as expressoes (4.2.2.2-3) e inserindo-
se nelas a expressao acima, vira:

X(t) + w2 X(t) =0, (4322)
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i(t) + wralt) = —LE . (4.323)

4 m? a3(t)

Para resolvermos as equagoes diferenciais indicadas
acima, consideremos as seguintes condigoes iniciais [vide ex-
pressoes (4.2.2.4a-d)]:

X(0) = z,, X(0) = v,, (43.24aDb)

a(0) = a,, a(0) = b,. (4.3.2.4c-d)

A solugao da expressao (4.3.2.2) é a conhecida lei de
movimento do oscilador harmoénico simples, ou seja:[”

X(t) = zocos (wWt) + 2 sen (wt). (4.3.2.5)
Por sua vez, a solucdo da expressao (4.3.2.3) serd
obtida usando-se a teoria dos invariantes de Ermakov-

Lewis, seguindo-se o que realizamos no item anterior. Assim,
tomando-se as expressoes (4.3.2.2-3), teremos:!®!

X)) + o X(t) =0 — w? = —38  (4326)
i) — fgalt) = A5, k=4 (4327ab)

Multiplicando-se os dois membros da expressao (4.3.2.7a)
por X (t), resultara:

X(t)a(t) — X(t)a(t) = Zx0

a’(t)

X (1) a(t) — X(t) a(t)] = EX0

dt a3(t)

~ Multiplicando-se ambos os membros da expressao acima
por [X(t) a(t) — X(t) a(t)], teremos:



_ g2 XM [XO) a) — X(8) a(t)]
a(t) a?(t)

L= [a(t) X(t) — a(t) X(O)P + & [5F)?,  (4.3.2.8b)

a(t

é o primeiro invariante de Ermakov-Lewis.

Considerando-se que:

a [a(t)] _a(t) X@®) — a(t) X(1)
XZ(t) )

e fazendo-se [vide expressoes (3.3.3.5a-b)]:

alt) = r(0) X(t), G = x3p . (432.9ab)

ot) = J" & (4.3.2.9¢)

X2(1)

a expressao (4.3.2.8) ficara:

a 2
L= (10§ 1551) + R EGE -

(0
I, = [Xz(t) dd(e) %]2 + k2 r2%9) N
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L= [FOP+ K [52 76 = %92 (432.10ab)

Definindo-se [vide expressao (3.3.3.13)]:

r20) = w(), (43.2.11)

resultara:
w0 — W) = 2r0) T = 21(0) r'(0) —
r(0) = 2w'<z>(9) (4.3.2.12)

Tomando-se a expressao (4.3.2.10a), substituindo-se
nela a expressao (4.3.2.12), e usando-se a expressao (4.3.2.11),
obteremos:

4 w(h) w(0) 4
JER = Jhw®) -k —
l dw(@) — dg N

2 /n w(®) — k2

LI w() — K~ d[I, w(0) — kY] = db .

2 I1

Integrando-se a expressao acima, vira:

0 + I, = L \/LLw®) — k. (43213)

Iy

onde a constante de integracao [, representa o segundo in-
variante de Ermakov-Lewis.

Quadrando-se a expressao (4.3.2.13) e usando-se as
expressoes (4.3.2.7b,9a,c,11), vira:
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— 2 2 2
(0 + L = =t — ) = 2L e

7"2<9):%+11]22+[192+2[1[29 —

Xi(t)=X(1t), Xot)=X(@) [ 2.  (4.3.2.14bc)

X2(t)

Observe-se que as expressoes (4.3.2.14b-c) represen-
tam duas solugoes independentes da equacao indicada pela ex-
pressao (4.3.2.2) e que podem ser obtidas de qualquer solucao
particular dessa mesma equacio.”) Assim, considerando-se
uma solucao particular do tipo:

Xi(t) = cos (wt), (4.3.2.15a)

a expressao (4.3.2.14c) nés mostra que (deveremos lembrar

que fx co;lglx’ = tg €T = iiz g)
cos (w d(w t/ cos (w
Xo(t) = u() . J! Cos(z(wt 2,) = fj D tg (wt) —

Xo(t) = L sen (wt). (4.3.2.15b)

Derivando-se a expressao (4.3.2.14a) em relacao ao
tempo ¢ e usando-se as expressoes (4.3.2.4a-d,15a-b), teremos

[é oportuno lembrar que cos 0° = 1, sen 0° = 0, e que,
(o d _ d _ .
também, = (sen z) = cos z, I (cos z) = — sen zJ:

2a(t) a(t) = (g + L I3) 2 Xu(t) Xu(t) +
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+ 21 Xo(t) Xo(t) + 21 I (X1 () Xot) + Xa(t) Xo(t)] —

2a,bp = (g + I3 )2x1x0+

m? I,
+2LH x0x1+2LL(0x0+1x1) —
ap b, = I I . (4.3.2.16a)
De maneira analoga, obteremos:

2 = (7 5+ + L I3). (4.3.2.16b)

o

Usando-se as expressoes (4.3.2.16a-b), vira:

2_( h? +]14a3b§)_h2+4m2a3b3

a, = 4m2 1 412 4m2 I

—

I = BEAm G (43917a)

4 m? a2 )

I, = tmiasbe  (43217h)

h% + 4 m2 a2 b2

Substituindo-se as expressoes (4.3.2.16a-b,17a) na ex-
pressao (4.3.2.14a), resultara:

A2(t) = a2 X2(t) + (mAHAmE by X2(1) +

4 m?2 a2
+ 2 Qo bo Xl(t) XQ(t) - a'2(t) = a’g [Xlz(t) +
 (rmear + o) X3(0) +

2 o4 2
4 m#* aj ag

+22 Xi(t) Xo(t)] . (4.3.2.18)
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Considerando-se as expressoes (3.2.2.23a) e (3.3.3.25b),
ou seja:

P 2 m a? 7 C _ %7 ¢ — b (43219&—C)

h T ao’

e substituindo-as na expressao (4.3.2.18), obteremos:
(1) = a [XF(1) + (H55) X3() +
+2 5 X0(t) Xo(t)] . (4.3.2.20)

Usando-se as expressoes (4.3.2.15a-b) e considerando-
se que sen 2z = 2 sen z cos z, a expressao acima ficara:

a(t) = a2 [cos® (wt) + (259) & sen? (wt) +

o T2

+2¢ Leos(wt)sen (wt)],  (4.3.2.21a)
a’(t) = a? u(t), wplt) = cos® (wt) +
+ Asen? (wt) + Bsen (2wt), (4.3.2.21b-c)
onde:

A= L8 B = -5, (43.222:b)

w? 12 w T

A= B + 5. (43222)

Desse modo, obtidos os valores de X(t) e de a(t)
[vide expressoes (4.3.2.5,21a-c)|, calculemos o propagador
de Feynman-de Broglie-Bohm do oscilador harmoénico
simples usando-se a expressao (4.2.2.13). Assim, derivando-
se a expressao (4.3.2.21b) em relagao ao tempo ¢ e usando-se
a expressao (4.3.2.21c), teremos (lembrar a expressao do seno
do dobro de um arco vista acima):
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2a(t) a(t) = a? ( 2 cos (wt) & [cos (wt)] +

+2 Asen (wt) g [sen (wi)] + BCOS@wt)%[th]) -

= a2w|[—2cos (wt)sen (wt) + 2 Asen (wt) cos (wt) +

+2Bcos Qwt) — a(t) = ;a‘g’) (A —1)sen (Qwt)+

+2Bcos (2wt)]. (4.3.2.23)

Considerando-se as expressoes (4.3.2.4d,21b,23), tere-

mos (lembrar que cos 0° = 1 e que sen 0° = 0):
a0) = b, = $%2B — B = to (43224

a w a2
% = 2420 (A — 1)sen Qwt) +

+2Bcos (2wt), (4.3.2.25)

\/% = /W = [p@®)]” Y. (4.3.2.26)

Por outro lado, tomando-se a expressao (4.3.2.5), re-
sultara:

r— X(t) =2 — z,c08 (wWt) —
— % sen (wt), (4.3.2.27a)
& — X)) = [ — 2, cos (w)]? -

-2z — mycos (wt)] Lsen (wt) v, +
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+ 5 sen? (wit) v?,  (4.3.2.27b)
X(t) = —wa,sen (wt) + cos (wt)v, . (4.3.2.27c)

Tomando-se a expressao (4.2.2.13) e inserindo-se nela
as expressoes (4.3.2.21h,25,26,27a-c), o propagador de Fey-
nman-de Broglie-Bohm do oscilador harmonico sim-
ples tomara a seguinte forma:

K(z, wo,t) = 525 [ 3 dv, [u(t)]” /" x

3 w a?
Xexp[(%Qaz("t) (A — 1)sen Quwt) +

+2Bcos (2wt) — ﬁ%))x

X ([m — zoc08 (WH)]? — 2[r — x, cos (wt)] x

x Lsen (wt) v, + wﬂserﬂ(wt)vf)] X

Xeaﬁp(%”[—w%sen(wt) + v, cos (w t)] %

X [v — @, cos (wt) — % sen (wt)]) X
Xemp[%fidt’([%m[—wxosen(wt')—i-
+ v, cos (wt)]* — 2 mw? [z, cos (wt') +

+ % sen (W) — ) ) |- (43.2.28)

4 m a?(t
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Considerando-se que a integral indicada na expressao
(4.3.2.28) é realizada no espago dos v,, vamos preparar o seu
integrando envolvendo poténcias dessa variavel de integracao
para que possamos utilizar a expressao (4.3.1.6), ou seja:

2
S du, e P B = [Eeds  (432.29)

Para determinarmos os valores de D e E da expressao
acima, vamos trabalhar com as exponenciais indicadas na ex-
pressao (4.3.2.28). Desse modo, teremos:

K(x, 2o, t) = 72 [T 32 dv, [u(t)]” ¥4 x

x EXPl x EXP2 x EXP3, (4.3.2.30)

onde:

EXP1 = ea:pl(é”{%[(fl — 1) sen (2w t) +

4 a?

+2Becos (2wt)] — ﬁ) X ([a: — T, cos (wt)]* —
—2[m—xocos(wt)]isen(wt)vo—l—wgseﬁ(wt)vg)] —

EXPl1 = e:vp(F(t) [z — z, cos (wt)]? ) v? X
xexp( — 2F(t) [x — xocos(wt)]%sen(wt)>v; X

x exp [EL sen? (wt)] 02,  (4.3.2.31a)

w2

sendo:
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im w a2
F(t) = T (A = 1) sen Qw i) +

+2Bcos (2wt)] — 4a12(t) —

F(t) = — thg [1 — 2% (A — 1)sen 2wt) +

+2Bcos (2wt), (4.3.2.31b)

EXP2 = exp (% [—wx, sen (wWt) + cos (wt) v, x

X [v — @, cos (wt) — % sen (wt)]):
:ea:p(%”[—wxosen(wt)] z — xocos(wt)]) X

X e:r;p(iTmcos (Wt)v, [x — x, cos (w t)])x

X exp [S2 x4 v, sen® (w t)] x

xexp (= L2 Lsen (wt) cos (wt)v?) —
EXP2 = cap | (52 [~ w o sen (w 1)) x
x [z = @y cos (wt)] ) 0) | x eap | L2 (@, sen® (wt) +
+cos (wt) [x — wpcos (wt)] ) v} ] x

X exp ( [— 52 L osen (wt) cos (wt)] v2 ) , (4.3.2.32)

EXP3 = exp [t (i — Jo — J3)], (4.3.2.33a)
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com:
Ji= [Ldt' im[—wa,sen (wt') +
+ v, cos (wt))*,  (4.3.2.33b)
Jy = [Ldt' L mw? [z, cos (wt) +
+ % sen (wt)]*,  (4.3.2.33¢c)

Jy = [Ldt — . (4.3.2.33d)

4 m a?(t)

Para realizarmos as integrais .J; e J, usaremos as seguin-
tes identidades:!!

JZsen? 2 d2 = — Lsenzcosz + 52, (4.3.2.34a)

[Zcos* 2/ dz' = Lsenzcosz + §z, (4.3.2.34b)

[Z sen 2’ cos 2/ dZ = % . (4.3.2.34¢)

Usando-se as expressoes acima, teremos:
Jio= 2 [Ldwt) [w? a2 sen® (wit') + v2 cos® (wt') —
—2wx, v, sen (wt') cos (wt)] —
Jo= = <w2$g [— sen (wt) cos (wt) + wit] +

+ v2 [sen (wt) cos (wt) + wit] —

— 2w T, v, sen? (wt) ) . (4.3.2.35)
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De maneira analoga, teremos:
mw [t I [.2 2 / vg 2 /
Jo = T2 [ d(wt') [z cos® (wit') + Z§ sen (wt') +

2 o

+ 2z, % sen (wt') cos (wt')] —

Jy = %(zi[sen(wt}cas(wt) + wit] +

‘e
[SISEN]

+ % [— sen (wt) cos (wt) + wit] +

€

+ 2z, % sen’® (wt) ) . (4.3.2.36)

Subtraindo-se as expressoes (4.3.2.35-36), vira:

J — Jy = “Z”(xz[—sen(wt)cos(wt) + wi] +

[sen (wt) cos (wit) + wt] — 2z, % sen® (wt) —
— 22 [sen (wt) cos (wt) + wt] —

02

— 2% [~ sen (wt) cos (wt) + wt] —21‘01:586712(0025)) —

Ji — Jp = — 4 al sen (wt) cos (wt) v) —
—mx, sen® (wt) vl +

+ & sen (wt) cos (wt) vy . (4.3.2.37)

Usando-se as expressoes (4.3.2.21¢,33d), vira:
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J3 = 4mh23 — X
t d(w t')
x fo cos? (wt') + A sen? (wt') + B sen (2w t/) " (43238)

Para resolvermos a integral indicada acima, usaremos
a seguinte identidade:!’!

fZ dz’ _
0 cos? (2/) + A sen? (z/) + B sen (2 2/)

= VA 1, B2 ((M”Ctg [B\/%Z] -

—arctg [ 525 ) . (43.2.39)

Considerando-se a expressao (4.3.2.38), substituindo-
se nela a expressao (4.3.2.39) e, em seguida, usando-se as ex-
pressoes (4.3.1.12¢) e (4.3.2.19a,22c), resultaré:

2
Jg = — I x ——L__ x
3 4m a2 w 1/(w 7)2

X [arctg(ﬁ[fg + Atg(wt)])—

— arctyg [7m B| } =

W ow T

= arctg (

wT[B+Atg (wt))] —wTB _
2hwrt

14+ w? 712 B[B+ Atg (wt)

= % arctg (

wT Atg (wit) o
1+ w2712 B[B+ Atg (wt)] -

= % arctg (

wT Atg (wWt) )_
w? 12 [w2172 + B2 + A B tg (w t)] o
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o wT Atg (wi)
= iarctg (w27'2 [A.A,_Athg(wt)]) -

h tg (wt

Jy = 5 arctg (w T B t; o) ) . (4.3.2.40a)

Substituindo-se as expressoes (4.3.2.37,40a) na expressao
(4.3.2.33a), vira:

EXP3 = exp ( { — L a2 sen (wt) cos (wt) —

t

i

5 arctg ( o

Wl

t) im
g tg(wt)])]vg — g, sen® (wt) v, +

+ 55 sen (w t) cos (w t) v2 ) . (4.3.2.40Db)

A fim de usarmos a expressao (4.3.2.29), agrupare-
mos as poténcias de v, nos argumentos das EXP1-3 [vide
expressoes (4.3.2.31a,32,40b)]. Desse modo, usando-se a ex-
pressao (4.3.2.31b), teremos:

02 {F(t) (2 — x5 cos (wt)]* + 52 [—wx, sen (wt)] x

iwm

X [ — x, cos (wt)] — S5 a2 sen (wt) cos (wi) —

— % arctg ( o T [1tg+(% tt)g(w )] ) } -

v? [F(t) v — xycos (wt)]? — 22z, 2 sen (wit) +

+ L2 a2 sen (w t) cos (wit) — S5 a2 sen (w t) cos (wit) —

_ % arctg ( " T[lti (; Z();(w t)] ) } -
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v? [F(t) v — xycos (wt)]? — 22z, 2 sen (wit) +

+ e g2 sen (wt) cos (wt) —

t

i (w )
—sarctg (oo )] (43241

1[— 2F(t) [z — z,cos (wt)] £ sen (wt) +

Yo

+i7m(xosen2(wt)+

+ cos (wt) [z — xocos(wt)]> — imeosenQ(Wt)} -

vé([m—xocos(wt)] [—%F(t)—l—%cos(wt)}) —

0 ( [z — x, cos (wt)] G(1) ) . (4.3.2.42a)

o

v

onde:
G(t) = — 2D () 4 Lmcos (wit),  (4.3.2.42b)
v? { % sen® (wt) — L™ sen (wt) cos (wt) +
+ 35" sen (w t) cos (w t) } —
v? ( W F(t) — 35™ sen (wt) cos (w i) ) —

2( - el o el Py 4 Lmocos (W) ) —

w

(- mhan). (43243
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Levando-se as expressoes (4.3.2.41,42a-b,43) na ex-
pressao (4.3.2.30), e usando-se a expressao (4.3.2.29), teremos:

Kl 1) = 525 ) cop | PO~ cos (o)~

— e g, xosen (wit) + S22 a2 sen (wt) cos (wt) —

i tg (wit)
_2arctg(w7[1thg(wt)])] X
2w

T doyenp (= 20 Gle) o2 +

+ [z — x, cos (wt)] G(t) v0> —

Kmxmw=2$hwm]“mphmu—%awwmt

S g, sen (wit) + 2 a? sen (wt) cos (wt) —

i tg (w t)
_QGrCtg(wT[lfr]Btg(wt)])‘| X

2 T w w [z — 2o cos (w t)]? G(t)
sen (w t) G(t) exp ( 2 sen (w t) ) : (43244)

Reduzindo-se os termos semelhantes nos argumentos
das exponenciais indicadas na expressao (4.3.2.44), e usando-
se a expressao (4.3.2.42b), vira:

_ wlr — x6 cos (wt))?
ARGEXP = lo s socos (Wi
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x [— 2 sen (W 1) Ft) = CRINE iTmcos (wt)] +
+ F(t) [x — xo cos (wit)]? — 222 5, 2 sen (wt) +
+ L 22 sen (wit) cos (wt) = — F(t) [x — x, cos (wt)]* +

Lim wQ[xh—sefLo(ioi)(w 0 cos (Wt) + F(t) [x — x5 cos (wt)]* —

— e gz sen (wt) + 22 22 sen (wt) cos (wt) =

h 2%
= %[ﬁ — 2z 3,008 (wt) + 22 cos® (wt)] —

— LR g, osen (wt) + L a2 sen (wi) cos (wit) =

:#M[ﬁcos(wt) — 212, cos® (W) +

+ 22 cos® (wt) — 2z x, sen? (wit) +
+ 22 sen? (w t) cos (wt)] = #ﬂ%t) <x2 cos (wt) —

—2x 1w, [cos* (wit) + sen? (wit)] +
2 2 2
+ 22 cos (w t) [cos® (wt) + sen® (wt)] ) —
ARGEXP = 577 hlsgl“(’w 5 X

X [(2* + 22) cos (wt) — 2z, . (4.3.2.45)

Considerando-se a expressao (4.3.2.44) e inserindo-se
nela a expressao (4.3.2.45), resultara:
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K(x, Lo, t) = 277?71 [“(t)]— 14 #t)wG(t) X

xexp[—%arctg(wﬂltfg’ttg)(wt)])] Xexp(#n“(’wt)x

X [(22 + 2%) cos (wt) — 21 x,] ) . (4.3.2.46)

Agora, vamos encontrar uma forma mais compacta
para G(t), dada pela expressao (4.3.2.42b). Assim, usando-se
as expressoes (4.3.2.19a,21b-¢,31b), vird (deveremos lembrar
que sen 2 z = 2sen z cos z,cos 2z = 1 — 2 sen? z2):

_imcos (wt) sen (w t) imw a2
G(t) = h + 2 w a2(t) (1 B h X

X [(A — 1)sen 2Qwt) + QBcos(th)]) -

i m cos (w t) h sen (w t)
3 {1+2imwcos(wt)a2(t)

X

x (1= 222 [(A = 1) sen (2wi) + 2 Bcos (2wt)])] =

im cos (wt) [pt) — dihtg (wt)
= h L(t) 2mwal ud <

2

X (1_ im:% (A — 1)sen(2wt)+23003(2wt)])} —

= % [0032 (wt) + Asen® (wt) +

+ Bsen (2uwt) — “hlah o

2
2mw af

X (1_ im;ai (A — 1)sen(2wt)+ZBcos(2wt)])} —
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= % [0052 (wt) + Asen? (wt) +

+ Bsen (2wt) — Hoelet

w T

_LM[(A — 1)2sen (wt)cos (wt) +

2 cos (w t)

+QBcos(2wt)])} =

= tmcos Wi mhc‘:f(t()‘“ ) ( cos* (wt) + Asen? (wt) +

itg (wt)
w T

+ B2 sen (wt)cos (wt) —

— Asen® (wt) + sen? (wt) — Btg (wt) [l — sen® (w t)]) =

i m - sen (w t
= 70 [cos(wt) — i W(T ) 4

—|—B(cos(wt)Qsen(wt)cos(wt) — sen (wt) x

x [1 — 236n2(wt)]>} = hi:(”‘t) [cos(wt) - i%—i—

+ B ( 2 sen (wt) cos® (wt) — sen (wt) + 2 sen® (w t)])} =

i m . sen (wt
= (cos(wt) —gemed |

+ B (2 sen (wt) [cos® (wt) + sen® (wt)] — sen (w t)) -

G(t) = 2 [cos (wt) —
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— i@ L Ben (wt)].  (4.3.2.47)

w T

Tomando-se a expressao (4.3.2.46) e substituindo-se
nela a expressao (4.3.2.47), obteremos:

K(ZL‘, Lo, t) = o [u(t)]i Va J 2T e

27 h sen (w t)

h p(t
X i i sen((L)u t) X
im [cos (wt) — ———— + B sen (w t)]

i tg (w t)
Xeﬂfp[ - §a7“0t9(w7[1f3tg(wt)]>] %
xexp(#n‘(“wt)[(ﬁ + 22) cos (wt) — Q:UZBO]) —
_ 1/4 1
K(«T; Lo, t) - [N(t)] \/COS (wt) — %4—35671 (w ) x

xexp[—%arctg( tg (@ 1) )]x

X [\/QWiys:n(wt) 6xp<2hzsg;bgwt) X
X [(2% + 22) cos (wt) — 2z z,] ) ] . (4.3.2.48)

Aplicando-se a expressao (4.3.1.19) ao segundo fator
da expressao acima e usando-se as expressoes (4.3.2.21¢,22¢),
teremos (lembrar a expressao do seno do dobro de um arco
vista acima):

w T

1
\/cos (wt) + B sen (wt) — isen W t)
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i sen (w t)

—{cos(wt)jLBsen(wt)— o

}— 1/2

—1/4
([cos (wt) + Bsen (wt)]* + %) "y

X exp [ % arctg( w7 [cos (5623 (—:);) sen (w 1)] ) ]

[cos® (wt) + B? sen? (wt) +
+ 2 Bsen (wt)cos (wt) + %}— 14

x eap | § arctg( —— (wste)Tl(itJ)S n o ) )] =

= [cos® (wt) + (A — =) sen? (wi) +

+ Bsen (2Qwt) + %]‘Wlx

tg (wt)

><el‘p[%aTCtg<wT[1+Btg(wt)])} -

\/cos (wt) + B senl(w t) — Tsen (wt) [M(t)]f 174 X

X exp { % arctg( o tf g’f; ) ) ] . (4.3.2.49)

Por fim, o propagador de Feynman-de Broglie-
Bohm do oscilador harmonico simples sera obtido substi-
tuindo-se a expressao (4.3.2.49) na expressao (4.3.2.48):

K, 20 1) = [p()]"% x [u(t)] V4 x

X exp [ % arctg ( wT uti(g?g 5] ) } X
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i tg (w t)
Xexp[_§ar0t9(w7[1thg(wt)])]x
X [ 271'1'7?15::11(4015) ewp(Qh’LsZLLU(wt) X
x[(x2+x§)cos(wt)—2xxo]>] —

K(Iv Los t) = #s:n(wt) X

i m w

X exp(QTzsen(wt) X
X [(x? 4+ 22) cos (wt) — 2 x z, ) . (4.3.2.50)

que coincide com o tradicional propagador de Feynman
do oscilador harmoénico simples.??! Destaquemos que esse
mesmo resultado é obtido quando se considera a(0) = 0.1,
Neste caso, usando-se as expressoes (4.3.2.4d,22¢,24), tere-
mos:

a0) =b, =0 — B =0 — (=0. (43251

Contudo, apesar de o propagador de Feynman ser
o mesmo para as duas situagoes [a(0) # 0 e a(0) = 0],
os pacotes de onda correspondentes sao diferentes, pois suas
larguras, de acordo com as expressoes (4.3.2.21a,51), valem,
respectivamente:

a®(t) = a?[cos? (wt) + (L55) sen? (wt) +

w2 72

+ S sen 2wt)], (43.2.52a)

T
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a2(t) = a2 [cos® (wt) + 2] (43.252D)

w2 72

4.3.3. Propagador de Feynman-de Broglie-Bohm da

Particula em um Campo Externo Linear

Neste item, vamos calcular o propagador de Fey-
nman-de Broglie-Bohm da particula em um campo
externo linear caracterizado pelo seguinte potencial:

VIX(#), ] = — f X(1), (433.1)

onde f é uma constante.

Considerando-se as expressoes (4.2.2.2-3) e usando-se
a expressao acima, Vira:

Xty =L, dt) = . (43.3.2-3)

4 m? a3(t)
Para resolvermos as equacoes diferenciais indicadas

acima, consideremos as seguintes condigoes iniciais [vide ex-
pressoes (4.2.2.4a-d)]:

X(0) = z,, X(0) = v,, (43.3.4aDb)

X(t) = £2 4wt + x,.  (43.35)

Por sua vez, como a expressao (4.3.3.3) ¢ idéntica a ex-
pressao (4.3.1.1c), sua solucao sera dada por [vide expressoes
(4.3.1.2a-b,d-e,h,3a-c)):

a*(t) = a®n(t), (4.3.3.6a)
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nt) =1+ Bt + Ct*, (4.3.3.6b)
al = e + LI, (4337a)
B =24l ¢ =L (4337bc)

2 2
as as

a(0) = b, = a, B/2, (4.3.3.8)

My — BReCt (433.9a)
an = [ = PV, (433.9b)

onde I; e I, sdo os invariantes de Ermakov-Lewis.

Por outro lado, tomando-se a expressao (4.3.3.5), obte-
remos:

T — X({t) = (x — 2, — vyt — L) (4.3.3.10a)

2 — XOP = (0 — a0 — vt — L2 =

2m

4

= <$—£Eo)2 +'U§t2 + 127752 - 2($_-T0)Uot_

-2 (z —a:o)g—fz —|—2vot£—f2—>

v = XOP = @ - ) - (v — z) LE + £5)+
+ [fn;f3 — 2(x — @) tv, + t* 02,  (4.3.3.10b)

X(t) =Lt + v, (43.3.10c)
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Assim, tomando-se a expressao (4.2.2.13) e substituin-
do-se nela as expressoes (4.3.3.1,6a-b,9a-c,10a-c), o propa-
gador de Feynman-de Broglie-Bohm da particula em
um campo externo linear tomara a seguinte forma:

K(z, %o, t) = 325 [T % dv, [n(t)]~ V* x

im [B/2 + Ct 1
Xe“”p“?[ (o) ]_4a§n(t))x
X ([(x — 2,)% — (z — xo)f—nf + fng]—i-

+[LE = 2( - z) v, + 202 )| x

m

) 2
Xexp[zm(u—l—vo)(x—xo—va _fit)]x

h m 2 m

Xexp(%ff)dt’[%m(f—t, + v,)% +

m

S 4wt + m) — sl ). (433.11)

2 m

Considerando-se que a integral indicada na expressao
(4.3.3.11) é realizada no espago dos v,, vamos preparar o seu
integrando envolvendo poténcias dessa variavel de integracao
para que possamos utilizar a expressao (4.3.1.6), ou seja:

2
S v, e P B = [Eeds (433.12)

Para determinarmos os valores de D e E da expressao
acima, vamos trabalhar com as exponenciais indicadas na ex-
pressao (4.3.3.11). Desse modo, teremos:

K(z, %o, t) = 325 [T % dv, [n(t)]~ V* x



182

x EXPl x EXP2 x EXP3, (4.3.3.13)

COI1I:

EXP1 = eap ( F(t) [(x — 2,)* — (v — x)

xexp(F(t)[fts — 2 (z — xo)t])v;x

m

X exp ( F(t) t* ) v?,  (4.3.3.14a)

onde (lembrar que i i =

—1):

EXP2 = exp[%(u + v) (r — 2y — Vot — e
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xewp(%”[(x—xo)—w})le

2m
xexp (= )2, (4.33.15)

EXP3 = ewp(%fto dat’ [%m(f—t/ + vo)? +

m

+FEE + ot +3) — ] ) =

2 m 4 m a2 nt

= exp(%fidt’[% + ft v, +

+m2v§ +f227t: T fogt + fa, — R? ]) —

4 m a2 nt)

= eap ([t [E2 4 2 fu b + M 4+ fa, —

2 ] 2 43 m v2
— o)) = e [E (5L + f v+ B+ fa, 1) X

x eap (4[5 dt' = bl ) -

4 m a2 nt

EXP3 = exp(%[ﬁ +ftx0])v0><

3 m o

R .
xexp(%)véxexp(zmht)vgx

xexp (4 JLdt [= rotiiy) ) - (4.3.3.16a)

2
4 m a2

Para efetuarmos a integral indicada na expressao aci-
ma, usaremos as expressoes (4.3.1.11,13). Desse modo, a ex-
pressao acima ficara:

EXP3 = ea:p(%[thg + ftwx,) —

3 m
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_ _ih 2 t VAo — B? 0
T \/40732arctg( B ))vax

X exp ( % ) vl X exp ( et ) vZ.  (4.3.3.16b)

A fim de que possamos usar a expressao (4.3.3.12), va-
mos agrupar as poténcias de v, nos argumentos das £ X P1—3
[vide expressoes (4.3.3.14a-b,15,16b)]. Desse modo, usando-se
a expressao (4.3.3.6b), teremos:

R (FO) [z — 2 — (o — 20) L2 + £5]+

m 4 m?

N IR i IRy S R R [

_ _ih 1 tv4C — B? _
2m a2 \/4C_BQarctg( 2+ Bt )) =

= W (F@) (@ — 2, — (& — z) [F(t) LE -

_i%t] + F(t) A Bl + if2t3+

4 m? 2 hm 3hm
i ft iR 1 tViC - B?
+ == % 5m a2 \/40732arctg( 5B )) —

) (F) (& = 2)° = (x — x) [F(t) L5 — 2L 4

_i_f;;;” [F(t)t . 1] LoiSt

2m 3h n Lo —
— 3 :nhag 77 Cl_ =5 arctg (tivffB_tBQ)) . (4.3.3.17)

v (FOEE = 2@ — w)t] + 2 (@ — ) —



SSAE ) = () b - 2RO 0

= o (i (@ = @) ) — 5t - Cf — i)y

2
2 m a3

CO1:

Gt) =1+ Bt — it (4.3.3.18Db)

2
2m aZ
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_ im B i h im _
_Ug<2hn(t)<5+0t+2mag)t2_ 2ht)_

= o2 (g (5 + C 8 + ikl — )] ) =

=2 (FoE B+ O+ i -1 - Bt - C#) =

o \ 2 h n(t) 2ma
of(imt [ 1 _ Bt i ht
Yo <2hn(t) [ 1 2 + 2mag] ) -

o 2 h n(t)

(- g G ). (433.19)

Levando-se as expressoes (4.3.3.17,18a,19) na expressao
(4.3.3.13), e usando-se a expressao (4.3.3.12), vira:

K(z, w0, t) = g5 ()] V" %

xexp (F(t) (& — 2)® — (x — ) [F(t) LE — L1+

f2 83 F()t i i ft
+2m[2m _ﬁ]—i_ h Lo —
i h 1 t V4 C — B2
_27lna§\/4c_32a7n0tg( 2+ Bt >)X

x [T dv, exp ( — 2ihmn(tt) G(t) v? ) X

xe:pp{(hin’?t (x — z,) G(t) + f2[HUL ﬁ])vo} —

~
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+f2t3[F(t)t i]+ift

2 m -

2 m 3 h

i h 1
~ Tmal Vic = arctg (

t\/4C—B2) %
2+ Bt

[(ﬁinn&)(l’—xo)G(t)+ft2[F(:n)t_2ih])2:| —

4 tmt_ G(t)

X |t €XD
5 G 5 R (D)

2 ; 243 [ F
x F(t) L5 — S + G 9 — gl +
; _ 2
+ 1£t T, — 2:77,hag ve C1_ — arctq (t \/24+CB tB )) «

{ﬁn(t)(—hz"j?z(t)(w—wo)QGQ(t)Jert“[F(ﬁft—Qi,i]2>]X

X exp 24 m t G(t)
h n(t
Xefﬁp[#ﬁ;(t)x
x (BB (x = 1) GO f [P — 1] ] (43.3.20)

Antes de reduzirmos os termos semelhantes nos ar-
gumentos das exponenciais indicadas na expressao (4.3.3.20),
vamos escrever G(t) em fungao de F'(t). Assim, partindo-se da
expressao (4.3.3.14b) e usando-se as expressoes (4.3.3.6b,18b),
teremos:

2h ) F)t _ B ih
Sresut = B4 O 4+ L

2
2 m ag
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2¢£;g:2ihn§i)F(t)t+%+Ct2 N

20 hn(t) F(t) ¢

= n(t) + o
G(t) = n(t) [1 + ZLEOH - (4.33.21)

Portanto, reduzindo-se os termos semelhantes nos ar-
gumentos das exponenciais indicadas na expressao (4.3.3.20)
e usando-se as expressoes (4.3.3.6b,14b,18b,21), resultara:

m2 2
ARGEXP(x — x,)? = [F(t) — R2 2277(§§)2inft(g(t)] -

im G(t
= [F(t) + 5750%] =

2
2 m aZ

im B i h i

(it B+ Ct+ sl + 10+ 5 - ) -

2 hon(t) 2m ad 5
- [Q%T:]L(t) (g + 0t + Zinhag + % + % B anhag)] -

im o im (t)
= [2hn(t)t<1 + Bt + C)] = 2hn7(7t)t -

ARGEXP(x — x,)? = 2%, (4.3.3.22)
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ARGEXP(x — z,)' = ( — F(t) LE + [t +

2im f t2 F(t) t i _
+2¢mth(t)G(t)[( _7])—

2 i
=[P 5+

+

E

=
|
-
!

ARGEXP(zx — z,)' = &Lt (4.3.3.23)

4 m? 6 hm

ARGEXP(x — x,)° = (F(t) VA i

h n(t) 2 44 [F() ¢ i 12) _ 2 i f2 8
+2imntG(t)ft[m _ﬁ])7<F(t)4m2_6hm+

h i 2ihF
T 55 mngt)G(t) 2 (— T)2 1+ © t]Q ) =

m

; i 2 43
= (P 55 - 550+ Fes Gr) =

= (PO fom - S+ ) =

= (F@t) L5 — L0808 4 P8 4 2inF00)

2 44 ;o £2 43 ;o £2 43 2 44
- (F(t)in; _Z6fh7tn +Zsfh7tn — F(t) I ) =

o — 4 fP3 4+ 30 f2488

24 hom -

ARGEXP(x — z,)° = — iL0  (4.3.3.24)

24 h m

Tomando-se a expressao (4.3.3.20) e levando-se nela as
expressoes (4.3.3.22-24), e usando-se as expressoes (4.3.1.20)
e (4.3.3.6b,18b), obteremos:
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K(w, 2o, 1) = [n(t)]"" x

1 m2
X\/1+Bat PR x\/(27rh)2 X\/im

2w h

2 m

a3

xexp(— i h

1

2m a2 4 C — B2 (ITCtg(

K(z, x,, t) =

(1 + Bt +

x [(1 + BY)?2 4 (7Lt

X exp [% (arctg [

h
— ———A— arct
mavao 5 vty |

Xexp(%[%(x_

+ Lz + z,) —

2
2ma2)

o

t

tvaC - B?
2+ Bt

C t2)1/4 %

|- 1/4 o

M]_
1+ B2

_if2t3
24hm>><

)) -

el

7,)% +

(4.3.3.25)
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Para obtermos o propagador de Feynman-de Bro-
glie-Bohm da particula em um campo externo linear,
vamos impor que [vide expressoes (4.3.1.22-23)]:

1+ Bt+CtHOY x [(1+ EL)2 + (AL /1 =1 —

2 m a?

C = (£)? + (+15)?. (4.3.3.26a-b)

2 2 m a2

Usando-se a expressao (4.3.3.26b), resultard [vide ex-
pressao (4.3.1.24):

ht/(2m a?,)] .

arctg [*75°5 /2

— A e ety [P EE] = 0. (43.3.27)

Por fim, levando-se as expressoes (4.3.3.26a,27) na ex-
pressao (4.3.3.25), obteremos o propagador de Feynman-
de Broglie-Bohm da particula em um campo externo
linear:

K(x, o, t) = 2;””@3:]9(%[%(3; — x,)% +

+ 4@+ om) - R ], (43.3.28)

que coincide com o tradicional propagador de Feynman
da particula em um campo externo linear.?

E oportuno destacar que esse mesmo resultado é obtido
quando se considera [vide expressao (4.3.3.4d)]:

a(0) = b, = 0, (4.3.3.29)

pois, levando-se esse resultado na expressao (4.3.3.8) e usando-
se as expressoes (4.3.1.27a-b), vira (lembrar que a, # 0):
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a(0) = b, = 0 = a, B/2 —

B =0, C=(:25)?% (433.30aDh)

2
2 m ag

e, com isso, as expressoes (4.3.3.26a,27) sao preservadas. ']

Contudo, apesar de o propagador de Feynman ser
o mesmo para as duas situagoes [a(0) # 0 e a(0) = 0],
os pacotes de onda correspondentes sao diferentes, pois suas
larguras valem, respectivamente [vide expressoes (3.2.2.23b)

e (3.3.3.27)):

azcopladc)(t) - CLg [ 1+ QTC t + (1—:7242) t2 ] 5 (43331)
a®(t) = a2[1+ 5], (4.3.3.32)

ro=2tme ¢ = B (43333ab)
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m Oz
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CAPITULO 5

MECANICA QUANTICA DE DE BROGLIE-BOHM

E O TUNELAMENTO QUANTICO

5.1. Introducao

Em 1896, o fisico francés Antoine Henry Becquerel
(1852-1908; PNF, 1903) descobriu o fenémeno da radioati-
vidadel! ao observar que cristais de dissulfato de uranio-
potassio eram capazes de impressionar uma chapa fotografica
mesmo quando recoberta com papel escuro, estando o con-
junto exposto a luz solar. Logo depois, em 1897, o fisico
inglés Lord Ernest Rutherford (1871-1937; PNQ, 1908) des-
cobriu que os “raios de Becquerel” eram constituidos de dois
tipos de particulas: alfa («), carregadas positivamente, e
beta (), negativamente. Mais tarde, em 1908, Rutherford
e o fisico alemao Hans Wilhelm Geiger (1882-1945) demons-
traram que as particulas o eram atomos de hélio, e que apre-
sentavam a carga elétrica igual a duas vezes a carga do elétron.
Para justificar essa carga elétrica, Rutherford afirmou, em
1914, que a particula « era constituida de quatro elétrons
positivos (conhecidos como particulas H) e dois elétrons
negativos. Em 1921, o fisico inglés Charles Galton Darwin
(1887-1962) apresentou trés modelos para a particula a: es-
fera dura carregada; disco duro carregado; nicleo na forma de
um quadrado com um proton em cada vértice e dois elétrons
no centro do quadrado.?

Desde a descoberta da radioatividade houve varias
tentativas no sentido de explica-la. Por exemplo, em 1911,
Rutherford achava que sua origem poderia ser interna ao ato-
mo, porém, nao descartou a possibilidade de ela originar-se do
exterior. Por sua vez, em 1920, H. Th. Wolff afirmou que esse
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tipo de radiacao estava associado ao mecanismo de “desordem
interna” (flutuagoes) do material radioativo provocado por
particulas externas altamente velozes. Contudo, somente em
1928 esse fenomeno fisico foi explicado como sendo devido a
um processo de tunelamento quantico. Com efeito, nesse
ano, os fisicos, o russo-norte-americano George Gamow (1904-
1968) e, independentemente, o inglés Ronald Wilfrid Gurney
(1898-1953) e o norte-americano Edward Uhler Condon (1902-
1974) mostraram, usando a equacgao de Schroédinger, que
uma particula em frente de uma barreira de potencial, com
energia menor que a altura da barreira, apresentava uma pro-
babilidade - conhecida desde entao como efeito tunel - de
atravessar a barreira. Com essa idéia, eles conseguiram es-
timar a vida-média dos elementos radioativos, emissores de
particulas «, calculando a probabilidade de essa particula
“atravessar” a barreira de potencial que o prende no interior
do ntcleo radioativo.!

Neste Capitulo, estudaremos o tunelamento quanti-
co de uma particula livre que se desloca em um meio dis-
sipativo usando a Mecanica Quantica de de Broglie-Bohm
(MQBB). Inicialmente, trataremos desse tunelamento, em
um meio conservativo, por intermédio da Mecanica Quantica
de Schrédinger (MQS) e daquela Mecanica para, no final,
compararmos os resultados. E oportuno esclarecer que existe
uma diferenga fundamental entre esses dois tratamentos. En-
quanto na M@S, a fungao de onda () e suas derivadas
(g—ﬁ) devem ser continuas nas fronteiras da barreira de po-
tencial, na M QBB essa continuidade é exigida para as den-
sidades de massa, de momento e de energia, conceitos fisicos
definidos quando apresentamos a M) BB no Capitulo 1.
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5.2. Tunelamento Quantico em Sistemas

Conservativos

Neste item, estudaremos o tunelamento quantico
em sistemas conservativos utilizando-se a Mecanica Quan-
tica de Schrodinger (M@S) e a Mecanica Quantica de de
Broglie-Bohm (MQBB). Além do mais, consideraremos ape-
nas os sistemas conservativos representados pela equagao de
Schrodinger linear.

5.2.1. Tunelamento Quantico Conservativo Via

Mecanica Quantica de Schrodinger

Seja a equagao de Schrodinger linear definida pela
expressao (1.2.1.1), isto é:

PR OE R e

o 2 m Ox?
+ V(z, t) Yz, t) . (5.2.1.1)

Consideremos um fluxo estacionério de particulas com
energia incidente £, colidindo com uma barreira de potencial
de altura V' e de largura L:

Ve, t) =V, 0 <z < L, (5.2.1.2a)

V(z, t) = 0, x#0, L, (521.2b)
e que definem as seguintes regioes:

Regiao (1) de Incidéncia: = < 0,  (5.2.1.2¢)

Regiao (2) de Tunelamento: 0 < x < L, (5.2.1.2d)

Regiao (3) de Transmissao: = > L.  (5.2.1.2¢)
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Assim, a soluc¢do da equagao de Schrodinger [vide
expressao (5.2.1.1)] para as trés regides definidas acima, é
dada por:?!

Yi(x, t) = (%% + Ae  iho)emiwt  (52.1.3a)
oz, t) = (Ce?® + De 17)e '« (52.1.3b)
Y3z, t) = (Betkz)ye twt (5.2.1.3¢)

onde:

B2 = 2mE @ = 2= (52.14ab)

Fazendo-se uso das condigoes de continuidade da fun-
¢ao de onda (7)) e de suas derivadas espaciais ( g—f) nos limites
da barreira de potencial indicados nas expressoes (5.2.1.2a-b),
vira:

a) Parax =0 (V t):

P1(0,8) = (0, t) — 1+ A=C+ D, (521.5a)

1 —A=—il(C - D). (5215b)
Subtraindo-se as expressoes (5.2.1.5a-b), resultara:

2A=C+D+ifC—-iftD —

ElEST]

A=3CQ+id)+D@A—-1id)]. (5216)

1
2
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b) Para x = L (V t):

wQ(Iﬁ t) = ¢3<L7 t) -

Cell + De 7L = BelkL  (52.1.7a)

%Ewﬂsz:wﬂx:L -

g(Ce — De 9Ly = ik Belkl -

Cet — De 7t =Bkl (521.7h)

Somando-se as expressoes (5.2.1.7a-b), teremos:
20e™ =Bl +if)ert —

C=3BA+ifelk-0L  (5218a)

N[

Subtraindo-se as expressoes (5.2.1.7a-b), teremos:

k)eikL N

2De " = B(1 - it

D = 4Bl —ibetktalt — (521.8b)

N |—=

Considerando-se a expressao (5.2.1.6) e inserindo-se

nela as expressoes (5.2.1.8a-b), vira:
A=1[1BA+ifyeth-Dla 448+

FAIB( - ibeikral — 0] =
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+ il = 1elik-DLy

|
N[
L—
D[
sv
S
—
+
-~
ST b

+
DO [
=
—_
|
~
QT
|
o~
ST
—_
~—
aQ
Py
~.
ol
+
3
h
[E—
|

Zk2 =2 i =
—i—%(%B[— (k‘(;q)]e(k-i-q)lz)_
_ Bz’(lf]:rqf) eikL(equ B eqL) .

A=BW @) ikl (il _ gl (52109)

Usando-se as expressoes (5.2.1.8a-b,9) na expressao
(5.2.1.5a), teremos:

1 + B(lz2i+klj;) eikL(eqL _ e*‘jL) _

IS

(1 + i 5 etk-Dl 4 (1 — i EelkrDl] =

_ B kL C kY - qL kY L7 L
= Se (T +iZ)e” 7% + (1 —iZ)el].

Multiplicando-se a expressdo acima por e~ * * | vira:

ik L B (K +3d) (gL _ ,—qlLy _
+ 2 2ikgq (e € )_

e

= g[(l—i—ig)e_‘jL—l—(l—ig)eqL] —

_ = . k.2 =2
ik L _ g[eqL“_ o % o 2'+q7)+



177

Fe 1L (1 + % + k;,ﬂ)]

B, gL (2ik@ +2k qg—k qg-3
= 5 [e7%(

214k q? )+
- ; =2 _ 2 = 2 = =3
+e qL(2qu 315qu2+1€ q+q>]:
= . 2 _ 2 = Lo o— k2 72
_g[eqL(szg;&-kkq q)—|—€ qL(2lkgikkq+q)]:

4Z.M[eq’L(@'qu k? + e 11 (g + i k) =

T PP+ B e TP (L ) =
= — Bd el (1 - %)2 — e 1L (1 + %)2] —
B = _4(z‘jk€—ikL[€qL<1 _ %)2_

S TE(L 4 Bl (5.2.1.10)

Agora, de posse da expressao (5.2.1.10), calculemos o
coeficiente de tunelamento b%, que é dado por:

* 2 7 i -G i
P = BB = 9E ([0l (1 -k e al(14 k)2 &
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—(kQ—i—(jQ)Q—i—SkQ(jzrl R

_ _ e2 d L e~ 2aL
b2:8k2q2[(k2+q2)2( +2 ) _

— (K + @)? + 8k ¢ }_ L (5.2.1.11)

Considerando-se as identidades:(©l

cosh o = <= (5.2.1.12a)

cosh2a = 1 + 2senh® o, (5.2.1.12b)

a expressao (5.2.1.11) ficara:
P o= 8k ¢ | (K + ¢*)?cosh (2q L) -

R P2 sk =

= 8B [(B + @) leosh (2qL) — 1] + 8K @] | =

:8/62(72(8/{:2@2)71{MQSenhz(q_L)—}-l}_l N

8 k2 g2

b2 =1+ LD enh? (GL).  (5.2.1.13)

Vejamos, agora, o caso do tunelamento quantico
para grandes barreiras, ou seja [vide expressao (5.2.1.4b) e

lembrar que E ¢é fixo|:

V,L>1 — qgL>1. (521.14)
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Considerando-se que:

senh o = =) (5.2.1.15a)

2 )
senh (> 1)~ % >1, (5.2.1.15b)
a expressao (5.2.1.13) ficara:

-2 BniE 2al (521.16a)

Usando-se as expressoes (5.2.1.4a-b), teremos:

2
w gy | | Pt e |
5 — > B2 V - E
16 k2 g 16 ;712 m(h2 )

2m(E+V — E)?
64 m2 E (V — E)

—

(k? + ¢%)? V2

6kqg  16E(V —E) °

Levando-se a expressao acima na expressao (5.2.1.16a)
e usando-se a expressao (5.2.1.4b), obteremos:

pr= WEW =B =5 y2m (VB (521.16b)

V2

O resultado acima nos mostra que havera transmissao
da barreira (tunelamento), embora a energia da particula
seja menor do que a altura da barreira de potencial (E < V).

5.2.2. Tunelamento Quantico Conservativo Via

Mecanica Quantica de de Broglie-Bohm

Vamos resolver, neste item, o mesmo problema re-
solvido no item 5.2.1.; qual seja, o tunelamento quantico
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de um fluxo estaciondrio de particulas com energia E, através
de uma barreira de potencial de altura V' e largura L [vide ex-
pressoes (5.2.1.2a-b)], sé que, agora, sob o ponto de vista da
M@ BB estudada no Capitulo 1, cujos principais resultados,
necessarios para o estudo desse item, sao os que mostraremos
a seguir.

Tomemos a equagao de Schrodinger definida pela
expressao (5.2.1.1), ou seja:

Ph @Y K P

- 2m Oz2

+Vi(z, t) ¥z, t), (5.2.2.1)

e consideremos a func¢ao de onda t(z, t) na forma polar
ou transformagao de Madelung-Bohm [vide expressao
(1.2.1.2)]:

Yz, t) = ¢(x, t) e @D (5.2.2.2)
Levando-se a expressao (5.2.2.2) na expressao (5.2.2.1),

demonstramos no Capitulo 1 as seguintes expressoes [vide ex-
pressoes (1.2.1.10,12b)]:

% 4 Aerwd — g (5.2.2.3)

heS + gmu, +V + Vol =0,  (52.24)

onde [vide expressoes (1.2.1.7,8,11a-b)]:
plz, t) = |z, O = ¢*(x, t), (5.2.2.5)

Vgul, 1) = £ 2@l (599 6)

m ox

2 2
Vi = = (gg) 5 =
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2 1 9*p
m ﬁ 922 (5227a-b)
representam, respectivamente, a densidade de massa (p), a

velocidade quantica (v,,) ¢ o potencial quantico (V,,,).

Ainda no Capitulo 1, demonstramos que [vide ex-
pressoes (1.2.1.22,29)]:

0Jqu

Py v
Joo Ol g2 OV ) (5998)

onde [vide expressoes (1.2.1.17,21,23,28)]:

Jou = pVgu, (5.2.2.10)

Pu = pv2, — 355 (28 — L(2)2) ) (522.11)
Up = 2 (% 4+ V + V), (52212
Qu = Vgu U + 5o [P 2 (%2 -

— WP 0P (5.2.2.13)

representam, respectivamente, a densidade de momento
linear quantico (J,,), o fluxo da densidade de momento
linear quantico (F,,), a densidade de energia quantica
(Ug) € o fluxo da densidade de energia quantica (Q,,).

Apresentados os principais resultados da M Q) BB, va-
mos estudar o tunelamento quantico de um fluxo estacionario
de particulas com energia F, através de uma barreira de po-
tencial de altura V' e largura L.
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Para o caso em questao, as condicoes de fronteira cor-
retas sao determinadas por intermédio da integracao das ex-
pressoes (5.2.2.3,8-9) sobre uma superficie infinitesimal fecha-
da nas fronteiras (o) da barreira de potencial.”l Desse modo,
teremos que:

p & Yy, L o % (52214ah)

Jgu = PV, (5.2.2.14c)

1 oS
smug, +V + Vo & &, (5.2.214d)

devem ser continuas em o, sendo as equivaléncias indicadas
nessas expressoes decorrentes, respectivamente, das expressoes
(5.2.2.4-6). E oportuno destacar que as continuidades em o
representadas pelas expressoes (5.2.2.14a-d) nao sao condigoes
necessarias, porém suficientes.

Considerando-se as condigoes de contorno indicadas
nas expressoes (5.2.2.14a-d), é conveniente usarmos a fungao
de onda 1 na forma polar [vide expressoes (5.2.2.2,5)]:

v = Jpe . (5.2.2.15)

Desse modo, para estudarmos o tunelamento quantico
de um fluxo estaciondrio de particulas com energia E, através
de uma barreira de potencial de altura V' e largura L, definidos
pelas expressoes (5.2.1.2a-b), é necessario transformar as ex-
pressoes (5.2.1.3a-c) na forma polar indicada acima. Inicial-
mente, consideremos que:

¢:A16Z21+A261Z2:alelalelzl+a2€la2elz2 —

Y = ap e LT ) 4 ogyel B2 0 (52216)
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Partindo-se da expressao (5.2.2.16) e usando-se a fér-

mula de Euler (e ‘* = cos a + i sen a), teremos (con-
siderar que x12 = 212 + q2):
o= ap e Bt 4ogy el et a2) — g et T 4oy el T2 =

_ ei (zl 42- 12) [al ei (zl ; 932) + as o i (zl ; 12)]

= ¢ =) [a1 cos (B-5-2) + i sen (H52) +

+ ay cos (P5"2) — i sen (%)] =

onde:

c = (ay + ap) cos (U5"2), (52.2.18a)
e = (a1 — ag) sen (5"2).  (5.2.2.18b)

Usando-se a forma polar de um ntmero complexo,
qual seja:®

¢ 4 iy = \JE + Gl @) (52219)

a expressao (5.2.2.17) ficara:
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b= JE + Beits tela g (5 (52.2.20)

Chamando-se (lembrar que z15 = 212 + «a12):

F—mom _ nta-n-0n (5222

2 2 )

e usando-se as expressoes (5.2.2.18a-b), vird (lembrar que
cos 2 3 = cos® B — sen® 3):

A+ = (a1 + a)? + cos? E + (a1 — a9)* + sen®’ E =
= (a2 + a2 + 2 ay az) cos’E+ (a2 +a3 — 2 ay ay) sen’E =
= (a} + a3) cos® E + (a] + a3) sen®* E +
+2ay as cos> E — 2ay ay sen® £ =
= (a2 + a3)(cos* E+sen®’ E) + 2 ay as (cos* E — sen®> E) —
A+ =a+ai+2aa3c0s2FE, (522.22a)

@ = a-—wsanhb _ u-0q4,F o (52222b)

c1 a1 + a2 cos E a1 + a2

Considerando-se a expressao (5.2.2.20) e inserindo-se
nela as expressoes (5.2.2.22a-b), teremos (devemos lembrar

que T15 = 212+ q2):

v = /a2 + a3 + 2a1axc08 (21 + a1 — 23 — ay) X
Xexp[i(21+a1-522+a2_|_

+ tg_ 1 [al — a2 tg (21 + o ; z2 — oaz)] ) } . (5.2.2.23)

a; + az



186

Conforme vimos no item 5.2.1., as fungoes de onda
para as tres regioes que compoem a barreira de potencial
[regiao de incidéncia (1), regiao de tunelamento (2) e regiao
de transmissao (3)] em estudo s@o dadas por [vide expressoes
(5.2.1.3a-c,4a-b)]:

Vi(z, 1) = (%% + AePho)e i@t (52224a)
Yoz, t) = (Cel™ + De  9%) e "@t  (5.2.2.24D)
U3z, t) = (BetF2)e twt  (5.22.24c)

Cco1m:

B2o= 2mE g = 2m(EV) o (59995ah)

Agora, vamos obter a representacao polar das expres-
soes (5.2.2.24a-c) usando-se, inicialmente, a parte espacial da
funcao ¢ (x, t) [vide expressao (5.2.2.16)]. Desse modo, tere-
mos:

Regiao 1:
bi(z) = e kT 4 Aemike =
GikT L geiaeikr = godmgin 4 ogogiogin
a; = 1, a; = 0, 2 = kao, (5.2.2.26ac)
ay = a, ay = «, 29 = —kx. (5.2.2.26d-f)

Tomando-se a expressao (5.2.2.24a), substituindo-se
nela as expressoes acima e, na continuacao, usando-se as ex-
pressoes (5.2.2.15,23), resultara:
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Ui(x, t) = Jpr e =

— \/1 + a®> + 2acos 2k x —a)xe:cp[z’(—wt—l—

+s ity Vet (ka - 9)]) ] (52227

Regiao 2:
Po(z) = Cel™ + De 17 =

_ c qx i d —qx i
= = € e + = € e
\/a \/a

aq ei (<31 ei 21 + as ei s ei 22 N

-z qy =68, 1z =0 (52228df)
Considerando-se a expressao (5.2.2.24b), inserindo-se

nela as expressoes acima e, em seguimento, usando-se as ex-
pressoes (5.2.2.15,23), obteremos:

Yoz, t) = Jp2 e ™ =

= \/% [(2e?2d® 4 d?2e=2d% 4+ 2cdcos (y — 0)] X
xexp[z’(—wt—l— ”’T”—i—

bg e g OF0) ] (62229

Regiao 3:
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Us(x) = Belho = 0 O+0 4 peifeike =
=q e e 4+ oapet e 2 —
ap = 0, a; = 0, 2 =0, (5.2.2.30a-c)
ay = b, ay = 0, 29 = kx. (5.2.2.30d-f)

Tomando-se a expressao (5.2.2.24c), substituindo-se
nela as expressoes acima e, em seguida, usando-se as ex-
pressoes (5.2.2.15,23), vird [lembrar que tg (— a) = — tg af:

Ys(z, t) = Jpse % =

:\/0+b2+2><0><bcos(0+0—k‘x—5) X

xexp[z’( —wt + —0+0+2’“”+ﬁ—|—

+tg V[t (PR SEE=E ) ]

Ps(z, t) = fps et =
= VPexpli(-wt + kz + B)]. (52231)

Antes de usarmos as condicoes de contorno represen-
tadas pelas expressoes (5.2.2.14a-d), obteremos algumas ex-
pressoes uteis na aplicacao dessas condicoes. Assim, usando-se
as seguintes identidades: !

cos 20 = cos®* 0 — sen* 0, (5.2.2.32a)

sen 260 =2senfcosf, (522.32b)
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gy (cos z) = — sen z (Z—;) , (5.2.2.32¢)
Z e )] = 9= (F), (5:2.2.32d)

ddy (tg z) = sec®y (%) . (5.2.2.32¢)

() = =i (5.2.2.326)
w5 = et (),  (5.2232)

e as expressoes (5.2.2.5,27,29,31), obteremos:

pi(z) =1+ a*> + 2acos 2kx — a), (52.2.33a)

Op

L =pi(r) = —d4aksen (2kz — a), (5.2.2.33b)

Si(a, t) = (- wt + 5+

g Vrttg (ke — )] ), (5.22.33)

__h 851(:{:, t) o
un1<$, t) T~ m ox o

— h
m

a%(—wt%—%thg’l[};Ztg(k‘x— %)])

Chamando-se:

teremos:




190

h 1 0 (1 —a _
Com Lt (1) tg? 0 On (Fatgd) =

a

(1 + a)? l1—a 20y _
[(1 +a)? + (1 - a2 = ? 7] (15a) sec® 0 (5;) =

cos? 6

h
m

7[ (1 + a) cos® ][k(l—a)]
T m (1 +a® +2a)cos? 0+ (1 + a® — 2 a) sen? 0 cos? 0 o

k(1 — a?)

_ h
T~ m [(1 + a?) (sen? 0 + cos?® 0) + 2 a(cos® 0 — sen? 9)] -
k — a2
vgui(z) = L [—EU 0] (5.2.2.34b)

Usando-se a expressao (5.2.2.10), substituindo-se nela
as expressoes (5.2.2.33a,34b) e, na seqiiéncia, usando-se a ex-
pressao (5.2.2.34a), resultara [lembrar que p;(z) e vy (2)]:

Ju1(2) = p1(7) vgur(z) =

—(12
:(1+(l2"‘2@00829)%[1—%(1];(—&2(10)0520] -

Joa () = p1(x) vgur(z) = 2 k(1 — a*) . (5.2.2.35)

Analogamente, para a regiao 2, teremos [vide expres-
sao (5.2.2.29)]:

s
N
~~
8
~
I
S

+2cdcos(y — 9)], (5.2.2.36a)

92 = pi(z) = 2(2e2T% — d>e 207 (5.22.36b)

Sow, 1) = (- wt + 2+
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6 = 1%, (52236d)

2
teremos:
vpa(z, 1) = L0 gl (cqi o9 il tg0) | =
= %[1+t929(ceglw7de_§m)2:|%[tg@(iigz;gzigi>] =

(ced ® 4 de— q7T)2

h (cel® + de 77)2
= m[(ceér+de*6z)2+tg2@(ce¢7z_de,qw)z th@x

% (ce‘”+1de*éw)2 [(Ceqz%-de_‘”)i(Ceqﬂf—de—qr)_

—(ce?” —de T7) L (cel™ + de” 17)] =

h (cel® + de 77)2
oo [(ceqw+defq”)2+t92®(ce‘”—de*éz)z X tg © X

X e A (T d e 1Y) (el T d e TT) -

(cel® 1+ de a=)2
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_ hg L X
T m (cel® +de T%)2 4+ 1920 (cel® —de q7%)2

X [(cel®™ + de %) 4+ (ce?® — de 97)] x

X [(ce’ + de” 17) — (cel™ — de“”)]tg@) =

_ (hq)2ce?) 2de ) tg© —_
T om [(c?e2ir+d?e— 297 4+-2cd)+(c?e29% +d? e—29% —2cd)sen?©/cos?O]

_ (h @) 4 cdtg® ] _
T om [(2e?iT+d2e— 2074 2cd)+(c?e29P +d2 e =297 —2cd) sen?© [cos? O] T

(hq)4cd%cos29 .
m [(c2e2q%+d2e—23%4-2cd) cos? 9—&-(0262‘71+d26—2‘71—20d)sen29] -

o (h @) 4 cdtg © cos> © _
T m [(c?e?9T+d2e297)(sen?O+cos?O)+2cd(cos? O—sen? O)]

h g

Uun — W X

2 cd?2 sen © cos ©
X [cz 2d7% + d2¢ 202 1 2cd (cos? © — sen? @)] s (52237)

Considerando-se as expressoes (5.2.2.32a-b,36d,37) pode-
remos escrever que:
un2<l’) = % X

2 ¢ d sen — 0
X [02 e2 q = + d2 e— 2 a z(l 2 C)d cos (’Y — (S)] . (52238)

Usando-se a expressao (5.2.2.10) e substituindo-se nela
as expressoes (5.2.2.36a,38), resultard [lembrar que py(x) e

Vguz()]:

Ju2(7) = pa() vaua(z) =
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[?e?T% 4 e 29" + 2¢cdcos (v — 9)] X

S

h q

h g 2 cdsen (y —6)
m[c262§:v

+d26—2‘7$+20dcos(’y—6)] -

Jua(2) = pa(2) Vgua(z) =
= L2cdsen(y — 6). (5.22.39)

Analogamente, para a regiao 3, teremos [vide expres-
sao (5.2.2.31)]:

a5 =py(r) =0, (5.2.2.40a-b)

Ss(x, t) = (—wt + kx + 5), (5.2.2.40c)

Vgs(z) = L k. (5.2.241)

Tomando-se a expressao (5.2.2.10) e inserindo-se nela
as expressoes (5.2.2.40a,41), vird [lembrar que p3(z) e vgu3(z)]:

Jos(®) = p3(x) vgus(z) = V* L k. (5.2.2.42)

Fazendo-se uso das expressoes (5.2.2.33a-b,35,36a-b)
e (5.2.2.39,40a-b,42) e das condigoes de contorno represen-
tadas pelas expressoes (5.2.2.14a-c), resultard [lembrar que

cos (—a) = cosaesen (—a) = — sen al:

a) Para x = 0:
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p1(0) = pa(0) — 1 + a®> + 2acosa =

2+ d?>+2cdcos (y — 6)
= Z ,

(5.2.2.43a)
p1(0) = ph(0) — 2aksena = & — d*, (5.2.2.43b)
Ju1(0) = Jgu2(0) = p1(0) v41(0) = p2(0) v4u2(0) —
k(1 — a*) =2cdsen(y — §). (5.2.2.43c)
b) Para x = L:

pa(L) = ps(L) —

STl bR e PTl s reden G =0 L g2 (599 44a)

_Q

A =d?e 11l — c=de 27L  (5.22.44D)
Jz = Juus = pa(L) vgua(L) = p3(L) vgus(L) —
2cdsen (y — 6) = ¥ k. (5.22.44c)

Comparando-se as expressoes (5.2.2.43¢) e (5.2.2.44c),
vira:

1 —ad*=0V — a® =1-0. (52245)

Substituindo-se a expressao (5.2.2.44b) nas expressoes
(5.2.2.44a,c), vira:
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d? e 4 aLl 2al L g2 e 20l 1 9242e 201 o5 (7 — §) — 2
q

—

V =2de 27101 + cos(y — 0)], (5.2.2.46a)
d>e 28l sen (v — 6).  (5.2.2.46b)

Comparando-se as expressoes (5.2.2.46a-b), teremos:

sen (y — 0) ok
b0 — b (5.2.2.46¢)

Consideremos a identidade:(!

tg (2) = [tenz (5.2.2.47)

1+ cos z °

Levando-se a expressao acima na expressao (5.2.2.46¢)
e usando-se a expressao (5.2.2.36d), resultard (lembrar que

tga = 222)
— 5\ _ sen [(v — 8)/2] __
tg C57) = o —om =
_ sen © __ sen (y — 0) k
T cos ® T 1+ COJ(,Y -5 g (52248)

Partindo-se da expressao (5.2.2.48) e usando-se as ex-
pressoes (5.2.2.32a-b,36d), teremos:

sen? © Iﬁ sen? © + cos?2 © __ 1 K+
cos? © T G - sen? © T sen? © k2 -
— 0 k
sen © = sen (L = ——£ 5.2.2.49a
O = =, (2249
2 2 2 2 2 =2
sen® © — k= N sen® © + cos© © __ 1 _ k*+q _

cos? © G2 cos? © T cos?2 ©@ q?
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_ -0y _ q
cos © = cos (15°) = ﬁ . (5.2.2.49Db)
c0s 20 = cos’ O — sen’? O = kijq? — kQIfq2 N

c0s20 = cos (y — 0) = 3:2171122' (5.2.2.50)

Considerando-se a expressao (5.2.2.46a) e levando-se
nela a expressao (5.2.2.50), vira:

=

QI

2 —2qL 3 — k?

Vo= (i) e 20h . (52251)

Tomando-se a expressao (5.2.2.43a), substituindo-se
nela as expressoes (5.2.2.44b,50)e, usando-se as expressoes
(5.2.1.12a) e (5.2.2.51), resultara:

1 +a® 4+ 2acosa =

_ _ =2 2
- d2 e~ 4 @ L + d2 + 2 d2 e~ 2 qL (;{2 ; :2 )
o q

_ %d2€—2qL[e—2qL 4+ oe2al Q(H)] =
2 (2 2 q
= V@A) [osh(2 g L) + (L)) =

2 (=2 2y 2 _ -
=1 ((nggk)(g—z+l,zz)[(ng£z)cosh(ZqL)—i—l} —

1 +a®> + 2acosa =

= DO B (LK cosh (2qL) +1] . (5.2.2.52)
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Considerando-se a expressao (5.2.2.52) e inserindo-se
nela a expressao (5.2.2.45) e usando-se a expressao (5.2.1.12b),

teremos:

2 — b 4+ 2acosa =

C-F 4 (ZERY osh (2 L) —

— b2 [ 2 (72 2 62
2 + 2acosa =
= bz [1 + (722_qzk2 + ((722—2;2) COSh (2 q L)] =

(T555) [1 + 2senh? (g L)) ) =

2 ¢2

= (1 + 52+

= P+ T 4 TR 2@ senp? (1)) =

+1 4 2@ LR senh? (7 L)] =

— [ -

— 2121 + K +k senh? (7 L)] —

acosa = b*| % senh? (7 L)) — 1.  (5.2.2.53)

Usando-se as expressoes (5.2.1.15a) e (5.2.2.43b,44b,51),
Vira:

2Q2aksena = 2 — d® = e *1L _ 2 =
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asena = — % senh (2q L) . (5.2.2.54)

Elevando-se ao quadrado as expressoes (5.2.2.53-54),

em seguida somando-se os resultados, e usando-se a expressao
(5.2.2.45), obteremos:

a® (cos® a + sen® a) =

= (b2 1+ (€ +k)senh2(qL)] — 1)2+

+ b (%If) senh? (2q L) —

a> = b1 + ((72222]“2) senh? (q L)]?
+1 = 202 [1 + (5755 senh? (7 L)) +
+ b (%{:)2 senh? (2q L) —

a2 — 1 = —0 = b1 + (552 senh? (g L)]? —

2q

— 202 [1 + () senh? (G L)] +

2 g2

+ b (‘724’;:2)2 senh? (2q L) —

=1 = B+ (55) senh? (g DI -

—2[1 + (T55) senh? (7 L)] +
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~2 2 _
i = e g (LY () send® @ L)
q

+ (TEE)? senh? (2q L) ) . (5.2.2.55)

Por fim, usando-se a identidade trigonométrica:!°
senh? a = 4 (sen? a + senh* a),  (5.2.2.56)

a expressao (5.2.2.55) ficara:

b2 = — (1 + (T55) senh? (7 L) +

1+ (E52) senh? (g L)

52 2
@ + k
+ (S

)2 senhd (G L) + (TEE)2 senh® (2¢ L) ] =
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- ) 2
14 (2 ;’“)seniﬂ (G L

+ (@2 + k2)2 senh® (7 L) +

2 ¢2

(‘72qu7’“2)2 4 [senh*(q L) + senh* (g7 L)] ) =

L ( 1 + (Z4£5) senh? (7 L) +

T (Z ; k2 senh? (7 L) 7

o ) ) )
+ (qug )? ];7 senh* (q L) +
+ (622—;::2)2 senh? ((j L) []_ + senh? ((j L)] ) _
= L i 2 /-
1+ (q2 ;2 k2) senh? (q L) ( L+ ( 72 ) senh (q L) +

+ (622}: 52)2 senh? (q L) [1 + senh?(q L) + ’;—z senh?(q L)] ) =

_ 1 g2 k2 _
14 (TR senh? (G L) (1 + (% ;g ) senh® (q L) +
q
+ (G252 senh? (q L) [1 + senh?(q L) (T55)] ) =
[+ (T2 senh? (q D) [L+ (TEE2)2 senh? (g L)]
= q q —_—
1+ (‘725%]3) senh? (7 L)
b2 =1+ L EEE senh? (g L), (5.2.2.57)

que é o mesmo resultado que ja haviamos encontrado no item
5.2.1., ou seja, a expressao (5.2.1.13).
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5.3. Tunelamento Quantico em Sistemas

Nao-Conservativos

Neste item, estudaremos o tunelamento quantico
em sistemas nao-conservativos, utilizando-se a Mecanica
Quantica de de Broglie-Bohm (M@ BB), estudada no Capitu-
lo 1.

5.3.1. Tunelamento Quantico Nao-Conservativo Via

Mecanica Quantica de de Broglie-Bohm

Vamos resolver, neste item, o mesmo problema re-
solvido nos itens 5.2.1,2., qual seja, o tunelamento quantico
de um fluxo estaciondrio de particulas com energia E, através
de uma barreira de potencial de altura V e largura L [vide
expressoes (5.2.1.2a-b)|, usando-se a MQBB. O meio nao-
conservativo no qual estudaremos esse tunelamento, sera re-
presentado por um tipo de equagao de Schrodinger nao-
linear, a conhecida equacao de Kostin. Os principais re-
sultados necessarios para o estudo desse item foram obtidos
no item 1.3.1., e sao os que mostraremos a seguir.

Seja a equagao de Kostin dada por [vide expressao
(1.3.1.1)]:

P R T

- 2 m Oz2

+ [V, t) + 5% tn 220 (2, 1), (53.1.1)

onde ¢ (x, t) e V(x, t) representam como nos casos anteriores,
a funcao de onda e o potencial dependente do sistema fisico
em estudo, e v representa uma constante de dissipacao.

Consideremos a fungao de onda ¢ (x, t) na forma po-
lar ou transformacao de Madelung-Bohm [vide expressao
(1.2.1.2)]:

Uz, t) = o(x, t) e @D (53.1.2)
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Levando-se a expressao (5.3.1.2) na expressao (5.3.1.1),
demonstramos no Capitulo 1 as seguintes expressoes [vide ex-
pressoes (1.3.1.5,6b,7-8)]:

9 a( Uqu) _
% 4 dotw) — 0 (5.3.1.3)

35? + % 4+ L o _ Jqu, (5.3.1.5)

m Oz

6UQu 8QQu _ P
ot + ox m

Vo~ )y Vgu s (5.3.16)

onde p, Vgu, Vou, Jqus Pyu, Ugu € Qqu indicam, respectivamente,
a densidade de massa, a velocidade quantica, o poten-
cial quantico, a densidade de momento linear quantico,
o fluxo da densidade de momento linear quéantico, a
densidade de energia quantica e o fluxo da densidade
de energia quantica e foram definidos, de modo respectivo,
pelas expressoes (5.2.2.5-6,7a-b,10-13).

Assim, para o estudo do tunelamento que iremos rea-
lizar, as condicoes de fronteira corretas sao determinadas por
intermédio da integragdo das expressoes (5.3.1.3,5-6) sobre
uma superficie infinitesimal fechada nas fronteiras (o) da bar-
reira de potencial.l”l Desse modo, teremos que:

p e Py, 2 o g% (53.1.7ab)
Jgu = PV, (5.3.1.7¢)

tmo? +V 4+ 1V, & 2 4+05, (531.7d)

devem ser continuas em o, sendo as equivaléncias indicadas
nessas expressoes decorrentes, respectivamente, das expressoes
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(1.2.1.7), (1.2.1.8) e (5.3.1.4). E oportuno destacar que a ex-
pressao (5.3.1.7d) nos mostra que S, e, portanto, a fungao
de onda v [vide expressao (5.3.1.2)], ndo é continua nas fron-
teiras da barreira de potencial em questao.

Considerando-se que nas regioes 1 (de incidéncia) e 3
(de transmissao), v = 0, entao, em analogia com o item 5.2.2.,
podemos escrever que [lembrar que, em virtude de a barreira
ser dissipativa, w e k nao serao os mesmos para as ‘ondas
debroglieanas” incidente e transmitida, e lembrar, também,
das expressoes (5.2.2.27,31)]:

iz, t) = e M=

= \/1 + a®> + 2acos 2k x — «) Xemp[i(—w1t+

+8 gttty (e - 3)]) ], (53.18)

Ys(x, t) = Jpse % =
= Vi2expli (—wst + ksz + ). (5.3.1.9)

Para obtermos a fungao de onda 15 na barreira dis-
sipativa, deveremos resolver a equagao de Kostin [vide ex-
pressao (5.3.1.1)]. Para isso, inicialmente, apliquemos a condi-
¢ao de continuidade [expressao (5.3.1.7d)] aos limites da bar-
reira dissipativa. Assim, teremos:

(%51),20 = [(Z2) + v Solumo, (5.3.1.10)
[(%2) + v So)omr = (52)a=r - (5.3.1.11)

Usando-se as expressoes (5.3.1.8-11) e considerando-

se o estado de regime estacionario no interior da barreira

(t — oo, % = 0), podemos escrever que:
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limtﬂw%<—w1t+%+

+tg sty e — 9)]) = (—wiemo =

lime - oo [(%52) 4+ v Saloco = (V So)emo —
(_ u11)95—0 = (V 52):1::0 -
So(x=0) = S(0) = — = (5.3.1.12)

Analogamente, teremos:
(Vv 82)e=r = (— wW3)e=r —

As expressoes acima nos mostram que a perda de ener-
gia (E = h w) na barreira sera:

Es — By = h(ws — w) =
= huSyL) — Sy0)].  (53.1.14)

Considerando-se a primeira aproximacao de Taylor
e a expressao (5.3.1.12), podemos escrever que:

Sa(x) = S(0) + ASy(z) = — & + ASy(z). (5.3.1.15)

Tomando-se a expressao (5.3.1.15) e usando-se nela as
expressoes (5.3.1.12-13), resultara:

SH(0) = — & = — @ 4 AS(0) —
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ASy(0) = 0, (5.3.1.16)

— % + ASQ(L) —

ASy(L) = @=w (53.1.17)

v

Considerando-se a expressao (5.3.1.1) e inserindo-se
nela a expressao (5.3.1.15), teremos (lembrar que, no interior

: 052 __ .
da barreira, %52 = 0):
p Ova(x t) h? oz, t)
ih ot T 2m Ox? +

+ [V + hv Sz, )] Y(z, t) —

Ox2

Phae) _ 2m (V + hv[— 2 + A Sy(2)] ) ¥(z)

Pole) _ 2m [y — hwy + hvASy(@)]¢(z) =0 —

V() — Q@ ho(x) =0, (5.3.1.18a)

onde (lembrar que £y = h w):

Q*z) = 27 [V — By + hv ASy(x)] . (5.3.1.18Db)

Em analogia com o item 5.2.2., podemos propor a
seguinte solucao para a equacao representada pela expressao
(5.3.1.18a) [vide expressao (5.2.2.29)]:

a(z) = /p2 € % =

( Q(lx) [ exp(2 [2 Q dx) + d® exp(— 2 [2 Q dx) +
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1 cemp(f:de)fdezp(ff
g {ce:cp(f:()d:r;)—&-dexp(—f

xtg (150) ] ) ] . (5.3.1.19)

Agora, de posse das fungoes de onda das trés regioces
[vide expressoes (5.3.1.8-9,19)] e, em analogia com o item
5.2.2., vamos aplicar as condicoes de contorno indicadas pelas
expressoes (5.3.1.7a-c). Desse modo, obteremos [vide expres-
soes (5.2.2.43a-c,44a-c)]:

p1(0) = pa(0) — 1 + a®> + 2acosa =

_ A+ d* + 2@0((;; cos (v — §) 7 (531203)
p(0) = ph(0) — 2akysena = ¢ — d*, (5.3.1.20b)
Ju1(0) = Jgu2(0) = p1(0) v4u1(0) = p2(0) vqu2(0) —

ky (1 — a*) =2cdsen(y — ¢§), (5.3.1.20c)

ﬁ {02 exp(2 [LQ dx) + & exp(— 2 [E Q dx) +

I
=y
o

+2cdcos(y — 0) } (5.3.1.21a)
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2 [ eap(2 [{ Qdr) — d®exp(—2 [; Qdr)] =0 —
A = dexp(—4 [FQdr) —
¢ = dexp(— 2 [FQdx). (5.3.1.21b)
Je2(L) = Jus(L) = p2(L) vgua(L) = ps(L) vgus(L) —
2cdsen(y — 0) = 0P ky. (5.3.1.21c)

Continuando a analogia com o item 5.2.2., escrevere-
mos que [vide expressoes (5.2.2.45,46a-b,48,49a-b,50-51)]:

1 —a =20, (53122
b = % d? exp(— 2[5 Q dx) x

X [1 + cos (v — 9)], (5.3.1.23a)

o= 2 & exp(— 2 ff Q dx) sen (y — 60),  (5.3.1.23b)

tg (*5°) = gy (5.3.1.24a)

cos (L5-20) = _ed) (5.3.1.25a)

VR QL)

32 _ .2
cos (Y = 8) = Syt . (5:3.1.25D)

b? = (i) & eap(— 2 [} Q dz) . (5.3.1.26)
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Seguindo ainda a analogia com o item 5.2.2., teremos

[vide expressao (5.2.2.52-54)]:

1 +a®> + 2acosa = A
Q%(L) + k2 _
x [ (QEL;i—k ) cosh (2 [7 Q dx) + 1} . (5.3.1.27)
a cos o = ;(’L? + %_’_
Q*(L) + k2 L
T [ Q((L)) Q) } senh? ([, Q dx) ) -1,  (5.3.1.28)
a sen o =

(5.3.1.29)

2 (L) J};’fﬂ ) senh (2[5 Q dx) .

Quadrando-se as expressoes (5.3.1.28-29), em seguida
somando-se os resultados, e usando-se a expressao (5.3.1.22),

resultara:
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1
~ X
Q2(L) + k3 J
[ o109 Q(O)“} senh? (fo Q dx)

QL)

(0)
1[Q* (L) + k3 9 L A 2
5 G0 qur sen® (J5 Q da) )" +

<| (Gl + )+
4 {%} senh? (2 fOL Q dx)} . (5.3.1.30)
Chamando-se:
A=3[B+83] B=1i%0an . (3135
o — [%255();;:%]27 D = g8 (53.13lcd)
= [LQ(z)dr, (5.3.1.31e)

a expressao (5.3.1.30) serd escrita na forma
(5.3.1.32)

a)? + C senh? (2 a)

h— 2 — (A + B senh?
- D + 2 B senh? «

Tomando-se a expressao (5.3.1.32) e substituindo-se
nela a expressao (5.2.2.56), e considerando-se que [vide ex-

pressoes (5.3.1.31b-c)]:

1 QL) + k&
B =3%0r a0
B2 = 40 M (53133

oy, (331

senh?® a + C senh? (2 a) __

teremos:
B senh? a

A B
2 B

b_g A% + B? senh* a + 2
o D +
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A% + B? senh* a + 2 A B senh® a + 4 C (senh® a + senh® a)
- D + 2 B senh? « o

1
~ D + 2 B senh? «

[A2+2ABsenh2a+4CQ§—?o)senh4a+
+4 C senh? o (1 + senh? )] —

b= 2 = A% + 2 A B senh® a + 4 C senh® a x

1
D+2Bsenh2a[

X (fk% senh®* a + 1 + senh® a)] —
Q*(0)

h— 2 = A2 + 2 A B senh® o +

1
D+QBsenh2a(

k7
+4C senh® a [l + senh? o (1 + &g ) . (5.3.1.34)

A expressao acima, que representa o calculo do coe-
ficiente de tunelamento através de uma barreira dissipativa,
depende do conhecimento de Q(x) [vide expressdo (5.3.1.18b)]
que, contudo, depende de ASy(z) [vide expressao (5.3.1.15)],
ou seja:

Q*x) = 32 [V — Ei + hv A Sy(x)], (5.3.1.35a)
ASy(z) = So(w) — S2(0) = Sp(x) — <. (5.3.1.35b-c)

Para efeito operacional, é necessério obter Q(x) em
fungao dos parametros (L, V') da barreira. Desse modo, usan-
do-se o valor de Sy)z) obtido da expressao (5.3.1.19) e mais
as expressoes (5.3.1.21b,24a), teremos:

SQ(%’) = 7+5+
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L,d x,d T d
Y PELI LN AL AT
de72fonzefonz+de7fonz Q(L)

Considerando-se que:

€2 = ¢ ¢ (5.3.1.36a)

)

[ @) de= [* fz)de + [% f(z)dx, (5.3.1.36b)

o

[P flx)de = — [¢ f(z) dz, (5.3.1.36c)

a

e a identidade trigonométrica:

tgha = S—<==, (5.3.1.37)

a expressao para Sa(x) vista acima serd escrita na forma:

_I__tgf]_ eifo_d‘Tei dezef:de—eif:de [7k3:|
iew ~[low [Tow - [Tawa QL)
+ 4 -1 k
= 5= ttg <[Q(3L)] X
X xr - L _ L,1 T L _ L _
e—fonze—szdze—fodeefonz+e—fodeeszd:c

v [e—f:()dxe—fi@dxe—fjdeef:()dx_
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Sa(x) = 42+ tg~ ' (g%

Jtgh (J5 Q dx)) . (5.3.1.38)

Fazendo-se + = 0 na expressao acima e usando-

se a expressao (5.3.1.36¢), resultard [é oportuno lembrar que
tgh (—a) = —tgha, tg ' (—a) = —tg~ ! al:

So(0) = 52 + tg~ ' ([] tah (J5 Q dw) ) =

= 250 4 g ([l teh (= L Qde) ) =

= 150 tg ([ giltgh (Je Qda) ) —

—tg~ ' ([ga) toh (J5 Qdw) ) . (53.1.39)

Usando-se as expressoes (5.3.1.35b,38-39), obteremos:
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ASylw) = T2+ tg= ! (g%

| tgh ([5 Q dx) ) —

+ 4 — k
-5+t (g

Jtgh (Ji Q dz)) —

ASy(x) = tg~ ' ([gi] tah (J7 Q dx) ) +

+tg ' ([g] tgh (S5 Qdx) ) . (5.3.1.40)

Considerando-se as expressoes (5.2.1.4b) e (5.3.1.35a),
obteremos:

Q*z) = 22 [V — By + hv A Sy(a)] =

= 52 (V - B) + L ASE) =

=q + PP AS@) = @1+ 255 ASw)] —

Q@) = G /1 + 2EA Sy(z) . (5.3.1.41a)

onde:

e = k. (531.41D)
Usando-se a férmula binomial [(1 + )" ~ 1 + n z,
para r < 1] na expressao (5.3.1.41a), vira:

Q~aql[l + eASx). (53.1.42)
Agora, expandiremos AS,(Q) em torno de ¢;, usando-
se a expansao de Taylor [f(z) ~ f(a) + (x — a) f'(a)].
Desse modo, tomando-se a expressao (5.3.1.42), teremos:
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ASy(Q) = ASy(@) + (Q — @) 5™ =

= AS(@) + G € ASy(q) 22 —

AS,(Q) = ASy (@) [1 + q e 222  (5.3.1.43)

oq

Agora, calculemos a derivada indicada na expressao
acima. Assim, tomando-se a expressao (5.3.1.40) e consi-
derando-se que Q ~ g, [usar a expressdo (5.3.1.42) e lembrar
que &(v) é pequeno]:

ASlq(@)] ~ tg~ ' (((&2) tgh [z — L)) +
+tg- ' ((B)tgh (@ L)) . (5.3.1.44a)

Tomando-se as expressoes (5.2.2.32d-e), vird [lembrar
que a expressao (5.2.2.32e) também vale para a tangente hiper-
bélical:

_ 1 (—’fgtgh[qux—mw

L+ (32)? tgh? @1 (@ — L))

4 R (e = L) (qu_ L) sech? @1 (z — L)] > )
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+ kfj—lL sech? (q; L) ) ,

0AS>(q1) 1

oqn - k

L+ (F)? tgh? (a1 (¢ — L)]

[—%tgh[51($—L)]+

f el 1) (qu_ L) sech? 1 (x — L)] } +

1
_|_
L+ (33)2 tgh? (@1 L)

+ kf’i—lL sech? (q1 L) ] :

{— %’tgh(%[/)+

(5.3.1.44b)

Estudemos os casos limites de (5.3.1.44b) correspon-
dentes, respectivamente, a grandes e pequenas barreiras. As-
sim [lembrar que tgh(£oo) — +1 e sech(+oo) — 0, que
tgh(~0) — 0, sech(~0) — 1, e que x < L]&:

a) Se q; L > 1, entao:

k3
@

OASy (61) ~ 1
3

oq 1L+ (332 %1 [

E

ks L
2><1+3q—1><0) —

x (1) + BB o] 4

q1

9AS (q1) 0
o '

Levando-se esse resultado na expressao (5.3.1.43), re-

sultara:
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AS,(Q) = ASy(q) .  (5.3.1.45)

b) Se g1 L < 1, entao:

NSy (q1) 1 ks ks (x — L)
a1 1+(’;f)2><0{ g x0+ a Xl}—i_

Levando-se esse resultado na expressao (5.3.1.43), vird
[lembrar que €(v) é pequeno]:

AS(Q) = AS(q) (1 + eq ") =

Q1

ASy(Q) ~ ASy(q) . (5.3.1.46)

Os resultados acima, representados pelas expressoes
(5.3.1.45-46), nos mostram que, em ambos limites da barreira
dissipativa, poderemos escrever:

O resultado acima nos permite substituir Q(L) por ;.
Em vista disso, k3 também pode ser substituido por ki, uma
vez que ele pode ser expresso em termos de Q(L). Assim,
usando-se tais substitui¢oes na expressao (5.3.1.40), vira:



218

+tg L (B tgh (@ L)) . (53.1.48)

Por fim, levando-se a expressao acima na expressao
(5.3.1.42), obteremos:

ttg  (Etgh(@L))]. mo= 2. (53.149ab)

Agora, tomemos a expressao (5.3.1.34) e analisemos o
caso particular em que nao hé dissipacio, ou seja, v = 0.
Assim, usando-se esse valor nas expressoes (5.3.1.31a-e,49a-
b), teremos:

QL) = Q) = a=q, (5.3.1.50a)

B=2tF 0= (ZXEy2  (53150de)

D=1, a=q¢L. (531.50fg)

Considerando-se a expressao (5.3.1.34) e levando-se
nela as expressoes (5.3.1.50c-g), resultara:

bm 2 = —! X
1+ (q2 ;2 k2) senh? (q L)

X (1 + (‘72;;’“2) senh? (7 L) + (‘722:;2)2 senh? (7 L) x
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x [L+ senh®(q L) (1 + )] ) =

L (T sen? (@ D) [+ (L) senh? (g L)
- 2

+ k2 2 (5 -
z—) senh® (7 L)

1+ (2

=2

-2 =1 + CEEE onp? (g L),  (5.3.1.51)

4 k2 g2

que é o mesmo resultado que ja haviamos encontrado nos itens
5.2.1-2 [vide expressoes (5.2.1.13) e (5.2.2.57)].

Para concluir, calculemos a energia perdida na bar-
reira dissipativa. Assim, tomando-se a expressao (5.3.1.14) e
usando-se as expressoes (5.3.1.38-39), vira [deveremos lembrar
que [¢ f(x) dx = 0etgh (— a) = — tgh al:

Es — By = —hv[Sy(L) — S3(0)] =

= —hv (52 - 2P bt VR tgh (@ L)]) -

By — By = —hv(tg t[Ltgh(—a L)). (53.152)
Considerando-se as expressoes (5.2.1.4b) e (5.3.1.41b),

teremos:

- _ muv __ m v h?
E= " T hem(vV-BE)

hy =2e(V — By) =2eV (1 — 2y, (53.1.53)

Considerando-se a expressao (5.3.1.52) e inserindo-se
nela a expressao (5.3.1.53), vira:

(Bgt) = —2e(1 = B)tg- P [ME] 0 (53.1.54)
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expressao que mostra ser a energia (E3) das particulas apds
atravessarem a barreira dissipativa menor do que a energia
(E1) das particulas incidentes.

NOTAS E REFERENCIAS

1. O nome radioatividade foi cunhado pela fisica e quimica
polonesa Marie Sklowska Curie (1867-1934; PNF, 1903; PNQ,
1911), em 1898.
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(cavitagao) no hélio liquido (MARIS, H. and BALIBAR, S.
2000. Physics Today, February, 29-34).
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Mechanics. Addison Wesley Publishing Company, Incor-
poration.
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. Para o caso particular de grandes barreiras dissipativas, isto
é,(q L > 1), veja-se o estudo analitico-grafico em: SERRA,
V. F. 1999. Condicoes de Contorno no Tunelamento
sem Continuidade da Funcao de Onda, Tese de Mestra-
do, DFUFPA.



CAPITULO 6

MECANICA QUANTICA DE DE BROGLIE-BOHM

E OS SOLITONS GAUSSIANOS

6.1 Introducao

Neste Capitulo, estudaremos o nao-espraiamento de
pacotes de onda de Schrédinger, isto é, os sélitons!!! gaus-
sianos, usando resultados da Mecanica Quantica de de Broglie-
Bohm (M@BB) obtidos nos Capitulos 1 e 3. Inicialmente,
veremos como tais pacotes de onda surgem na Mecanica Quan-
tica de Schrodinger; em seguida, aplicaremos o formalismo da
M@BB para tais ondas; e, por fim, usaremos os resultados
obtidos para o caso do Potencial Parabdlico Invertido.

6.2 Sélitons Gaussianos via Mecanica

Quantica de Schrodinger

De um modo geral, pacotes de ondas nao-dispersivos
(solitons) sao solugoes da equagao de Schrédinger nao-
linear (ESNL) do tipo:

. ov(x, t 262\111',t
zh% = —f—m# + Ve V(x, t) —

— G| Uz, t) P U(z, t), (6.21)

onde m é a massa efetiva do sistema fisico considerado, V, é
uma energia potencial média constante, e G é o parametro
que regula a intensidade da nao-linearidade.

A ESNL representada pela expressao (6.2.1) possui
uma bem conhecida solugao-séliton em termos de uma funcao
secante hiperbdlica, qual seja:?
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Uz, t) = ()2 sech [k (v — z, —vt)] %

X exp [FR2 (x — z, — V' 1)), (6.2.2)
onde:
ko= mG = VeEm @R WER (69 3a )

Observe-se que a expressao (6.2.2) representa um pa-
cote de onda nao dispersivo, inicialmente centrado em z,, e
movendo-se ao longo de uma trajetoria classica com veloci-
dade constante v.

Destaque-se, também, que existem solucoes do tipo
soliton da ESN L [vide expressao (6.2.1)] quando se conside-
ra um potencial externo constante. Neste caso, esses solitons
se movem com aceleracao constante e tém a mesma forma da
correspondente sem esse potencial externo.? Além do mais,
segundo ainda sugere Rainer W. Hasse,l? solucoes desse tipo
da ESNL vista acima podem existir quando se considera um
Potencial Parabdlico Invertido.

6.3. Sélitons Gaussianos via Mecanica

Quantica de de Broglie-Bohm

Neste item, procuraremos a solucao-séliton da ESN L,
representada pela expressao (6.2.1), para um potencial qual-

quer. Para isso, usaremos os resultados obtidos no Capitulo
3.

Tomando-se a expressao (6.2.1) e admitindo-se que
Ve(z, t), teremos:

ih O¥(z, t) _ _ »? %W (x, t)

ot 2 m Ox2 +

+ V(z, t) W(x, t), (6.3.1)



219

onde:
Viz, t) = Vi(z, t) + Vielz, t),  (6.3.2a)
com [lembrar a expressao (3.3.1.2)]:
Vielz, t) = — G| U(z, t)|° =
= — G ¢*(z, t) .  (6.3.2b-c)
Considerando-se que as expressoes (3.3.1.1) e (6.3.1)
identicas, portanto, em analogia com o item 3.3. podere-

mos escrever que [vide as seguintes expressoes (3.3.1.2,4a,7a),
(3.3.2.1-2,6,0b,11-12) e (6.3.2a)]:

Uz, t) = ¢z, t) e 5D (6.3.3)

_ e = x@)?
o(z, t) = 27 a?(t)” Ve Ta0 | (6.3.4a)
- x?
z, t) = 27ad@)] Ve 2w | 6.3.4b
P

vz, ) = % [x — X)) + X(t), (635)

RO 4 lmul + Vi 4 Vg + Vo = 0, (6.3.6)
Vaulz, ) = — (35-) 2%, (6.3.7)
S(z, t) = S[X(t), t] + S'[X(@), t] [z — X ()] +

+ S”[X2(t), t]

[z — X2, (6.3.8)

Velw, 1) = VI[X(1), 1] + VIX(@), 1] [v — X(0)] +
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4 WEO O X ()2, (6.3.9)
Vaelz, 1) = Vol X (1), 1] + Vo [X(@), 1] [z — X(8)] +

+ lXO 0 x@)2 . (6.3.10)

+ ﬂiffi) [z — X()]*, (6.3.12)

onde S,(t) é a agao quantica [vide expressao (3.3.2.12)].

Derivando-se a expressao acima em relagao a t, obte-

remos [vide expressao (3.3.2.13) e lembrar que 2 = 0:
% = SO(t) + h(t) [x - X<t)] - h(t) +
a a?
+ 5 o — Sl o - XOP -

iSO x — X(1)] . (6.3.13)

Tomando-se as expressoes para Vi, [(6.3.10)] e V,
[(6.3.11)], vamos escrevé-las em poténcias de [x - X(t)]. Para
Vyu, usaremos as expressoes (3.3.2.14) e (6.3.7). Desse modo,

teremos:

2 2
un(l’, t) = 4mha2(t) - 8mha4(t) [l' - X(t>]2 (6314)
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Para V,,,, usaremos as expressoes (6.3.2c,4a). Assim,

Vira:
_ e = x@)?
Vie(z, t) = — G 27 a®t)] Y?e 220 . (6.3.15)
Derivando-se a expressao acima em relacao x, obtere-
mos:
_ - xw)?
T, t) = — G 27 ad(t) Ve 20 x
) z — X(t))?
xg& (- Bagh) -
W 1) = 28 27 (b)) V2 x
[z — X

xe  Teo [r — X(t). (6.3.16)

Derivando-se a expressao acima em relacao x, vira:

Vi, t) = L5 27 a2(] V2 x
_ - x@)?
X%(e 220 [x — X(t)]) =
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e — x(@®)]2

xe ran (1= Sofe - X@P) . (63.17)

Fazendo-se x = X(t) nas expressoes (6.3.15-17), resul-
tard:

Vil X (1), t] = — Vrfa(t), (6.3.18)

LX), 1] =0, (6.3.19)

WXt 1] = 5Eam - (6.3.20)

Tomando-se a expressao (6.3.10) e substituindo-se nela
as expressoes (6.3.18-20), teremos:

Vae(z, 1) = — g2 +

t s reag o~ XOF . (6.3.21)

Levando-se as expressoes (6.3.5,9,13-14,21) na expressao
(6.3.6), vira:
el + tmod, + Ve + Vi + Vou =

ot 2

= 1 (S + ™3O [ — X(t)] - ™30 4

m ra a?
+ 2% 58 - S e - X@P -

_omoa(t) X(b)

b a(t) [(L’ — X<t)]> + % (% [ZE _ X(t)] + X(t))2 n

+ VeIX (@), 1] + VIX(Q@), t] v — X ()] +
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V//X ,
4 e [ Q(t) t] [x o X(t)]Q o \/ﬁa(t) 4

G K2
trvreen @ - XOF + mtam -

Pz — X)) = 0. (6.3.22a)

8 m a’(t)

Considerando-se que [x - X(t)]° = 1, poderemos agru-
par a expressao acima em poténcias de [x - X(t)]. Desse modo,

teremos:

(RSo(t) — m X2(t) + §m X2(t) + VX (1), 1] -

G h? o
V2 oalh) + 4 m a?(t) ) [ZL’ - X(t)] +

M_’_%%;((t)_}_
a(t

G h2 -
T Vi dw  8ma@ ) [z — X(¢))* = 0. (6.3.22b)

Sendo a expressao acima um polinomio identicamente
nulo, entao os coeficientes de suas poténcias serao todos nulos,

ou seja:

Solt) = 3 (3 m X2(t) — VIX(0), 1] +

G K2
- V2ralt)  4ma2@) ) ) (6.3.23)




_ h? G
= Im2 a3(t) - m m a2(t) . (6325)

As expressoes (6.3.23-25) deduzidas acima descrevem
a dinamica semiclassica do pacote de onda representado pela
expressao (6.3.4a).

6.4. Evolucao de Sdlitons Gaussianos sob

Potencial Parabdlico Invertido

Neste item, estudaremos a dinamica semiclassica de
um soliton gaussiano deslizando em um potencial parabdlico
invertido, definido por:

VIX(t), = — 1m Q2 X2(t), (6.4.1)

e determinaremos as condigoes satisfeitas por G para que te-
nhamos essa situagao fisica.

Para que nao ocorra o espraiamento do pacote (séliton
gaussiano), sua largura a(t) deve permanecer constante, ou
seja:

a(t) = a(0) = a,, (6.4.2a)
a(t) = 0, a(t) = 0. (6.4.2b-c)

Assim, levando-se as expressoes (6.4.1,2a-c) nas ex-
pressoes (6.3.23-25), vira:

R 2

So(t) = £ (3m X2(t) + I m Q2 X(t) +
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T \/%ao T4 fag ) ) (6.4.3)

X(t) — @ X({t) =0, (64.4)

—_ 02 _ h? _ G
Qa0_4m2a§ V2 m m a2 -
4 G h? _
ad — (=g ) a0 + g = 0. (645)

Para resolvermos as equagoes diferenciais indicadas
pelas expressoes (6.4.3-4), usaremos as mesmas condigoes ini-
ciais consideradas no item 3.2.2., ou seja [vide expressoes
(3.3.2.21a-b,22)]:

X(0) = z,, X(0) =v,, (64.6ab)
Sy(0) = mtete  (6.4.6c)

Usando-se as expressoes (6.4.6a-b), a equagao representada
pela expressio (6.4.4) tem a seguinte solucio:!’!

X(t) = z,cosh (Qt) + & senh (2t), (6.4.7a)

e [sendo Lsenh(az) = acosh(az) , “Lcosh(az) = asenh(az)]:

X(t) = x, Qsenh (Qt) + v, cosh (Qt).  (6.4.7b)

Em seguida, integraremos a expressao (6.4.3) e leva-
remos seu resultado a expressao (6.3.12). Desse modo, consi-
derando-se as expressoes (6.4.2a-b,6c¢), resultard [lembrar que

Jo f(t)dt = F(b) — F(a)]:

So(t) = £ [hdt (5 m X2(#) + §m O X2(t) +

3 2
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G K2 m Vo To
+\/27rao 4ma§>+ h )

S, t) = L [hdt (m X2() + §m Q2 X2(t) +

G _ h? m Vo To
+\/27l'llo 4ma(27>+ h +

+ X0~ X(1)]. (6.4.8)

Por fim, o séliton procurado serd obtido levando-se
a expressao (6.4.8) na expressao (6.3.3) e considerando-se,
ainda, as expressoes (6.3.4a) e (6.4.2a):1%

U(z, t) = (27a3>_1/4x

Xexp(— Lz —X(t)]z)x

4 a2
X exp ( tm X th(t) [z — X(t)] + 7im%’” Lo ) X

X exp {%fi dt’(%mXQ(t') + 1mQ* XA(t) +

+ F2— - 47’}126% ) } (6.4.9)

onde a, é uma solugao da equacao quartica representada pela
expressao (6.4.5).

Antes de encontrarmos essa solucao, vamos escrever
os argumentos das expressoes do segundo, terceiro, quinto
e sexto termos da expressao (6.4.9) usando-se as expressoes
(6.4.7a-b). Para isso, usaremos as seguintes expressoes:!’)

[ [senh?® (a z) + cosh?® (a 2)] dz =
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= - senh (2az), (6.4.10a)

[ senh (a z) cosh (a z) dz =
= ;- cosh (2az), (6.4.10b)
senh 2z =2 senh z cosh z ,  (6.4.11a)
cosh2z — 1 = 2senh®z, (6.4.11b)
senh 0 = 0, cosh0 = 1. (6.4.11c-d)
Desse modo, usando-se as expressoes acima, vira:%
S - X =

= — L [ — 1z, cosh (1) —

4 a2

— % senh (U t)]*, (6.4.12)

Lm X0 [ — X(1)] = L [z, Q senh (1) +
+ v, cosh (U t)] x [x — x4 cos (2t) — & senh (2t)] —
im X [z — X(t)] = 42 (UO cosh (2 t) x

X [x — x, cosh ()] — % senh (2 t) cosh (£ t)} +

+ [on senh (2t) [x — x, cosh (2 t)] —
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— X, v, senh? (Q t) } . (6.4.13)
Llhdt [ 3m X)) + Fm Q2 X)) | =

= im ft ( [z, Q senh (2t) + v, cosh (1) +

[\

+ Q2 [z, cosh (A1) + % senh (Qt')]? ) dt' =

7
2

3

It 22 Q2 senh?® (Qt) + v2 cosh? (Q V) +

o

St

+ 2z, v, Q2 senh (Q 1) cosh (A1) +

v2

+ Q% a2 cosh® (QUt) + Q° & senh® (Q 1) +
+ 2 Q% z, cosh (A1) % senh (Qt')] dt! =
= Lm0 (22 QO + v2) senh® (U ) +
+ (22 Q% + v2) cosh ? (Q ) +
+ 4z, v, Q senh (2 t') cosh (Qt)] dt! =

(2292 + o2) [1 [senh® () + cosh? (L ¥)] dt' +

+ 42,0, Q [1 senh (Q V) cosh (Qt) dl’ ) =

o 2 Q

= izm [(xz 02 + v L osenh 2 Q)| +

+4xovoﬁﬁcosh(29t’)|é] =
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‘s.

5 ((Wsenh@{)t)—l—
+ x, v, [cosh (2 Q1) — 1)]) —

%fto At [%m)@(t/) + %m 0?2 X2(t/)} _

5 [ & (22 Q% + v2) senh (Qt) cosh (Qt) +
+ 2 x, v, senh? (Q t) } . (6.4.14)

Agora, encontraremos a solugao da expressao (6.4.5).
Inicialmente, vamos tomar a seguinte equacio quartica:!”

2t 4+ by ad 4+ by x? + byx + by = 0. (6.4.15)

Comparando-se as expressoes (6.4.5,15), vira:

bh =by =0, by=— 5", (6416ac)
by = L

m . (6.4.16(1)

Usando-se as expressoes acima, a equagao cubica cor-
respondente & equacio quartica vista acima serd:[”

ad —byal + (bibs —4by)ap + (4byby — by 0] —03) = 0 —
a2—4b4ao—b2 O

3 = -
3 h? G? _
o — m2 Q2 o 21T m2 QF T 0 <
a 4+ ¢ a® + ¢ + 0 —
o 1 o 2 aO 03
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o =0, ¢ =—-1 (6.4.17a-b)

m2 Q2

3 = — =S5 (6.4.17c)

2 ™ m2 Q4

Para que a equacao cubica vista acima tenha uma
solucao real é necessério que tenhamos:!”

Q* + R >0, Q=1 2-9  (6418h)

R=Yoe-2ea-2¢ (5418

Levando-se as expressoes (6.4.17a-c) nas expressoes
(6.4.18a-c), vira:

_ K2 _ G?
- 3 m2 Q2 R = 4 T m?2 Q4 -
6 4 2 6 2
I + G >0 — G4 > 16 7° h° O~ N

T 27 mb OF 16 m2 m* Q8 27 m?2

G > ApE2 G o> 1,560/ 2 . (64.19)

E oportuno destacar que a condicao de controle so-
bre GG, indicada na expressao (6.4.19), pode ser de grande im-
portancia para descrever a evolugao de excitacoes moleculares
elementares.®.

NOTAS E REFERENCIAS

1. Em agosto de 1834, o engenheiro naval escocés John Scott
Russell (1808-1882) cavalgava ao longo da margem do estrei-
to Canal Union, préximo de Edinburgh, na Escécia, quando,
repentinamente, observou uma onda curiosa, uma grande
massa de adgua se propagando ao longo do canal. Em vista
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CAPITULO 7

MECANICA QUANTICA DE DE BROGLIE-BOHM

E OS ESTADOS QUANTICOS “ESPREMIDOS” DO

OSCILADOR HARMONICO TEMPORAL

7.1. Introducao

Neste Capitulo, estudaremos os estados “espremidos”
(“squeezed”) do Oscilador Harmoénico Dependente do Tempo
(OHDT), usando resultados da Mecanica Quantica de de
Broglie-Bohm obtidos nos Capitulos 1 e 3. Inicialmente, apre-
sentaremos o pacote de onda de de Broglie-Bohm para um
potencial geral V' (z, t); em seguida, veremos a forma desse
pacote para o caso do OHDT; e, por fim, trataremos de
um caso particular desse tipo de oscilador trabalhado por A.
Mostafazadeh,™ J. Y. Ji, J. K. Kim e S. P. Kim,!? C. F. Lo,?!
e G. S. Agarwal e S. Arun Kumar.!*

7.2. Pacote de Onda de Schrodinger-de Bro-

glie-Bohm

Consideremos a equagao de Schrédinger (em uma
dimensao):

. oV(z, t) B2 0% V(w, t)
i h ot - 2 m o +

+ Vix, t) Uz, t). (7.2.1)

e a funcao de onda W(z, t) na forma polar ou transformacgao
de Madelung-Bohm [vide expressao (1.2.1.2)]:
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U(z, t) = ¢z, t) e 5=H (7.2.2)

onde [vide expressao (3.3.1.5)]:

oz, t) = /p(z, t) . (7.2.3)

Consideremos, agora, a amplitude ¢(z, t) do pacote
de onda, dado pela expressao (3.3.2.1), ou seja:

e - x?

oz, t) = 2ma?(t)” Ve a0 | (7.2.4)

onde X () representa o caminho cldssico seguido pelo centro
de massa do pacote.

Desse modo, demonstrou-se no Capitulo 3 que [vide
expressoes (3.3.2.11-12,18-20)]:

S(x, 1) = S,(t) + "0 [ — X(1)] +

+ et e — X2, (7.25)
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¢ a acao quantica.
7.3. Pacote de Onda de Schrodinger-de Bro-
glie-Bohm para o OHDT
No caso do OH DT, teremos:

VIX(), t] = §m Q(t) X?(t). (7.3.1)

Tomando-se as expressoes (7.2.5-8) e levando-se nelas
a expressio (7.3.1), resultara:!

S, f) = mXO o — X(1)] + 2EO 2 — X(0) +

+ 3 fodr (3m X2 — 5 m Q) X3() -
Ty ), (7.32)
X)) + Q) X(t) = 0, (7.3.3)
i(t) + Q) at) = ram . (734)

expressoes essas que representam a dinamica do pacote de
onda do OH DT dado pela expressao (7.2.4).

Inicialmente, resolveremos a equacao diferencial repre-
sentada pela expressao (7.3.4). Para isso, usaremos a técnica
dos invariantes de Ermakov-Lewis utilizada no Capitulo
3. Portanto, consideremos as seguintes condigoes iniciais [vide
expressoes (3.3.2.21c-d)]:

a(0) = a,, a(0) = b,. (7.3.5a-b)

Para obteremos a solu¢ao procurada, facamos [vide
expressoes (3.3.3.5a-b)]:
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a(t) = r(0) alt), df = .. (7.3.6a-b)

a?(t)

Usando-se as expressoes acima, teremos [vide expressao
(3.3.3.8)]:

onde:

() = SO (7.3.7b)

Tomando-se a expressao (7.3.4), substituindo-se nela
as expressoes (7.3.6a,7a) e considerando-se que [vide expressao
(3.3.3.4b)]:

ko= (7.3.8)

_h_
2m

teremos:

Fazendo-se: %!

at) + () alt) = 0,  (7.3.10)

na expressao (7.3.9), resultar:

7’”(9) o k2
r(@) o3@) . 7i0) a3
2
r"(0) = &g - (T3.11)
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Multiplicando-se as expressoes (7.3.4) e (7.3.10), res-
pectivamente, por «(t) e a(t), subtraindo-se os resultados, e
usando-se a expressao (7.3.8), vira:

Multiplicando-se ambos os membros da expressao aci-
ma por [a(t) a(t) — &(t) a(t)], obteremos:

o(t)

_ k2
- a(t) dt [a(t)] - 2

EOIE

&=

a

(lo®) at) — at)a)? + K287 ) =0 —

L= [a(t) alt) — at) a(®)]? + k2292 (7.3.12)

a(t

~

Sendo as expressoes (7.3.12) e (3.3.3.11) idénticas, po-
deremos seguir o mesmo procedimento algébrico do item 3.3.3.
Desse modo, poderemos escrever que [vide expressoes (3.3.3.12,
15,17,18a-c)]:

L= [FOP + #7, (7313

0 + _[2 = 1 ]1 w(@) - k’z, (7314)

Iy
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425 I oo(t) an(t),  (7.3.15)

onde:
w) =), 0= [ g5, (7.316aD)
a(t)=alt), o) =at) [ aglf;,) . (7.3.17a-b)

com a1 (t) e as(t) representando duas solugoes independentes
da expressao (7.3.10), e I e I, sdo os invariantes de Erma-
kov-Lewis.

Agora, determinemos esses invariantes usando-se as
seguintes condigoes iniciais:

a(0) = 1, &0) = 0. (7.3.18a-h)

Desse modo, usando-se as expressoes acima nas ex-
pressoes (7.3.17a-b), obteremos:

a1(0) = 1, ax(0) = 0, (7.3.19ab)
d1(0) = 0, dx(0) = 1. (7.3.19¢-d)

Considerando-se a expressao (7.3.15) e inserindo-se
nela as expressoes (7.3.5a,8,19a-b), resultaré:

20) = (7 p + L) 1P+ L x0P+2L L x1x0 —

[\

a2 =2 4+ 13 (7320

Q
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Tomando-se a expressao (7.3.15), derivando-a em rela-
¢ao ao tempo t e substituindo-se no resultado as expressoes
(7.3.5a-b,8,19a-d), teremos:

2a(t) a(t) = (p + L I3) 200(t) da(t) +
—+ ]1 2 Oég(t) Oég(t) + 2 Il ]2 [Oél(t) Oég(t) + Oél(t> Oég(t)] —

2a,b, = (£ + 113 2x1x0+ L x2x0x1+

+2[1]2(0X0+1X1) — aobozjllg —

I, = fsbe - (7.321)

Trabalhando-se com as expressoes (7.3.20-21), vira:

2 _ K Iy a2 2 k% + a2 b2
G = 7, T = = I -

I = BELabk (7322

Definindo-se [vide expressoes (3.2.2.23a), (3.3.3.25b)
e (7.3.8)]:

- =% (=t (7323ab)
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L, = a2k =a2s. (7.3.24b)

Qo

Tomando-se a expressao (7.3.15), inserindo-se nela as
expressoes (7.3.24a-b) e considerando-se as expressoes (7.3.8,
17a-b,21-22), obteremos:

a2(t) = (5 + N %) a3(t) + L a3(t) +

+ 20 L ooa(t) ag(t) = (B5%2%) a3(t) + I a3(t) +

+ 2 Il [2 Oél(t) Oéz(t> —

a*(t) = a? [a%(t) + (% ) ay(t) as(t) + ( ! ;CQ ) a%(t)] —

= a2a®(t) |1+ (29) (/' 45 )+

() () ], (1.3.25aD)

expressoes essas que representam a largura do pacote de onda
do OHDT, cujo centro de gravidade evolue com X(t), com
as seguintes condigoes iniciais [vide expressoes (3.3.2.21a-b)]:

X(0) = z,, X(0) =v,. (7.3.26aDh)

Determinemos X (t). Sendo as equagoes diferenciais
representadas pelas expressoes (7.3.3,10) idénticas, poderemos
escrever X () como uma combinagao linear das solugoes in-
dependentes «(t) e as(t) da equagao diferencial dada pela
expressao (7.3.10), ou seja:

X(t) == Cl Ozl(t) + CQ Oég(t), (7327&)
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X(t) = Cyén(t) + Cyan(t). (7.3.27h)

Para determinarmos as constantes C'; e Cy usaremos
as expressoes (7.3.19a-d,26a-b,27a-b). Portanto, teremos:

X(O) Lo Cl 041(0) + 02 042(0) —
Ch z,, (7.3.28a)
X(0) v, = C1 a1(0) + Cy an(0) —

Desse modo, levando-se as expressoes (7.3.28a-b) na

expressao (7.3.27a) e usando-se as expressoes (7.3.17a-b), re-
sultara:

X(t) = xo aq(t) + v, aa(t) =

T, a(t) + v, aft) [f -4

a2y

X(t)

at) [xo + v, [t

s (1329

Por fim, o pacote de onda completo serd escrito na
forma final usando-se as expressoes (7.2.2,4) e (7.3.2):

T — 2
blo, ) = 27 ad(B) Vieap ( — B XOR Y

xerp [+ (5 z — XOP + mX(@t) [x — X@®)] )] x

< exp | £ [hdt (1 X2(t) — B Q) X*(H) -
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Py ) | (7.3.30)

T 4 m a2(t)

A expressao acima nos mostra que o pacote de onda
que circunda a posicao da particula classica e o centro de
gravidade do pacote seguem a trajetoria classica; e mais ainda,
sua evolucao temporal é completamente determinada pelas
solugbes quantica e classica das expressoes (7.3.25a-b,29), res-
pectivamente. No momento de observacao, o pacote se move
com uma velocidade inicial v, e espalha-se com uma taxa ini-
cial b,. A variancia associada de x (incerteza ao quadrado)
pode ser escrita como [vide expressao (3.3.2.7)]:

(20 = [zmb=30 7

= [@ 1" (7331

que exibe os estados “esprimidos” generalizados para o
OHDT. Registre-se que o método que utilizamos neste Capi-
tulo nds da uma solugao geral para o OH DT quantico a partir
de uma solucao particular a(t) para a equagao classica repre-
sentada pela expressao (7.3.10).

7.4. Pacote de Onda de Schrodinger-de Bro-

glie-Bohm para um Particular OHDT

Tomemos o caso particular do O H D'T" considerado por
Mostafazadeh,™ Ji, Kim e Kim,!?, Lo, e Agarwal e Kumar, ¥
ou seja:

O2(t) = 2, (o0 <t <0), (741a)

Q) = Q2 (1 + 2YH, (0<t<T), (74.1b)

Q) = 21 + B,). (T <t < o0). (7T41c)
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Vejamos, agora, a solucao da equacao diferencial re-
presentada pela expressao (7.3.10), para as trés situagoes in-
dicadas acima.

a) —oo <t <0

Neste caso, tomando-se a expressao (7.3.10) e usan-
do-se nela a expressao (7.4.1a), resultaréd:

at) + P alt) =0, (742

e sua solucao sera dada por:l©

alt) = ai(t) + as(t),  (7.4.3a)
onde:

ap(t) = Cscos (Q,t), (7.4.3b)

as(t) = Cysen (2, 1), (7.4.3¢)

a(t) = — C5Q,sen (Q, 1),  (7.4.3d)
Qo(t) = CyQycos (2, t) . (7.4.3¢)

Para determinarmos as constantes C3 e C usaremos
as expressoes (7.3.19a,d) e (7.4.2b,e). Portanto, teremos:

a1(0) =1 =C3c0s0 — C3 =1, (74.4a)
ax(0) = 1 = C4 Q, cos0° —

Cy = g, (T44b)

ap(t) = cos (Qt), (7.4.4c)
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as(t) = Q%, sen (Q, t).  (7.4.4d)

Considerando-se a expressao (7.3.25a) e substituindo-
se nela as expressoes (7.4.4c-d), vira:

a*(t) = a2 [ cos*(Qy t) + ( % ) cos (Q, t) sen (2, t) +

+ (S ) sen® (21)] . (7.45)

b)0<t<T

Neste caso, tomando-se a expressao (7.3.10) e levando-
se nela a expressao (7.4.1b), vira:

alt) + 2 (1 + 2t at) =

= at) + QR+ L)alt) = 0. (746ab)

Para resolvermos a equacao diferencial acima, conside-
remos que: !

t+ 4 =) — % =1. (747aDb)

Desse modo, usando-se as expressoes (7.4.6b,7a-b),
Vira:

at) + Loty alty = 0, (7.4.8)

y — 4o _ dadnp _ da
& =G =9 F =0 (149)
g = 4 da d da dn
= @ dt dy i dt
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Tomando-se a expressao (7.4.8) e inserindo-se nela a
expressao (7.4.9b), obteremos:

2
(ngc + QoTﬁO 77 o = O . (7410)

Agora, facamos a seguinte transformacao:*
1/2
c= 2 (%) pr (74110

Usando-se a expressao (7.4.7a) na expressao acima,
teremos:

2= 2 (e )P (4 4 L) (7411D)

A expressao (7.4.11a) nos mostra que:

n = (%)2/3 (@% )1/3 20, (14.12)

T

dn 3

= ()T ()7 () -

dz 2(93ﬁ0>1/2%771/2 -

d= _ (3\Y3 [ 028, \VP i3
o= (3)7 (%), (T4.13)
da __ da dz __ 3 1/3 Q(Q,,Bo 1/3 1/3 da
do = dode ()7 (2L )l de o (743D)
Pa _ d da _ d da dz _
dn? ~— dn dn ~  dz dn dn

- (1) () () ()
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_ <%>2/3<%>2/321/3(21/3% n %272/3%) R
£ = (1) (%)
n

x (223 &g 4 L8 de) o (7313c)

Wl

Considerando-se a expressao (7.4.10) e substituindo-
se nela as expressoes (7.4.12,13c), resultara:

(%>2/3(%)2/3<22/3%_1_%271/3%)_%

Q
I

_ (%)2/3(%>2/3(22/3%+%Z—1/3%)+

2/3 /g2 3, \2/3
() ()T e =0
2/3 % bl mdal 4 2B 0(2) = 0. (T.4.14)

Para resolvermos a equacao diferencial acima, fagamos

a seguinte mudanca de variavel:

alz) = 2B yz).  (7.4.15)

Assim, usando-se a expressao acima, teremos:

do — 13 dy 4 L o-23y (7416a)

Po . 1/3dy 1 ,—2/3dy 1/ 2 _-5/3 —2/3 dyy _
sz_Z d22+32 dz+3( 32 y+=z dz)_



_ 173 d%y 1 .-2/3dy _ 2 _—5/3 1 .—2/3 dy
=z dz? + 3 z dz 9 z Y + 3 z dz -
d2a 1/3 d2y 2 —2/3dy _ 2 _—5/3

T =2+ 3z 2 52 Y. (7.4.16b)

Tomando-se a expressao (7.4.14) e inserindo-se nela
as expressoes (7.4.15,16a-b), teremos:

223 (/3 3272 + %z* 2/3 tciTzZ; _ %z* 5/3 ) +

+ % 2 U3 (213 ?TZ + % 223 y) 4 2238y =

_ &Py 2dy 2 -1 ldy | 1 -1 _
=Zysti3g —o4 Ytszg ter ytzy=0—

S+ LW (1 - )y =0 (T417)
A solucio da equacio diferencial acima é dada por:[”

y(z) = AJis(z) + BYips(z) . (7.4.18)

Substituindo-se a expressao (7.4.18) na expressao (7.4.15)
e usando-se a expressao (7.4.11a), teremos [lembrar que 7(t)
e z(t), segundo as expressoes (7.4.7a,11b)]:

alt) = oq(t) + ao(t), (7.4.19)
onde:
arft) = [3 (%2 )" w2 7 A dle)] =

= Cs i Jijs(z) . (74.20a)

ooft) = [5 (%2 )2 ] 1B Yia)] =
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— Co 7 Yis(z),  (7.4.20D)
ar(t) = Cs & [\/n(t) Jiys(2)] . (7.4.20c)

dy(t) = Cs i [\/n(t) Yips(2)] . (7.4.200)

Para determinarmos as constantes Cs e (g, usaremos
as expressoes (7.3.19a-d) e (7.4.20a-d). Portanto:

a1(0) = 1 = C5 /1o Jiss(2) , (7.4.21a)
a1(0) = 0 = C5 & [\/n(t) Jys(2)] |, (7.4.21D)
@(0) = 0 = Cs /1o Yi3(2) , (7.4.22a)

d@r0) = 1 = Cs % [\/n(t) Vis(2)] |y, (7:4:22D)

onde [vide expressoes (7.4.7a,11b)]:

z = 23 (7.4.23b)

Por fim, considerando-se as expressoes (7.3.25a) e (7.4.20a-
b), poderemos escrever que:

a?(t) = a2n(t) | C2 J24(2) + (25 Cs Cs Jus(z) Yis(z) +
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+ (L5 ) 2 vRy(a) | (14.29)

Chamando-se:
j1/3(z) = Cs J1/3(Z) , (7.4.25a)
Yis(z) = Q2 (%) Cs Yijs(z) . (7.4.25b)

a expressio (7.4.24) tomard a seguinte forma:!®
a’(t) = a;n(t) [jf/g(z) + ( i) ) Jiy3(2) Yigs(2) +

+ ( % ) 3712/3(2)} . (7.4.26)

)T <t <

Neste caso, considerando-se a expressao (7.3.10) e substi-
tuindo-se nela a expressao (7.4.1c), vira:

alt) + (1 + Bo) aft) = 0, (7.4.27)

e sua solucao, em analogia com o caso a, sera dada por:
a*(t) = a? [cosz(Qo VI + Got) +

+<9027\/C—7)003(90v1 + Bot) sen (/T + Bot) +

2

+ (o ) sen” VI F Bt | (14.28)

A anédlise das expressoes (7.4.5,26,28) vistas acima nos
mostra que se fizermos nelas ( = 0, obtém-se os resultados
das Referéncias [1-4].



279

E oportuno registrar que as novas propriedades dis-

persivas do sistema fisico considerado, assim como a energia
cinética da particula, dependem enfaticamente do parametro
¢, porque este parametro ¢ uma conseqiiéncia direta do “pa-
cote de onda debroglieano”, cuja velocidade é dada pela ex-
pressao (3.3.1.6). Registre-se, também, que essas propriedades
nao sao aparentes quando se usa o formalismo das repre-

sentacoes de Heisenberg e de Schrodinger.

10.

[1—4,9—10]
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CAPITULO 8

MECANICA QUANTICA DE DE BROGLIE-BOHM

E O EFEITO RAMSAUER-TOWNSEND

8.1. Introdugao

Neste Capituloe, estudaremos o efeito Ramsauer-
Townsend usando resultados da Mecanica Quantica de de
Broglie-Bohm obtidos nos Capitulos 1 e 5. Inicialmente, apre-
sentaremos o estudo desse efeito por intermédio da Mecanica
Quantica de Schrodinger. Em seguida, trataremos esse efeito
por intermédio da equacao de Kostin, o que significa consi-
derar a dissipagao nesse processo de espalhamento de elétrons
através de pogos de potencial com bordas agugadas (“sharp-
edged”). Ainda neste Apéndice, apresentaremos um breve
estudo do tunelamento em barreiras com esse mesmo tipo de
bordas.

Em 1921, o fisico alemao Carl Wilhelm Ramsauer
(1879-1955) estudou o espalhamento de elétrons de muita
baixa energia (0.75 — 1.1 V') nos gases inertes argonio (A),
kriptonio (Kr) e xenénio (Xe). Para o argonio, por exemplo,
observou que a seccao de choque efetiva desse espalhamento
era muito maior do que a calculada pela Teoria Cinética dos
Gases. Uma extensdo dessa observacio, ainda em 1921,12 a
uma faixa maior de energia dos elétrons revelou uma surpreen-
dente variacao na seccao de choque.

Logo depois, em 1922, os fisicos ingleses Sir John
Sealy Edward Townsend (1868-1957) e V. A. Bailey exami-
naram aquele espalhamento, para elétrons de energia no in-
tervalo 0.2 — 0.8 eV, e, usando um método diferente do usado
por Ramsauer, encontraram que o maximo do livre caminho
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do elétron ocorre em torno de 0.39 eV, Esse resultado (que fi-
cou conhecido como efeito Ramsauer-Towsend) foi confir-
mado por Ramsauer e Kollath, em 1929,[% significa que aque-
les gases nobres eram transparentes para uma energia cinética
critica. >0l

8.2. Efeito Ramsauer-Townsend via Mecanica

Quantica de Schrodinger

Seja a equagao de Schrodinger linear definida pela
expressao (1.2.1.1), isto é:

ih% = _ 12 b

+ V(z, t) ¢z, t) . (821)

Consideremos um fluxo estacionério de particulas com
energia incidente FE, atravessando um poco de potencial de
profundidade V' e de largura L:

V(z, t) = 0, r#0, L, (822a)
Vi, t) = =V, 0 <z < L, (822b)
e que definem as seguintes regioes:

Regiao (1) de Incidéncia: z= < 0, (8.2.3a)

Regiao (2) de Espalhamento: 0 < x < L, (8.2.3b)

Regiao (3) de Transmissao: = > ¢L.  (8.2.3¢c)

Considerando-se que £ > 0, a solugao da equagao
de Schrédinger [vide expressao (8.2.1)] para as trés regioes
definidas acima é dada por:[”
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Yi(z, 1) = (ef?1e + Aemthio)yemiwt = (8.24a)
Uo(w, t) = (Cetk2® 4 De ihayemiwt = (824h)
U3(z, t) = (Betho)e twt, (8.2.4c)

onde:

Bo= 2mlE g2 = 2 BEY) (82 .5ah)

Levando em conta que, no tunelamento estudado no
Capitulo 5, V' > 0 e que, no espalhamento objeto deste Apén-
dice, V' < 0, as expressoes (5.2.1.4a-b) e (8.2.5a-b) nos mostram
que:

k=k , (82.06a)

Assim, as constantes A e B, que determinam o coefi-
ciente de reflexdo | R | = A A* e o coeficiente de trans-
missdo | T |> = B B*, poderao ser obtidas por intermédio
das expressoes (5.2.1.9) e (5.2.1.13) substituindo-se nestas as
expressoes (8.2.6a-b). Desse modo, teremos [deveremos lem-
brar a férmula de Euler: et ¢ = cos a + i sen a e que

senh (i o) = i sen ()]
A:_B%eile(eikgL_e—ikQL) _
A = —13%6" MiLgen (ky L), (8.2.7)
|T|> = BB* = 1 —

K2 _ k2 \2
1—(%) senh? (i ko L)
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T = L . (8.2.8)
1+(%) sen? (ke L)

Usando-se as expressoes (8.2.7-8), vira:

x « (k2 — k32
\RP:AA = BB <2k1k2) sen? (ky L) —

(k%_k%)Q 2
2 TR R ) s (k2 L)
R = e

AR
1+(2k1k2) sen? (k2 L)

(8.2.9)

E fécil observar que as expressoes (8.2.8-9) indicam
que: |R> + |T]* = 1.
De posse das expressoes (8.2.8-9), estudaremos um

caso particular delas, qual seja, admitiremos que:[®!

L = 2. (8210)

2

Considerando-se a expressao acima e mais a hipotese

de de Broglie - “onda piloto”- , ou seja (deveremos lembrar
j 2mp

que k = £ = =3P):

Ay = L = 27 (8.2.11)

P2 ko
teremos:

ky L = 7. (8.2.12)

Tomando-se as expressoes (8.2.8-9) e substituindo-se
nela a expressao acima, vird (lembrar que sen (7) = 0):

TP =1, |R|?=0. (8213aDh)
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As expressoes acima dizem que, quando a largura L
do poco de potencial vale o semicomprimento de onda associ-
ado a particula que esta atravessando esse pogo, nao ha onda
refletida e a transmissao é completa. Portanto, é desse modo
que a Mecanica Quantica de Schrodinger explica o famoso
efeito Ramsauer-Townsend.

8.3. Efeito Ramsauer-Townsend via Mecanica

Quantica de de Broglie-Bohm

No Capitulo 5 vimos que a Mecanica Quantica de
Schrodinger e a Mecanica Quantica de de Broglie-Bohm apre-
sentam os mesmos resultados para o tunelamento de uma
particula livre em uma barreira de potencial. No item an-
terior vimos que essa mesma conclusao ocorre para o caso do
espalhamento dessa particula por um poco de potencial. Neste
item, estudaremos esse espalhamento para um poco dissipa-
tivo kostiano.

Seja a equagao de Kostin dada por [vide expressao
(5.3.1.1)]:

Z‘ h 8#’%? t) — ﬁ 321/1(90» t) +

- 2 m Ox?

+ [V, t) + 5% tn 280 y(, 1), (83.1)

onde ¥ (z, t) e V(x, t) representam, respectivamente, a fungao
de onda e o potencial dependente do sistema fisico em estudo,
e v significa a constante de dissipacao.

Considerando-se a funcio de onda t(x, ) na forma:!‘!
Yz, t) = O(z)exp[— L2 (1 — e V1)),  (832)
poderemos escrever que:

ihiawgt’t) = ih®@)exp[— L (1 — e V)] x
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i B % = Ee Viqy(z, t), (83.3a)

2 824z 5 ; .
P ot = L@ erp [~ (L - e Y] -
2 9%p(z, t) B2 D (x)
“owm el = T am oew Y@ t),  (833b)
hy gy Y1)
P e

Tomando-se a expressao (8.3.1), inserindo-se nela as
expressoes (8.3.3a-c) e considerando-se a expressao (8.2.2b),

vira:

h

2
2m

o' () h v D(x) — v —vt __

O"(x) + [ 2 — 2¢in 2] B(x) = 0, (8.3.4a)
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Agora, consideremos a seguinte transformacao de
Madelung-Bohm [vide expressao (5.2.2.2)]:

O(z) = ¢(z) e 5@ . (8.3.5)

Derivando-se a expressao acima e substituindo-se na
expressao (8.3.4a), teremos:

B = §'(x) = ¢(x) ¢ 5D + i g(x) ¢ 5@ S'(a)

d d®(z)
de dz

L2 = ¢'(z) = =
= ¢(z) € 5@ 4 i ¢f(x) € SO §(x) + i ¢/(x) ¢ @ §'(z) +
+ 3% g(x) € 5@ [$(2)]2 + i ga) & 5@ §"(x) —

O = ¢S+ 2id S — oa) (S + i S,

e +2i¢ S — ¢ () + i¢S"(x)] +

e - (s ) et =

:¢//+2i¢,S/—¢(S/)2+i¢S//+

FlP - @290 =0
¢/,+2i¢,S/—¢(S/)2+i¢S/,+
+l¢* — 228 ¢ = 0. (8.3.6)

Separando-se as partes real e imaginaria da expressao
acima, resultara:
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S+ (- S = (P06, (837
24 S + 65" = 0. (83.7b)
Considerando-se que [vide expressao (5.2.2.5)]:

o) = ¢*a),  (3.38)

a integracao da expressao (8.3.7b) resultard [lembremos que
S = thu+nC nu® = 2lueln () = lhu—Inol:

(5;'/)' _ 2¢¢’ N [ (S;/)' = — 2¢¢’
S = —2Mm¢+C = —Ind*>+InC = En% —

S'(@) = &, S = 50) + C [ % . (839ab)

Multiplicando-se a expressao (8.3.7a) por ¢’ e usando-
se as expressoes (8.3.8,9a), resultard [deveremos lembrar que

d a? _ .

¢”¢’+[q2—(5’)2]¢¢/=MT”S¢¢/ —

AR+ i@+ 1G] = sy, (3310)

Considerando-se a expressao (8.3.8), poderemos escr-
ever que:

Po=2¢¢, (8311

Inserindo-se a expressao acima na expressao (8.3.10)
e usando-se a expressao (8.3.8), resultara:
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onde:

)12 2
I(w) = 8O0 4+ ¢ po) + &5 (8.3.12D)

Usando-se a expressao (8.3.9a), teremos:
L(Sp)=8p+Sp =85p+C=8p+L(Cz) —

Sp =2L(Sp—-Cuz). (8313)

Tomando-se a expressao (8.3.12a), inserindo-se nela a
expressao (8.3.13) e usando-se a expressao (8.3.9b,12b), obte-
remos:

d —zmv d (5, Cz) —

L] —2nr(Sp —Cua)] =0 —

dx

[ — 222 (Sp — Cua) = constante = 1, —

I(z) = I, + 222 [S(z) p(z) — Cz], (8.3.14a)

/x2 2
Io = [Z(p()x]) + q2 p(l‘) + %_

_2mu {p(x) (5(0) 1+ C T A ) _ C’x} . (8.3.14Db)

h o p(x')

Agora, resolveremos a equacao diferencial dada pela
expressao (8.3.12b). Para isso, usaremos a técnica da varia-
cao de parametros.l”) Assim, segundo essa técnica, consi-
deremos, inicialmente, I(x) como a constante I. Portanto,
teremos:
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onde 3(x) é o parametro a determinar.

Integrando-se o primeiro membro da expressao acima,

obteremos [lembrar que [ % = — arccos y e que
~-y
cosy = cos (— y)l:
/ : = J > =
T o — g2 p2 — CO2
_ 1 dp _ 1 dp o
_qf 2_qf\/Afz2
a2 e _ I
\/(444 q2) (p 2q2)
dl ==
:%f (ﬁ) 2:—%arcos(ﬁ) —
1_(\/2)

—2(17’003(?2202) =2z - B(@)] —

orcos (222 ) = (= 24l - B@)]) -

P—ﬁ: 4124—%22003(2q[$—5($)]>'

Para determinarmos o parametro ((z), reassumire-
mos que [ (z). Desse modo, teremos:



290

plx) = ﬁ {](m) + \/IQ(x) — 4¢*C?% %

X cos (2 q [z — B(x)] ) } . (8.3.15)

A seguir, determinaremos o parametro 3(z). Assim,

derivando-se a expressao (8.3.15), teremos [lembrar a seguinte
férmula: que 2L cos f(z) = — sen f(z) L f(x)):

I(z) I'(x) cos | 2 q [z — B(z)]
#o) = ot (10 + ( )

\/12(1) — 4 ¢2 C?

- \/Iz(a:) — 4 ¢? C? sen (Zq[x - B(:L’)]) X

x2q[l — f'(2)] > . (8.3.16)

Impondo-se a condigao:

I(z) I'(z) cos [2 O(x
) + (\/)12((@)—422 o+ P - 402 x

x 2qpf'(x)sen[20(x)] = 0, (8.3.17a)
onde:

O(z) = qlz — p(x)], (8.3.17b)

a expressao (8.3.16) tomara a seguinte forma:

pla) = - YD LTE on26(2)] . (8.3.18)

Partindo-se das expressoes (8.3.12a,18), poderemos es-
crever que:
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_ I'() I(z) cos [2 6(z)]
ﬁ,<.’L‘> 2 ¢ (1 + \/12(90)74q202 ) X

_ q =
x ( \/IQ(w) — 4 g2 C? sen [2 0(z)] )

_ 1 2muv I(z) cos [2 6(x)] 1
= 5.2 A S(JZ‘) pl(SC) ( L+ \/12(1) — 4 ¢2 C2 ) P (x) -

_ mv S) I(x) cos [2 6(z)]
Bz) = ™52 (1 + S LA ). (83.19)

E oportuno registrar que a expressao (8.3.12b) é demon-
strada usando-se as expressoes (8.3.15,19).

Agora, estudaremos o espalhamento de um fluxo esta-
ciondrio de particulas com energia E e k? = 2 ZEE [vide
expressao (8.2.5a)] por um pogo de potencial definido pelas

expressoes (8.2.2a-b).

Os fluxos de particulas, incidente (x < 0) e transmi-
tido (z > L), serao dados por [vide expressoes (8.2.4a,c) e
(8.3.5)]:

Yr(r) = ek 4 Aem kT = g(z) e 5@ | (8.3.20a)
Yr(z) = Be'F® = ¢(x) e @ . (8.3.20b)

Fazendo-se uso das condigoes de continuidade da fun-

¢ao de onda (7)) e de suas derivadas espaciais ( %) nos limites

do poco de potencial indicados nas expressoes (8.2.2a-b), vira:
a) Para x = 0

Usando-se a expressao (8.3.20a), teremos:

1+ A = ¢(0)e 50 (8.321a)
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%lx:ﬂ -

ik (1 — A) = ¢0) e + 5 ¢0)e 5O 50) —

1 — A= <2210 ¢0) + 60)S(0)]. (8321b)

Somando-se as expressoes (8.3.21a-b), vira (lembrar a
férmula de Euler):

i S(0)

2 = “— [k ¢(0) — i¢'(0) + ¢(0) S'(0)] —

2 k = [cos S(0) +i sen S(0)]( #(0) [k + S'(0)] —i ¢'(0) ) .

Separando-se as partes real e imaginaria da expressao
acima, obteremos:

2k = cos 5(0) 6(0) [k + 5"(0)] +
+ ¢(0) sen S(0),  (8.3.22a)

0 = sen S(0) ¢(0) [k + S'(0)] —
— ¢/(0) cos S(0),  (8.3.22b)

Multiplicando-se a expressao (8.3.22a) por sen S(0) e
a expressao (8.3.22b) por cos S(0) e subtraindo-se os resulta-
dos, vird (lembrar que sen? a + cos*> a = 1):

2 k sen S(0) = cos S(0) sen S(0) ¢(0) [k + S'(0)] +
+ ¢'(0) sen?® S(0) — sen S(0) cos S(0) ¢(0) [k + S'(0)] +

+¢/(0) cos® S(0) — 2k sen S(0) = ¢'(0) . (8.3.23a)
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Multiplicando-se a expressao (8.3.22a) por cos S(0) e
a expressao (8.3.22b) por sen S(0) e somando-se os resultados,
vird (usando-se a expressao trigonométrica referida acima):

2 k cos S(0) = cos? S(0) ¢(0) [k + S'(0)] +
+ ¢/(0) sen S(0) cos S(0) + sen? S(0) G(0) [k + S'(0)] —
— ¢/(0) cos S(0) sen S(0) —
2k cos S(0) = ¢(0) [k + S'(0)] . (8.3.23b)

Quadrando-se as expressoes (8.3.23a-b) e somando-se
os resultados, teremos:

182 = [$O)] + ¢*0) [k + SO)2.  (8.3.23¢)

b) Para x = L

Usando-se a expressao (8.3.20b), vira:
Betl = ¢(L)e 5 | (8.3.24a)

oY

am’:p:L -

ikBetl = ¢(L)e 5P + 4§ S'(L) ¢(L) e 5 —
Belkl — %eiS(L) %
x [—1¢'(L) + S'(L) ¢(L)] . (8.3.24Dh)
Comparando-se as expressoes (8.3.24a-b), separando-

se as partes real e imaginaria e usando-se, também, as ex-
pressoes (8.3.9a,11), resultara:
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!

S'(L)y =k, pL) =%, (83.25aDh)
¢(L) =0, p(L) =0. (83.26ab)

Subtraindo-se as expressoes (8.3.21a-b), usando-se a

férmula de Euler e as expressoes (8.3.8,9a,11,23a-b), obte-
remos:

2 A — i S0 <¢(0) 1 - S’IEO)] + id(o)) —
A2 k cos S(0) — i 2k sen S(0)] =

= ¢(0) [k — S"(0)] + i¢'(0) —

A = 100 [k = 5(0)] = ¢'(0) _
i ¢(0) [k+ S'(0)] + ¢'(0)

_ 2i[kp(0) = C] = p'(0)
A=5 [k Z(O) T Z/(O) . (8.3.27)

De posse da expressao acima, calculemos os coefi-
. ~ 2 c oo 2
cientes de reflexao (| R |*) e de transmissao (| 7" |7):
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2 _ « _ 2i[kp(0) = C] = p(0)
R = AA = 20 [k p0) + C] + p(0) X

— 24 [k p(0) — C] — p'(0)
x (72i[kp<o>+c1+p'<o>) -

2 _ 4k p0) - CP + [p(O)
| R | T4k Z(O) + CP2 + [Z/(O)P 5 (8328&)

TP =1-|R["=

4 [k p(0) + CI? + [p'(0)]> — 4 [k p(0) — C> — [p'(0))°
4 [k p(0) + CI* + [p'(0)]?

4 k%2 p2(0) + 8 k p(0) C + 4 C%2 — 4 k2 p?(0) + 8 k p(0) C — 4 C?
4 k2 p2(0) + 8 k p(0) C + 4 C2 + [p/(0)]? o

16 k p(0

) C
PO + 4 k2 p2(0) + 4 C% + 8 k p(0) C

2 4k C
1T = [ZI(,,O()(}? + % + k2 p(0) +2kC (8.3.28b)
Calculando-se a expressdo (8.3.14b) para z = 0,
teremos:
— op 2 c?
I, = Zp(O) +q° p(0) + 20

2y 5(0) S(0) . (8.3.29)

Tomando-se a expressao (8.3.28b) e substituindo-se
nela a expressao (8.3.29), resultara:

2 _ 1k C
ITF = s e-ermzso,mrzic - (8:3:30)

A expressao acima pode ser escrita de uma outra ma-
neira. Com efeito, partindo-se da expressao (8.3.24a) e usando-
se as expressoes (8.3.8,25b), poderemos escrever que:
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B = ¢(L) ez’ [S(L) — k L]
|T|” = BB = ¢*L) = p(L) = ¢. (83.31)

Registre-se que a expressao (8.3.31) pode ser demons-
trada partindo-se da expressao (8.3.30) e usando-se as ex-
pressoes (8.3.8,9a,11,12b,23c¢).

Agora, obteremos a expressao final para | T |2 sem
a constante C'. Antes, encontremos algumas expressoes 1teis.
Portanto, usando-se as expressoes (8.3.12b,25b,26b), teremos:

/ 2 2
(L) = W95 + @pl) + 55 = ¢ ¢+ Ck —

I(L) = kC (1 +n*), n=4%. (8332aDb)
Partindo-se das expressoes (8.3.14a,25b,32a), vird:

(L) = 222 [S(L) p(L) — CL) + I, —

k0(1+n2):2mu[S(L)_L]C+[o N

I, = C( k(1 +n?)+

+2mr kLo~ S(L)). (8333
Tomando-se a expressao (8.3.14a), teremos:
10) = I, + 222 5(0) p(0) . (8.3.34a)

De outro lado, partindo-se da expressao (8.3.23c) e
usando-se as expressoes (8.3.8,9a,11,29,32b,34a), vira:
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4k = [¢0) + ¢*(0) [k + S(0)* =
= [FO)P + ¢*0) [k + G =
o

_ PP 2 2k C
= oo T PO+ Ter + pwl —

4k* = I, — ¢* p(0) + 222 p(0) S(0) + p(0) k* + 2k C =
= 100) — ¢®p(0) + p(0) k> + 2k C —
1(0) = 4k — 2kC — K2 (1 — n?) p(0). (8.3.34b)

As expressoes (8.3.8,9a,11,17b,18,23a-b,26b) também
nos indicam que:

B #'(0) _ p'(0)
tg S(0) = ¢(0) [k + S'O)] 2 ¢2(0) [k + 5G] -

S(0) = arctg ( e p(0) ¥ O 52(()()))+ ol ) . (8.3.35)

pL) = - YO AT 8 enpo(L)) = 0 —

sen(Qq[L — ﬂ(L)]) =0 —
2q[L — B(L)] =0 — pB(L) = L. (83.36)

Considerando-se as expressoes (8.3.33,34a-b), teremos:

C k(1 +n? + 2= kL — S(L)]) =

= 1(0) = 222 5(0) p(0) —
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10) = C (k(1 + n?) + 2=¢ [k L — S(L)]) +

+ 222 5(0) p(0) ,  (8.3.37a)

C (k1 +n? + 2= kL — S(L)]) =

=4k —2Ck — k(1 —n? p(0) — 222 5(0) p(0) —

C (kB +n?) + 2= kL — S(L)]) = 4k -

— p(0) [K* (1 — n?) + 222 5(0)] .  (8.3.37h)
Tomando-se a expressao (8.3.15) e substituindo-se nela
a expressao (8.3.37a), resultara [lembrar que cos(— a) =
cos al:

2.¢% p(0) = I(0) + \/12(0) — 4¢2 C2 cos [2 q B(0)] =

= C (kL +n?) + 222 [k L — S(L)] ) + 22¢ 8(0) p(0) +

+ /D, cos 2 q B(0)],  (8.3.38a)

onde [mantendo-se apenas os termos de primeira ordem de v
e usando-se a expressao (8.3.32b)]:

D, = [C(k1 +n?) + 2mr kL — S(L)]) +

+ 2R S0)p0) | 4P

D, = <C2k2(1+n2)2+4m1/C’2h(1+n2) [kL—S(L)])—i—
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+ 222 C k(1 + n?) p(0) S(0) —
—4k2n?C?.  (8.3.38h)

Considerando-se a expressao acima, vé-se que existe
um termo contendo o fator p(0) v. Contudo, como estamos
considerando apenas os termos em primeira ordem de v, usa-
remos para p(0) uma expressao que nao envolva v como fator,
a qual denominaremos de p,. Desse modo, considerando-se
a expressao (8.3.15), poderemos escrever que [lembrar que
cos (— a) = cos al:

p0) = 3t (VO = 16 G aos 24 50) + 10) ).

Agora, tomando-se a expressao (8.3.37a) sem termos
contendo v, ou seja:

1(0) ~ C k(1 + n?),

e inserindo-se na expressao anterior e usando-se a expressao
(8.3.32b), vird [lembrar que cos (2 a) = 2 cos?a — 1]

2 ¢2

p(0) = ;1 (W C2(1 + n2)? — 4n2 k2 C2 x

x cos [2.q B(0)] + C k(1 —i—n2)> =

= o (kr(]\/l +2n? + n' — 4n? cos 2 ¢ B(0)] +

+ C k(1 +n2)> =
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= %( (n? — 1)? cos 2 ¢ 5(0)] + 1 —|—n2>

= 5% l(n2—1)26052[q5(0)]—n2+1+1+n2] .

pu(0) = £ [(n? = 1) x
x cos® [q B(0)] + 1]. (8.3.39)

Tomando-se a expressao (8.3.38b) e substituindo-se
nela a expressao acima, vird [lembrar que /1 + z~ 14 x/2,
parar < lequeq > k—n > 1, conforme indicam as
expressoes (8.2.5a) e (8.3.4b)]:

D, = <02k2<1+n2)2+4mu02h(1+n2) [kL—S(L)})—i—

+47”T”Ck:(1—|—n2)5(0) Ckx

n2

x [ = Dcos® [g O)] + 1] — 4K C* =

= C?K*(1 + n* + 2n% — 4n?) + 4m”02h(1+"2) X
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= C?k* (n2 - 1)? <1+ % lkzL - S(L) +

VD, = Ckn? — 1) <1+ e [kL - S(L) +

+ 50 (2~ 1) cos® [q BO)] + 1)D'

Considerando-se a expressao (8.3.38a) e inserindo-se
nela a expressao acima, obteremos:

p(0) = 7075275(0)] E, (8.3.40a)

PR (1 00 = ) eost 1 00]) ] ) os 20 500 +

+ (14 n) (14 52ty WL — S(L)] ). (8.3.40b)

Tomando-se a expressao (8.3.37b) e inserindo-se nela
a expressao (8.3.40a), resultara:

Ck((+n?)+ 3Lkl - S(L)]+
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++5(0)][k2(1 - n?) + 272”5’(0)]) =4k —
h

2[(]2*

COI1I:

F=3+n+4+ 222kl — S(I)]+

(k> (1 — n?) + 22~ 5(0)]

e ooy . (83.41b)

Por fim, o coeficente de transmissio (| 7' |*) do poco de
potencial considerado [vide expressoes (8.2.2a-b)| serd obtido
por intermédio das expressoes (8.3.31,41a), ou seja:

T = (8.3.42)

4
= -

De posse da expressao acima, estudaremos o efeito
Ramsauer-Townsend em regioes dissipativas caracterizadas
por v pequeno. Assim, considerando-se que nesse efeito tem-
se L ~ A, poderemos escrever que [lembrar o desenvolvi-
mento de Taylor e a expressao (8.3.36)]:

Bx) = B(L) + F'(L) (z — L) +

+ (L) B L (8.3.43)

B0) = L = p(L) L+

+8"(L) &+ .., (8.3.43b)
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+S"(L) L 4. (8.3.44b)

Partindo-se da expressao (8.3.17b) e usando-se a ex-
pressao (8.3.43b), teremos [lembrar que cos a ~ 1, para o < 1
e que cos (— a) = cos al:

cos [q BO)] ~1 —

S2(1 + (n? = 1eos?q BO)]) = 5L (1 +n? — 1) = 5(0) .

n?2 n?2

Tomando-se a expressao (8.3.40b) e substituindo-se
nela a expressao acima, vira:

m v ’T'L2

+ 5(0) ] ) cos [2 q B(0)] +
+ (1 + ) (14 sptitm kL - S(L)]) . (33.45)

Usando-se a expressao (8.3.32b) e considerando-se ape-
nas os termos de primeira ordem de v, teremos [lembrar que
(1 + 2)"~1 4+ ma, parax < 1]

2 S(0)
k2 (1 — n?) + #
2¢% 1 - "5

k2 (1 —n? m v S(0) 2 m v S(0)
i Tl Ryl BRIy e
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(1 — n? 2 m v S(0) v S(0) _
[1+ FFq sy + et =

_ G- [y mesO e ]

2 n?

Partindo-se da expressao (8.3.41b), substituindo-se nela
a expressao acima e usando-se a expressao (8.3.45), obtere-
mos:

F, =3+ n* + 32X kL — S(L)] +

+ U= [1 + mrso (7112_+n; ) ] E,. (8.3.46)

Desse modo, a expressao (8.3.42) tomara a seguinte
forma:

| TP = & . (8.347)

As expressoes (8.3.45-46) nos mostram que o coefi-
ciente de transmissao em um poco de potencial dissipativo
[vide expressao (8.3.47)] depende de S(0) e S(L). Desse modo,
vamos determind-los. Assim, partindo-se da expressao (A4.3.19)
e usando-se as expressoes (8.3.25a,32a-b), vird (lembrar que
cos 20(L)] ~1equen > 1)

/ _ mv S(L) kE C (1 + n?) _
F(L) = hi g2 {1+\/[kc(1+n2)}2—4n2k202]_
_ mv S(L) EC (1+ n? o
T hg? [1+\/[k202(1+2n2+n4—4n2)}]_

m v S(L) kC(1+n2) _
[1 T Veo (ntw} B
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(L) = 250 (8.3.48a)

2 — k2)
p'(L) = 7h2(q21_”’,jg). (8.3.48b)

Considerando-se a expressao (8.3.43b) e substituindo-
se nela as expresoes (8.3.48a-b), vird:

m Vv SLL 2 m vV
B0) ~ L — Qqu(_)kz + %RQ(T—ZQ) —

BO)~L (1 + 7&m% |52 - S(L)]) . (8349

h(¢® — k?)

Usando-se as expressoes (8.3.4b,9a,26b), poderemos
2

escrever que (lembrar que k* = = E).

@ — k=20 (E+ V) - 2mE = 2mV o (8350a)

S"x) = — S~ p(x) — S"(L) = 0. (8.3.50b)

p*(w)
Considerando-se as expressoes (8.3.25a,44b,49,50b), vira:

S(0)~ S(L) — kL, (8.351a)

BO)~L (1 = %[5+ 50)]), (8351b)
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B0) ~ L2 (1 — 22B [ 5L 4 5(0)]).  (8.3.51¢)

Tomando-se as expressoes (8.3.45-47), substituindo-
se nela a expressao (8.3.51a) e recordando que estamos con-
siderando apenas termos em primeira ordem de v, resultara
[lembrar que cos [2 ¢ B(0)] = 1 — 2 sen? [¢ B(0)] e a
expressao (8.3.32b)]:

E,[S(0)] = (n* — 1) cos [2 ¢ B(0)] +
+1 4+ n? - 230 (8.3.52a)

2 m v S(0)
h k2 +

IS

%

=
I

3 4+ n? —

PO (14 meg (22) ]

><((n2 — 1) cos [2q B(0)] + 1 + n® — W) -

=34+ n2 - 2mr5Q mh”kzs(o) + [127712‘2 + 55 2(2; (n? + 1)} X

< (2 = Dcos g AO)] + 1+ n? — 2o )

~3 4 on? - 2SO R s 24 B(0)] +

1-—n* _ 2mv S0) 1 — n?
+ 2 n? h k2 2 n? +

+ 2230 (pt — 1) cos [2 ¢ B(0)] + 2250 (0?2 4 1) =

o 14+ n*  2muwv S0 1-n?>  n*t4+2n2 41
_3+ 2 n? h k2 1+ 4 nt +
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m v — n2 n4
+ cos [2 q 5(0)] [ﬁ(# -1 - MT;} -

_ 14+ n*  2mv S5(0) nt — 1
= 3 + 3 n2 h k2 4 nt +

+(1 — 2 sen? [qﬁ(())]) X

myv SO o4 gy _ l-2n2+nt] _
X[th4k2<n 1) 2 n? B

_ L4+nt  1-2n24+0at  2muv S0 nt — 1
_3+ 5 5 12 h k2 4 n4 +

+ 2O (et ) -

m v — n2 n4
9 sen? [ A(0) {mnf(gg (n* — 1) — WTJ} —

B 4<1 — sen? [ 80)) (522 )’ x

m v S0) (n* — 1) (n® + 1)
X[ﬁanQ (n? = 1) _1}> -

F[S(0)] = 4 (1 + sen® (¢ 5(0)] (% )2 x

y [1 B mr,:qg(o) (Zif})]>’ (8.3.52b)
T2 =1+ sen”@]ﬁ(@](%)zx

X[l_mVS(O)<n2+1)}. (8.3.52¢)

n? — 1
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Observemos que, usando-se as expressoes (8.2.6a-b) e
(8.3.4b,49) e fazendo-se v = 0 na expressao (8.3.52¢), obtém-
se a expressao (8.2.8).

De posse da expressao (8.3.52c), voltemos ao efeito
Ramsauer-Townsend. Segundo vimos no item anterior,
esse efeito é caracterizado por [vide expressao (8.2.12)]:

gL = 7. (83.53a)

Desse modo, usando-se a expressao (8.3.51b), a ex-
pressao acima poderd ser escrita na forma:

qBO0)~7 — 2¢pB0)~27. (83.53b-c)

Usando-se as expressoes (8.3.17b,18,53b-c), teremos
[lembrar que sen (— a) = — sen o, sen (2 m) = 0e¢
sen (m) = 0]

P0) = — YOI o 24 5(0)] =

q

VIO — 447 C?
_ /PO q4q202 sen (27) = 0 —

p0) =0, senlqgpB0)] = 0. (Ad.3.54a-b)

Considerando-se as expressoes (8.3.11,23a,54a), tere-
mos:

2k sen S(0) = ¢/(0) = 20 — 0 —
S(0) = 0. (83.55)

Por fim, as expressoes (8.3.52¢,54b) nos mostram que:
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1T =1, (83.56)

expressao essa que reproduz a expressao (8.2.13a) e que ca-
racteriza o efeito Ramsauer-Townsend.

Na conclusao deste Capitulo, poderemos usar a ex-
pressao (8.3.52¢) para estudar o tunelamento através de bar-
reiras de potencial com bordas agucadas ( “sharp-edged”). As-
sim, substituindo-se V' por — V' na expressao (8.3.4b), resul-
tara:

¢ =2 (E — V). (83.57)

Tomando-se o caso do tunelamento em que £ < V|,
o coeficiente de transmissio |7 |> para esse tunelamento serd
obtido fazendo-se na expressao (8.3.52c) as seguintes substi-
tuigoes [lembrar a expressao (8.3.32b)]:

n=in, n=,Y%%%, (8358Dh)

g = 2V B (8358¢d)

qg=1q, q= 3

Desse modo, considerando-se que:

sen (i z) = isenh (z), senh (z) = “———,
e que ¢ > 1, poderemos escrever que:
. . (el BO) _ o~ a B(0)
sen [q 0)] = sen [i q B0)] = i (=) o

sen [q B(0)] ~ 2 €7 PO - 2d80) » 1. (8.3.59-b)

Usando-se as expressoes (8.3.52¢,58a,c¢,59a-b) pode-
remos escrever que:
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<[ 14+ 250 (1) (83.60)

Destaquemos que, fazendo-se ¥ = 0 na expressao
acima e usando-se as expressoes (8.3.32b,51b,58a,c), repro-
duziremos a expressao (5.2.1.16a).

Para o caso do tunelamento em questao [barreiras del-
gadas (“thin”) e E < V], demonstra-se que:[*!

S(0) = —tg ' (), (8.3.61)

expressao essa que, levada a expressao (8.3.60), nos mostra

que, quando tg~ ' (n) > kTL, a dissipacao, representada por

v, aumenta o tunelamento.
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APENDICE

PROPAGADORES DE FEYNMAN

VIA EQUACAO DE SCHRODINGER

A.1. Introducgao

Neste Apéndice, calcularemos exatamente o propa-
gador de Feynman para um lagrangiano quadratico tridi-
mensional dependente do tempo, resolvendo a equagao de
Schrodinger Linear. Por intermédio de uma rotacao e de
uma superposicao nao-linear de coordenadas, mostraremos
que tal propagador pode ser obtido do propagador da parti-
cula livre em um novo sistema de coordenadas espaco-tempo-
ral.

A.2. Calculo do Propagador

Consideremos o lagrangiano quadratico tridimensio-
nal dependente do tempo:[!

L(F, 7, t) = Sa(t) (M? + AF, t) .7+
+o(t) (M) + d(t) .7, (A21)
onde:
F=zl+yJ+ 2K, (A22)
dit) = dy I + dyJ + d. K, (A23)

e o potencial vetor

ﬂ(F, t) é escolhido de modo que o vetor
indugao magnética B(t) seja paralelo ao eixo dos z, ou seja:



pois (lembrar que g:J = 0y, 0, ] = T, Y,2):

B(F, t) = B(t) K. (A.25)

Tomando-se a expressao (A.2.1) e substituindo-se nela
as expressoes (A.2.2-5), resultara:

L7, 7 t) = La(t) [i® + ¢* + 24+
+[-3Bt)yi + $Bt)zy + 0x 2] +

+cot) (@ + v + 2 +dox +dyy + d, 2z —
Yy

L(F, 7, t) = Ly(¥, 7i, t) + Ly(7, 7, 1),  (A.2.6)
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+c(t) (2 + ¥*) + dex + dyy, (A2.7a)

Ly(ry, 7, t) = La(t) 22 + c(t) 22 + d.z,  (A2.7b)

d, =d, I +d,J, d =d K. (A28ef)

Para desacoplar z e y na expressao (A.2.7a), intro-
duziremos uma rotac¢ao (R) em torno do eixo dos z de um
angulo a(t) definido por:?

a(t) = w(t) = 5. (A2.9ab)

Segundo essa operagao rotagao ¥, podemos escrever
que [lembrar que R = X I + Y J 4+ Z K e considerar a
expressio (A.2.2)]:

x cos [a(t)]  sen [a(t)] O X
y | = | —senla(t)] cos[a(t)] O Y &
z 0 1 A

7= RE. (A210ab)

Efetuando-se o produto matricial indicado na expres-
sao (A.2.10a), teremos [lembrar que «(t)]:

x = Xcosa + Ysena, (A2lla)
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y=—Xsena + Ycosa, =z =27. (A2l1lb-c)

Quadrando-se as expressoes (A.2.11a-b) e somando-se
os resultados, vird (lembrar que sen? a + cos*> a = 1):

22 + y? = X%2cos?a + Y?sen® a +
+2XY senacosa + X?%sen? o+
+Y?cos>a — 2 XY cosasena =

= X% (sen* a + cos® a) + Y? (sen* a + cos® a) —

22+ y? = X2+ Y2, (A212)

Derivando-se as expressoes (A.2.11a-b) em relagao ao
tempo ¢, quadrando-se os resultados e somando-se, resultara:

i = Xcosa — Xsenada +Ysena + Ycosada —
i =cosa (X +aY) 4+ sena(Y —aX), (A213a)
Yy = —Xsena — Xcosad + Yeosa —Y senada —
g = —sena (X + aY)+
+ecosa (Y —aX), (A213Db)
i+ = cosPa (X + aY)? + sen®a (Y — a X)? +
+2senacosa (X +aY) (Y — aX)+

+sen?a (X + aY)? + cos?a (Y — a X)? —
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—2senacosa (X + aY) (Y — aX) =
= (X + aY)?(cos® a + sen? a) +
+ (Y — a X)?(cos®>a + sen*a) —

P+ = (X +aY)?+ (Y —aX)? —
P24 g = [X2+Y2+d2(X2+Y2)—I—
+24 (XY — XY). (A213c)

Usando-se as expressoes (A.2.11a-b,13a-b), teremos:
vy — iy = (Xcosa + Y sena)|[-sena (X + aY)+
+cosa (Y — aX)] — [cosa (X + aY)+
+sena (Y — aX)] (—Xsena + Y cosa) =
= —senacosa X (X +aY) —sen>aY (X +aY)+
+c0sPaX (Y —aX) + senacsaY (Y — aX)+
+senacosa X (X +aY) — cosaY (X + aY)+
+sena X (Y — aX) — senacosaY (Y — aX) =
= Y (X + aY) (sen® a + cos® a) +

+ X (Y — aX)(sen?a + cos? a) —
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cy —diy =XY — XY — a(X2 4+ Y?. (A214)

Considerando-se a expressao (A.2.7a) e inserindo-se
nela as expressoes (A.2.9a-b,11a-b,12,13c,14), obteremos:

Li(F, 7, t) = Ya(t) [X? + V2 +
+a (X2 +Y) +24a(XY — XY+
+IBW) XY - XY — a (X2 + YY)+
+ c(t)(X? + Y?) + d.(t) (X cosa + Y sen a) +

+dy(t) (— X sena + Y cos a) =

. . 2
a(t) (X2 + Y?) + Ja(t) £ (X2 + Y?) +

1
2

+3alt) 5o (XY = XY) + §BO) (XY - XY) -

— gay (X + Y] 4 e()(X? + Y?) +

2 a(t)

+ d.(t) (X cos a + Y sen a) +

+dy(t) (— X sena + Y cos a) =

= Lat) (X2 + V%) + Z0(x2 + y)(§ - )+
+c(t)(X? + Y?) + d (t) (X cosa + Y sen a) +

+dy(t) (- X sena + Y cosa) —
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Lo(r, 7, t) = Sa(t) (X2 4+ v2) — 20 (X2 4+ v?) +

+c(t)(X? + Y?) + do(t) (X cosa + Y sen a) +
+dy(t) (- X sena + Y cosa). (A2.15)

Substituindo-se a expressao (A.2.11c) na expressao
(A.2.7b), resultaré:

Ly(ry, 7 t) = La(t) 22 + c(t) 2> + d. Z.  (A.2.16)

Levando-se as expressoes (A.2.15-16) na expressao (A.2.6),
obteremos:

D7) = dalt) (X2 4 V) - Z (v ¢
+e(t)(X? + Y?) + do(t) (X cosa + Y sen a) +
+ dy(t) (— X sen o + Y cos a) +

+1at) 2% + e(t) 22 + d.(t) Z =

a(t) [ (X2 + V2 + 22) — 2O (X? + V) +

4 a?(t)

N[ —=

+ 2afg) (X2 4+ Y%+ Zz)} + X [cos a d,(t) — sen o dy(t)] +
+ Y [sen a d,(t) + cos ady(t)] + Z d.(t) —

L(F, 7 t) =

N[

a(t) ((X? + V2 4+ 2%) -

- [BQ(t) o 2c(§)] (X2 + YZ) - 2 c(t) Z2] ) +

4 a2(t) alt a(t)
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+ X [cos a di(t) — sen a dy(t)] +
+ Y [sen a d(t) + cos a dy(t)] + Z d.(t). (A.2.17)

Agora, vamos apresentar as seguintes defini¢oes [lem-
brar que «(t) e usar as expressoes (A.2.3,9b,10a)]:

Q) = Q) = @) =

cosa  —sena 0 d.(t)
= | sen « cos a0 d,(t) —
0 0 1 d,(t)

Substituindo-se as expressoes (A.2.18a-b,19a-c) na ex-
pressao (A.2.17), resultaréa:

L, 7 ) = Sat) (X2 + V2 + 2%) -

— [a(t) X2 + Q1) Y2 + Q.(0)2 2% ) +
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+ D) X + D,(t)Y + D.(t) Z. (A.2.20)

A expressao acima pode ser escrita na forma compacta
(lembrar que R? = X% + Y? + Z?):

L7, 7, t) = ¥ LR, Ry t), (A.2.21a)

I=T,Y,2

onde:

Li(Ri, Ry, t) = g a(t) [R} — Qi(t) Rf] +

+ D;(t) R;, (A.2.21b)

sendo:
R,=X, R, =Y, R.=Z% R, =X R, =Y,R, = Z.

A expressao (A.2.21b) representa o lagrangiano de
um oscilador harmonico forgado tridimensional com

massa e freqiiéncia dependente do tempo. Assim, o propa-
gador de Feynman correspondente serd dado por:¥

K(R, R £, ) =

3
— 1 KOFF (R7, R ¢, ), (A222)

i=1

onde t” e t’ representam, respectivamente, os tempos final e
inicial, e K#F (R, Rl; 7, t') é o propagador de um os-
cilador harmonico forcado unidimensional com freqiién-
cia e massa dependentes do tempo, cujo calculo passaremos a
realizar em seguida.

A.3. Propagador do Oscilador Harménico
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Forgado Unidimensional

O célculo do propagador do oscilador harmonico forga-
do unidimensional com massa e freqiiéncia dependentes do
tempo, objeto deste item, serd realizado por intermédio da
solucao da equagao de Schrodinger correspondente ao pro-
blema em estudo. Para esta solucao, aplicaremos uma trans-
formacao dilatagao-rotacao a essa equacao e, com isso, mostra-
remos que o propagador procurado pode ser obtido do propa-
gador da particula livre em um novo sistema de coorde-
nadas espaco-temporal.l’!

Considerando-se o lagrangiano representado pela ex-
pressao (A.2.21b), o hamiltoniano correspondente serd dado
3]
por:

P = % (A3.1D)

Considerando-se a expressao (A.2.21b), a expressao
acima nos mostra que:

P, = a(t) R;. (A.3.1c)

Usando-se as expressoes (A.2.21b) e (A.3.1a-c), resul-
tard:

— Rralt) B — (1a) [ — QX0) B + D) R ) =

= Yat) R? + Ya(t) M) R? - Di(t) R, —

Hz(RZ, Ri; t) = ; P2 +
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+3a(t) Q) R? — Di(t) R . (A3.2)

De posse desse hamiltoniano, a equagao de Schro-
dinger ser dada por:©

Hy W(R;, t) = ih 2 U(R, 1),

onde o operador H; é obtido da expressao (A.3.2), na qual se
faz a seguinte substituicao:

P — —ihgk. (A33)

Desse modo, teremos (a partir daqui, faremos i = 1):
. OU(R;, 1) 1 O0*U(R;, t)
t at — 7 2at) OR? +

+ [ a(t) Q¥ (t) R} — Di(t) R (R, t). (A.3.4)

Para resolvermos a equagao de Schrodinger indi-
cada pela expressao acima, facamos a seguinte transformacao
dilatacao-rotacao:"!

R = si(7) Ry + pi(7), (A.3.5a)

onde 7 é uma funcao de valor tinico e definida por:
= ["ula)da — T =7 = pt). (A.3.6a-b)

Seguindo-se a transformagao indicada pela expressao
(A.3.5a), deveremos ter:
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U(R;, t) — ®(R;, 7), (A.3.7)

e, portanto, para resolvermos a expressao (A.3.4) precisamos

. o2 .
escrever as derivadas % e %, em termos de (R;, 7). Assim,
1

usando-se as expressoes (A.3.5b,6b), teremos (lembrar que R;
e T sao varidveis independentes):
o OR; o1 __

9 _ 9 ot 0 9R; _ 0 or
o — or ot T aR ot _'u(t>87-+8Ri ar ot

= ) 5 + o 5] =

= u) [ & + 55 & (5 B = 2]) ] =

. op; (1
= pu(t) [E + o (si(T) (G2 — pai)] +

OR; si(T
2=t (2 - 5 + S5 R1% ). (Assa
onde:

1 Opi(r) — dp; g = 950 — dsi (A.3.8b-c)

by = Tor = 4o i or dr

De maneira analoga, teremos:
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o _ a or o OR, _ 9 0 1 o _
dR;, — or R, © BR; OR; _ OR; OR; (SZ(T) [R; pZ(T)]) =
_ 9 1 [OR; _ Opi(1)
~ OR; ( 5i(7) [81’%‘ OR; ) =
o 1 9 92 1 9

Substituindo-se as expressoes (A.3.8a,9b) na expres-
sao (A.3.4) e usando-se as expressoes (A.3.5a,7), obteremos
[lembrar que pu(t), s;(7), pi(7), Di(t), a(t) e 7(t)]:

w0

|2 - B+ SR ] R, )+ iy D -

—[LaQ (R + p? + 25 Rip) +

+Di (s By + pi) | ®(Ri, ) = 0. (A3.10)

Agora, fazendo-se o ansatz:[®

O(R;, 7) = exp[i f(Ri, 7)] x(Ri, 7), (A.3.11)

teremos [lembrar que ®(R;, 7)]:

g% — exp(zf)% +X%[€$p<if)] =

=ep (i f) X +iep(if)x L —

G e () xg + ). (A312)

De maneira analoga, vira:

20— eap(if) (ix2 + 2), (A3.12b)
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8%2d o 09 __
OR? — OR; OR;
. ) 0, 0
= exp(lf)ﬁ(lXaT%i + az%-)Jr

+exp (i f) (i x g + 3%) G gh)

29 _ e:vp(if)(X[iTR?

ox Of 2%x

200 Ay W) (A.3.12c)

Substituindo-se as expressoes (A.3.12a-c) na expres-
sao (A.3.10), resultaréa:

iperp (i f) (ix g+ ) — ip (3 + R x

xexp (i ) (i X 5% + 55) +

+ g eap (i f) (X[ 5 — (LA +

2 a s?
k2

. Ox Of 2x ) _
T 2055 o T oom

— a2 (TR + p} + 25 Rip)exp (i f) x +

_ — 0 -

+ D; (s; Ri + pi) exp(i f) x =
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. 2 . / s' =
(in g+ gazom) X — igh (W5 + p i Ri—

A partir desse momento, nosso objetivo serd o de
transformar a expressdao (A.3.13) na equagao de Schro-
dinger para a particula livre. Atingiremos esse objetivo
por etapas. Na primeira etapa, faremos a seguinte imposicao:

/”L% + “%RZ - 4 361%1. = 0. (A.3.14a)

asi

Integrando-se a expressao acima, resultard (lembrar
que R; e T sao variaveis independentes):

f(Ri, 7) = pas;p; Ri +
+spas)s; B2 + fi(r). (A.3.14b)
Derivando-se a expressao acima, obteremos:

881_4; = pas;p, + pas,s; B, (A3.15a)

opz = pas;s;, (A3.15b)
o = o (wasip, Ri) +

+ 2 Ltpasis R?) + 4. (A3.15¢)
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Usando-se as expressoes (A.3.15a-c), calculemos as
seguintes expressoes:

OR?

= 12[2';“131-5‘—(ua81p§+ﬂa3i5;Ri)2]:

2 a s 7

_ 1 . / 2 2 2,72
= gaoz (pas; s — p*asipi —
T
2 2 .2 2 P2 2 2 2 7 D
— p?a’ si P Ry — 2 p°a® sip;s; Ry) —
1 [ia{f_(af)g]:iusg_
QGS? OR2 OR; 2 s;

= pap? + pPap; sl + @ asipi R + p?as? R} =
= pap? + 2p%ap;sik + pasP R} —

v of 5 R 9f
N S; 8]_{1 _I_ M Sq RZ 6Rz -

(3

= walp? + 2p s, + sPR)R]. (A3.17)

(2

Levando-se as expressoes (A.3.14a,15¢,16-17) na ex-
pressao (A.3.13), resultara:
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. 9 1 52 iy s, u oa pi2 p? a si2 R?
(2M§+2as§aR§>X+(2si -z 2 -

—prap;si R + p*alp? + (20 s, + s R) R —
—N[a% (1 as; p R;) + %(%MGSQ%R?) + f{*ﬁ]—
—5aQ TR — LaQfp!—

—Q?aSiRipi+Di5iRi+Dipi)X =0 —

. ) 1 02 _
(ZME + 2a s? OR?)X -

— (R?[%%(uasis;) — sptas? + $aQ? s+
+ R g (wasipl) — pPasipi + Qfasip — Disi| +

= d . !
+ R (p — i — Llap?+

+3aQp — Dip))x. (A318)

Agora, como segunda etapa de nosso objetivo, vamos
anular o segundo membro da expressao (A.3.18). Contudo,
como esse segundo membro é um polinomio de R;, vamos
anular cada termo desse polinomio. Desse modo, teremos:

[S1}S

o (wasisl) — 5 p°as?+
+1aQs? =0. (A319)

Antes de fazermos a derivada indicada acima, vamos
obter alguns resultados que serao usados nessa derivada. As-
sim, usando-se a expressao (A.3.6b), teremos:
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1o ds; __ ds; dt I S

5 T @ T oa odr 0 Si T oo (A.3.20a)
dsy _ dsp a1 d s o 1 pdi—pds
dr ~—  dt dr ~  p dt p p u?

ds’,
dr

|
’;w“ga

|
=
“le
—
>
@
[\
)
o
S~—

da _ da dt _ 4 dp _ dp o dt _ .
dr dt dr n ? dr = dt dr 'u" (A32OC d)

De posse das expressoes (A.3.20a-d), voltemos a ex-
pressao (A.3.19). Portanto, teremos:

po(dp o da o ds; o Cdspy
C(Fasisi+ pPsis; + pa$hsy + pas;gt)

— b S By, a8 I $i &
= a s S; a
2 p Lo +2uu ‘u+2u uu+
. &2
7 § oS 1 2 Si
"‘iﬂasz‘(%_fgl)—g,u a5+
1 2 .2 [oa s 8 a s; 8 h
+3als; = B 4+ S 4 5t
as; &  asi jps; 1 52 1 2 2 _
+ = o 5 a8 + 5aQsi =
= s S S a s =0 —

S+ 45 + Qs = 0. (A3.21)

Agora, anulemos o segundo termo do segundo membro
da expressao (A.3.18), ou seja:
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g (pasipl) — p*asp;+
+Q%as;pp — Dis; = 0. (A.3.22)
Como no caso anterior, antes de efetuarmos a derivada

indicada na expressao (A.3.22), consideremos a (A.3.6b) para
obtermos as seguintes expressoes:

/o dpy __ dpy dt I Di

Pi = 9% = @ e P = (A.3.23a)
dpy _dppdt 1 odopi . Lophi—ppi
dr —  dt dr dt m u?

W B i (A.3.23b)

dr = p? w

Usando-se as expressoes (A.3.20a-d,23a-b) na expres-
sao (A.3.22), vira:

. dp’.
(B asipi+ e siph + padip + pas ) —

—prasip + Qas;pp — Dis; =

_ o bkge B ag B s B
= plasit +pptsit + ppaittt+

3 B

tpupas (B — OF) — pPai b+

—l—Qfaslpl — DiSi = %‘i‘
a Si ft Pi __

tasipi + asip +oasip — —

—asip+ Basip — Disi =
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=asipi +as;p + Qasipp — Dis; =0 —

Pi + Epi + QG po = B0 (A3.24)
Por fim, anulemos o terceiro termo do segundo mem-
bro da expressao (A.3.18), ou seja:
pd - ks - Lap?+
+1ap! — Dip, = 0. (A3.25)
Usando-se as expressoes (A.3.6b,20a,23a), a expressao

aclma serd escrita na forma:

i
dt  — 2 s

[N

Integrando-se a expressao acima, resultara:

fi= 4L ) () -
— Q) alt) pR() + 2 Dilt) p(t)] dF —

fi = itn fsi + 5 " a(t) BE(t) —

— 2t a(t') BAE) + 2 Dit) )] dE . (A3.27)

Para realizarmos a integracao indicada na expressao
acima, facamos o seguinte artificio. Partindo-se da expressao

(A.3.24), teremos:

ap; + api + Lap, = D —

apipi + apipi + QFap?
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Por outro lado, podemos escrever que:

Lapip) = apipi + ap;pi + ap pp —

apipi + api P = L (apip) — ap?.  (A3.29)

Comparando-se as expressoes (A.3.28-29), vira:

ap? — Pap? = 4 (apip) — Dipi.  (A3.30)

Substituindo-se a expressao (A.3.30) na (A.3.27), te-
remos:

Alr®)] = it s + 310 (4 lalt) pt) Bi)] -
— Di(t) i) + 2 Di(t) p(¥) ) dt’ —
Alr@®] = itn /s + 3 [a(t) pit) pi(t)] +
+ L YD) pit) dt' . (A.3.31)

Tomando-se a expressao (A.3.14b), inserindo-se nela
a expressao (A.3.31) e, em seguida, usando-se as expressoes
(A.3.20a,23a), obteremos:

+Lappi + 3 D(t) pi(t) dt’ . (A.3.32)

Em vista das equagoes (A.3.19,22,25), a (A.3.18) to-
mara a seguinte forma:

(g + saeom)x =0 —
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(iZ + L5 2Z)x =0. (A333)

Qausf GR?

Fazendo-se:[?
aps? = M, = constante ,  (A.3.34a)

teremos:

2% + 4 4+ 2 =0. (A334b)

Inserindo-se (A.3.34a) em (A.3.33) e reintroduzindo-
se o h, resultara:

ih X B w2 2B (3 35)

or 2 M, 8R? )

que representa a equagao de Schrodinger para a particula
livre.l? Desse modo, usando-se as expressoes (A.3.7,11), a
solugao da equacao de Schrodinger representada pela ex-
pressao (A.3.4) sera dada por:

V(R t) = ®(R;, 7) =

= exp [i f(R;, T)] x(Ri, 7), (A.3.36)

onde f é dado pela expressio (A.3.32) e R; pela expressio
(A.3.5b).

Vejamos, agora, como obter o propagador de Feyn-
man para a expressao (A.3.4). Assim, uma vez conhecida a
funcao de onda para qualquer estado inicial W(R., t'), entao
a funcao de onda em um estado posterior W(R!, t") serd
dada por:14!
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U(R! t") =
= [T K(R!, R; ", t') U(R), t') dR,, (A.3.37a)
com a condigao:
tnliint/ KR! R t" t) = §(R! — R). (A.3.37h)

Analogamente, para o caso da particula livre dado
pela expressao (A.3.35), teremos (reintroduzindo-se o h):

(R, ) =
= [T KR!, R 7", 7') x(R,, 7') dR], (A.3.38a)
onde Kijpe(R!, R; 7", 7') é dado por:[*S!

DIl DI " AN
Klivre(Riu Ria T, 7—) -

i (R~ R
= el e 75 %}

(A.3.38b)

De posse desses resultados, o propagador que estamos
calculando serd dado por:®

K-OHF(R/-/ R{. 7_// 7_/) —
= expli f(}_%g’, ™) Kiwre(RY, R 7", 7') %
x exp [— i f*(RL, )], (A.3.39)

onde f* representa o complexo conjugado de f.

Desse modo, usando-se as expressoes (A.3.32,38b) na
expressao (A.3.39), resultard (lembrar que exp (— ln \/s;) =
1.

vl
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}1/2 "

OHF (1 D! . — Mo,
Ki (R;I, R;, 7_//7 T/) = [ 2714 hosi (") si(7) (77 — 1)
e | (4t s(e") s (R’ -

= a(') si(7') $i(7') (R)?] +
+ la(r") si(7") pi(7") BY — a(r) si(7') pi(') Ri] +
+ 3 [a(r") pi(7") pi(7") — a(r') pi(7) Pi(7')] +

+ 17 Di(t) palt) dt +

+ ey (B — R)? )] . (A.3.40)

T

Usando-se as expressoes (A.2.10a-b) e (A.3.5a-b) pode-
mos expressar o propagador visto acima [e dado pela ex-
pressao (A.3.40)] em termos das coordenadas originais de R;
(z, y ¢ z). E oportuno destacar que o propagador assim
obtido engloba todos os casos tratados na literatura para o
lagrangiano dado pela expressao (A.2.1), conforme veremos
nos casos particulares tratados a seguir.

A.4. Casos Particulares

A.4.1. Oscilador Harmonico Simples Unidimensional

Dependente do Tempo

Neste caso, o lagrangiano ¢ dado por:

L =Lm@ [2* — w®)?2?. (A411)

1
2

Comparando-se a expressao (A.4.1.1) com as expres-
soes (A.2.21b) e (A.3.5a), teremos:



a(t) = m(t), R ==z, Q = w(t), (Adl2ac)
D, =D =0, si =8, p=p. (Ad1.2d-)

Substituindo-se as expressoes (A.4.1.2a-d) nas expres-
soes (A.3.21,24), resultara [lembrar que m(t), s(t), w(t) e p(t)]:

() + ™M) + w2(t) s(t) = 0, (A.4.1.3a)

) + %p(t) + Wit) p(t) = 0. (A.4.1.3b)

Para resolvermos a equacao diferencial representada
pelas expressoes (A.4.1.3a) ou (A.4.1.3b), usaremos o seguinte
artificio. Chamemos:

s(t) = % (A.4.1.4a)
entao:
s= A - s = S B8 (A414b)
5 = TSR - 277,135;2 - QSmZ}? - QSmglﬂ + 34Smﬁ;/2m -
§= 2 - Sm_ o Si_ g Seml . (Adlde)

Substituindo-se as expressoes (A.4.1.4a-c) na expres-
sao (A.4.1.3a), vira:
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5 Sm Sy 3 S 1m? +
vm m \/m 2 m \/m 4 m?2 \/m

onde:

Ot) = o0 L2 (A.4.1.5b)

4 m2(t) 2 m(t)

Para resolvermos a equacao diferencial representada
pela expressao (A.4.1.5a), vamos considerar a seguinte solugao:

S(t) = p(t) cos [o(t, t,)], (A.4.1.6)

com ¢(t, t,) definido por:

Ot to) = v(t) — vlt,) = [, A,  (AdlTab)

Pt d(t) = pP(t) % =1, (A4d1l.7c)

(9]

e p(t) satisfaz a equagao de Pinney,"” ou seja:

) + P p(t) = Hy . (A417d)

Considerando-se os resultados acima, o propagador
de Feynman para o lagrangiano representado pela expressao
(A.4.1.1) serda dado pela expressdao (A.3.40). Assim, substi-
tuindo-se os superescritos (”) e (), respectivamente, pelos
subescritos (f) e (o), teremos:
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K(:Bfa Lo, tf7 to) =

=Jewplt(J+ K+ L+ M+ N)], (A418)

onde:

— M, 1/2
I = [QWithSo(Tf—To)}/

(A.4.1.9a)

J = L(ayps; s 3 — ay 808,72, (A.4.1.9b)
K = (af sy pr &5 — o 8 Po To) ,  (A4.1.90)
L = % (af by pf — Qo Po po) 5 (A419d)

M = L[ D@)p@t)dt, (A4.19e)

2

N = g (@ — 7,7, (A4.190)

2 (1 — 7o

a) Célculo de .

Usando-se das expressoes (A.3.6a,34a), (A.4.1.2a.e) e
(A.4.1.4a,6,7a,c), resultara (é oportuno levar em consideragao
que [ dt/cos* a = tgaetg0® = 0):

_ ot My dt by dt ty dt _
Tf—To — fto m032 - Mofto Sz Mofto 02 cos? [p(t , to)]

¢ ¢
= M, [ m = M, tg [o(t, to)] |i] =

= M, (tg [8(t; . to)] — tg [Blto . )] ) =

= 1, (tg [0ty t)] ~ 19 (0)) —
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Ty — To = Mo tg [¢(tf, to)] . (A.4.1.10)

Substituindo-se as expressoes (A.4.1.4a,6,10) na ex-
pressao (A.4.1.9a), resultard [lembremos que Sy = S(ty),
So = S(ty), my = m(ty), my = m(t,)):

Mo,

( )1/2
27 ih L Se Myt [8(ty . to)

I =

1 1/2
( ., Py cos [9(ty 5 to)] [b(to , to)] sen [o(tf » to)] > -
27 ih — Po o to

NG VMo cos [¢(t¢ , to)]
1 1/2
I = ( 2mih oy oo sen [Pty , to)] ) ) (A4111)

onde:

o(t) = 29— 2(t) = m(t) o%(t), (A.4.1.12ab)

of = o(ty), o0, = o(t,) . (A4.1.12c-d)

b) Célculo de J.

Usando-se as expressoes (A.3.5b), (A.4.1.2a-b),
(A.4.1.3c,4a,6,7a,c,12a-d), teremos (deveremos lembrar que
sen 0° = 0, cos 0° = 1):

s(t) = S99 — o(t) cos [p(t , t,)], (A.4.1.13a)

m(t)
s(ty) = sp = ofcos [p(ty, to)], (A.4.1.13b)

s(ty) = So = 0, cos [ty , t,)] = 0,, (A.4.1.13¢)
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—o(t) sen [t , t,)] ¢, (A.4.1.14a)

$(ty) = $p = dypcos|p(ty, to)] — o sen [p(ty, to)] p% .

éf = 0"f CcoS [¢(tf s to)] —

- 1mf sen [¢(ty , to)],  (A.4.1.14b)
$(te) = $o = & cos [d(to . )] —

— 0, 8en [o(ty , t)] 5 = 6o, (A4d.1.14c)
2(t) = 5 [=(t) — p()] = G () — s(@)] =
— 20 _ 1, (A4.1.15a)

B(t;) = 7 = 2% — 1,  (A4.1.15b)
T(t,) = T, = % — 1. (A4.1.15¢)

Tomando-se a expressao (A.4.1.9b) e inserindo-se nela
as expressoes (A.4.1.2a,13b-c,14b-¢,15b-¢), vira:

J =3 {mf or cos [Pty , t,)] X

X (c’rf cos [p(ty , to,)] — = 1mf sen [p(ty , to)] ) X

2
x N 2 xy .
% ( T ol o sy e Wty ] 1 )

—me 0o 0y (5 — 22 4+ 1) |, (A4116)

To
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J =0 + o+ J3+ Jy + J5+
+ JG + J7 + Js + Jg, (A4117a)

onde:

o= Smypiad, (A41.17b)

2 of
J2 = —my Uf cos [¢(tf 5 Zfo)] Ty, <A4117C)
Js = Ly oy oy cos? Bty 1), (AALITd)

tg 9ty to)] 2
oz

J4 = — (A4117e)

Y

N

Jy = senloly to)] ngffvto” zp,  (AA117E)

Jo = — 5 sen [p(ty , to,)] cos [(ty , t,)], (A.4.1.17g)

J7 — % mo @ x2 JS — mO O.-O f[,'o 3 <A4].].7h‘1>

o, T 0

Joy = — 3me0,0,. (AA411T))

c¢) Célculo de K.

Tomando-se a expressao (A.4.1.9¢) e substituindo-se
nela as expressoes (A.4.1.2a-b,e-f,3¢,13b-c,14b-c,15b-c), tere-
mos:

K = my oy cos [p(ty , )] X

x (& cos [6(ty , to)] — 72 sen [b(ty , t)] ) X
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“(srampm T — 1) -

— My 0, 0, (22 — 1), (A.4.1.18)

To

K = Kl -+ KQ + K3 + K4 + Kg, + Kg, (A4119a)

onde:

Ky = my oy cos [ty , to)] xp, (A.4.1.19b)

Ky = —my oy apcos® [ty , t,)], (A.4.1.19¢)
Ky = — =il (A4.1.194)

Ky = sen [¢p(ty , t,)] cos [o(ty, t,)], (A.4.1.19)
Ky = —m, o, x,, K¢ = m, o, 0, . (A.4.1.19f-g)

d) Célculo de L.

Considerando-se as expressoes (A.4.1.2a,3c,13b-c) e
(A.4.1.14b-c) e substituindo-se na expressao (A.4.1.9d), vira:

L =1 {mf arcos [p(ty, t,)] X

x (65 cos [olty , t,)] — Loty

af myg
—my 0,0, | = L1 + Ly + Ly, (A4.1.20)

onde:

Ly = }myop 65 cos® [ty , to)],  (Ad12la)
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Ly, = — % cos [p(ty , to)] sen [p(ty , to)] . (A.4.1.21b)
Ly = — % Mo 0o 0o . (A4.1.21¢)

e) Calculo de M.

Tomando-se a expressao (A.4.1.2d) e levando-se na
expressao (A.4.1.9e), resultard:

M =Ll oxpt)yd — M =0. (A41.22)

f) Célculo de N.

Tomando-se as expressoes (A.4.1.10,13b-¢,15b-c) e substi-
tuindo-se na expressao (A.4.1.9f), obteremos:

N = ar ( o 1oz ) =

2 M, tg [o(ty , to)] oy cos [p(ty , to)]

2

_ cos [¢(ty , to)] Ty _
T2 sen[d(ty , to)] ( of cos? [p(ty , to)]

2 T To :1:%
B of Oo cosf[¢(tf , to)} + CT% ) 5 (A4123)

N = Nl + NQ + Ng, (A4124a)

onde:
Nt = st e ) U0 (A41.24b)
Ny = gl tds a2 (Ad.1.240)
Ny = — oo f To - (A4.1.24d)
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Antes de levarmos os resultados obtidos acima na ex-
pressao (A.4.1.8), vamos reduzir os termos semelhantes en-
contrados nesses mesmos resultados. Assim, teremos:

I. Termos em x?c: TXF2 = J, + Ji + N

Usando-se as expressoes (A.4.1.17b-e,24b), vira:

1 _sen [¢(ty , to)]

1 o
TXFZ:(ﬁmfé_im—i_

1 2 _
+ 3 o7 senldliy . to)] cos [0ty . to)] ) Ty =

o 1 3 1 — sen? [o(ty , to)]
- ( 2 Mf 5 + 3 o7 senllty . to)] cos [b(ty , to)] )

.fEf—

(1,0 cos® [(ty , to)] 2
= (smrt+ 3 o7 senldlty , to)] cos [6(t; . to)] )7t -
(1, cos [B(t; . to)] 2
TXF2 = (5my 7+ 5o ode ) o7 - (A4125)

II. Termos em z2: TXO02 = J; + Na.

o

Usando-se as expressoes (A.4.1.17h,24c), teremos:

TX02 = (= $m, %+

cos [$(ty , to)] )xz, (A.4.1.26)

+ 2 o2 sen [p(ts , to)] o

III. Termos em zy : TXF1 = Jo + Js + K; +

+ K.
Usando-se as expressoes (A.4.1.17¢,f,19b,d), resultaré:

TXF1 = (= my 65 cos [¢(ty , t,)] + W n
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st

+ my g cos [ty , to)] o)

TXF1 = 0. (AA41.27)

IV. Termos em z,: TXO1 = J3 + Ks.

Considerando-se as expressoes (A.4.1.171,19f), vira:
TXO1l = (my 6o — My ) Ty, —
TXO01 = 0. (A.4.1.28)

V. Termos em zf z,: TXFO = Nj.

Usando-se a expressao (A.4.1.24d), teremos:

TXFO = ( - L )apm, . (A4129)

o5 0o sen [¢(ty , to)]

VI. Termos em oy : TSF = J3 + Ky + L.

Tomando-se as expressoes (A.4.1.17d,19¢,21a), obte-
remos:

TSF = ( s my cos® [p(ty , to)] — my cos® [p(ty , to)] +
+ 3 my cos? [§lty , to)]) oy 0p =
TSF = 0. (A4.1.30)

VII. Termos em o, : TSO = J9y + K¢ + Ls.

Usando-se as expressoes (A.4.1.17j,19g,21c), vira:

TSO = (—3me + mo — 3M,) 05 05 —
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TSO = 0. (A4.1.31)

VIII. Termos independentes: TI = Jg + K4 + Lo.

Usando-se as expressoes (A.4.1.17g,19¢,21b), resultaré:
TI = — § sen [p(ty , to)] cos [(ts , to)] +
+ sen [@(ty , t,)] cos [@(ty , t,)] —
— % cos [p(ts , t,)] sen [o(ts , t,)] —
TT = 0. (A4.1.32)

Inserindo-se as expressoes (A.4.1.11,25-32) na expres-
sao (A.4.1.8), encontraremos o propagador desejado. Assim,
teremos:

) B 1 1/2
K('Tf’ Lo; tf’ to) - (QWiEUfaosen[(b(tf,to)]) X

i 1 ar cos [¢p(ty, to)] 2
X exp (n {(imf o T 2 0% sen [6(t7, to)] ) Ty +

+ (= dmy & 4 Bl ) g2

oo 2 02 sen [¢(ty, to)] o

B Tf To } N
op 0o sen [(ty, to)]

) B 1 1/2
K('rf7 Lo; tf’ to) - (27rihafaosen[¢>(tf,to)]) x

X eap [5fy (P22 0} — mate a2)] x
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xe:vp{ X

7
2 h sen [9(t7 ; to)]

+ %) cos [p(ty , t,)] — ZELE )], (AA4.1.33)

of 0o

x((

expressao que representa o mesmo resultado obtido por Nassar
et al. (1986) e Cheng (1983,1985).110

\qw‘x&w

A.4.2. Oscilador Harmonico Simples Unidimensional

Independente do Tempo

Neste caso, o lagrangiano é dado por:
L = tm,[i* — w?2?. (A421)

Comparando-se a expressao (A.4.2.1) com a expressao
(A.2.21b), teremos:

a(t) = my, R = x, (A.4.22aDb)

2
I
&
S
I
-
I

0. (A.4.22c-d)

Substituindo-se a expressao (A.4.2.2c) na expressao
(A.4.1.7d), resultara:

plt) + wp p(t) = g - (A42.3)

Considerando-se uma solucao particular da equagao
de Pinney!'!l acima, teremos:

pt) = A — WA= A3 —

A=w;V2,  p=w Y. (A424ab)

o

Usando-se as expressoes (A.4.2.2a,4b) nas expressoes
(A.4.1.7b,12a) poderemos escrever:
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¢(tf7 ta) - f)tfo ;tl g
¢(tf, to) = Wy T, T = tf — to, (A425a—b)
. w; 1/2 . 1
o(t) = = Ve @
o =0, = =—, & =&, = 0. (Ad26ad)

Inserindo-se as expressoes (A.4.2.5a-b,6a-d) na expressao

(A.4.1.33), teremos:

s o 1/2
K(If, Loj tf’ to) - {27rih;en(wDT)} X
x[(xF + 27) cos (wo T) — 2 x5 x,] ) ;o (A4.2.7)

expressao que representa o mesmo resultado obtido por Feyn-
man ¢ Hibbs (1965) [vide nota (4)].

A.4.3. Oscilador Harmonico Forcado Unidimensional

Independente do Tempo

Neste caso, o lagrangiano ¢ dado por:
L = 3m[i* — w2a?] + f(t)z. (A431)

Comparando-se a expressao (A.4.3.1) com as expres-
soes (A.2.21b) e (A.3.5a), obteremos:

a(t) = my, R =2z, = w,, (A4d3.2ac)

D, = f(t), s = st), p = p). (A.4.3.2df)
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Substituindo-se as expressoes (A.4.3.2a-f) nas expres-
soes (A.3.21,24), resultara:

5(t) + w?rs(t) = 0, (A.4.3.3)
pt) + w2p(t) = 19 (A43.4)

Analogamente ao caso (A.4.1.) e tendo em vista os
resultados acima, o propagador de Feynman para o la-
grangiano dado pela expressao (A.4.3.1) serd dado pela ex-
pressao (A.3.40). Assim, substituindo-se os superescritos (”)
e (), respectivamente, pelos subescritos (f) e (0), teremos:

K<xf7 Lo, tf; to) -
=Jexplt (J+ K+ L+ M+ N)], (Ad435)

onde:

I = AL V2 (A.4.3.6a)

27 hosy so (77 — 7o)

J = 5 (agspép 27 — ao 508 7)),  (A.4.3.6h)
K = (ay sfprZTr — ao So Do Zo) , (A.4.3.6¢)
L = % (af pr Pr — ao Do Do) » (A.4.3.6d)
M = LY D@)p@t)dt, (A4.3.6e)

2

N = M (7, — 7,)2. (A.4.3.6f)

2 (15 — 7o)
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a) Célculo de [.

Para realizarmos esse calculo, inicialmente resolve-
remos a equagao diferencial dada pela expressao (A.4.3.3).
Como se trata de uma equacao diferencial linear homogénea
de coeficientes constantes, é facil ver que a sua solucao sera
dada por:

s(t) = cos (wot) . (A.4.3.7)

Partindo-se das expressoes (A.3.6a,34a), (A.4.3.2a.e)
e (A.4.3.7), teremos [lembremos que [ dt/cos* a = tga e

sen (a — b) = sen acosb — sen b cos al:
— [l Modt _ M, ty ___dt —
Tf To = to my s2 7 mo fto cos? (wo t)

= 2tg (wot) i —

Wo Mo

5T To = wOM;;% tg (wo ty) — tg (woto)] =

M, [sen (wo ty)  sen (wo to)] _
T wo mp leos (wo tf) cos (wo to)d
M, [sen (wo ty) cos (wo to) — sen (wo to) cos (wo tf)]
Wo Mo cos (wo tf) cos (wo to) _

= Mo ( cosse(?uo[wt(; )(tcfosi(ciz)]to) ) -

TP — T, = e sen(w, T) (A.4.3.8a)

Wo Mo €08 (wo ty) cos (wo to) ’

T =ty —t,, (A.4.3.8D)

I = ( M, 1/2
2w i h cos (wo tf) cos (wo to) Mo [ sen(wo T)

wo mo tcos (wo tf) cos (wo to)]
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I = [yerem ] (A4380)

2mwih sen (wo T

b) Calculo de J.
Usando-se as expressoes (A.3.5b) e (A.4.3.2a-,7), vira:

(A.4.3.9a-b)

a(ty) = ap = a(t,) = a, = m,,
s(ty) = sp = cos (w, ty), (A.4.3.10a)

s(te) = So = oS (wo ty),  (A.4.3.10b)

5(t) = — w, sen (w, t) —
$(ty) = S5 = —w, sen (w, ty), (A.43.11a)
5(to) = $o = — wy sen (wo t,) ,  (A.4.3.11b)

2l) = oty () — p(O)] -
wty) = 7 = oy [olty) — plty)] =

= —1 — (z; — ps), (A43.12a)

cos (wo tf)

j(to) = T, = cos (wo to) [x(to) - p(to)] -

: (To — po), (A.4.3.12b)

(A.4.3.12¢-d)
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Considerando-se a expressao (A.4.3.6b) e inserindo-
se nela as expressoes (A.4.3.2a,9a-b,10a-b,11a-b,12a-b), obte-
remos:

J =3 {mo cos (W, tr) (— w,) sen (w, ty) X

1 2
X s (wo tg) (‘rf - pf) -

— My cos (W, t) (— wo) sen (w, t,) X

x cos? (1wo to) (1’0 o po)ﬂ =

e we [ sen (wo ty)
- 2

cos (wo tf) (l’?c — 2 Ly Pf + p?‘) -

sen (wo to) 2

- COS(Woto) (.ZCD - onpo + pg):| —
J = Jl + JQ -+ J3 + J4 -+ J5 + J6, (A4313a)

onde:

Jy o= - Megesenleols) y2 o (A.4.3.13b)

2 cos (wo tf)

Jy = Mo wo Sen (wo tg) TP (A.4.3.13C)

cos (wo tf)

o mo wo sen (wo tf) 9
Jy = - moeslodd 2 (A.43.13d)

Jy = Mewesen wolo) 42 (A 4313¢)

2 cos (wo to) o

Jy = — Mewosenlwoto) o, (A4.3.13f)

cos (wo to)
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Mo we sen (wo to) 2
J6 _ 2 cos (wo to) D, -

(A.4.3.13g)

c¢) Calculo de K.

Para realizarmos esse calculo, deveremos, antes de
tudo, resolver a equacao diferencial representada pela expres-
sao (A.4.3.4). Como se trata de uma equacao diferencial linear
nao-homogeénea de coeficientes constantes, a sua solugao sera
encontrada por intermédio das funcoes de Green. Desse
modo, teremos:?

p(t) = m [pf sen (w, (t — t,)] +

+posen [wo (b — )] — ot ((sen [wo (tr — )] [(SF)o(t) +
+ sen [wo (t — )] [(SF);(t) ) |, (A4.3.14a)
(SF)o(t) = [1, sen [w, (s — t,)] f(s)ds, (A.4.3.14b)

(SE);(t) = [ sen[w, (ty — s)] f(s)ds, (A.4.3.14c)

D) = iy [ Py cos [wo (t = )] —

— o €08 [w, (ty — 1)) + 725 (cos [wo (ty — O] [(SF)o(t)] -
—cos [w, (t — )] [(SF);()] ) |, (A43.14d)

Wo

p(ts) = po = sen (o0 T (pf_

— pocos (w, T) — LEA) - (A4314e)

Mo Wo
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Blty) = by = iy (pycos (o T) —
—po + W) (A43.14f)
(SF), = [ sen[w, (t — t,)] f(t) dt, (A.4.3.14g)
(SF); = [if sen [w, (ty — )] f(t) dt , (A.4.3.14h)
po = plto) . py = plty) . (A.4.3.14i)

Tomando-se a expressao (A.4.3.6¢) e levando-se nela
as expressoes (A.4.3.9a-b,10a-b,12a-b,14e-f), obteremos:

K = m, cos (w, ty) [#(pfcos(on) — po +

sen (wo T)

SF)o
+ [7()10 3)0] ) } cos (ul)o tf) (:Ef - pf) -

— My cos (W, t,) {L (pf — Po cos (w, T) —

sen (wo T)

SF

o [7(710 L)dfo] ) } cos (3}0 to) ([L’O - po) ;
K:K1+KQ+K3+K4+K5+K6—|—

+ K7 + Kg + Ky + Ko + Kin + Kz, (A4.3.15a)

CO1:

Ky = m, w, % prxr, (A.4.3.15Db)
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Ky = —myw, 220 p2 (A4.3.150)
K3 = — My Wy m Po .va s <A4315d)

K4 = My Wy W}UOT) Po Py (A4315e)

K = [(5F)o] .

T sen (wo T)

;, (A4.3.150)

Ko = — 05 pr,  (A4.3.15g)

Kr = — Mes pra,,  (A4.3.15h)
Ky = Mo prp,,  (A4.3.150)

Kg — __Mo Wo _ CcOS (wo T) po {L‘O y (A4315J)

sen (wo T)

Kig = — g cos (wo T) p; . (A.4.3.15k)

sen (wo T o

Ky o= G000 (A4.3.15])

sen (wo T)

Kip = — 80 (A4.3.15m)

sen (wo T) Do

d) Célculo de L.

Para esse calculo, tomaremos a expressao (A.4.3.6d)
e inserirmos nela as expressoes (A.4.3.9a-b,14e-f). Portanto,
teremos:

oo SF)o
L = % mopfm(prOS(on) Do %)_

— Mo po ity (Pr — Pocos (wo T) — wewn )|
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L = Ll + L2 -+ L3 + L4 + L5 + Lﬁ, (A4316a)

em que:

Ly = § et cos (w, T) p} ., (A.4.3.16b)

2 sen (wo T)
Ly — — 1 _mows (A.4.3.16¢)
2 28€n(on)popf’
L3 — % pf y <A4316d)

Ly = — 3} oo Po Dy, (A4.3.16e)

L5 = % % cos (wo T) pi ) <A4316f)

Lg = 8040 (A.4.3.16g)

2 sen (wo, T) £©

e) Calculo de M.

Para realizarmos esse calculo, levaremos as expressoes
(A.4.3.2d,14a) na expressao (A.4.3.6e). Desse modo, teremos:

M = %ftf _f® [pf sen [wo (t — t0>] +

to sen (wo T)

+ o sen [w, (tr — )] — 5t (sen [wo (tr — O] [(SF)o()] +

+sen [wo (t — to)] [(SF);(8)] ) | dt |
M = M1 + M2 —I— M3 + M4, (A4317a)

com [usar as expressoes (A.4.3.14g-h)]:
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t
My, = 55 l(wo Ty Dr [ sen w, (t — )] f(t) dt =

= % pr, (A.4.3.17b)

My = 55 l(wo 75 Po It sen [wo (ty — )] f(t) dt =

SF
- % Do (A4317C)

Mgz— 1 X

2 mo wo sen (wo T)

x [ sen [wy (tp — 8] [(SF),()] f(t) dt,  (A.4.3.17d)

M4:— L X

2 mo wo sen (wo T)
X [ sen [w, (t — t)] [(SF) ()] f(t) dt . (A.4.3.17¢)

f) Célculo de N.

Usando-se as expressoes (A.4.3.8a-b,12a-b) na expres-
sao (A.4.3.6f), resultaré:

N = 3 s]e\:z[o(gono)JDMo [COS (io o») ('Tf - pf) -

cos (wo t cos (wo to
f

" cos (01.10 to) (Z'o - p0>]2 =

_ Mo Wo cos (wo tf) cos (wo to) { Ifz —

- 2 sen (wo T)

Ql‘f pr =+ p?
cos? (wo ty)

+

2

+x072mopo+p(2)_

c0s? (wo to)

2 (zy mo — Ty Po — To P§ + Pf Po)
cos (wo tf) cos (wo to) )
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N = Ny + Ny + N3 + Ny + Ny +

+ N6 —+ N7 -+ Ng + Ng + NlO) (A4318a)

COI1:
Ny o= pleeRahy of . (A43.18b)
Ny = — e ey b, (A43180)
Ny = gty v (A43184)
Ny = goegegslnl) 02 (A4.3.18e)
Ny = — oot oop,,  (AA43.18)

No = sMewocoslwot) o (p 4318

2 sen (wo T) cos (wo to) Do s

Ny = — Mol pra,, (A4.3.18h)

sen (wo T)
Ny = oo app,, (A4.3.18i)
Ny = e Topp,  (A4.3.18))
Nig = — %57 Pr Do - (A4.3.18k)

Antes de levarmos os resultados obtidos acima na ex-
pressao (A.4.3.5), vamos reduzir os termos semelhantes en-
contrados nesses mesmos resultados. Desse modo, obteremos
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[lembraremos que sen (a — b) = sen a cosb — sen b cos a,
cos (a—b) = cosacosb+ senasenb, sen*a+ cos*a = 1]:

I. Termos em xfc: TXF2 = J, + Nj.

Usando-se as expressoes (A.4.3.8b,13b,18b), vira:

o Mo wo sen (wo ty) Mo wo cos (wo to) 2
TXF2= ( B 2 cos (wo tf) + 2 sen (wo T) cos (wo tf) ) Ty =

cos (wo to) — sen (wo ty) senfwo (ty — to)]\ .2
( 2 sen (wo T) cos (wo tf) )xf

=My Wy

— Mo Wo
2 sen (wo T') cos (wo tf)

( [cos (wo t,) — sen (w, tf)] X
X [sen (w, tr) cos (w, t,) — sen (w, t,) cos (wo ty)] ) T3 =

— Mo Wo X
2 sen (wo T) cos (wo ty)

X {cos (wo to) — sen? (w, ty) cos (w, t,) +
+ sen (w, ty) sen (w, t,) cos (w, tf) ] r; =

— Mo Wo X
2 sen (wo T') cos (wo ty)

X (cos (wo to) [I — sen? (w, ty)] +
+ sen (w, ty) sen (w, t,) cos (w, tf) ) rh =

— Mo Wo X
2 sen (wo T) cos (wo ty)

X { cos (wo to) cos? (w, ty) +
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+ sen (w, tr) sen (w, t,) cos (w, ty) ] T} =

— Mo Wo X
2 sen (wo T) cos (wo Ly)

X ( cos (w, ty) [cos (wo ty) cos (w, to,) +

+ sen (w, ty) sen (w, to)] ) rh =

cos (wo tf) cos [wo (L — to)] ) 2

= Mo Wo ( 2 sen (wo T) cos (wo ty) Ty —

TXF2 = Motecos o) 32 - (A.4.3.19)

2 sen (wo T)

II. Termos em 22 : TXO2 = J, + Ny.

o

Usando-se as expressoes (A.4.3.8b,13e,18e), vira:

TX02 = ( Mo wo sen (wo to) + Mo wo o8 (wo L) ) 2

2 cos (wo to) 2 sen (wo T) cos (wo to) o

cos (wo ty) + sen (wo to) senfwo (ty — to)] ) xQ o

= Mo Wo ( 2 sen (wo T) cos (wo to) o

Mo Wo
2 sen (wo T') cos

(@o to) (COS (wo ty) + sen (wo t,) X

X [sen (w, tf) cos (w, to) — sen (w, t,) cos (w, tyf)] ) x?
= 2sen (womfle)t‘}c()os (wo to) ( CcoSs (wo tf) +

+ sen (w, t,) sen (w, ty) cos (w, t,) —

— sen? (w, t,) cos (w, ty) ) 2 =
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_ me u (cos (wo tg) [L = sen? (w, 1,)] +

2 sen (wo T) cos (wo to)

+ sen (w, tr) sen (w, t,) cos (w, to) ) 2 =

= 2 sen (womf)‘ioos (Wo to) ( Ccos (wo tf) cos? (wo to) +

+ sen (w, tr) sen (w, to,) cos (w, o) ) 2 =

= e ( cos (w, to) [cos (w, tf) cos (w, to) +

+ sen (w, ty) sen (w, to)] ) 2 =

o

cos (wo to) cos [wo (L — to)] ) 513'2 N

= Mo Wo ( 2 sen (wo T) cos (wo to) o

TXF2 = Morecesed) 32 (A.4.3.20)

III. Termos em zf x, : TXFO = Ns.

Usando-se a expressao (A.4.3.18h), teremos:

TXFO = et __(_92gz,z,). (A4.3.21)

2 sen (wo T)

IV. Termos em z¢ py: TXFPF = J, + K;i + Na.

Usando-se as expressoes (A.4.3.8b,13¢,15b,18c¢), obte-

Tre1os:

TXFPF — mo wo ( sen (“)0 tf) + cos (wo T)

cos (wo tf) sen (wo T)

cos (wo to)

T sen (wo T) cos (wo ty) ) Ly Pr =




362

_ me e (‘sen (wo ty) sen [w, (tr — to)] +

sen (wo T) cos (wo tf)

+ cos (w, ty) cos [w, (ty — to)] — cos (w, to) ) Ty pp =

Mo Wo
sen (wo T) cos (wo ty)

( sen (W, tf) [sen (w, ty) cos (w, to) —
— sen (W, to) cos (w, tr)] +
+ cos (w, tf) [cos (w, tf) cos (wy to) +
+ sen (w, ty) sen (w, to)] — cos (w, t,) ) Typpr =

me Wo
sen (wo T) cos (wo tf)

( sen? (w, tr) cos (w, t,) —
— sen (w, ty) sen (w, t,) cos (w, tr) +
+ cos® (w, tg) cos (w, t,) +

+ cos (w, tf) sen (w, ty) sen (w, t,) — cos (w, t,) ) Tfpp =

- cos (wo to)[sen? (wo tf) + cos® (wo tf)]— cos (wo to)
= Mo wo( sen (wo T) cos (wo ty) )‘rf by —

TXFPF = 0. (A.4.3.22)

V. Termos em pff :TPF2=Js+ Ky + Li + Ns.

Usando-se as expressoes (A.4.3.8b,13d,15¢,16b,18d),
teremos:

_ sen (wo ty) cos (wo T) cos (wo T)
TPF2 = m,w, ( T 2 cos (wo if) T sen (wo T) + 2 sen (wo T) +
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cos (wo to) 2
+ 2 sen (wo T') cos (wo ty) ) Py =

= 2 sen (womflg)ujc(:)s (o t5) ( CcoS (wo t0> _
— sen (w, ty) sen [w, (tf — t,)] —

— cos [w, (ty — t,)] cos (w, tf) ) P =

_ Mo Wo

T 2 sen (wo 1) cos (wo tf) ( cos (wo tO) -

— sen (w, ty) [sen (w, ty) cos (w, t,) —
— sen (w, to) cos (w, tf)] —
— cos (w, tf) [cos (w, tf) cos (w, t,) +
+ sen (w, tf) sen (w, to)] ) p; =

_ Mo Wo

T 2 sen (wo T) cos (wo tf) [ cos (wo tO) -

— sen? (w, ty) cos (w, t,) +
+ sen (w, tr) sen (w, t,) cos (w, tf) —
— c08* (w, ty) cos (w, t,) —

— sen (w, ty) sen (w, t,) cos (w, ty) ] P =

o cos (wo to) [1 — sen? (wo tf)] — cos? (wo tf) cos (wo to) 2
= Mo wo( 2 sen (wo T) cos (wo tf) )pf -
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TPF2 = 0. (A.4.3.23)

VI. Termos em z, p, : TXOPO = J; + K9 + Ns.
Usando-se as expressoes (A.4.3.8b,13f,15j,18f), vira:

TXOPO = My Wo ( _ sen (wo to) + cos (wo T)

cos (wo to) sen (wo T)

. cos (wo tf) —
sen (wo T) cos (wo to) ) To Po =

Mo Wo

T sen (wo T) cos (wo to) ( Cos [wo (tf - tO)] Cos (Wo to) -

— sen (w, t,) sen [w, (tr — t,)] — cos (w, ty) ) To Po =

= sen (wo TTT‘LS) :o(; (o 1o) ( CcoS (wo to) X
X [cos (wo tf) cos (wo t,) + sen (wo ty) sen (wo to)] —

— sen (w, t,) [sen (w, ty) cos (w, t,) —

— sen (w, t,) cos (w, ty)] — cos (w, ty) ) To Po =

~ Sen (wo T;S) z)oos (wo to) ( Cos (wo tf) cos? (wo t0> +
+ sen (w, ty) sen (w, t,) cos (w, to) +

— sen (w, to) sen (w, ty) cos (w, to) +

+ sen? (w, to) cos (w, tf) — cos (w, ty) ) Ty Po =
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—m, wg(cos (wo tf)[cos?(wo to)+sen? (wo to)] — cos (wo ty)

sen (wo T) cos (wo to) )ZEO Po —
TXOPO = 0. (A.4.3.24)

VII. Termos em p? : TPO2 = Js + K19 + L5 + Np.

Usando-se as expressoes (A.4.3.8b,13g,15k,16f,18g), re-
sultara:

TPO2 = m,w, | gonloetd _ cosleol) 4

2 cos (wo to) sen (wo T)

cos (wo T) cos (wo tf) 2
+ 2 sen (wo T) + 2 sen (wo T) co£ (wo to) } Po =

— Mo Wo
2 sen (wo T) cos (wo to

) ( sen (w, to) sen (w, (ty — t,)] —

— cos [w, (ty — t,)] cos (wo t,) + cos (w, ty) ) p? =

= 2 sen (womz(i)‘L)ch (wo to) ( sen (wo t) X
X [sen (w, tr) cos (w, to) —
— sen (w, t,) cos (w, tf)] —

— 05 (W t,) [cos (w, tf) cos (wo t,) +

+ sen (w, tr) sen (w, to)] + cos (w, tf) ) p2 =

Mo Wo
2 sen (wo T) cos (wo to)

[ sen (w, t,) sen (w, ty) cos (w, t,) —

— sen? (w, to) cos (w, tf) — cos (w, ty) cos® (w, t,) —
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— sen (w, ty) sen (w, t,) cos (w, t,) + cos (w, ty) } p: =

_ Mo Wo ( — oS (u}o tf) [S€n2 (wo t0> +

2 sen (wo T) cos (wo to)
+ cos® (w, to)] + cos (w, ty) ) P —
TPO2 = 0. (A.4.3.25)

VIII. Termos em s p, : TXFPO = K3 + Ns.

Usando-se as expressoes (A.4.3.15d,18i), encontraremos:

TXFPO = myw, | sorioory + sty | T Do —

sen (wo T)

TXFPO = 0. (A.4.3.26)

IX. Termos em py p, : TPFPO = Ky + Kg+
+ Ly + Ly + Ny

Usando-se as expressoes (A.4.3.15e,i,16¢,e,18k), vira:

_ 1 1 1
TXFPO = Mo Wo (sen (wo T) + sen (wo T) 2 sen (wo 1)
1 1
2 sen (wo T) T sen (wo T) ) PrPo —

TXFPO = 0. (A.4.3.27)

X. Termos em ¢ : TXF = Ks.

Usando-se as expressoes (A.4.3.14g,15f), teremos:
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TXE = 50 wn <

x (25 [ sen fwo (t — to)] f(£) dt) . (A4.3.28)

XI. Termos em py : TPF = K¢ + L3 + M.

Usando-se as expressoes (A.4.3.15g,16d,17b), obteremos:

TPF = (= SRRl Rl (PG )

sen (wo T) 2 sen (wo 2 sen (wo T)

TPF = 0. (A.4.3.29)

XII. Termos em z, py : TXOPF = K; + Nj.

Usando-se as expressoes (A.4.3.15h,18j), resultaré:

1 1
TXOPF = myw, ( ~ 5t e ) T —

sen (wo

TXOPF = 0. (A.4.3.30)

XIII. Termos em z,: TXO = K.

Usando-se as expressoes (A.4.3.14h,151), vira:

TXO == m [(SF)f] Ty —
TXO = g 2uir x

x (Zze [y sen lw, (tp — )] f(t)dt) . (AA4.331)

me w

XIV. Termos em p, : TPO = Ky + Lg + Mos.

Usando-se as expressoes (A.4.3.15m,16g,17¢), teremos:
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TPO = (- Dy (Pl lsn)

sen (wo T) 2 sen (wo T) 2 sen (wo T) ) py —
TPO = 0. (A.4.3.32)

XV. Termos Independentes: T'I = Mz + Mj.

Usando-se as expressoes (A.4.3.14b-c,17d-e), encon-
traremos:

T = — 1 X

2 mo wo sen (wo T)

x [ sen [w, (t; — 0] [(SF)o(t)] f(1) dt —

— o i sen [wo (t = )] [(SF)s(8)] f(2) dt =

= — s (i sen wo (tp — 1)] X
x sen [wo (s — to)] f(t) f(s) dt ds +
+ [ S sen o (t — )] X
x sen [w, (ty — )] f(t) f(s) dt ds ) .

Como se pode demonstrar que as duas integrais indi-
cadas acima sao iguais,'? resultara:

TI = goeters ( - ﬁfi’: [i sen [w, (ty — )] X
x sen [w, (s — to)] f(t) f(s) dt ds) . (A.4.3.33)

Inserindo-se as expressoes (A.4.3.8¢) e (A.4.3.19-33)
na expressao (A.4.3.5), encontraremos o propagador desejado.
Assim, teremos:
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}1/2 "

K(l’f’ I‘O’ tf? tO) = |: _ Mo Wo

27w h sen (wo T)

X exp ( 5 hi ;1,‘;(:;5?) [ (xfc + 22) cos (w, T) —

—2xpa, + L L sen [wo (t — to)] f(t) db +

+ e Jif sen [w, (ty — )] f(t) dt —

Mo W

_m2w2f ftof()f()sen[WO(tf_t)]x
X sen [w, (s — t,)] dt ds} ) . (A.4.3.34)

expressao essa que coincide com o valor obtido por Feynman
e Hibbs (1965) [vide nota (4)].

A.4.4. Particula em um Campo Externo Constante

Neste caso, o lagrangiano é dado por:

L =1m,i* + foz. (A441)

Comparando-se a expressao (A.4.4.1) com a expressao
(A.2.21b), teremos:

a(t) = m,, R =z, (A4d.42aDb)
Qi = 0, Dz<t> = fa- (A442C—d)

Substituindo-se as expressoes (A.4.4.2a-d) nas expres-
soes (A.3.0.21,24), obteremos:
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§=0, p =L (Add3ab)

Integrando-se as equacoes diferenciais acima e consi-
derando-se as constantes de integragao, a aditiva nula e a
multiplicativa unitaria, teremos:

s=1t, §=1, (Adddab)

p =2 p =Lt (Adddcd)

2 Mo Mo

Usando-se os resultados acima, o propagador de
Feynman para o lagrangiano dado pela expressao (A.4.4.1)
serd dado pela expressao (A.3.40). Assim, substituindo-se os
superescritos (7) e (), respectivamente, pelos subescritos (f)
e (0), teremos:

K(zyp, o ty, t,) =

=Tlerplz (J + K+ L+ M+ N)|, (Ad45)

onde:

I = | M, 12 (A.4.4.6a)

2mih sy so (Tf — 7o)

J = 5 (ay sy 55 7% — a5, 80 72),  (A.4.4.6b)

o

K = (le Sf pf :ff — Qo So po jo) 5 (A446C)
L = % (af by pf — Qo Po po) 5 (A446d)

M = L7 D) pt)dt, (A4.4.6¢)

2

N = 50 (T — To)* . (A4.4.6f)

2 (ty — 7o
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a) Célculo de [I.

Usando-se as expressoes (A.3.6a,34a), (A.4.4.2a,4a),

teremos (lembrar que [ dt/t* = — ¢~ 1):
— (b Mo dt _ M, iy odt _
7 To = Jto my 52 T m, Jte 2 T
= M L = ML 1y o Mool
T ome td o ™ mo \t tr/ T ome  tyto
—_ — MoT — J—
TP To = munn L=ty o, (A.4.4.7a-b)
I - M, v
T\ 2mihityty Mo T
mo tf to

I = () (Adano)

b) Célculo de J.

Para esse cédlculo, usemos as expressoes (A.4.3.12a-b)
e (A.4.4.2a-b,4a-c). Desse modo, vira:

a(ty) = ay = a(t,) = a, = m,, (A.4.4.8aDb)

s(ty) = sy = ty, s(to) = s, = t,, (AdA49ab)

§(ty) = &5 = 8(t,) = 6, = 1, (A.4.4.10a-b)
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= (o — gl t]),  (Addlla
o(to) = 7o = 5 [2(te) — p(to)] =

= L, — o 2). (Addllb)

Tomando-se a expressao (A.4.4.6b) e inserindo-se nela
as expressoes (A.4.4.8a-b,9a-b,10a-b,11a-b), obteremos:

J = %(motfxlx[t—lf(asf — gl 13)7] -
—motoxlx[i(xo — J—;Lotg)Q] =

2
= (1 (F — e th + g -

2
— 1o [l (‘7'2 - on tz + 4fron§ tﬁ)])’

o Mo

J = Jl + JQ + J3 + J4 + J5 + JG, (A4412a)

Jl — 2Tntof x? s J2 = — % fO ,’L'f tf 5 (A4412b—C)
Jy = % th, Ji= —geal,  (Addl2d-e)
Js = Y foaoty, Joo= — 8. (Addl2fg)

c¢) Célculo de K.

Usando-se as expressoes (A.4.4.4c-d), teremos:

plty) = pr = =3, (A44.13a)
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p(t,) = p, = LO 2, (A.4.4.13b)

2 m
plty) = pr = =ty (A4.4.13¢)

plte) = po = L2 t,. (A.4.4.13d)

mo

Considerando-se a expressao (A.4.4.6¢) e substituin-
do-se nela as expressoes (A.4.4.2a,8a-b,9a-b,11a-b,13c-d), vi-
ra:

K = mot; fotp [0 (ap — gl 17)] -

o to o [ (3, — £ )] =

= oty (g = B )~ Lot (a — S ),

K = Kl + K2 + Kg + K4, (A4414a)

onde:
Ky = fotpap, Ko = -3t (Addldbc)
Ky = — fotom,, Ki= g3 (Ad4l4de)

d) Calculo de L.

Tomando-se a expressao (A.4.4.6d) e inserindo-se nela
as expressoes (A.4.4.8a-b) e (A.4.4.13a-d), resultara:

1 (o] (o] (o] o
Lzﬁ(m”{noﬁi—otf—m”{% g%oto),
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sendo:

Li = i3, L, = — i3 (A44.15bc)

4 me 4 my, O

e) Calculo de M.
Levando-se as expressoes (A.4.4.2d,4c) na expressao

(A.4.4.6¢), teremos:

M =Lt f e ?ar =

2 % 2 m,

_ 12 (t3 — t3) = My + My, (A.4.4.16a)

12 mo
onde:
My = o th, My = — 528, (A4.4.16b-c)

f) Calculo de N.

Substituindo-se as expressoes (A.4.4.7a-b,11a-b) na
expressao (A.4.4.6f), vira:

2
— M. 1 _ fo 2y 1 _ fo 2
N = gt | # (o — g ) = & (20 — 32 12) ]
mo to tf
_ mp to tf Tf fo t To _|_ fo t 2 —
2T tf 2 mo to 2 me ©
Mo to bf x? + 12 t? + z2 + 2 42 fo xy 2 x5 xo +
2T t? 4 m2 2 4 m2 mo ty to

2 2 42
Mo to ty r + fo ¥ + ﬁ + fat2 _
2T t?c 4 m2 t2 4 m2
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f;)nCCf (tf t— to) 2t$ft$o +
o f f lo
fo To tf —to fg tf to —
+ Mo ( to ) 2 m2 -
2 2 42
Mo to ty Tr + fo tf + ﬁ + fat2 _
2T t?c 4 m2 t2 4 m2
_fomp 1  22p %0 4 fome T Sl
mo Ly ty to mo  to 2 mg !

sendo que:

N, = mote 2 Ny, = Jilte 43 (A4.4.17bc)

= 2711t Uf 8 mo T

N3 _ mo ty 9 N, = Bfioth tf? (A4417d—e)

T 2T t, oo
N5 — % xf’ N6 = — % Lo :L‘f, (A4417f—g)
N, — fots Ny = — dats 42 A.4.4.17h-
7 5 Lo, 8 4mo T "f ( T 1>

Antes de levarmos os resultados obtidos acima na ex-
pressao (A.4.4.5), vamos reduzir os termos semelhantes en-
contrados nesses mesmos resultados. Assim, teremos:

I. Termos em x?c: TXF2 = J, + Nj.

Usando-se as expressoes (A.4.4.7b,12b,17b), vira:

— [me mo to 2 __
TXF2 = [ﬁ + 2(tffto)tf]xf =
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o o —_ e} tfto“l’to
— B 0+ ghg)al = [ (e -

TXF2 = e 2%, (A4.4.18)

N

II. Termos em z2: TXO02 = J, + Ns.

o

Tomando-se as expressoes (A.4.4.7b,12e,17d), resul-

tara:
J— mo mo t 2
rxXo2 = [- 2, T o, —tfo) to] To =
g ts  tme (—tf +te + by
= [2 to (=1 + tr = to)] xg = [ﬁ (%)] $g -

TXF2 = Ze 32 (A.4.4.19)

2T “o

III. Termos em z, x5 : TXOXF = Ng.

Considerando-se a expressao (A.4.4.17g), vira:

TXOXF = 2 (= 2z, 2f) . (A.4.4.20)

IV. Termos em zy : TXF = Jy, + K; + Ns.

Tomando-se as expressoes (A.4.4.7b,12¢,14b,17f), te-
remos:

TXF = (_%fo tf + fo 2ff - %fo 2fo) Ty =
= % Jo (tf — to) Ty —
TXF = L f,Ta;. (A4.421)

V. Termosem z,: TXO = J; + K3 + Nj.

Usando-se as expressoes (A.4.4.7b,12f,14d,17h), vira:
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TXO:(%foto_foto+%fotf)xo:%fo(tf_to)$o -
TXF = L f,Tz,. (A4422)

VI. Termos Independentes: T1 = J3 + Jg + Ky +
Ky +Ly + Loy +M; +My + Ny+ Ny + Ng.

Usando-se as expressoes (A.4.4.7b,12d,g,14c,e,15b-c)
e (A.4.4.16b-c,17c,e,i), vira:

8 mo 8 mo 2 mo 2 Mo 4 me 4 me

t3 2 t3 2 t3 2
T = ff’)_tgfg ff°+tgf3+ ffo_t2f3+

3 f2 3 2
+ff_tofo+

to t?} fg + ty tg fg t% t?f fg
12 mo 12 m,

8 mo T 8 mo T 4 me T

3 3 3 3 3 3 3 3
:f2 Stf—3to—l2tf+12to+6tf—6t0+2tf—2to+
o 24 mg

to th + 3 tp — 213 15
8 mo T >_

12 - f}+t to U3 + 13ty — 213 t7
_nTo( 24 + 8T )

- fi{(t?,ft?)(tf7t0)+3(tot§+t§’;tf72t§t§)} B
24T -

Mo

_ fa 3 4 4 3 3
_ 24mOT(tOtf —th —th + B, + 3t +

+383t — 68213 ) >

_ 12 4 4 3
Tl = _24mOT(tf + 1, — 4ty ty —

—4tit, + 6213 ). (A44.23)
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Partindo-se da expressao (A.4.4.7b), poderemos es-
crever que:

T = (ty — t,)" = (17 + 12 — 2t5t,)° =

= (15 + 2 + 465182 — 4(tF + 2) tpt, =
=}ty + 26500 + 4t tE — 4tit, — 4tpt) —
TY = t; + ty — Attty — Atht, + 6217 . (A4.4.23b)

Substituindo-se a expressao (A.4.4.23b) na expressao
(A.4.4.23a), teremos:

TI = — LT = LT (A4.4.24)

24 mo T 24 me

Considerando-se a expressao (A.4.4.5) e inserindo-se
nela as expressoes (A.4.4.7¢,18-22,24), encontraremos o propa-
gador desejado. Assim, teremos:

K(zy, xo; ty, t,) = (27rnzohT )1/2 X

Xexp(%{;”%(xfchxZ — 2z, x5 +

2 73
+ 3 foT (x5 + ) — §3£o}> —
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24 my,

+1 LT (y + 2) — £ ) , (A4.4.25)

expressao essa que coincide com o valor obtido por Feynman
e Hibbs (1965) [vide nota (4)].

A 4.5. Particula Livre

Neste caso, o lagrangiano é dado por:

L =1Ym,a?. (A45.1)

1
2

Comparando-se a expressao (A.4.5.1) com a expressao
(A.4.4.1), verifica-se que para obter o propagador procurado,
isto é, da particula livre, bastara considerar f, = 0 na ex-
pressao (A.4.4.25). Deste modo, obteremos:

K(og, vty to) = (7225 )" %

i Mo

X exp 3% (xy — ,)%, (A.4.5.2)

expressao essa que coincide com a expressao (A.3.0.38b).

NOTAS E REFERENCIAS

1. KHANDEKAR, D. C. and LAWANDE, S. V. 1986. Physics
Reports 137, 116; NASSAR, A. B., BOTELHO, L. C. L.,
BASSALO, J. M. F. and ALENCAR, P. T. S. 1990. Physica
Scripta 42, 9.

2. DUTRA, A. S. and CHENG, B. K. 1989. Physical Review
A39, 5897.

3. GOLDSTEIN, H. 1959. Classical Mechanics, Addison-
Wesley Publishing Company, Inc.



380

10.

11.

12.

. FEYNMAN;, R. P. and HIBBS, A. R. 1965. Quantum Me-

chanics and Path Integrals, McGraw-Hill Book Com-
pany; SCHULMAN, L. S. 1981. Techniques and Appli-
cations of Path Integrals, John Wiley; GROSCHE, C.
and STEINER, F. (Editors) 1998. Handbook of Feyn-
man Path Integrals, Springer-Verlag.

BASSALO, J. M. F. e ALENCAR, P. T. S. 1992. Reuista
Brasiliera de Ensino de Fisica 14, 16; — 1993. Rewvista
Brasileira de Ensino de Fisica 15, 28; BASSALO, J. M. F.
1995. Il Nuovo Cimento B110, 23; 1996. Il Nuovo
Cimento B111, 793; BASSALO, J. M. F., ALENCAR, P. T.
S. and CATTANI, M. S. D. 1998. Il Nuovo Cimento B113,
691.

MERZBACHER, E. 1961. Quantum Mechanics, John
Wiley and Sons (Toppan).

BURGAN, J. R., GUTIERREZ, J., MUNIER, A., FIJAZ-
KOW, E. and FEIX, M. R. 1979 Physics Letters A7}, 11;
RAY, J. R. and REID, J. L. 1981. Journal of Mathematical
Physics 38, 91.

FARINA DE SOUZA, C. and DUTRA, A. S. 1987. Physics
Letters A123, 297.

PINNEY, E. 1950. Proceedings of the American Mathema-
tical Society, 1: 681.

NASSAR, A. B., BASSALO, J. M. F. and ALENCAR, P.
T. S. 1986. Physics Letters 1134, 365; CHENG, B. K. 1983.
Revista Brasileira de Fisica 13, 220; 1985. Physics Let-
ters 1134, 293.

BASSALO, J. M. F. 1991. Essay in Honour of Jayme
Tiomno: Frontier Physics, World Scientific, 99.

BYRON, F. and FULLER, R. W. 1970. Mathematics of
Classical and Quantum Physics. Addison-Wesley Pu-
blishing Company; BASSALO, J. M. F. 1998. Métodos da
Fisica Teérica IV. DFUFPA (mimeo).



334

INDICE
ONOMASTICO

A

ABRAMOVITZ, M. 246, 261
AGARWAL, G. S. 262, 271, 279
ALBRECHT, K. 36, 38, 39, 45
52, 88, 93
ALENCAR, P. T. S. 52, 140,
379, 380

B

BAILEY, V. A. 280, 310
BALAZS, N. L. 140
BALIBAR, S. 245

BASSALO, J. M. F. 51, 52, 140,
194, 245, 379, 380

BATEMAN, H. 17, 19, 20, 21,
23, 25,52, 71, 72, 77

BAYER, H. C. von 261
BECQUEREL, A. H. 196
BERNSTEIN, I. B. 193
BERRY, M. V. 140

BESSEL, F. W. 279
BIALYNICKI-BIRULA, 1. 12,
14, 15, 17, 52, 66, 71

BOHM, D. 1, 2, 7, 25, 51, 55, 56,
66, 72, 78, 81, 88, 94, 102, 105,
121,122,125, 130, 131, 138, 141-
145, 147-149, 156, 157, 163, 165,
178, 180, 182, 191-198, 205, 206,
9226, 247, 248, 262, 264, 271, 279,
280, 284, 286, 311

BORN, M. 103, 104
BOTELHO, L. C. L. 279

BRODE, R. B. 310

BROGLIE, L. V. P. R. de 1, 2,
25, 51, 55, 102, 105, 108, 121,
122, 125, 130, 131, 138, 141-145,
147-149, 156, 157, 163, 165, 178,
180, 182, 191-198, 205, 226, 247,
248, 262, 264, 271, 279, 280, 282,
284

BROWN, D. W. 261

BROWN, L. S. 279

BURGAN, J. R. 380
BUTKOV, E. 140

BYRON, F. 380

C

CALDEIRA, A. O. 52, 245
CALDIROLA, P. 17, 19-21, 23,
95, 52, 71, 72, 77

CANCELA, L. S. G. 140, 194
CATTANI, M. S. D. 51, 140,
194, 245, 380

CHENG, B. K. 347, 379, 380
CHUNG, K. M. 30, 32, 35, 52,
80, 88

COIMBRA, A. L. 51
CONDON, E. U. 197
CRASEMAN, B. 139, 245
CUNNINGHAM, J. 139, 140
CURIE, M. S. (Madame Curie)
244

D

DARWIN, C. G. 196
DAVYDOV, A. S. 139, 245, 311
DEBLER, W. R. 51



335

DE BROGLIE, L. V. P. R. 1, G

2, 25, 51, 55, 102, 105, 108, 121,

122, 125, 130, 131, 138, 141-145, GAMOW, G. 197

147-149, 156, 157, 163, 165, 178, GEIGER, H. W. 196

180, 182, 191-198, 205, 226, 247, GOLDSTEIN, H. 379

248, 262, 264, 271, 279, 282, 284 GRADSHTEYN, L. S. 101, 195,

DEWDNEY, C. 51 9246, 261

DICKE, R. H. 139, 245 GREEN, G. 353
DIOSI, L. 45, 47, 50, 53, 93, 100  GROSCH, C. 379
DUTRA, A. S. 379, 380 GURNEY, R. W. 197

E GUTIERREZ, J. 380

H
EINSTEIN, A. 102
ERMAKOV, V. P. 55, 65, 66,
71, 77, 80, 88, 92, 93, 100, 102,
131, 133, 134, 137, 143, 148, 149,
158-160, 181, 264
EULER, L. 4, 6, 15, 208, 282,

HALLIWELL, J. J. 45, 47, 50,
53, 93, 100

HARRIS, L. 139
HARTMANN, H. 30, 32, 35, 52,

80, 88
292, 294 )
’ HASSE, R. W. 36, 38, 39, 45,
F 52, 88, 92, 248, 261

HEISENBERG, W. K. 103, 104,

FARINA DE SOUZA, C. 380 279

FEIX. M. R. 380 HIBBS, A. R. 140, 193, 348,
FEYNMAN, R. P. 105, 107, 569,378,379

108, 111, 112, 130, 136, 138, 140, HILEY, B.J. 51

142-145, 147-149, 156, 157, 163, HOLLAND, P. R. 51

165, 178-180, 182, 191-193, 195,

312, 320, 333, 337, 348, 349, 369, J

370, 378, 379

FIZAZKOW, E. 380 JAMMER, M. 51
FOKKER, A. D. 84 J1, J. Y. 262, 271, 279
FOURIER, J. B. J. 106 JORDAN, E. P. 103, 104

FREIRE JUNIOR, O. 51 JOSEPHSON, B. D. 245



336

K 206, 226, 262, 286
MAGNO, F. N. B. 52, 195

KANAI E. 17, 19, 20, 21, 23, MARIS, H. 245

25, 52, 71, 72, 77 MASSEY, H. S. W. 310
KHANDEKAR, D. C. 379 MERZBACHER, E. 140, 245,
KIM, J. K. 262, 271, 279 380

KIM, S. P. 262, 271, 279 MESSIAH, A. 311

KOLLATH, R. 281, 310 MOSTAFAZADEH, A. 262,

KOSTIN, M. D. 25, 27, 30, 36, 271, 279
38, 39, 45, 52, 53, 78, 80, 88, 93, MOTT, N. F. 310

226, 228, 280, 284 MOURA, O. J. C. 140, 246
KRUSHALL, M. D. 261 MUNIER, A. 380
KUKOLICH, S. G. 310 MYCIELSKIL, J. 12, 14, 15, 17,
KUMAR, S. A. 262, 271, 279 52, 66, 71

L N

NASSAR, A. B. 36, 38, 39, 45,
52, 53, 88, 100, 101, 140, 194,
195, 246, 261, 279, 311, 347, 379,

LANDAU, L. D. 51
LAWANDE, S. V. 379
LEGGETT, A. J. 52, 245

380
LEITE LOPES, J. 311

: NAVIER, C. L. M. H. 21, 28
LEMOS, N. A. 52 193V e o
LEW;S, H. 1}635’1?3’ 711?;377’1 22 NEWING, R. A. 139, 140
88, 92, 93, 100, 131, 133, 134, \pwroN T 7

137, 143, 148, 149, 158-160, 181,
264

LIFSHITZ, E. M. 51 0
LINDENBERG, K. 261
LO, C. F. 262, 271, 279
LOEB, A. L. 139
LOPES, J. L. M. 141, 195
LUTZKY, M. 100 P

NORDHEIM, L. W. 245

OLIVEIRA, J. E. 52, 261
OLIVEIRA, J. I. F. 195

M PHILLIPS, W. A. 311
PINNEY, E. 337, 347, 380
MADELUNG, E. 1, 2, 51, 56, PLANCK, M. K. E. 65, 84, 102
66, 72, 78, 81, 88, 94, 121, 143, POWELL, J. L. 139, 245



R

RAMSAUER, C. W. 280,
284, 302, 308-310

RAY, J. R. 52, 100, 380
REID, J. L. 100, 380
RUSSELL, J. S. 260, 261
RUTHERFORD, E. Lorde 196
RYZHIK, 1. W. 101, 195, 246,
261

281,

S

SCHIFF, L. L. 140, 245, 311
SCHRODINGER, E. 1, 2, 5, 12,
17, 25, 30, 35, 36, 45, 50-52, 56,
66, 103-105, 110, 112, 116, 121,
122,125, 130, 131, 138, 143, 144,
197-199, 206, 226, 247, 262, 264,
271, 279, 281, 284, 312, 321, 322,
326, 333

SCHUCH, D. 30, 32, 35, 52, 80,
88

SCHULMAN, L. S. 379
SEGUN, L. A. 246, 261
SERRA, V. F. 52, 246
SHANKAR, R. 140, 246
SOUZA, J. F. 52, 141, 195, 279
SPROULL, R. L. 311
STEINER, F. 379

STOKES, G. G. Sir 21, 28, 193
STREETER, V. L. 51
SUSSMANN, D. 36, 38, 39, 45,
52, 88, 93

SUTHERLAND, B. 279
SYMON, K. R. 195, 261, 279

337

T

TAYLOR, B. 113, 229, 239, 302
TIOMNO, J. 380
TOWNSEND, J. S. E. 280, 281,
284, 302, 308-310

v
VON BAYER, H. C. 261
\%%

WATSON, G. N. 279
WEST, B. J. 261

WILSON, C. T. R. 103, 139
WITTKE, J. P. 139, 245
WOLFF, H. Th. 196
WOLLENBURG, L. S. 100

Z

ZABUSKY, N. J. 261



R

RAMSAUER, C. W. 280,
284, 302, 308-310

RAY, J. R. 52, 100, 380
REID, J. L. 100, 380
RUSSELL, J. S. 260, 261
RUTHERFORD, E. Lorde 196
RYZHIK, I. W. 101, 195, 246,
261

281,

S

SCHIFF, L. I. 140, 245, 311
SCHRODINGER, E. 1, 2, 5, 12,
17, 25, 30, 35, 36, 45, 50-52, 56,
66, 103-105, 110, 112, 116, 121,
122,125, 130, 131, 138, 143, 144,
197-199, 206, 226, 247, 262, 264,
271, 279, 281, 284, 312, 321, 322,
326, 333

SCHUCH, D. 30, 32, 35, 52, 80,
88

SCHULMAN, L. S. 379
SEGUN, L. A. 246, 261
SERRA, V. F. 52, 246
SHANKAR, R. 140, 246
SOUZA, J. F. 52, 141, 195, 279
SPROULL, R. L. 311
STEINER, F. 379

STOKES, G. G. Sir 21, 28, 193
STREETER, V. L. 51
SUSSMANN, D. 36, 38, 39, 45,
52, 88, 93

SUTHERLAND, B. 279
SYMON, K. R. 195, 261, 279

337
T

TAYLOR, B. 113, 229, 239, 302
TIOMNO, J. 380
TOWNSEND, J. S. E. 280, 281,
284, 302, 308-310

v
VON BAYER, H. C. 261
Ay

WATSON, G. N. 279
WEST, B. J. 261

WILSON, C. T. R. 103, 139
WITTKE, J. P. 139, 245
WOLFF, H. Th. 196
WOLLENBURG, L. S. 100

Z

ZABUSKY, N. J. 261



José Maria Filardo Bassalo Paulo de Tarso Santos Alencar

Mauro Sérg_io Dorsa Cattani Anténio Boulhosa Nassar



Mauro Sérgio Dorsa Cattani nasceu em
Pompéia, Estado de Sdo Paulo, no dia 29 de
maio de 1942. Em 1963, bacharclou-sc em
Fisica pela Faculdade de Filosofia, Ciéncias e
Letras da Universidade de Sdo Paulo
(FFCLUSP). Em 1965, participou da criacdo
de um grupo de Geofisica em Salvador,
Bahia, no Departamento de Fisica da
Universidade Federal da Bahia. graduacio.
No periodo de 1966-1968, esteve no Instituto
de Fisica da Universidade de Pisa
desenvolvendo sua tese de doutoramento.
Obteve os titulos de Doutor em Fisica em
setembro de 1968 e de Livre Docéncia em
setembro de 1969, ambos no Departamento
de Fisica da FFCLUSP. Em 1970, participou
da criagdo de um Grupo de Astrofisica no
Instituto de Fisica (IFUSP). No ano de 1972,
fez seu pos-doutoramento no Laboratério de
Infra-Vermelho em Orsay, Franga. Em 1972,
foi promovido a Professor Adjunto. Em
1974, participou da criagao de um Grupo de
Plasmas que deu origem ao primeiro
Tokamak (TBr 1) brasileiro. Em 1977, foi
eleito Membro Titular da Academia de
Ciéncias do Estado de Sdo Paulo. Em 1985,
tornou-s¢ Professor Titular do Departamento
de Fisica Geral e Experimental do IFUSP. Foi
Editor Associado da revista Journal of
Quantitative Spectroscopy and Radiative
Transfer de 1982 a 1993. E referee do
Physical Review e tem cerca de 110 trabalhos
publicados em revistas de ambito
internacional, orientou 5 doutoramentos e 7
mestrados. Publicou em 1990 o livro
Elementos de Mecdnica dos Fluidos pela
Editora Edgard Bliicher Ltda. ¢ em 2000 o
livio Aspectos Contempordneos da Fisica
pela EDUFPA, em colaboragdo com José
Maria Filardo Bassalo e Anténio Boulhosa
Nassar. Tem vérios artigos de divulgacdo
cientifica publicados no jornal O Estado de
Séao Paulo.

Paulo de Tarso Santos Alencar nasceu em
Belém do Par4, em 10 de margo de 1940. Em
1964 e 1966, respectivamente. bacharelou-se
e licenciou-se em Matematica pelo antigo
Niicleo de Fisica ¢ Matematica da UFPA;
em 1975, obteve o titulo de Mestre em Fisica
pela Pontificia Universidade Catolica do Rio
de Janeiro; em 1977, recebeu o titulo de Livre
Docente (Doutor) da UFPA. Em 1966,
ingressou como Instrutor de Ensino no
Niicleo de Fisica e Matemdtica e, em 1978,
tornou-se Professor Adjunto da UFPA, cargo
em que se aposentou em 1991. Em 1997,
prestou novo concurso para Professor
Adjunto da UFPA, cargo em que permanece
até o presente momento. E autor de 14 artigos
cientificos publicados no Brasil e no exterior.

José Maria Filardo Bassalo nasccu cm
Belém do Pard, em 10 de setembro de 1935.
Em 1958, formou-sc em Engenharia Civil
pela antiga Escola de Engenharia do Pard; em
1965, recebeu o titulo de Bacharel em Fisica
pela Universidade de Brasilia; em 1973 e
1975, respectivamente, obteve os titulos de
Mestre ¢ Doutor em Fisica pela
Universidade de Sdo Paulo. Em 1961,
ingressou como Instrutor de Ensino no
entio Nacleo de Fisica e Matemdtica da
UFPA; em 1978 e 1989, tornou-se,
respectivamente, Professor Adjunto ¢
Professor Titular do Departamento de
Fisica da UFPA, ocupando este cargo até o
presente momento. Neste Departamento,
desenvolve trabalhos de ensino, pesquisa e
divulgagdo da Fisica, com os seguintes
resultados: 9 teses de mestrado orientadas ¢
co-orientadas: 11 trabalhos de Conclus3o de
Curso orientados; 35 trabalhos cientificos
publicados no Brasil e no exterior; 156
trabalhos sobre a Historia da Fisica
divulgados em revistas nacionais e
internacionais; colaborador dos seguintes
jornais: O Liberal, A Provincia do Para,
Didgrio do Pard, de Belém; Jornal da
Ciéncia, do Rio de Janeiro. E autor dos
seguintes livros (editados pela UFPA):
Introducdio a Mecdnica dos Meios
Continuos (1973); Aspectos
Contemporineos da Fisica (2000), com
Anténio Boulhosa Nassar e Mauro Sérgio
Dorsa Cattani: Cronicas da Fisica: Tomos 1
(1987); 2 (1990); 3 (1992); 4 (1994); 5
(1998); 6 (2002); Nascimentos da Fisica
(3.500 a.C. 1900 a.D.) (1996): Nascimentos
da Fisica (1901-1950) (2000).

Anténio Boulhosa Nassar nasceu em Belém
do Par4, em 31 de margo de 1953. Em 1978,
formou-se em Engenharia Eletronica pela
Universidade Federal do Para: em 1980,
obteve o titulo de Mestre em Fisica pela
Universidade de Campinas (Unicamp); em
1983 e 1990, respectivamente, obteve 0s
titulos de Mestre ¢ Ph.D. em Fisica pela
Universidade da California, Los Angeles
(UCLA). Em 1989, tornou-se Professor de
Fisica da Harvard-Westlake School ¢ em
1993 tornou-se Professorde Fisicada UCLA,
no programa de extensao. Em 1979, tormou-
se Professor Assistente pelo Departamento
de Engenharia Elétrica da UFPA, e em 1999
tornou-se Professor Adjunto pelo
Departamento de Fisica. Neste
Departamento, tem desenvolvido trabalho de
ensino e pesquisa, com o seguinte resultado:
8 teses de mestrado orientadas; 40 trabalhos
cientificos publicados no exterior; drbitro
(referee) de 2 trabalhos cientificos para o
Journal of Mathematical Physics, 1 para a
Physics Letters, 5 trabalhos para o Physical
Review A, 8 trabalhos para o Physics Review
Letters.




	Prefácio
	Sumário
	Capítulo 1 - Mecânica Quântica de Broglie-Bohm
	Capitulo 2 - Mecânica Quântica de Briglie-Bohm e os Invariantes de Ermakov-Lewis
	Capítulo 3 - Mecânica Quântica de Broglie-Bohm e os Pacotes de Onda Quânticos
	Capítulo 4 - Mecânica Quantica de Broglie-Bohm e os Propagadores de Feynman
	Capítulo 5 - Mecânica Quantica de Broglie-Bohm e o Tunelamento Quântico
	Capítulo 6 - Mecânica Quântica de Broglie-Bohm e os Sólitos Gaussianos
	Capítulo 7 - Mecânica Quântica de Broglie-Bohm e os Estados Quânticos "Espremidos" do Oscilados Harmônico Temporal
	Capitulo 8 - Mecânica Quântica de Broglie-Bohm e o Efeito Ramsauer-Townsend
	Apêndice



