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PREFACIO DA PRIMEIRA EDICAO

Este livro tem o objetivo bésico de colocar o leitor em contato com um dos ramos mais
ativos da Matematica dos dias de hoje: a Teoria de Grupos e sua aplicacdo ao estudo da
Fisica.

A importancia do estudo da Teoria de Grupos em Fisica surgiu, basicamente, com o
livio de Hermann Weyl intitulado Gruppentheorie und Quantenmechanic,
publicado em 1928, no qual esse grande matematico alemdo mostra que existe uma intima
relacdo entre as Leis Gerais da Teoria Quantica e a Teoria de Grupos ao observar que
todos os niimeros quanticos, com excegcdo do niimero qudntico principal n, sdo indices
que caracterizam as representagoes de grupo.

Uma das grandes aplicacOes préticas da Teoria de Grupos em Fisica € vista no livro do
fisico hungaro-norte-americano Eugene Wigner intitulado Gruppentheorie und ihre
Awendung auf die Quantenmechanik der Atomspektren. Nesse livro, publicado em
1931, esse Prémio Nobel de Fisica evidencia que todas as regras da Espectroscopia
Atomica podem ser bem entendidas fazendo-se o estudo das simetrias observadas nos
resultados espectroscopicos. Nesse estudo ele usou a Teoria criada pelo matemético francés
Evariste Galois, em 1832.

O grande momento da aplicagdo em Fisica da Teoria de Grupos em Particulas
Elementares ocorreu em 1961, com a publicacdo de dois artigos independentes dos fisicos,
o Nobelista norte-americano Murray Gell-Mann e o israelense Yuval Ne’eman. Nesses
trabalhos, admitindo que a Hamiltoniana de Interacdes Fortes fosse invariante pelo grupo
SU (3) eles conseguiram, entre outros resultados, uma classificacio coerente dos hadrons
(usando as representacdes de octetos desse grupo) e a previsdo da existéncia de novas
particulas elementares, dentre as quais a particula Q™. Esta particula foi detectada em
1964, em wuma experiéncia sobre o espalhamento de kaons por prétons
(K"+p—>Q +K"+K") realizada por V. E. Barnes et a/. Observe-se que antes, em
1956, o fisico japonés Shoichi Sakata havia sem sucesso usado o grupo SU(3) para
classificar as Particulas Elementares. Observe-se ainda que em 1964 Gell-Mann e,
independentemente, o fisico russo-norte-americano George Zweig usaram uma outra
representacdo do SU(3) (tripletos) para prever a existéncia dos quarks. Estes até o
momento nao foram observados isoladamente.

Um outro grande momento da aplicacdo em Fisica da Teoria de Grupos ocorreu no
comeco da década de 1970 quando os fisicos norte-americanos, o Nobel Kenneth Wilson e
Michael Fisher aplicaram o Grupo de Renormalizacdo aos fenOmenos criticos



(transi¢des de fases), retomando o que havia sido considerado por Gell-Mann e pelo fisico
norte-americano Francis Eugene Low em 1954. Neste livro, contudo, ndo trataremos desse
Grupo.

De modo geral a aplicagdo da Teoria de Grupos a problemas fisicos é dividida em
dois esquemas: consideracdoes sobre simetria e consideracdes sobre problemas de
autovalores. Como exemplo do primeiro tipo mencionamos o estudo da simetria de um
cristal, de fundamental importancia na Fisica da Matéria Condensada (Espectroscopia,
Cristalografia, etc.). No segundo tipo, um exemplo relevante é o estudo de invariancias de
equacdes de autovalores resultantes de transformacdes de coordenadas (translacdes e
rotagdes).

O presente livro estd dividido em 8 Capitulos. Nos primeiros trés Capitulos,
apresentamos a parte formal da Teoria de Grupos e suas Representagdes e nos cinco
Capitulos seguintes sdo discutidas algumas aplicacdes a Fisica. No Capitulo 1 sdo
estudadas as Defini¢cdes e os Teoremas fundamentais relativos a teoria formal de grupo;
no Capitulo 2 sdo investigadas as Representacdes e os Carateres de Grupo, bem como
seus Teoremas Fundamentais como o Lema de Schur. Ainda nesse Capitulo,
introduzimos um estudo sumdrio das Séries e Coeficientes de Clebsch-
Gordan utilizados no estudo da Teoria do Momento Angular e de suas aplicagdes. No
Capitulo 3, sdo discutidos o Grupo de Lie e sua correspondente Algebra de Lie,
de crucial importancia para o estudo da Teoria Quantica de Campo, uma vez que esta
representa o candidato natural para a descri¢do da Fisica das Particulas Elementares.
Nesses trés primeiros Capitulos, visando fixar e compreender os algoritmos da Teoria
de Grupos, mostramos alguns exemplos de sua aplicacdo. Sdo também propostos alguns
exercicios para que o leitor possa exercitar o seu aprendizado.

No Capitulo 4 € desenvolvida a Teoria do Momento Angular como uma das aplicagdes
das Representagdes Irredutiveis do Grupo de Lie SU(2). No Capitulo 5 usamos as
Representacdes Irredutiveis do Grupo de Lie SU(3) para entender a classificacdo das
Particulas Elementares, principalmente os modelos de Sakata, do octeto (Gell-Mann e
Ne‘eman) e dos quarks (Gell-Mann e Zweig). No Capitulo 6 estudamos os sistemas
Gentilidnicos baseados na Estatistica de Gentile, com suas propriedades
fundamentais de simetria descritas pelo Grupo de Simetria Intermediario S,. No Capitulo 7

concebendo a hipétese de que quarks sejam gentileons, investigamos a possibilidade de
considerar as particulas elementares como sendo sistemas GentiliOnicos. Esses sistemas
teriam simetrias regidas pelos grupos S, e SU(3). Mostramos que, no contexto
gentilionico, o confinamento de quarks ¢é previsto como conseqiiéncia de uma regra de
selecdo determinada pelo invariante de Casimir da dlgebra do grupo S,.

Por fim,o livro € concluido com o Capitulo 8 onde apresentamos, brevemente, uma das
mais importantes aplicacdes da Teoria de Grupos que € a Teoria de Gauge, usada para
descrever as interacdes fundamentais da Natureza. Mostramos também, com uma aplicagao



simples da referida teoria, que o Efeito Aharanov-Bohm pode ser explicado pela
invariancia de gauge do Eletromagnetismo.

Queremos agradecer ao professor Francisco Pereira Assuncdo, Diretor do Centro de
Ciéncias Exatas e Naturais da Universidade Federal do Pard (CCEN/UFPA), ao
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(DF/UFPA), as Sras. Walquiria Lima Souza do Sacramento e Antonia Zeile Santana
Pereira, da Divisdao de Administracio do CCEN /UFPA, pelo apoio material para a edi¢ao
deste livro.

Agradecemos, também, a Universidade de Sdo Paulo (USP) e ao Conselho
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para a publicacdo do livro.
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José Maria Filardo Bassalo
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PREFACIO DA SEGUNDA EDICAO

Esta Segunda Edicdo de Teoria de Grupos e Algumas Aplicagdes em Fisica (EDUFPA,
2005), agora com o titulo Teoria de Grupos para Fisicos, foi revista e aumentada, tendo em
vista a leitura critica de alguns amigos, em particular o fisico brasileiro José Carlos de
Almeida Azevedo, ex-Reitor da Universidade de Brasilia, aos quais agradecemos.

Com o objetivo de melhor entendimento dos Gentileons, o Capitulo 6 foi
acrescentado de cinco novos itens, com dois Apéndices. Nesses novos itens estudamos o
Principio da Indistinguibilidade de Particulas Idénticas em Mecanica Quantica, o Grupo de
Permutacdo e suas Representacdes nos Espacos de Configuragdes e de Hilbert, Sistemas de
3 Particulas e Sistemas Compostos por N Particulas Idénticas e seu Principio Estatistico.
No Apéndice I analisamos com detalhes as Representagdes do Grupo Sy no Espago de
Configuracdo e no Espaco de Hilbert, bem como mostramos a constru¢do das Formas e
Operadores de Young, das Fungdes Base e das Autofuncdes de Energia e calculamos as
Representacdes Irredutiveis dos Grupos Sz e S3. No Apéndice II mostramos a conexdo entre
0 Grupo de Permutacido Sz com e as Rotagdes de um Tridngulo Eqiiilateral em um Espaco
Euclidiano.

Agradecemos a Universidade de Sdo Paulo pelo apoio financeiro a da digitacdo do
texto e ao Editor José Roberto Marinho, da Editora Livraria da Fisica, pela publicacdo
deste livro.

Belém, junho de 2007.

José Maria Filardo Bassalo
Professor Titular Aposentado da UFPA e da Fundagdao Minerva
Mauro Sérgio Dorsa Cattani
Professor Titular do IF/USP
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CAPITULO 1

Grupo'

1.1 Primeiras Definicoes

Definicao 1.1.1 Um conjunto G consistindo dos elementos
a, b,c,... G = {ab,c,...} = {G, *}
¢ chamado de Grupo para uma dada operacdo — (*), se seus elementos
satisfazem as seguintes propriedades:

a)Vab € G,a*b=c &€ G (Condi¢cdo de Fechamento);

b) V a,b,c € G, (a*b)*c = a*(b*c) (Condic¢do de Associatividade;

c)dee G,talque: VaeG, a*e = e*a = a (e é chamado o
Elemento Unidade);

dVaeG Ja' tal que: a*a' = a'*a = e (a' échamadoo
Elemento Inverso de a).

Definicao 1.1.2 Se para V a,b € G tem-se a*b = b*a, diz-se
que o grupo ¢ Comutativo ou Abeliano.

Defini¢ao 1.1.3 O niimero de elementos de um grupo é
chamado de ordem do grupo. Os grupos podem ser finitos ou
infinitos.

Definicio 1.1.4 Um grupo cujos elementos sdo
caracterizados por um ndmero de parimetros continuos ¢ chamado

Grupo Continuo.

' Esta parte deste Capitulo foi ministrada pelo professor José Maria Filardo Bassalo
no Curso de Extensdo, realizado em 1985, na UFPA, sobre Teoria de Grupo.



Exercicio 1.1.1 Mostre que:
a) Sea,b € G, entdo para as equagdes:
a*x = b e y*a = b, tem-se, de maneira univoca:
X=a'*bey=b*tal;
b) Se a,b € G, entio:
(a*b) = b'* a’;
c) Sea € G e n é inteiro, por
definicdo, temos (Bak e Lichtenberg, 1967):

I)a" =_a*a*a* ... a¥ sen > 0;
n

IHa" =e, se n = 0;

-1 -1 -1 -1
IIha" =a *a *a*.a* ,sen<020,

entao:

(an)m = anm

1.2 Exemplos de Grupos
a) Conjunto Z . O conjunto dos inteiros positivos e
negativos forma um grupo infinito Abeliano em relagdo a adi¢do, pois:

Dab € Z; atb = b+a;

Il ab,c € Z; (a+tb) +c¢ = a+ (b+c);

IH3e=0¢€e Z; 0+ta=a+0 = a;

IV)Va e Z, Ja' = -a; a+ (-a) = (-a)+a=0.



b) Vetores no R® . O conjunto de vetores no espaco
tridimensional forma um grupo infinito Abeliano em relagdo a adicao
vetorial, pois:

)
)

Exercicio 1.2.1 a) Verifique as propriedades de grupo do
conjunto de vetores no R* , usando para
isso a regra do paralelogramo;

b) Mostre que o conjunto dos racionais (Q)
forma um grupo Abeliano em relagdo a
multiplicacdo.

c) Grupo de Rotacgdes. O conjunto de rotagdes de um
vetor no R? em torno do eixo dos z de um certo angulo 8, forma um
grupo continuo Abeliano denotado por 0(2). Vejamos como.

Por definicdo, temos:

I (x.y) = R (8) r(x.y)




A figura anterior nos mostra que:

X

x cos® + y senf

y' = —xsenf + ycosO .

As equagdes acima podem ser colocadas na forma matricial,
da seguinte maneira:

X' cosO send)(x X
(y'J - (—sene cosej(yJ - R(G)Lyj '

Mostremos, agora, que R(0) forma um grupo, com relacio a
seguinte operacdo definida por:

-

= RO 1" = RO, 1’

"= R(,)R®,)r = R(0,+6,)T,
onde:

cosO, send, cosO, senf,
R(6,) = ; R(6) = :

—senf, cosH, —senf;, cos0,

Usando a definicdo de produto de matrizes, vir:

cos0, senb, cosO, senb,
R(8,) R(8,)=

—senf, cos6, | | —senB, cosH,

c0s0, cosB; —send, send,icosO, send, +send, cosO,

..................................... e

—senB, cos0; —senb; cos6,icosB, cosO; —senb, senb,



B ( cos(6,+6,) sen(6,+6,)

= R(6,+86,).
—sen(8, +6,) cos(92+91)J ©:+9)
Portanto:

D) R(®) R(6) =R (6, + 8)) = R(6).
A regra da multiplicacdo de matrizes nos permite facilmente
mostrar que:

II) R(63) [R(62) R(6,) ] = [R(B3) R(62)] R(6,);
1) R(0) R(®) = R(O) R(0) = R(0);
IV)R(-8) R(8) = R(6) R(-0)) = R(0),

R(0) = cos0° sen(° B 1 0
~ | —sen0° cos0°) (O 1)°

onde:

Exercicio 1.2.2 Demonstre as propriedades II, III e IV do
grupo 0 (2).

d) Grupo de Lorentz. As Transformagdes de Lorentz da
Relatividade Restrita formam um grupo. Vejamos como. (Smirnov,
1970)

As Transformacdes de Lorentz a duas varidveis sdo definidas
por:
X' = yXx-vt)

-~
Il

onde:



V= [1‘2—;} e (1-p2) /2 p=Y.

Usando a representagdo matricial, teremos:

x' _ X X
t _ YC_Z Y t t

Assim, sejam duas Transformacdes de Lorentz L,(v) e Ly(v,)

e formemos o seu produto L,L,. Entio:

LL, = Y2 —¥,B,c Y —YBc _
_YaBy _vBo

7>
c c

Y21 + Y2 YiB,By =Y.YiBic = Y2viBac

=Y%M B_Cz _7271% Y2YiBaB + Yo

1 _(Bi+By)e
1+B,B,

(V271 (1+B+B D] - |
. B, +B,)

1+B,B,

Segundo a Relatividade Restrita, temos:



ERIRALE

portanto:

1 1
YoY, (L+B,B) = = > (1+B,B)) =
\/l_Bz \/l_Bl

1+ Y2 1+ 1Y2
_ c? _ c?

v,? v,? v,? v,? v.2v,?

_'2 _ 1 (1 22 T2
(=-2) ="4) 1=+ -2 - 20
Por outro lado, notemos que:
vii 1 (VP H2vvy) vy
—=— = 1-——=
c2  ¢2 vi2val  oviy c2
1+ Y2 =ViVa

c4 c2

2 2
v+ v, +2vv,

- vV, - 2 ) slvz
2+ 2 +2vv, I+—-=
c? c
Portanto:
1
Y (1 + BBy = T
_V3
o2

Por outro lado, temos:

Bic+PBc  vi+v,

1+BZBl 1+7V1V2 -
CZ




B B 1
4B (vt
c_ ¢ _ 02( 2V _ V3
BB YW c?
2
Por fim, temos:
1 — v
LLi =7 = L.
Vi
CZ

ou seja:
D) L,L,=L; L, L, LyeL(v).
A regra de multiplicacdo de matrizes permite mostrar que:
ID L; (L,Ls) = (LiLy) Ls;
M) LoL=Lly=L:Ly=L(0)= ((1) (1)) :

IV)L'L=LL"=Ly;L" =L (-v).

Exercicio 1.2.3 a) Mostre as propriedades I, IIl e IV do
Grupo  de Lorentz;
b) Mostre que as Transformacdes de Lorentz
espaciais formam um grupo. [Chame
v
—=p=th(a)J;
c
c) Mostre que o grupo de rotagdes 0(2) e o
Grupo de Lorentz L(2) deixam invariantes,
respectivamente:

X'2+y'2= x2 + yz e X'Z_y'Z: x2 — yz;
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d) Mostre que as Transformagdes de Poincaré
formam um grupo.

e) Grupo de Permutacoes S,, (Smirnov, 1980)

Definicao 1.2.1 Sejam n (> 1) objetos que numeramos

com os ndmeros inteiros 1, 2,3, ... , n. Com eles podemos formar n!
permutagdes. Seja uma delas:
1 2 3 ... n
P= E(P1P2P3...Pn).
P P, P; .. P

Tal permutacio significa que o elemento que estd na posicao
ou ordem indicada por P;, vai para a primeira posi¢do, o que estd na
posicdo ou ordem indicada por P,, vai para a segunda posi¢do, e assim

. 12 3y, .
sucessivamente. Por exemplo, a permutacio (3 ] 2] indica que a
permutagdo que quer se realizar, é obtida da permutagdo fundamental
(1 2 3), fazendo com que o seu terceiro elemento (3) ocupe a primeira
posicdo, o seu primeiro (1) ocupe a segunda posicdo e o seu segundo

elemento (2) ocupe a terceira posi¢do. Vejamos um segundo exemplo:

(1 23 4 SJ (abcde)=(eabcd).
512 3 4

Definiciio 1.2.2 Chama-se de Permutaciio Inversa P a
operacdo que significa fazer com que o primeiro elemento da
permutagdo fundamental ocupe a ordem ou posi¢ao indicada por Py, o
segundo elemento da permutacdo fundamental ocupe a ordem ou a

posicdo indicada por P,, e assim sucessivamente. Portanto:
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1 2

o 3405) o (1 2345
3251 4 4 21 5 3
1 2 3

P:£3 : 2] (abc)—>P'=(bca).

Da definicdo acima, é facil mostrar que (P!)"' =P.

Definicao 1.2.3 Chama-se Produto de Permutacoes PP, a

permutacdo obtida primeiro aplicando P, e depois P;. Assim, se:

1 2 1 2
Pl: 3 eP2: 3,
21 3 1 3 2

entao:

P1P2=123123=123.
21 31 23 3 21

Vejamos um outro exemplo:
1 23 45)(12345
(abcde) =
24153)\51234

[12345

= (eabcd) = (acedb).
24153

Por outro lado:
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(12345

1 35 4 2J (abcde)=(acedb) , entdo:

1 23 4 5)(1 23435} (123435
241 53)(51 234 U3542)
Definicao 1.2.4 Chama-se de Permutacdo Unitaria E, a

permutacdo na qual cada elemento € substituido por ele préprio. Ela é
representada por:

Exemplo 1.2.1 Mostre que o conjunto de permutacdes S;
forma um grupo.

O grupo S; é formado pelos seguintes elementos:

123 123 123 123
E= ; P = ; Py = ; Py = ;
123 213 132 321
123 123
P4= CP5= .
312 2 31

a) Propriedades de Fechamento:

12 12 12
PP, = > ) - ’| <k,
21 3)2 13 1 23
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5l)

1 2 3
APy =1, 1 3

Il
7~ N\
N —
Ll \S]
W W
N——
p—
W N
N W
N—
Il
W =
) )
N W
N——
Il
T

=
o8}
—_ W
~—
Il
Bas

-~
T
TN
o =
Ll \S]
W W
_
TN
U9 =
ol \S]
N W
~—
Il
TN
[SSTNSN
[\S I\
—_ W
~—
Il
ey

De maneira andloga, demonstra-se que:
P,P; = Ps; PoP> = E; PoP;3 = Py; PoPy = P3; PoPs = Py; P3Py =Py
P3P, = Ps; P3P3; = E; P3Py = Py; P3sPs = Po; P4Py = P3; P4P, = Py;
P4P3 = Py; P4P4 = Ps; P4Ps = E; PsPy = P,; PsP, = P3; PsP3 = Py;
PsP,=E e PsP5;=P,.
b) Propriedade Associativa:

(P1P,) P3 = Py (P,P3).
Em vista da propriedade anterior, temos:

(P1P2) P3 = P4P3 = Py,

Py (P,P3) = PPy =Ps.

¢) Elemento Unidade:
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PE=EP;=P;. (1=0,1,2,3,4,5).

Assim, por exemplo:

12 12 12

PE = 3 3) _ Nop
21 3)1 23 21 3
12 12 12

EP, = > > 3 =B,
123213 (213

d) Elemento Inverso:
PP, =PP' =E. (i=0,1234,5).
1

1 1

Assim, por exemplo, usando a Defini¢do 1.2.2, vira:

P;'p, = PP = E,

-1
123 123
Pl = = = Ps.
312 2 31

Entao, em vista do resultado anterior, temos:
-1 _ _ R - —
P, P, = PP =E; PP, =PP. =E.

As propriedades a, b, ¢ e d, permitem escrever a seguinte tabela
de multiplicacdo para o grupo S;.

E P, P, P Py Ps
E E P, P, Ps Py Ps
P, P, E Py Ps P, P
P, P, Ps E P, Ps P,
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P; P; | Ps E Py P,
P4 P4 P3 Pl P2 PS E
PS P5 P2 P3 P1 E P4

Exercicio 1.2.4 a) Termine a demonstracao das
propriedades do grupo Ss;
b) A tabela de multiplicacdo do grupo S;
mostra que ele ¢ ndo-comutativo.
Demonstre a afirmativa;
¢) Mostre que o conjunto de permutacdes
S, forma um grupo ndo-comutativo.

Vimos que dado um conjunto de n (> 1) elementos podemos
formar o grupo de permutagdes S,. Contudo, as permutagdes para
obter cada elemento (a partir do elemento anterior) desse grupo podem
ser um ndmero par ou nimero impar. O grupo formado entdo de todas
as permutacdes pares dos nimeros 1,2,.., n € chamado de Grupo
Alternado ou Alternativo A, cuja ordem (niimero de elementos) € n!/2
(Jansen e Boon, 1967).

Por exemplo, para os nimeros 1,2,3, as permutacdes formadas
de deslocamentos pares e impares, s3o:

123 | 132 | 231 | 213 | 312 | 321
123 | 213 | 123 | 132 | 123

12,3 12,3
par(0) | fmpar(1) | par(2)

fmpar(1) | par2) | impar(1)

Dado um elemento do grupo de permutacdes S,, podemos
formar um conjunto de permutacdes que se compde de subconjuntos
constituidos por Permutacdes Circulares ou Ciclicas.

Assim:
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1 23 45
(3 415 2}2(1’3) (2,45 = (245 (13).

Pois, como vemos, na permutacdo considerada existem duas

permutacdes ciclicas entre os niimeros 1 e 3, e 2,4 e 5 respectivamente,
ou seja: (1,3) e (2,4,5) — (5,2,4) — (4,5,2). Vejamos outros exemplos:

1 23 456
= 1,3,4 2,5,6 = 2’596 17394 s
( 36 41 2 5 J (1,3,4) (2,5,6) (2,5,6) (1,34

pois: (1,3,4) = (4,1,3) = (3.41) e (2,5,6) — (6,2,5).

Exercicio 1.2.5 Encontre as permutacdes ciclicas de
1 2 3 45 1 2 3 45 . 1 2 3 45
1 354 2)°1 3542 31 2 5 4)°

) Reflexao Espacial. O conjunto de reflexdes espaciais em torno
da origem forma um grupo. Seus elementos sio definidos por:

Ex,y,z) = (x,y,2) — E(T) = (1), (Identidade)
P(x,y,z) = (-Xx,~y,~z) — P(T) = (-7). (Paridade)

Exercicio 1.2.6 Mostre que:
a) E e P formam um grupo;

b) P’ = E.

g) Grupo Unitario U(1). O conjunto de elementos definido por:

glo) = e,
¢ um grupo continuo de um pardmetro (c). (Este € o grupo da

Eletrodindmica Quantica).
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Exercicio 1.2.7 Mostre que:
a) O conjunto {g(o)} forma um grupo;
b) O conjunto U(1) é unitério.

1.3 Teoremas Elementares e outras Definicoes

Teorema 1.3.1 - Teorema do Rearranjamento. Seja G
um grupo de ordem g com os elementos: E, Ay, A;,...,A,. Se A € um
elemento arbitrdrio desse grupo, entdo cada elemento ocorre uma e
somente uma vez na seqii€éncia EA, = Aj,Ax Ay, AzA,...., AAr.

Demonstracao:

Seja X qualquer elemento de G. Seja ainda XA, ' = A, ; entdo
XAAL = AA = X, logo X pertence a seqiiéncia dada. Por outro
lado, X ndo pode ocorrer duas vezes na seqiiéncia dada pois, se A,Ax =
X e AjAx = X, entdo A, = A,. Certamente 0 mesmo acontece para a
seqiiéncia: ALE = Ay, AAy, AA; ... AlA,. (E através desse teorema
que se constroéi as tabelas de multiplicagdo de um grupo finito).

Corolario 1.3.1 Se Jg, JAz ,JA3 ,...,JAk, sdo numeros tais
que cada elemento X do grupo correspondente a um nimero J entdo:

Exemplo 1.3.1 Construa a tabela de multiplica¢do do grupo
G={E, A,B} = {G, *}, dado abaixo:

A
A

oo | 3> || %
| > | |
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O elemento (2,3), isto é, segunda linha e terceira coluna nao
pode ser nem A e nem B, pois haveria repeticio da linha ou da coluna.
Assim: (2,3) = E. O mesmo ocorre para o elemento (3,2). O Teorema
1.3.1 permite concluir que: (2,2) = B e (3,3) = A. E fécil ver que essa
tabela goza da Propriedade Associativa, pois, por exemplo:

(E*A)*B = A*B= E,
E*(A*B) = E*E = E.

|| > | >

> oW W

o3> %
el -gleslfes)

Exercicio 1.3.1 Construa as possiveis tabelas de multiplica-
cdo do grupo G = {E,A,B,C} = {G,*},
indicado abaixo:

A| B | C
A

Q||| *
QW | > md|m

Definicao 1.3.1 Seja x qualquer elemento de um grupo. A
seqiiéncia: E, x, x2, X3,...., x" = E é denominada periodo de x e n é
chamado a ordem de x.

E ficil ver que o periodo de x forma um grupo Abeliano,
chamado Grupo Ciclico, sendo que x é chamado o gerador desse
grupo. As vezes, um tnico elemento ndo é suficiente para gerar o
grupo todo, precisando-se, entdo, de mais de um gerador. Assim, ao
nimero minimo de geradores requeridos para definir a estrutura do

grupo chamamos de grau (“rank”) do grupo. Ao conjunto minimo dos
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elementos que geram o grupo chamamos de base. Um grupo pode ter
mais de uma base.

Exemplo 1.3.2  Calcule os periodos do grupo de
reflexdo espacial, e determine suas ordens.

Conforme vimos, esse grupo é formado por
E, P. Sendo P’=E, entio ele é de ordem 2.

Exemplo 1.3.3  Calcule os periodos do grupo S;, e
determine suas ordens.

O grupo S; é formado por:
S3 = {E’ Pl9 P29 P39 P49 PS}

Usando-se a tabela de multiplicagdo desse grupo vista no
Exemplo 1.2.1, vé-se que:

a) Plz = E; logo sua ordem ¢ 2;
b) P, = E; logo sua ordem € 2;
c) P32 = E; logo sua ordem ¢ 2;
d) P’ = P P’ = PP, = PP, = E, logo sua ordem € 3;

e) P;> = P, Ps’ = Ps’Ps = P,Ps = E, logo sua ordem & 3.

Exemplo 1.3.4 Seja o grupo G = {E, A, B, C} = {G, *}
dado pela tabela abaixo. Calcule seu grau
(“rank”).

QR > || *
Q5| > | m|m
s~ liollesi g
g lesil@ii==Al s
wslegiviiolle!
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A tabela nos mostra que:

A*=E;:B*=E;C*=E,

A=A*A=A;B =B;C=C.

Portanto, nenhum elemento do grupo é capaz de gerar o grupo
todo. Por outro lado, vemos que:

A*B = C; B*A = C;

A*C = B; C*A = B;

B*C = A; C*B

Il
>

Assim, os pares {A,B} , {A,C} e {B,C} sdo capazes de gerar o
grupo todo, pois:

G={A’=B*=E; AB; A*B}
={A’ = C* = E; A;C; A*C )

Conclui-se, portanto, que o grau (‘“rank’) desse grupo vale 2,
ja que bastam apenas dois elementos do grupo para gerar os demais.
Por outro lado, esse grupo possui trés bases, a saber:

{A,B}, {A,C}e {B,C}.

Exercicio 1.3.2 Calcule os graus (“ranks”) e as bases
dos grupos definidos pelas seguintes tabelas
de multiplicacao:

a)

[s~1ie=d Nes R IES
| »> |t |
Q| >
esli@ie=Ale=;
b dlesllole@!
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N
N
™
|
|

b)

Q|| || *
e li@lleslibding
el g i@llvelivs)
>mm| a0

(@ll-cisgleslles

Exercicio 1.3.3 a) Calcule todos os periodos do grupo S,
e determine suas ordens;

b) Mostre que as raizes n da unidade
formam um grupo ciclico de ordem n em
relagdo ao produto. Determine o gerador
desse grupo;

¢) Mostre que I, i, -1, —i formam um
grupo ciclico.

Definicao 1.3.2 Um conjunto H é dito um subgrupo
de um grupo G, isto é, H < G, se ele satisfaz os axiomas de grupo. E
claro que todo grupo tem dois subgrupos triviais ou impréprios: H =
{E, G}.

Exemplo 1.3.5 Mostrar que o conjunto de
permutacdes ciclicas do grupo S; € um subgrupo proprio.

No Exemplo 1.2.1, vimos que o grupo S; é formado por:
S3 = {E’P17P27P37P47P5} .

As permutagdes ciclicas formadas de S; sdo E, P4 e Ps, pois:
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1 2 3 1 2 3 1 2 3
E= —-P, = - P, = .
1 2 3 31 2 : 2 31

Ssc = {E, Py; Ps} .

Assim:

Vejamos, agora, se esse conjunto forma um grupo. Para isso é
necessario que ele satisfaga a Defini¢do 1.1.1. Assim, segundo a tabela
do Exemplo 1.2.1, temos:

a) Condic¢do de Fechamento:
EP, =P, ; EPs=Ps; P,Ps = E;

b) Condicao de Associatividade:
E(P,Ps) =EE =E ; (EP,) Ps = P,Ps = E;

¢) Elemento Unidade:
EP4 = P4E = P4,
EP5 = P5E = P5;

d) Elemento Inverso:
P4-1P4 = P4P4-1 =E,

P5-1P5 = P5P5-1 =E.

Exercicio 1.3.4  Mostre que:

a) O conjunto dos nimeros pares ¢ um subgrupo do grupo
dos nimeros inteiros em relacao a adic¢ao;

b) A; C S;;

¢) O elemento unidade de H é o mesmo de G.

Definicao 1.3.3 Para qualquer subgrupo H < G e qualquer
elemento a € G, mas a ¢ H, aH (ou Ha) é dito uma classe lateral
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(“coset”) a esquerda (a direita). [Note-se que uma classe lateral
(“coset”) ndo € necessariamente um subgrupo. |

Teorema 1.3.2 - Teorema de Lagrange. Seja um grupo finito
G e um subgrupo Hc G. Se a, b € G, mas a, b ¢ H, entdo:

G=EH+aH+aH+..+aH

G=H E + Ha, + Ha; + ... + Hay,

onde k é chamado de indice de H.

Nao faremos a demonstragdo desse Teorema, no entanto,
vamos mostrar o seu resultado através de um exemplo (Meijer e
Bauer, 1962).

Exemplo 1.3.6 Mostre o Teorema de Lagrange para o grupo
S; e o seu subgrupo H=S, .

Nos Exemplos 1.2.1 e 1.3.5, vimos que G = S; = {E, Py, P,,
P;,P,Ps}e H=S;, = {E,P4,P5}. Tomemos a = {a;, a,, a3} = {Py,

P,, P}, entdo, usando a tabela do Exemplo 1.2.1, vir4:

P E=P P,E=P, P,E=P,
aH=<PP=P ;a,H=:PP, =P, ;a;H=<PP, =P .
PP; =P, P,P; =P, PP =P,

Portanto:
G = S3 =H+a H=H+aH = H+a;H,
sendo, entdo, 2 o indice de H.

Por outro lado, temos:
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EP1:P1 EP2=P2 EP3:P3
Ha1= P4P1=P3;H32: P4P2:P1;Ha3= P4P3=P2.

PsP =P, Ps P, = P PsPy =P
Portanto:

GES3=H+Ha1:H+Ha2 =H+Ha3,

o que copfirma o indice 2 de Hem S;.
E fécil ver que aH ou Ha ndo forma um grupo, pois, sendo
aH = Ha = {Py, P,, P;}, entdo, P, P, = P, ¢ aH ou Ha.

Exercicio 1.3.5

a) Uma classe lateral (“coset”) aH (Ha) ndao contém nenhum
elemento de H;

b) Duas classes laterais (“cosets) (direito ou esquerdo) ou
sao 1idénticos ou nao tém elemento comum;

¢) A ordem m de um subgrupo H de um grupo infinito G é
divisor interno de g que é a ordem de G;

d) Mostre o Teorema de Lagrange paraG = S,eH = S, .

C

Definicao 1.3.4 Se existe um elemento L € G de tal modo que

sea, b € G, tivermos:
pa w' =b (oup'ap=b),

entdo b é chamado de conjugado ou equivalente de a, ou seja: a ~b.

Da defini¢do acima, facilmente, demonstra-se que:

a) a-~a;
b) Sea~b,entdiob ~ a;

c) Sea~beb~c,entdoa ~c;
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d) Se G é Abeliano, entdo todo elemento de G é conjugado
de si préprio.

Exercicio 1.3.6 Demonstre as propriedades acima.

Analisando-se a Defini¢do 1.3.4 vé-se que se G for um grupo
de transformagdes, entdo essa definicdo corresponde a transformacao
de similaridade.

Definicao 1.3.5 Ao conjunto de conjugados ou equivalentes de
um elemento a € G, chama-se de classe de G.

Da defini¢do acima, facilmente demonstra-se que:

a) O elemento a pertence a classe de G relativo a si préprio;

b) Seaeb sdo conjugados, entdo a classe de a é a mesma da de b;

c) Se a e b ndo sdo conjugados, entdo suas classes ndo tém

nenhum elemento comum;

d) Se cada elemento de G pertence a uma classe relativa a si

proprio, entdo podemos decompor G em classes;

e) Qualquer elemento de G que comuta com todos os

elementos de G, forma uma prépria classe. A identidade é
um exemplo disso.

Exercicio 1.3.7
a) Demonstre as propriedades acima;
b) Encontre as classes do grupo Ay;

c) Encontre as classes do grupo S,

Definicao 1.3.6 Um subgrupo H de G € dito normal ou
invariante, V a € G, entdo: aHa' = H.

Da defini¢do acima, facilmente demonstra-se que:
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a) As classes laterais (“cosets”) direito e esquerdo de H sdo
iguais; portanto H, como cole¢do, comuta com todos os

elementos de G;

b) H contém todos os elementos de cada classe de G, ou nédo

contém nenhum deles;

c) Cada grupo G sempre contém os subgrupos invariantes
H=GeH=E.

Exercicio 1.3.8 Demonstre as propriedades acima.

Definicao 1.3.7 Um grupo que ndo tem seus subgrupos
invariantes impréprios triviais (G e E), é chamado simples. Se
nenhum dos subgrupos invariantes proprios de um grupo é Abeliano,
entdo o grupo é chamado semisimples.

Definicao 1.3.8 O grupo formado pelas classes laterais
(“cosets”) do subgrupo invariante H e pelo préprio H é chamado de
grupo fator de G e denotado por G/H. se o grupo G for finito, a

ordem do grupo fator é o quociente das ordens de G e de H,
respectivamente.

Exercicio 1.3.9 Mostre que:

a) O conjunto das classes laterais (“cosets”) de H invariante
forma um grupo com relacdo ao produto classe lateral
(“coset”);

b) HH=H.

Exemplo 1.3.7 Dado o grupo S;, obtenha suas classes, seus
grupos invariantes, e seus grupos fatores.

O grupo S; tem os seguintes elementos: {E, P, P,, P3, Py, Ps}.
Os inversos desses elementos sdo:
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E'=E P' =P ; P;' =P,; P;' =P;; P;' =Pse P;! =P,

conforme se pode ver usando-se a Defini¢do 1.2.2.

a) Formemos as classes de S;. Para isso, usemos a Definicao
1.3.5 e a tabela do Exemplo 1.2.1.

a.l) CE
Como E ~ E, entdo Cg = {E}.
a.2) CPl

EP1E71 =P;; PP Pl_l =P;; PP, Pz_l =P5; P;P, P3_1 =Py;
P4P1 P4_l = P2 s P5P1 Ps_l = P3.

Portanto:

CP1 = {Pla P27 P3} .

a.3) CPz
De maneira andloga ao caso anterior, é ficil ver que:
Cp, = Cp = {Py, P, P3} .

a.4) CP3
De maneira andloga ao caso de CPl , € facil ver que:
CP3 = CP2 = CPl ={Py, P,, P3).

a.5) CP4
EP,E"'=P,; P,P,P, " =Ps; P,P,Ps ' =P,
PsP,P;' =P,.

Portanto:

Cp4 = {P4, Ps} .
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a.6) CPS
De maneira andloga ao caso anterior, € facil ver que:
Cp. = Cp ={P4, Ps}.
5 4
Esses resultados, mostram que:

G=S;=E+ CPl + CP4 =E+ CP2 + CP4 =E+ CP3 + CP4 =
=E+ CPl +CPS =E+ CP2 + CPS =E+ CP3 + CPS .

b) Formemos, agora, os grupos invariantes de S;. Para isso,

usemos a Definicdo 1.3.6 e a tabela do Exemplo 1.2.1.
bl) Seja H= Sgc = {E, P4, P5} cG.

Segundo a Defini¢do 1.3.6, H serd invariante se V a € G,

entdo a Ha”' = H. Assim:

EEE~' =E
EHE'={EP,E'=P, { > EHE! #H
EPsE~! =P
PEP ' =E
PHP,'={PPP, "' =P; !> PHP'=H
PPP, ' =P,

De maneira anidloga demonstra-se que:
P,HP,' =H; P;HP; ' =H;P,HP,'=H e PsHPs ' =H.

Portanto S;c é um invariante.
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b.2) Seja o conjunto S5 = {E, Py, P,, P;} . Como PP, =P, ¢ S,
entdo esse conjunto ndo € subgrupo de E e, portanto, ndo podemos
nem testar a definicdo de invariancia.

b.3) Sejao conjunto H; = {E, P; (i=1,2,3,4,5)}

E facil ver que:

PHP, " #H;, portanto, H; ndo € invariante.

c) Obtencdo do grupo fator de G. Para isso, usemos a
Defini¢do 1.3.8 e a tabela do Exemplo 1.2.1.

Vimos no item b.1, que o subgrupo S;c é um invariante.
Portanto, as classes laterais (“cosets”) de S;c = H = {E, P4, Ps}, séo:

P,H; P,H; P;H; P,H e PsH, entdo, o grupo fator de G sera:
G/H = {PlH, PQH, P3H, P4H, PsH} .
Tais classes laterais (“cosets”) valem, respectivamente:

PE =P,
pH=<PP,=P,; PH = {P,P,P}; PH ={P,P,P};
PP, =P, pH = {P,P,E}; PH={P,EP,}
As duas ultimas classes laterais (“cosets”) (P,H; PsH),

mostram que: HH = H. O resultado do item acima mostra que:

S; =H+ PH=H+P,H=H+P;H.

Exemplo 1.3.8 Seja o grupo S; e tomemos o grupo
alternativo A = S;¢ formado pelas permutacdes ciclicas de S;. Mostre

que S; € um grupo nao simples e nao-semisimples.

Sendo S3 = {E, Ph Pz, P3, P4, P5} € A3 = {E, P4, Ps}, entao: EP4 =
Py EPs = Ps; P4Ps = E, portanto, A; é Abeliano. No Exemplo 1.3.7
mostramos que A; € invariante. Ora, como A; é um subgrupo
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invariante nao-trivial de S; e Abeliano, logo, segundo a Defini¢ao

1.3.7, S; € ndo-simples e ndo-semisimples.

Exemplo 1.3.9 Seja o espaco vetorial R®. Calcule o grupo

fator desse espaco vetorial.

Z
N
ALY, z
v >
A~ .
2 ~< v
2 z
0 /1!
i
|

/ Y
i

O sub-espaco vetorial R* formado pelos vetores do plano xoy é

um subgrupo invariante de R, pois:
VR2v! = R%, onde Vv € R?.

Tomemos, agora, um vetor Z pertencente ao R® e que esteja
situado no eixo dos z. Entdo, o conjunto de vetores formado pela soma
vetorial de Z com vetores do R2, ou seja, Z+ R? é uma classe lateral
(“coset”) de R®. Esse conjunto é representado por todos os vetores que
tém suas extremidades situadas em um plano z perpendicular ao eixo
dos z e paralelo ao plano xoy, conforme mostra a figura. Assim, cada
um desses planos corresponde a uma classe lateral (“coset”) de R’ e
forma uma série continua.

O grupo fator de R’ é constituido pelas projegdes dos vetores
pertencentes as classes laterais (“‘cosets”) no eixo 0z, ou seja, o
elemento F, do grupo fator é obtido desprezando-se os vetores
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diferenca entre os diferentes vetores cujas extremidades encontram-se

no plano z. Em Matematica isto é representado pelo simbolo de

congruéncia:
- = = 2
VEV'=V =...(rnodR )

Essa notacdo significa que esses vetores sdo iguais, se
desprezarmos o vetor diferenca que esté situado no plano z. Assim, o
3
grupo fator serd R¥/R*=0Z =R'.

E oportuno observar que podemos generalizar o que acabamos
de ver, ao aplicd-lo ao caso do espaco vetorial R". Assim, R" é um
grupo de dimensdo n e, por seu lado, H é um subgrupo invariante de
dimensdo m < n, entdo, o grupo fator F serd constituido pelos vetores

]

v.', v.", ..., de tal modo que:

i Vi Vi

e a dimensdo de F = G/H serd m-n, e representa a projecao sobre um
eixo, plano ou hiperplano.

1.4 Isomorfismo e Homomorfismo

Definicao 1.4.1 Isomorfismo. Sejam dois grupos G e G’, tal

que:

1. A cada elemento g € G corresponde a um e somente um

elemento g;e G’, isto
ge Gedg' € G

2. Se gigj = g, entdo g’ g’ = g.’, para todos os elementos de Ge G’.



31

Deste modo, G e G’, sdo ditos isomérficos, ou seja: G = G’.
Portanto, eles t&ém a mesma tabela de multiplicacdo.

Exemplo 1.4.1  Mostre que o grupo S; é isomorfo ao
grupo que mantém um tridngulo eqiiildtero
idéntico a si proprio.

O grupo que mantém um tridngulo eqiiildtero idéntico a si
proprio € definido por (veja as figuras a seguir).
E: Operagdo da identidade, a qual deixa a figura idéntica a si
propria;
P,: Reflexdo em torno da linha A, isto é, troca o vértice 1 por 2;
P,: Reflexdo em torno da linha B, isto é, troca o vértice 2 por 3;

P;: Reflexdo em torno da linha C, isto é, troca o vértice 1 por 3;

P4: Rotagdo de 120° no sentido horario em torno do centro o,
isto é, o vértice 3 vai para o lugar de 1, este para o lugar de 2, e este
para o lugar de 1;

Ps; Rotacdo de 120° no sentido anti-horério em torno do centro
0, isto é, o vértice 3 vai para o lugar de 2, este para o lugar de 1, e este
para o lugar de 3.

E ficil ver que esse grupo satisfaz 3 mesma tabela de
multiplicacdo do grupo S; e que foi construida no Exemplo 1.2.1. Por
exemplo PP, =Py, pois:
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3 2
c S 2
A VA AT
N\ —
2 |2 3 03 |2 I3 |

Exercicio 1.4.1 a) Complete a tabela de multiplicacdo do

Exemplo 1.4.1.
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b) Mostre que o grupo S, é isomorfo ao
grupo de reflexdes espaciais.

Definicao 1.4.2 Homomorfismo. Dois grupos G e G’ sdo
homomorficos, se os elementos de G podem ser postos em uma
correspondéncia (ndo um a um) com os elementos de G’ e desde que
esta correspondéncia preserve as leis de multiplicacio dos dois
grupos.

O diagrama a seguir esclarece a definicao dada.

Obs: O conceito de Homomorfismo € muito usado em cristalografia.

Exemplo 1.4.2 Seja S, o grupo de permutag¢des de n (> 1)
objetos. Ao conjunto de permutacdes pares
associamos o numero +1, e ao de

permutagdes impares, o ndmero -1. O
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conjunto formado por +1 e —1 forma um
grupo multiplicativo e é homomorfico do
grupo S,. O elemento +1 corresponde ao
Grupo Alternativo de S,, isto é, A,, e -1 a
sua classe lateral (“coset”) (Meijer e Bauer,
1962).

Teorema 1.4.1 Se um grupo G possui um subgrupo
invariante H, entdo G é homomorfico ao grupo fator G/H.

Exercicio 1.4.2 a) Se G é homomorfico a G’, e se E’
€ o elemento de unidade de G’, mostre
que:

I) O conjunto de elementos de G que
corresponde a E’ forma um subgrupo
invariante de G;

II) G’ € isomorfico ao grupo fator G/H.

b) Mostre a dltima afirma¢do do Exemplo
1.4.2.
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CAPITULO 2

Representacdes de Grupo'

2.1 Primeiras Definicoes

Definicao 2.1.1 Uma representacido de um grupo é um
grupo de identidades matemdticas homomorficas ao grupo abstrato
original. Uma representaciao linear € uma representagdo em termos
de operadores lineares. Assim, se fizermos uma aplicagdo
homomorfica de um grupo arbitrario G num grupo de operadores D
(G) € L, dizemos que D (G) € uma representacao de G no espago de
representagdes L. Se a dimensado de L € n dizemos que a representacio
tem dimensdo n. quando a representacio é dada em forma de matrizes,
ela € denotada por D; ; (G). Como pode haver vdrias representagdes
para um mesmo grupo, entdo denotaremos D™ (G) [ou Di“j (G)] para
uma dada representacdo de dimensdo p. Os elementos de uma

representacdo devem ter as seguintes propriedades:

a) D(RS)=D((R)D(S), VR, S € G;
b) DRH=[D®RI, VR e G;
¢) D (E) =1;E : Elemento unitario de G.

A defini¢do acima permite tirar duas conclusdes:

! Esta parte deste Capitulo foi ministrada pelo professor José Maria Filardo Bassalo
no Curso de Extensdo, realizado em 1985, na UFPA, sobre Teoria de Grupo.



I) Cada grupo tem uma representacio unidimensional que é
denotada pelo nimero 1;

II) O determinante de cada matriz representacdo é também uma

representacdo, pois:

det D (R) . det D (S) = det [D (R) D (S)] = det [D (RS)].

Exercicio 2.1.1 Usando a propriedade a) da Defini¢do

2.1.1, demonstre as propriedades b) e c).

Definicao 2.1.2 Quando a correspondéncia entre os elemen-
tos de G e os de D (G) é um isomorfismo, a representagdo € dita fiel
(“faithful”). Neste caso, a ordem de D (G) é a mesma de G.

Definicao 2.1.3 Duas representacdes D (G) e D’ (G) sdo
ditas equivalentes, se V R € G, existe uma transformacdo de
similaridade S, tal que:

D’R)=S'DR)S.

7

Definicao 2.1.4 Uma representacdo matricial ¢é dita
redutivel se, por transformagdes de similaridade, sua matriz pode ser
posta na forma:

[D(i) (R) A(R) J
D (R)= ,

0 D® (R)

onde DY R) G = 1,2,. . ., k) sdo também representacoes do mesmo

grupo.
a) Ela é dita completamente redutivel se A (R) = 0;



b) Quando ela nido pode ser escrita nessa forma, ela é dita
irredutivel,;

¢) Uma representacio totalmente redutivel é a soma direta de
representagdes irredutiveis (estas podem aparecer vdrias

vezes), isto é:

onde {a,} sdo nimeros inteiros positivos e a dimensao de D é a soma
das dimensdes de DY. (E oportuno salientar que essa soma nio

representa soma de matrizes!)

Exercicio 2.1.2 a) Demonstre que cada representagio
matricial D(G) de um grupo finito G € equivalente a uma
representacdo unitdria;

b) Demonstre que:

LseG, G;=G;

D;; (GH)Z{O,SCGH G,#G,’

onde Gy € G, é uma representacio fiel de G e denominada regular.

Exemplo 2.1.1 Encontre um conjunto de representagdes

irredutiveis do grupo S;.

O grupo S;, conforme vimos no Exemplo 1.2.1, é dado

por:

E =(123); P, =(213); P, =(132) ; P; = (321) ; P, = (312) ;
Ps =(231) com a seguinte tabela de multiplicagdo:



E P, P, Ps P,y Ps
E E P, P, P; Py Ps
P, P, E Py Ps P, P;
P, P, Ps E | P; P,
P3 P3 P4 P5 E P1 PZ
Py P, P; P, P, Ps E
Ps Ps P, P; P, E |

a) Primeiramente vamos encontrar as representacdes uni-dimensionais

de S;. A tabela de multiplicagdo acima nos mostra que:

P2 =E;P}=E;P} =E,

entao:
D (P2)=D(E)=1-D(P)D(P)=D? (P)=D (B)=1,
entao:
D®P)=%1.
Analogamente:

D (P,) =D (P3) ==1.

Por outro lado, temos:

P42=P5 ;Pj=P42 P,=PP, =E,
P52=P4 ;P53=P52 P,=PP, =E,
entao:

D(P})=D (P} P,)=D(P})D(P,)=D*(P,)=D(E)=1,



logo:
D(P4):i/1:1,t,t2, onde: t:—%+% NER

Analogamente:
D (P,)=D (P,)=1,t,t>.
Examinando-se, ainda, a tabela de multiplicacdo de Ss, vé-se que:
P,P,=P, e P\P;=P;s,
entao:
D (PP)=D®)D (P)=D [Py =& 1) (F1D)=1=D (Py).

Analogamente:

D (P/P3) =D (Ps) =1,

vé-se, entdo, que das trés solugdes de D(P4) = D(Ps), apenas a solucio
1 € satisfatéria. Assim, temos apenas duas representagdes uni-

dimensionais de Ss:
DV (g)=1,Vge S;,
D" (E) =D"(P,) =D"(Ps) = 1,
D" (P)) = DV (P,) = DV (P3) = 1.

Tais representagdes sdo Homorfismos.

b) Agora, vamos encontrar uma representacao bi-dimensional de Ss.

1 0
Sendo D® (E) =, entdo D® (E) = (0 J :
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Por outro lado, temos (vide tabela de multiplicagdo):
P?=P} =P} =E,

entao:
D?(P*)=D?E)=1, (i=123).

Seja:

D(Z) (P)=(a bj ,
Vole d

a bl(fa b 10 a2+bc=1;ab+bd=0
= —
cd/lc d 01 ac+cd=0;bc+d2=1.

Tomemos a equacio:

entao:

ab+bd=0 - b(a+d)=0 - b=0 (oua=-d).

Tomamos, no entanto, b = 0. Entdo, sendo:

a+bc=1—>a’=1 >a==+1.

Por outro lado, temos:
ac+cd=0 > c(a+d)=0 - ¢c=0 (oua=-d).
Tomemos, no entanto, ¢ = 0. Entdo, sendo:

bc+d*=1— d&*=1—> d==1.



Assim, podemos ter trés possibilidades para a representacio D@ (P)):

(602

Vamos escolher a primeira delas e supor que:

D® (P2)=(_1 Oj.
0 1

Se, no entanto, fizermos:

1 0 -1 0
D? (P)= e D% (P)= ,
(B) (0 _J ®y=|
veremos que, sendo [vamos descarregar o indice (2)]:
P,P; = Ps, entdao D (P,P3) =D (P)) (P3) =D (P5).

Ora:

1 0)(-1 0 -1 0
D (P) D (P3) = o —1llo 1171 o 1 =D (P,) #D (Ps).

Por outro lado:
D (Py) D (P3) =D (P,P3) = D (P,), pois P,P; = P,.

Ora:

-1 0)(-1 O 1 0
D(PZ)D(PS):( 0 J( 0 _J = [0 _J =D (P)) #D (Py).

Por fim:



D (Pz) D (P]) =D (PzP]) =D (P5), pOiS P2P1 = P5.

Ora:

-1 0)(1 O -1 0
D(Pz)D(P1)=[ J( J=[ J=D(P3)¢D(P5)-
0 1)l0 -1 0 -1

Agora, vamos escolher uma outra possibilidade para as

representacdes D (P) (i = 1,2,3), isto é:

10 -10 -1 0
D(P)= ; D(P)= ; D(P3)= :
0 -1 0 1 0 -1

De maneira andloga ao caso anterior, demonstra-se que:

D (P>) D (Py) =D (Ps) # D (P,Py),
D (P2) D (P;) =D (P4) # D (P2P3).

Tomemos, agora, uma outra alternativa, qual seja:

-1 0 -1 0 1 0
D(P2)=[ 0 _J; D(P1)=( 0 J; D(P3)=(0 _J-

Portanto, com esses valores, € facil ver que:
D (P,) D (P)) =D (Ps) # D (P,Py),

D (P2) D (P;) =D (P4) # D (P,P3),
D (Py) D (P3) =D (Ps) # D (Py) D (P3).



Assim, s6 nos resta uma de trés possibilidades:

-1 0 1 0
D@P,)= 0 1 ou D@P,)= 0 .1 ou

D@ 100
7 lo a)
Procuremos, agora, outras representagdes. Sendo:

(P,)’ = (P5)* = E, entdo:

3 3 1 0
D" (Py)=D"(Ps)=D (E) = :
0 1
Tomemos, portanto:

b
D(P4)=(: dJ.

Existe uma infinidade de solucdes. Vamos, inicialmente,

escolher uma matriz real e unitdria, isto é, ortogonal. Entdo, teremos:

A inversa dessa matriz sera:

| 1 1 d -b) (a ¢
D! () = Cof D, = = .
! detD " (ad-bc)l-c a) \b d

Portanto:
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d =a:— b =Cc:— C =b: a =d
ad—bc > ad-bc > ad-bc >ad—bc

Tomemos:

d . a d 5 d

=a =d(ad—bc) — (ad—bc)? =
ad—bc ad —bc ad—bc

=1+ (ad—bc) =+1.

Se:
ad-bc=+1 - a=de b=-c.
Ou, se:
ad-bc=-1—sa=-deb=rc.
Assim:
D(P4)=( ‘ bj ouD (P,) = (a b].
-b a c -a

Escolhendo:

a b
D(®P,)= (—b aj'

Sendo, ainda:

. a b)Y (10 L
D’ (P,) =1, entdo: b = 0 1 ,coma +b° =1,
- a
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vira:
a b) (a’-3b%a 3a’b-b’) (1 0
b a) (b’-3a’b a’-3ab2>) (0 1)

3a’-b*=0,
bBa’-b)=0—->b=0 ou 3a’=b%

Portanto:

A solugdo b = 0 é descartavel, sendo a representacdo seria
redutivel. Tomemos, portanto, a segunda solugao:

1
3a2=b*=1-a> - 4a’=1 —>a=i§.
3(lj=b2—> botl 3,
4 2

Por outro lado, temos:

a®-3b%a=1 > a@-3bH=1 > a (a2—3 x%j:l,

1 9 8 1
aj——|=1—>a ——|=1 > a=——-.
o)

Finalmente, escolhendo b = —%\/5 , teremos:

1 -ﬁ]

1
D (P,)==
2(\/5 1
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Sendo:

D’ (P5)=((1) ?j,entﬁo D(PQ:%(;/I_ \/5],
3 -1

1
ja que tomamos b = E\/g .

Anteriormente, vimos que D (P,) tem trés possibilidades.

Vamos escolher a seguinte:

10
D(P2)=( . J.

Agora, vamos determinar as outras representacdes restantes,
isto é, D (P;) e D (P,). Sendo:

D (P,) D (P,) =D (P,P,) =D (P,), teremos:
b -1 0 -1 43
a :l \/— —>a=l;b:—l\/§;
c d 0 1 2 1 +/3 -1 2 2
c:—l\/g e d:—l,entﬁo:
2 2

1 -ﬁ}

1
D®)=—
®) 2{-\@ 1

Por fim:

D (P,) D (Ps) = D (P,P;) = D (P,), entéo:
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GG ) - e

CZ%\/E e d=- —, entdo:

1
2
D)=L ! )

CO2W3

Em resumo, uma das representacdes irredutiveis de S; terd o
seguinte quadro (os indices A e B diferenciam as representagdes

unidimensionais):

P, 1 -1 l[ ! _\EJ

-1 0
P, 1 -1 (0 J

1|1 V3
P, 1 -1 5

NEp-

-1 -3
P, 1 1 3[\5 _J
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Exercicio 2.1.3 Encontre:

a) Os geradores do grupo Ss;

b) Uma outra representacdo
irredutivel e bi-dimensional de Ss;

c) Todas as representacoes

irredutiveis do grupo dado pela seguinte tabela de multiplicagao:

QW m

QW mm
@O m» >
>maww
mpP>waan

Exemplo 2.1.2Encontre uma representagdo tridimen-

sional e regular para o grupo alternativo As.

O grupo alternativo Az € formado por:
G, =(123); G, = (312); G; = (231), de modo que é ficil ver que:
G1G2 = Gz; G1G3 = G3; G2G3 = Gl; Glz = Gl; G% = G3 5 G% = G2 .

Agora, usaremos a definicdo de representacdo regular,
isto é:

1, se G, G,=G,

0, nos demais casos.

D {Gn}:{

Portanto [vamos descarregar o indice (3)]:
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Dy (G)=1; D2 (Gy) =0; pois GG, # Gy,
D13 (Gl) =0 5 pOiS G1G3 * Gl,

D5 (Gy) =0 ; pois GG, # Gy; D2y (Gy); = 1; pois GG, = Gy,

D3 (Gy) =0; pois G,G3 # Gy; D3 (Gy) =0; pois GG, # Gs,
D3, (Gy) =0; pois GG, # G3; D33 (Gy) = 1; pois GGz = Gs.

Logo [vamos carregar o indice (3)]:

DY (G,)=

S O =
S = O
— O O

De maneira andloga, demonstra-se que:

0 0 1
DY (G,)=[|1 0 0| e DY (G,)=
010

- O O
(e R
o = O

Exercicio 2.1.4 a) Calcule D (G,) e D (Gj3) do
Exemplo 2.1.2;

b) Encontre uma representacdo 6 —
dimensional regular para S;;

) Encontre representacdes
equivalentes da representacdo regular de A;, para:

1 00 0 10
S;=/0 0 1]e S,={1 1 2|;
010 2 01
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d) Encontre a representacio
regular para o grupo ciclico {E, A, B, C}, onde B = A’: C=A’ E
= A",

Exemplo 2.1.3 Mostre que o conjunto de operadores

lineares {Ogr} definido por:
Orv(X)=y(RX) ; onde X - RX,

forma um grupo. Calcule, entdo, suas representacdes. (Esses operadores

sao chamados de Operadores de Wigner.)

a) Vamos mostrar, inicialmente, que esse conjunto {Og}

forma um grupo.

I) Condicao de fechamento
Seja: Oy [\|/ (i)] =y (RX), entdo:
(OsOR) v (x) = Os[Og ¥ (X)] = Os y(RX) = y[S(RX)]
(OsOr) ¥y (x) = w[(SR)x].
Sendo SR =T, entdo:
(Os0g) v (X) = y(TX) , logo:
OsOg = O1 = Ogg, ¢ um Operador de Wigner!
1) Condicao de Associatividade:
[(OsOr) O1] w(X) = OsOr[y (TX) ] = Os [y (RTX)] =y (SRTX) .

Por outro lado, temos:

(O5) [(OgOp)] ¥ (X) = Og [Og ¥ (TX)] = O5 [w (RTX)] =y (SRTX),
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entao:
(OsOgr) Ot = Os (OrOn).
1II) Elemento Unidade:
Oply ®)]=y E) =y X)=Ey ),
Or=E.
1V) Elemento Inverso
Og-1 [Or ¥ ®)]=0g1 [y Rx)]=y (R RX)=y (Ex)=y (X)=Ey (X) ,
entao:
0, Oy =E — O, =[Og]™".

b) Agora, vamos mostrar que as matrizes definidas por:

Op v; ®=v, (Ri)=§l D, (R)y, ® (=1.2..0),
sdo representacdes do grupo {Og}.
Calculemos:

n
OSOR Vi (X):OS Vi (RX)=OS W]Elei (R)\Vj (x)=
n _ . n n _
=J§1 Dji (R) OS \VJ (x)zjngji (R) kEIij (S) Vi (x)=
:_],IZ<:=1DJ1 (R) Dk] (S) Vi (;():kz;l Dk] (S)DJI (R) Vi (;()Z

=k§:1 [Ds)D®]; v, ).
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Por outro lado, temos:
O4Oy v; (X) =Ogg y; (X) Zkzzll D (SR),; vy (X)-
Assim:

L [DS)D R v ®) = X D SR, v, (D).

k=1

Entdo:

D (S) D (R) =D (SR).

Exemplo 2.1.4 Seja {R} = {R}, Ry, R3, Ry} 0 grupo de
rotacdes do plano (x—y) em torno do eixo dos z, através dos angulos
0°, 90°, 180° e 270°, no sentido anti-hordrio. Seja {y, (X)} o conjunto
dos Operadores de Wigner definido por:

Op, V0 =y[R, x.y)]=vy x.y)=v,,
Op, V(.1 =V [R, x.y)]=v (y.x)=v,,
O, v (. y) =y [Ry x,y)]=v (-x-y) =y,
Og, V(.Y =v[R, xy)]=v (y.0) =y,.

Calcule as representacdes de {R}.

a) Tomemos o elemento R;. Entdo:

4
OR] Y =_]§1 Djl (Rl)\vj - ORl V(Y=Y XY)=Vy,.

Assim:



19

V; =D R W +Dy R) W, + Dy (R)ws +Dyy (R,
Portanto:
D, R)=1;D,; (R))=D; (R))=D,, =0.

Por outro lado, temos:
4
Og, V2 =X Dj R); = Og, ¥ (%) =y () =V,

Yy =D Ry +Dy5 R) Wy + D3y (R) w3 +Dys (R yy.
Portanto:
D22 R)=1;Dy2(R))=Ds32(Ry) =D4 (Ry) =0.
Analogamente, demonstra-se que:
D33 R)=1;D13(R)=D23(R))=Ds3(Ry)=0.
Dss (R =1;D14(R)) =Dy 4 (Ry)=D34(Ry) =0.

Assim [carregando o indice (4)]:

DY (R)) =

S o o =
S o = O
o = O O

b) Agora, tomemos o elemento R,. Entao:

4
Og, ¥, = §1 D Ry, = Op, v(X,Y) =y (¥, X)=V,.

i
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Assim:
Vs =Dy (Ry) yy + Dy (Ry) wy + D3 (Ry) w3 + Dy (Ry) vy
Portanto:
D, (R,)=D;, (Ry) =Dy, (Ry)=0;D,, (Ry)=1.

Por outro lado, temos:
4
OR2 Y, = jgl Djz (R,) v = OR2 Y (¥,-X) = (-X,-y) = 5.

Assim:

V; =D, (Ry) y; + Dy, (Ry) wy +D5, (Ry)) w3+ Dy, (Ry) vy
Portanto:
D;,(Ry)=1;D12(Ry) =Dy, (Ry) =D4» (Ry) =0.

Analogamente, demonstra-se que, sendo:

4
O, V3 =0g, V(X,-y) =y, = j§1 Dj; (Ry) v;

4
OR2 Yy = OR2 \}I(-}’,X) = (an) =y, = ‘Zl Dj4 (Rz) Y,

entao:
Ds3(Ry)=1;D13(Ry)=D;3(Ry) =D33(Ry) =0,
Di4(Ry) =1;D34(Ry) =D34(Ry) =Dy 4 (Ry) =0.

Portanto [carregando o indice (4)]:
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D(4) (R2 )=

S O©O = O
i = )
- o O O
S O O =

Exercicio 2.1.5 a) Encontre D (R;3) e D (Ry) do Exemplo
2.1.4;

b) Mostre que o operador H para um

potencial Coulombiano € invariante por uma reflexdo em torno da
origem;

c) Mostre que {Og} e {R} sdo
Homeomorficos.

2.2 Teoremas Fundamentais Sobre Representacoes de
Grupos

Teorema 2.2.1 Cada representacdo matricial D {G} de
um grupo G € equivalente a uma representagdo unitdria. (Cf. Exercicio
2.1.2.a).

Teorema 2.2.2 Uma matriz A que comuta com cada
matriz D{R} de uma representa¢do irredutivel de um grupo G ¢é

multipla da matriz unidade, isto é: A = A E.
Demonstracio:

Por hipétese, temos que:

AD®R)=D®R)A,VRe G.

Assim:
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[AD®R)" = [D®R)Al"

D" (R)A"=A"D" (R).
Pelo Teorema 2.2.1, D (R) € unitéria, entdo:

D*(R)=D"' (R).

Portanto:
D' (R)A*=A*"D"' (R).

Por outro lado, segundo a Definicao 2.1.1.b, temos:

D' (R)=D R™.

Chamando R™ = S, vird:

D (S)A"=A"D (S).

Assim, V T € G, teremos:

D(T)A=AD(T),
D (T)A"=A"D (T).
Da teoria das matrizes sabe-se que toda matriz pode ser
sempre decomposta em duas matrizes Hermitianas, isto é:
A=A, +iA_, onde:

A, =%(A+A+)=Ai : A_=%(A—A+)=At.
1

Portanto:
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D(T)A, =D(T) % (A+A+)=% D(T) A+% D(T) A+=%A D (T)+

1 _1 _
+2 AT D(T)=2 (A+AT)D(T) — D(T) A, =A D(T).

Por outro lado:
D(MA_=DM-L Aa-aH)=LbpmMma-LbpmMma+r=_LaDT)-
21 21 21 21

—% AT D (T)=% (A—A+)D(T) = D(T)A_=A_ D(T).

Portanto, € suficiente considerar A como uma matriz Hermitiana. Seja

H essa matriz, entdo:

D@R)H=HD (R),

onde:

D (R)D'(R)=E; H=H".

Se H é Hermitiana, pelo Teorema Espectral da Algebra
Linear, existe uma matriz unitdria U que a diagonaliza, ou seja:

H,=UHU"".
Facamos, entdo, D (R)=UD (R) U-1, portanto:
D (R) Hp=UDR)U-1UHU-1=UDR)HU-I=UHD (R)-1=
=UHU- UD(R)U-'=Hp D (R),

ou seja:

D (R)H, =H, D (R).
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Tomando-se Hy, ={A;;9;,}, vird:

D;; (R)A;;=h; D;; (R) = D, (R)(h;—L;)=0.

il

Se: kiiikjj’ - BIJ(R)=0, VReG.

Entio, D(R) é redutivel o que contraria a hiptese do teorema.

Assim:

A, =X E e A_=A_E.
Portanto:

A=A, +HA_=A, E+iA_ E=(A,+iA_)E — C.Q.D.

Teorema 2.2.3 - Lema de Schur. Se {D (R)} de
dimensdo m e {D’ (R)} de dimensdo n, sdo representacdes de um

grupo G e A € uma matriz m x n tal que:
D((R)A =AD'(R),
entao:

a) Se m =n, logo A = 0 ou ndo-singular (det A # 0), e neste caso

D (R) e D'(R) sdo representagdes equivalentes;
b) Se m #n, logo A é uma matriz nula.

Demonstracao:

Por hipétese, temos que:

D(R)A=AD'(R),

ou:
[D®RAJ" =[ADR)]} — A+D+(R)=D"* (R)A+.



Sendo D" (R) uma matriz unitéria (Teorema 2.2.1), temos:
D* (R)=D" (R), entdo:
A" D' (R)=D" (R)A".
Pela Defini¢do 2.1.1.b, temos: D' (R)=D (R™).
Chamando-se D (R')=D(S), vira:
A"D(S)=D'(S)A".
Portanto, VT € G, temos:

D(T)A=AD'(T)

A"D(T) =D'(T) A" (multiplicando por A)
AA*D(T)=AD'(T)A*=D(T) A A*.
Ora, se A A* comuta com D(T), pelo Teorema 2.2.2, vira:
AA"=)\E.
(a) Se m = n, entdo A é uma matriz quadrada, logo:
det (A A") =det LE) =",

det A.det A* =A" — (det A)* =A™

a.l) Se A # 0, entdo det A # 0, logo existe A, portanto:
D(MA=AD(T)> AD(THA=A"AD(T) >

D’ (T) = A"'D (T) A, isto é, D(T) e D’(T) sdo equivalentes.

25
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all) SeA=0,entdio AA*=0— % Ay Aﬁj =0,
ou % Ay A*jk =0.
Tomando-se i = j, vira: % Ay A =0
%|Aik|2= 0> Ap=0,Vik.
(b) Se m # n, entdo A € uma matriz retangular. Tomando-se m < n,

entdo podemos construir uma outra matriz B (n X n), a partir de A e
completando com (n — m) colunas de zeros. Assim:

a1 a2 .. Ay ar; a2 .. Ay 0...0
A= dy; A dom | € B.T. -a_.-z-l--"a_.-z-z_ -------- _a-z-l_r-l"-p L0
dpp  ap2 4pm dp1  ap2 4pm 0..0

E facil ver que: AA*=BB". Entdo, sendo AA* =L E — detA detA* =
det B detB* = 0, pois det B = 0, entdo:

det Adet A*=A"=0 ->A=0 — C.Q.D.
Teorema 2.2.4 - Teorema da Ortogonalidade. Seja um

grupo G que contém g elementos, e seja D® (R) (V R ¢ G)
representacdes unitarias e irredutiveis de G. Entdo:

% Di.. ¥ ([R) D" (R*)=§ Di. ¥ (R) D¥," (R) =

=L
oy

Y 81j 8em >
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onde n, representa a dimensionalidade da representacdo.

Demonstracao:

Como podemos multiplicar matrizes quadradas de ordens

diferentes, vamos, portanto, construir a seguinte matriz:
A=Y D"R) B D'™(R),
R
onde B € uma matriz (L x V) arbitrdria. Multiplicando-se a matriz A
definida acima, pela esquerda, por D *(S), vira:

D(H)(S)A =3 D(H) (S) D(P—) (R) B D+(V) (R) .
R

Por hipétese, D sdo representagdes unitdrias, entdo:
D'V ®R)=D""[®R) e D' (S) DY (S) = E.

Por outro lado, segundo a Definicdo 2.1.1.b, temos

D™ (S) = D(S7),

entao:
D(H)(S) A=Y D(H)(S) D(P—)(R) B D(V)(R—l) )
R
sendo:
DY(™ . DY(S) =DY(S'S) = DY(E) = E,
logo:

D¥(S) A=Y D" (S) D¥(R) B DYRHDY(SHDY(S) .
R

Usando-se a Definicao 2.1.1.a, vira:

D"(S) A=Y D®SR)BDY (R S DY(S).
R
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Ora,
R'S™! = (SR), entdo:

D™(S) A= % D"(SR) B D™ [(SR)']1 DY (S).

Sendo, ainda, segundo a Defini¢do 2.1.1.b,
D'R)=D®R") e D'(R)=D"'(R), entio:
D"(S) A=Y D®™SR)BD*™ (SR)DY (S) .
R

Pelo Teorema do Rearranjamento (Teorema 1.3.1), temos:

> D®SR)BD*™ (SR) = ¥ D®[R)B D " (R).
R R
Portanto:
D™(S) A = (z D W(R)B DV (R)j DY (S).
R

Entio, D®(S) A=A D"(S), devido a definicio de A.

Agora, para demonstrar a tese do teorema, vamos usar o Lema de
Schur (Teorema 2.2.3).

a) Se D™(S) e DY(S) sdo ndo-equivalentes (1 # V), entio

A =0, logo:

Am=X leif“)(R> Bip Dpm (R) = 0.
]

Como B é arbitrario, vamos escolher Bip =1,eo0s demais
elementos nulos, entdo:
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> D’(R) Di"(R) = 0.
R
b)Se D™(R) e DY(R) sio equivalentes (1 = V), entdo:

A=A E— Aim=x8im=§ % ij”(R) B, D;"(R).
Js

Como B € arbitrario, vamos escolher Bjp = 1 e os demais
elementos nulos, entdo:

A&m = X DI(R) D;M(R),
R 1j 'm

Colocando-se 1 = m e somando-se os dois lados dessa equagdo

parai=12,..ny, vird:

ny ny
S 3 DR DEP®R) = 3 Adi=mh

R i=l i=1

Por outro lado, temos:

I'IM nM B
> > DP®R) DY ®R) =X ¥ DPRDLWR)=
R R i=l

-
—

nu B nu _
=» » D®) DR =% ¥ DFRHDF(R)=
R i=l R i=l

=2 D" R DY ®)ly = DY RR)lpj=
R R

= gD(“) (E)pj = gBp; .
Assim:

nM7\,=g6Pj—>7\,=ni S,gj,
0
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> DMR) DIMR) = 28,8 .
R IlH

Agora, juntando-se os resultados dos itens a) e b), teremos:

% Di(ju)(R) D/ (R) = niSW Jip Oim - C.Q.D.
u

2.2.1 Interpretacio Geométrica do Teorema da
Ortogonalidade

O Teorema da Ortogonalidade (Teorema 2.2.4) nos
mostra que se tomarmos as representacdes como ‘“‘vetores” de um
espaco vetorial de dimensdo g, tais vetores sdo “Ortogonais” nesse
espaco (espaco de elemento do grupo). Esses vetores sdo
representados por trés indices: W, {indice da dimensdao da
representacdo, e i e j, indices de linha e de coluna da representacio
propriamente dita. Os “eixos” desse espaco vetorial sdo representados
pelos elementos componentes do grupo R = {E,A,,...,A.}.Portanto, tais
“vetores” sdo denotados por { Di(j“) (R)}, onde R representa o indice de
“componentes” desses “vetores”. Quantos desses vetores existem? Uma
representacio D™ de dimensionalidade ny € constituida de matrizes
(ny x ny), portanto, contém nﬁdesses “vetores”. Assim, 0 numero

total deles, vale:

2

2 2 2 N
n +n +n3 +...= Y n,”
p=l

onde essa soma se estende a todas as representagdes irredutiveis nao-
equivalentes. Ora, na teoria dos espagos vetoriais demonstra-se que o
nimero de vetores ortogonais ndo excede a dimensdo do espago,

entao:
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=
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Exercicio 2.2.1 Demonstre a Relacao de Completeza para as
representacdes de um dado grupo:

N n
) / DY (R) / DV (R') = Bgg
v= 1 i,j= 1

2.3 Carateres das Representacoes

Definicao 2.3.1 O traco de uma representa¢do matricial

Di(ju ) (R) é chamado de carater de R e denotado por:
X" ®) = r DR)= ¥ DI (R)
i

Da defini¢do acima, resultam as seguintes conseqiiéncias:

a) Duas representacdes equivalentes do mesmo grupo tém os
mesmos carateres, ji que o traco de duas matrizes equivalentes sio
iguais;

b) O carater da representacdo do elemento unitdrio E do grupo é

igual a dimensionalidade da representacdo, pois a matriz correspon-
dente a E € a matriz unitaria;

¢) Todos os elementos de uma dada classe de um grupo t€ém o
mesmo cardter, pois que se A é um elemento de uma classe, o outro

-1 . R L
tem a forma XAX ~ e as correspondentes matrizes tém tracos iguais.

Exemplo 2.3.1 Calcule os carateres do grupo Ss.
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Usando-se a Defini¢do 2.3.1 e o resultado do Exemplo 2.1.1,

¢ f4cil construir a seguinte tabela de caracteres do grupo Ss.

CLASSE X x? X®  ELEMENTOS

Ci 1 1 2 E
3C; 1 -1 0 Py, P2, P3,
2C3 1 +1 -1 P4, P5

Teorema 2.3.1 Os cardteres das representacdes irredutiveis de
um grupo formam um conjunto vetores ortogonais no espago de

elemento de grupo.
Demonstracao:

Vamos partir do Teorema da Ortogonalidade (Teorema

2.2.4):
Y D;W®R) DIYR) = £-8,, Sim Sp.
R np
Facamos i = j e m = P e somemos sobre esses indices,
assim:

YYEDP®R)DH R)=E-5 T Y5 5,
R i ¢ n, weE T or

Usando-se a defini¢ao de carater (Definicdo 2.3.1), vird

% XPR) XTVR) =28, XEp).
R I'l}/l i,/

Sendo:
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> (&p)2 =ny , teremos:
i,0

> X®WR)XHY (R) =gdyy .
R

Porém:

X" R) = X' R), logo:
> XWR)XVR) = gdu
R

Contudo, se Cx representa o nimero de elementos em uma
classe Cy e S € o nimero de classes, entdo:

S
El XW(CHXM(C e =g, =

S e T 3
—kZ:ll ‘/? X (Ck)‘/? X*(v) (C)=8,,

2.3.1 Interpretacio Geométrica do Teorema da

C.QD.

Ortogonalidade dos Carateres de um Grupo

O Teorema 2.3.1 nos mostra que se considerarmos os
cardteres das representacdes irredutiveis de um grupo como sendo
“vetores” de um espago S-dimensional, tais vetores sdo “ortogonais”.
Pela Teoria dos Espacos Vetoriais, o nimero desses ‘“vetores” nao

excede a dimensdo do espaco, ou seja: n < S.

Teorema 2.3.2 Para um grupo finito, temos:
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a) X nﬁ:g,

b) N = S, isto é, o nimero de representacdes irredutiveis do
grupo € igual ao nimero de classes.

Demonstracio:
Parte a:
Segundo a Definicdo 2.1.4.c, temos:
DR) = Ya, DV R).
v

Usando-se a defini¢do de cardter de um grupo (Defini¢do 2.3.1)

vira:
Xi(Ch=2a X~(V)(C ).
j (k " v Nj k

Multiplicando-se ambos 0s membros da equagdo acima

por Xjf(“)(Ck) Cy , € somando-se em kK, teremos:
%XJ— COX; M (Cpe =2 % a,X; V(€)X M) ey
A%

Usando-se o resultado do Teorema 2.3.1, resulta:

% X (Ck)Xj*(u) (Cy)ex =2 gdyy ay =gay, ,
A%

1 :
= XX (COX; W e =

a,, = —
"og

%X(R)X*W(R)

1
g
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Para demonstrar o proposto no item a) do Teorema em
questdo, vamos considerar as representacdes regulares do grupo, sem,
contudo, com isso, perdermos a generalidade. As representacdes

regulares sdo definidas por:

1,SGGHGj:Gi,

(reg) _
D.."%(G,) =
Y H {O, nos demais casos.

Da defini¢do acima, vé-se que:
D{*®(Gy) = 1, para Gy = E, pois: EG; = G; . Entio:
X"™E) =g ; X"®R)=0, para R #E.
Portanto, a expressdo para ay deduzida anteriormente, tomard a

seguinte forma:

n

a, =~ TXRXY®) = ~ FXURXYR) =
g R R

1
g
— 1 X*(u) E —
= g g (E)—> a, =n,
Por outro lado, temos:
&mp%%me,

entao:

N
Xj(reg) (R) — uz_l ay XJ(H-)(R) .
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Porém: ay =ny, e Xj(reg)(R) =g, se R=E, logo:

N () 3
g= Zapxj (E) =X auny ,
n=1 u=l1

e=Y n,|. C.QD.
u=1

Exercicio 2.3.1. Demonstre:
a) O item b) do Teorema 2.3.2;

b) O Teorema da Completeza:

N *
u§1 XM (Cp) Afe, XV (Cy) Afep =g 8y

#(
) \/CZX(“)(C/@) ,/C—kX V)(Ck) = Oy »
wye £

onde N é o niimero de elementos na classe cx de uma representacio

ou:

irredutivel de um dado grupo;

0) Nj XM (CHN XW (C) = £, ZCjye, N, X (Cy) .

Exemplo 2.3.2 Estude a decomposicdo em representagdes
irredutiveis do grupo S..

Os elementos do grupo S; sdo: E, Py, P,, P;, P, e Ps. Entdo,
sendo:
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N

g=X nﬁ, logo: 6 =17+ 1> + 2%,
n=1

o que significa dizer que o grupo S; tem apenas duas representacdes

irredutiveis de dimensdo 1 e apenas uma de dimensdo 2. Portanto,

qualquer representacio de dimensdo 3 serd redutivel. Calculemos uma

dessas representacdes.

1 2 3
a) Elemento E = .
1 2

3

1 00
DE)=|0 1 0],
00 1

1 23
b) Elemento Plz(z ] 3].

Como essa permutagdo troca o primeiro elemento pelo segundo

e deixa o terceiro irredutivel, vira:

Aa+Bb+Cc=b A=C=0;:B=D=1=1;
Da+Eb+Fc=a;—
Ga+Hb+Ic=c E=F=G=H=0.

entao:
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D (P)=

o = O
(=
- o O

1 23
c) Elemento PZ:(I 3 2}.

E facil ver que:

a a 1 0 O0)fa a
D®)|b|=|c|—=1]0 0 1|b|=|c],
C b 0 1 0)lc b
entao:
1 0 0
D®P)={0 0 1
01 0

1 23
d) Elemento P3=(3 5 J.

E ficil ver que:

a C 0 0 1\(a C
D®;)|b|=|b|—=|{0 1 0|/ b|=|b],entdo:
C a 1 0 0)\c a

S O

00
DP)=[0 1
10
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e) Elemento P, = (3 3) .

E facil ver que:

a C 0 0 I\fa C
D®P))|b|=la|—>|1 0 O|/b|=|a|—>D®Py)=
c b 010 b
1 2 3
Elemento P: =
K : (2 3

E facil ver que:

a b 0 1 a b
D®s)|b|=|c|—=]0 0 1|b|=lc|—=D(®Ps)=
c a 1 0 0/lc a

Portanto, a tabela de cardteres dessa representacao sera:

CLASSE ELEMENTOS
G E
3C, Py, Py, P5
2C; P4, Ps

Essa tabela de cardteres nos permite descrever que:
D®R)=2a, DY®),
v

ou:

1
a, =—
4

£ X, (COX, (€ e,

S = W K

- O O

o

[

[
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Portanto:

1 *, *, 3k,
a, :g[X (CHXM(C) e, + X(CHX™(C,) ¢, +X(CHX(C,) c5]=

:% [BxIx1 +1x1x3 + 0x1x2] =1,

2, ==X COX(C) e, + X(CXV(C,) e, + X (COX(C) ;1=

=é [3x1x1 +1x(=1)x3 + 0x1x2]=0,

a, :E[X (C)HX (3)(C1) ¢, + X(C)X (3)(Cz) ¢, +X (C)X (3)(C3) G l=

=é [Bx2x1 +1x0x3 + Ox(-1)x2]=1.

Portanto: D= Dil) @ D(23) .

Exercicio 2.3.2 Estude a decomposicdo das representacdes
irredutiveis de wuma representagdo 6-
dimensional regular do grupo S;.

Exemplo 2.3.3 Verifique as relacdes de ortogonalidade e de
completeza para os caracteres das

representacdes irredutiveis do grupo Ss.

As relagdes de ortogonalidade e de completeza dos

caracteres de um grupo sio dadas, respectivamente, por:
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S
% x (1) (Ck)X*(V) (Cy) e, =28y, (Teorema 2.3.1)

N /
¢ X €0 xw) (€,). | x W) (C,)=8,,. (Exercicio?2.3.1.b)
=ty g g

A tabela dos cardteres de S; € dada por (cf. Exemplo 2.3.1):

CLASSE ELEMENTOS X X? X®
C, E 1 1 2
3C, P, P, P, 1 -1 0
2C; P4, Ps 1 1 -1

a) Relacgoes de Ortogonalidade
XPCHXM(C) ¢, + XD (CHXP(C,) ¢, +XV (CHX(Cy) ¢,y =
=1x1x1 +1x1x3 + IxXIx2=6=g}9, =g,

XO(CHXP(C) ¢, + X (CHXP(C,) c,+X P (C,)X P (C,) c,=

=1x1Ix1 +1x(=1)x3 + IxIx2=1-3+2=0=g9,, =0,
XPCHX(C) ¢, + XV (CHX(C,) ¢, +X (CHX(C,) ¢y=
=1x2x1 +1x0x3 + 1x(-1)x2=24+0-2=0=g3,, =0.

Como:

x (1) Cp)= X*(”)(Ck) , portanto, as demais relacdoes de
ortogonalidade sdo idénticas a essas demonstradas acima.
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b) Relacoes de Completeza

\/g X(l) (Cl) \/0_7l X*(l)(Cl)+ \/0_71 X(Z) (Cl) \/g X*(Z)(Cl)+
g g g g
+ i~ X% (C,) < X'(C,) = 1><1><1+1><1><1+2><2><1 125, =1,
g g 6 6 6
\/g X(l) (Cl) \/g X*(l) (Cz) + \/C_71 X(Z) (Cl) \/5 X*(2>(C2)+
g g g g
+ X)) 22 X)) :\ﬁ x1x \E x1 + \Fxlx \E x(-1) +
g g 6 6 6 6
+\ﬁ x2 + \E x0=
,/El XM (C)) ,/; *<1>(c3)+,/ X@ <Cl>,/ X*2)(C3) +
\fx@)(c )\/z X(C, ):\ﬁ X (+1)x \f \/7><1><
x\/: ><1+\/7 X 2 X \/7 X (- 1)_—2 —2-&=0=8”,
6 6 6

3
o 0T

_
> |&

@)
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\/g X(l) (Cz) \/g X*(l)(c3) + \/5 X(2) (Cz) \/§ X*(Z) (Cs) +
g g g g
+\/§X(”(C2)\/§X*(3)(C3):\E X (+1) X\P x(+1)+\/§x(-l)x
g g 6 6 6
x\ﬁ x1+\ﬁ x 0 x \E $(-1):£-£+0:0:623,
6 6 6 6 6
\/g X (C,) \/g X*“)(Cz) + \/g X (C,) \/g X' (C,) +
8 8 8 8
+\/§ X‘”(Cz)\/gX*‘”(Cz) :\E x 1% \P x1 + \/?x(—l)x
g g 6 6 6
><\/E x(=1) + \/E x 0 x \/5 X 0:§+§:1:622,
6 6 6 6 6

\/gx(l) (C';) \/EX*(I)(C3)+\/£X(2) (C3) \/QX*(Z)(C3)+
g g g ¢
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+ 2 X9C,) C—3X*(3>(C3)=\/§xlx\/§xl+ /% xlx\/§x1+
o g 6 6 6 6
2 2 2 2 2

+ = x(-D)x [= x(-1)= =+=+==1=9,.,.

\/; (-1 \/; -D PRI 33

Como:

x (1) Cp = X*(“)(Ck) , portanto, as demais relacdes de
completeza sdo idénticas a essas demonstradas acima.

Exercicio 2.3.3 Verifique as relacdes de ortogonalidade e
de completeza para as representacdes irredutiveis do grupo Ss.

Exemplo 2.3.4 Construa a tabela de cariteres do grupo
alternativo A,.

Primeiro, vamos construir os elementos do grupo Ay, que
¢ formado pelas permutacdes pares de 4 elementos. O nimero (N ) de
elementos desse grupo é dado por:

|
N=—=2=]2,
2

assim constituidos:
I=1234;A=1234;B=1234;
1 2 3 4 21 4 3 341 2

C:1234;D:1234;E:1234;
4 3 21 1 3 4 2 1 4 2 3
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1 2
34;G:1234;H:1234;
2 4 31 2 31 4 32 41
1 2 3 4
;K=1234;L=1234.
31 2 4 4 21 3 4 1 3 2

Para calcular a tabela de cardteres desse grupo A, sem

construir as representacdes do mesmo, teremos de calcular
primeiramente as classes equivalentes dos elementos do grupo. Para
1sso, vamos seguir o que foi feito no Exemplo 2.3.3. Assim, depois de

um célculo simples, porém longo, mostra-se que:

Cl = {I} 9C2 = {A9B9C} 9C3 = {D’F’J’K} 9C4 = {E9G’H9L}

Sendo o numero de representagdes irredutiveis igual ao

nimero de classes entdo, o grupo A, terd as seguintes representacgoes:

D(l) , D(2) , D(3) e D(4),

sendo X"; x® ; X% e X(4), os cardteres correspondentes.
Como as dimensionalidades das representacdes satisfazem a

condicao:

entdo, o Unico conjunto de nimeros inteiros n, que satisfaz a relagio

acima é dado por:
P+17+1° +3° =12,

ou seja:
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n=mp=n=1eny=3.

Portanto, existem trés representacdes irredutiveis de

dimensao 1 e uma de dimensao 3. Como C,; = {I}, entdo:
XP(C)=X?@C)=x?Cy=1exX?C, =3.

Por outro lado, existe uma representagdo trivial
representada pelo nimero 1 para qualquer grupo, entio X" =1,
para todo C; (i = 1,2,3,4). Assim, os primeiros carateres do grupo Ay

sdo apresentados na tabela abaixo:

CLASSE  x"  x? x® X
Cl 1 1 1 3
3C, 1
4C; 1
4C, 1

Determinemos, agora, os demais cardteres do grupo em
questdo. Para isto, usemos o conceito de ordem de um elemento de um
grupo. Assim, segundo a Defini¢do 2.3.1, dado um elemento g de um

grupo, temos:

g"=1 (m=ordem).

Pela defini¢do de representacao (Defini¢do 2.1.1) vira:
[D(g)]™ =1, onde 1 é a matriz unidade.

Da Teoria dos Espacos Vetoriais, sabe-se que existe
sempre uma transformacgdo de similaridade que diagonaliza uma dada

matriz. Entdo:
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. 0 ..0 1 0 0..0
A" 0 | |0 1 0.0
0 0 A™ 0 0 O0..1

Da expressdo acima, vé-se que Ay, auto-valores de D(g), sdo
todos m-raizes da unidade. Assim:

X(® =TrD(@)= X k.

Para determinarmos os caracteres que faltam na tabela

anterior, precisamos conhecer a ordem das classes C;, C,, C; e C,.
Pela Defini¢do 2.3.1, vé-se que:

C={I} -» I'=1, logo C, é de ordem 1,

C,={AB,C} > A’=

2 1 2 3 41 2 3 4 1 2 3 4
=A"=AA = = :I,

21 4 3\2 1 4 3 1 2 3 4

5 1 2 3 41 2 3 4 1 2 3 4
B =BB = = =1,

341 23 41 2 1 2 3 4

) 2 3 4\1 2 3 4 1 2 3 4
c*=CC= = =1,

31 2[4 3 2 1 1 2 3 4

entdo, a ordem de C, € 2.
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De maneira andloga, mostra-se que C3 e C4 s@o ambas de
ordem 3. Tais ordens permitem que se escreva as seguintes
expressoes:

X? (Cy) 0u X® (Cy) = 1 =10u-1,

X? (C3) ou X (Cy) = Y1 =1 0uwoua,

X? (€ ouX®(Cy=31=10uwoua,
onde ® = exp(2m i/3).

Para determinarmos esses cardteres, vamos usar a

condi¢do de ortogonalidade entre eles (Teorema 2.3.1):

SN W)
kz—:1 X (Cy) X*F 7 (Cy) ek = gopy -

Facamos, por hipétese, X (C3) = m e X' (Cy) = o,

entdo:
X@(C)) X¥V(Cp) e +XP(Cy) X*V(Cy) cr+
+XP(Cy) X*V(C3) 03+ X? (Cy) XV (Cy) c4=g 8, =0,
IXIX1+XP(C)X1X3+0X1x4+0’x1Xx4=0,
1+3X%(Cy) +4w+40’ =0.

Sendo:

o = exp(2mi/3) = % = cos 120° + i sen 120° = —%+i@,

o’ = exp(4i/3) = e = cos 240° + i sen 240° = —%—i@ .
Entao:
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1 V3 1 43

3XP(C) =4 (0+0)-1=-4(——+i— ———i—)-1=3,
(&) ( ) (=¥t =5 71)

XP (@) =1 ¢ XP () =0, X? (Cy) =0,
De maneira andloga, temos:
X (Cy) X¥V(C)) ¢ + XD (Cy) XV (Cy) cr+
+XP(Cy) . XY (C3) ¢35 + X (Cy) XV (Cy) cy=g 83 =0.

Facamos, por hipétese, X (C;) = o° e X (Cy) = o,
entao:

IxIx1 + XD (Cy) x1x3 + 0 x1x4 + @’ x1x4 =0,

Entdo, de maneira anédloga ao caso anterior, vir4:

XV (Cy) =1:X7 (Cy) =0 ; XV (Cy) = 0.

Assim, em vista dos resultados obtidos, a tabela de
carateres de A4, tomard o seguinte aspecto:

CLASSE X" X®@ X X%
C, 1 1 1 3
3C, 1 1 1
4C,4 1 ® g
4C, 1 0 g ©

Resta, por fim, determinar xX@ (Cy), xXW (G e xX@ (Cy),
os quais chamaremos, respectivamente, X, Y e Z. Assim, usando-se a

condi¢do de ortogonalidade entre os caracteres (Teorema 2.3.1), viré:
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X € x+(€) e + XD () XV (Cy) er+
+ XD €y XV (C3) 3+ XD (Cy) X (C) ca=g 8ur =0,
3X1X1 + XXI1X3 + Yx1x4 + Zx1x4 =0,
3+43X+4Y +47Z=0, (o)
XY € X+ (€ e+ X9 (€ XD (Cp eat
X9 (Cy) . X (C3) c3+ XP (Cp) X¥P (Cpca=g8in=0,
3x1IX1 + XXIX3 + YX 0* x4 + Zx(coz)* x4 =0.

Sendo: 0* = [exp(27i/3)]* = exp(—2mi/3) = cos 120° —i sen 120° =

Assim:

343X +4Y @ +4Z0=0. ®)
X? €y xx (€ ¢ +XP () X (Cr) er
+ XD () X (C3) ¢34+ XD (Cy) X¥P (C) ey =0,

3XIX1 + XX1x3 + Y><(0)2)* X4 + Zx0*x4 = 0,
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343X +4Y 0+4Z @' =0. )
A solugio do sistema de equagdes (), (B) e (Y), fornece:
X=-1;Y=Z=0.

Assim, a tabela final de carateres de A4 sera:

CLASSE  x x? X x@
C, 1 1 1 3
3C, 1 1 1 -1
4C; 1 ()] o’
4C4 1 W’ 0] 0

Exercicio 2.3.4 Encontre as classes do grupo A4 utilizando o
Exemplo 2.3.4.

2.4 Produto Direto de Representacoes

Definicio 2.4.1 Chama-se Produto Direto de uma
matriz A(m; X mp) com uma matriz B(n; X np) a uma matriz

C(mjn; x mpny), tal que (Mariot, 1962):
C=A® B; ij;kg=Ajkqu .
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Exemplo 2.4.1 Efetue o Produto Direto entre as matrizes
A(2x3) e B(3x2).

ajbry apbpy apbyp apbip a;gb; apbp
aybyr apbay apba; apbyp apby apban
apbz; apbsy apbs; apbs apby apbsy
aziby azbiy anbyp axnbiy axpb; axpbp

asiby azbyy anpby; azxby axby axby

asbs; anbzy axnbsz; asnbsy axbz axbsz

Ciz11 €112 Cr;21 Cr122 €131 €32
C12;11 €12;12 C12;21 C12;22 €12;31 Cr12;32
C13;11 €13;12 C13;21 C13;22 €331 €31;32
Co1:11 C21;12 C21;21 C21;22 €21;31 C21:32

C22:11 €22;12 €22:21 €22;22 €22:31 €22:32

C23:11 €23;12 €23:21 €23;22 €23:31 €23;32
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Exercicio 2.4.1 Demonstre que:

a) O produto direto € associativo, isto é:
A®BR®C)=(A®B)®C;

b) O produto direto ndo é comutativo, isto é:

A®B # B®A.

Teorema 2.4.1 Sejam A; e A, duas matrizes (mxm) e Bj e
B, duas matrizes (nxn), entéo:

(A1 ®B)) . (A2®By) =(A1.Ay) ® (B;.By).
Demonstracao:

Partamos da defini¢do de produto usual de matrizes:

Assim:
%B (A1 ®BDip.ap (A2 ®B2) gp kg =
= %}(Al)ja(Bl)pB(Az)ak(Bz)Bq = (Definigao2.4.1)
= %(Al)ja(AZ)ak (By),5(B2 )y, =
=(A1-As)y (By.By),, =[(A1. A2)® (B . By )], 1y C.Q.D.

Corolario 2.4.1 Se A e B sdo duas matrizes quadradas
regulares, de dimensdo m e n, respectivamente, entio:

(A®B)(A~'®B1)=(aAr"')®(BB!)=E,, ®E, =E,,
(E = Matriz Unitaria).

Portanto, (A ® B) é também regular e sua inversa é dada por:
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(A®B)'=A1®B

Exercicio 2.4.2
a) Verifique que:

(A®B)" =A* ® B*;

b) Partindo do resultado anterior, demonstre que se Ue V
sdo matrizes unitarias, entdo U ® V também € unitaria.

Teorema 2.4.2 O produto direto de duas representacdes é
também uma representagao.

Demonstracao:

Sejam D* (R) e DV R duas representacdes respectivas dos
grupos G* e GY. Pela definicio de representagio (Definicio 2.1.1),

temos:
DW(RS)=D®(R)DM(S),
e
DIV(RS)=DM(R) DV)(s).
Seja o seguinte produto direto:
Dl xv)(R)=pM(R)® DY(R).
entio:

D®XV)(R).DMxV) (S):[D(M) (R)®DM™ (R)} ) [D(u) (S)®D™) (s)}:
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=[D(“) (R)YD®W (S)}@[D(V) (R)®D™) (S)}z (Teorema 2.4.1)

=[D(”) (RS)}@[D(V) (RS)] (Definicao 2.1.1)

Assim:

Dmxv)(R). Dxv)(S)=DWxV)(RS) . C.QD.

Exercicio 2.4.3  Demonstre que:
a) DY (R) ®D"(R) =D (R) ® D" (R) ;

b) Se D for uma representacdo (Ir) redutivel, entdo a matriz
adjunta D=D"! e D', também serdo. (Obs: o ~ significa

transposta.)

Teorema 2.4.3 O cariter do produto direto de duas
representagdes € igual ao produto simples dos caracteres

de cada uma de per si.

Demonstracao:
Seja:
D(HXV) (R) — D(H) (R) X D(V) (R) .
Entdo :

PeI®R)], L =PWR)], POR), .
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Portanto:
D(HXV) R — D(H) R D(V) R ,
j,zp[ ( )}jp,jp [ ( )l’j[ ( )]pp
XExv)(R)=x®W(R).XV)(R). C.Q.D.

2.5 Bases para Representacoes

Ao definirmos representacio de um grupo, vimos que
uma dado grupo G pode ter vérias representacdes. A cada uma dessas
representacdes podemos associar uma base do espaco vetorial
subjacente a elas.

Seja, entdo, um conjunto de fungdes linearmente
independentes e apliquemos a cada uma dessas fungdes todos os
operadores Og correspondentes a elementos R e G. Obteremos, assim,
um conjunto de fun¢des que pode ser expresso como combinacdo
linear de n delas Yy, >, ..., W,. Aplicando a uma destas fungdes o

operador Og, obteremos:

Or ¥y = uz_l\Vu Dpv(R)s

teremos, entdo, uma representacdo onde DMV (R) representa o

elemento R numa base composta pelo conjunto {y, V>, ..., W, }.

Definicao 2.5.1

a) Uma funcdo € dita invariante pela transformagdo OR,
se e somente se:

O v(x)=w(x) ou wlx)=y(Rx):
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b) Um operador H € dito invariante pela transformacao
Og, se e somente se:

[H,OR]=0.

Teorema 2.5.1 Seja H invariante por um grupo de
transformacdes, isto é,: [H, Or] = 0. Se € forem os auto-valores de
H e v, suas auto-funcdes, ou seja: Hy, = € 1, entdo 4 € base para a

representacdo do grupo de simetria associado.
Demonstracao:
[H.OR Jyy =0 — [H O ~Og H]y, =0 —

(HOR Jyy=(OgH)y, — H(Og vy )=Og (Hy, )=

—Og (e )=¢(Og vy )=ssi1wu Dyy (R). C.Q.D.
“’:

Exercicio 2.5.1 Sejam D" (R) e¢ D™ (R) duas
representacdes  irredutiveis de um
mesmo grupo G, de dimensdo ny € n,,
respectivamente. Sejam as bases das

mesmas dadas por:

Demonstre que:
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X;' Yk':j% Di(ﬁlj(ev) (R)xjy, -

[ NOTA: D{xV) (R) ndo serd uma representagao irredutivel!]

Exemplo 2.5.1 Estude o Grupo da Equacao de Schrodinger.

Seja um dtomo submetido a um potencial de Coulomb:

e2

V= = .
r (xz+y2+zz)y2

A Equacio de Schrodinger correspondente sera:

HWn:En\Vn’
ou

h? (9> 092 9?2 e?
- +—t - =Ey .

2m | ox? 9dy? 9z? (Xz +y2 +Z2)1/2 v=:v

Vé-se, pela equagdo acima, que H € invariante pelo grupo
de rotagdes Og, em torno da origem. Entao:

[H,0g]=0.
logo:
H(Og )=E(ORv).

A expressdo acima significa que as auto-funcdes do
operador Og sdo também auto-fun¢des de H com o mesmo auto-valor.

A Equacio de Schrodinger nos mostra que:



Hy=Ey, onde: H=H,+H, =

Seja:
Hy vy =E vy, e Hy ¥, =E; Yy, entdo:
Hy=(H +H,)y.
Tomando: y =y, y,, entdo:
Hy=(H;+H, Jy=(H;+H, Jy; w2 =Hy; Yo +Hoy, y,r =

=E 1y, Vo +Eoy; wo =(E +E; )y yo=(H,+H, Jy=Ey.

Assim:
E=E1+E2 .
h2 72 ( 02 02 92
Como H, = A= + + ,
L' 2m 2mL8x2 dy? 0z?
e
2
e
HZ = 1
(x2 +y? +z2)/2

sdo invariantes por rotacdo em torno da origem, entdo:

[H,0r]=0 e [H,;,08]=0.

59
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Portanto, se o D;; e D;, sdo representagées do grupo de

rotacdo relativo a H; e a H,, respectivamente, entio:

Dglxz):Djl ®Dj2’

(1x2)

é, também, uma representacdo de Y =Wy, y,, isto é, D j ¢ uma

representacdo de H na base .
2.6 Séries e Coeficientes de Clebsch-Gordan
Definicao 2.6.1 Segundo a Defini¢do 2.1.4.c, vimos que:
DR)=X a5 DR,

onde D(G)(R) sdo representagdes irredutiveis do grupo G (R), sendo

ag =1y X i (R) X (R). (Teorema 2.3.2.b)
gR

Ainda pelos Teoremas 2.4.2 e 2.4.3, vimos que:

pW (R)® DV (R)=DK*V) (R),

e
x () R)® x(v) (R)= x(kxv) (R).
Portanto:
p® (R)®DM (R)=3 a, DI(R),
com:
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série essa que se denomina Série de Clebsch-Gordan.

Exercicio 2.6.1 Mostre que:

a) (Wvo)=(vuo);

b) Se X(R)=X"(R) VR; entio (uvo) é totalmente
simétrico;

c¢) O produto direto de duas representacdes irredutiveis de

dimensdes n; e n, (n; = n,), ndo pode conter representacdes de
dimensdo menor que n;/n,.

Definicao 2.6.2 Dadas duas representagdes D(”)(R) e D(G)(R)

e suas respectivas bases \p(“) (j=1,2,..., nu) € ¢$,V) (£=1,2,..., ny ) Se

j
gy

representagdes indicadas acima, isto é: pW R)® pv) (R), entdo:

(s=1,2,..., ny ) for uma base do produto direto das duas

Vs (XCA)=Z \Ifg“)<uj;vf | Ay s>,
i

onde § = 1,2,.., (L Vv A). Os coeficientes <pi;v/ | L8y s> sdo
chamados Coeficientes de Clebsch-Gordan. (E oportuno observar

que esses coeficientes tém varias notagdes.)

Exercicio 2.6.2 Mostre que:

a) wg“)d)})i% v, (M) <18y sz ve>;



b) Z/ <A C’x S'[UjVE> <pVEIL Gy s>=8: 8¢ ¢ Bges
34

c) (:Z <U VTR Gy s> <Ay s|wjsvE>=84 85
168

d) Para representacdes unitarias, temos:

d.1) <A G s vl>=<yj; vl LG, s>*;

d.2) X <pjs vl [Ny s'>*<pj; vl A E> = Oy 8¢ ¢ Oy
3t A7

d.3) X<y vOIAG s><Wj; vEIALy s> = 3 O0p'3
AL s

a4) 5D R)DR)<pi 1A G, 5> =
5)
:Z'qli;vkllﬁk s> DE,XSCK)(R);
45) T <KCslui:vk> p(R)D{ (R )
oy
X<pj;vlIAG, s>=D£,XSCk) 8,50 O

Gl SSS' 8

a6 DYR)DYR)= = <uizvking, s>x
Ay, »s's



» .
XDE,SCX)<7»CK slyj; ve>.
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CAPITULO 3

Grupos e Algebras de Lie'

3.1 Grupos de Lie

No Capitulo 2 vimos que um grupo cujos elementos sao
caracterizados por um certo nimero de parametros continuos,
chama-se de grupo continuo (vide Defini¢do 2.1.4).

Por exemplo:

gla)=¢e"”,

onde a é um parametro real cujo intervalo de variagdo é 0 <a <
27, pois exp(2nni) = 1, com n inteiro ou nulo, € um elemento de
um grupo.

Exercicio 3.1.1 Mostre que o conjunto de elementos do
tipo g(a) visto acima forma um grupo.

Definicao 3.1.1 Um grupo € denominado de grupo
continuo de r-parametros quando todos os
seus elementos dependem de um parametro
real a) , onde A = 1,2,...r. Esse grupo é
denotado por:

g(ay, ap,...,ar) = g(a).
Os elementos identidade e inverso desse
grupo sao definidos da seguinte maneira:

! Esta parte deste Capitulo foi ministrado pelo professor José Maria Filardo Bassalo
no Curso de Extensdo, realizado em 1985, na UFPA, sobre Teoria de Grupo.
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I) Elemento Identidade
g(a®) = g(0), onde a° = (a;° a;°, ..., a;°),
de tal modo que:
g(a’)g(a) = g(a)g(@’) = g(a).
II) Elemento Inverso
g@=[g@] ",

de tal modo que:

g@) g@ = g@) ga) = g(@°) = g(0).

Definicao 3.1.2 Um grupo de r-parametros (r = finito) é
dito um Grupo de Lie se:

C}\. = ¢7\. (al’ a2’---’ aI' ; bl’ b2’---’br)’

ou

c=0 (asb),

¢ uma funcdo analitica, isto €, pode ser desenvolvida em Série
de Taylor uniformemente convergente, dos parametros a e b.

Definicao 3.1.3 Seja a seguinte transformacao:

X, = fi (Xl, X24eees Xnn 5 al,az,...ar) (1 = 1,2,...,I1)
ou
’
x; =f(x;a).
O grupo dessas transformacdes é chamado de Grupo de
Transformacoes de Lie, se:
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I) Dado
x, =f(x;a), 3 a tal que:
x, =f(x",a)="f[f(x;a;2)] =x,

ou seja, a transformacdo € invertivel.
IT) Se fizermos duas transformagdes sucessivas:

x, =fi(x;a)e x] =1 (x";b),
entao:
X! =f; (x;c), com ¢ = 0 (a;b),

onde ¢ € analiticaem ae b, e a é também funcao analitica de a.
III) Existe a°, tal que:

x; =f(x;a%)=x.

Exercicio 3.1.2 Mostre que:

f [f(x;a);b] = [x; ¢ (asb)] .

3.2 Exemplos de Grupos de Lie
a) Grupo Ortogonal de Dimensao n: 0(n)

a.1) Consideremos, inicialmente, o grupo 0(2).
Esse grupo deixa invariante a quantidade real x> + y> em um
espaco real bi-dimensional. Entdo:

x" =0(2) x.

Como o grupo 0(2) € ortogonal, entio: 00" = E. Assim:



R b [ = A

a2+b2 ac+bd 10 ac+bd=0
- = -
ac+bd b2+d? 01 ac+bd=0

cZ+d2=l.

Vé-se, portanto, que os 4 componentes m*=22=4:
a,b,c,d) que caracterizam o grupo estido sujeitos a trés relacdes
algébricas, de modo que o grupo 0(2) € um grupo de 1-
parametro: 2° -3 = 1.

Se, contudo, nesse grupo s6 ha rotacdes, sem reflexdes
espaciais, entao:

det 0(2) =+1,

ele passa, entdio, a ser denotado por 0" (2) = R(2) e caracterizado
pela matriz:

—sen® cosO

2 cos® senb
0°2)= .

a.2) Consideremos, agora, o grupo 0(3). Esse grupo
deixa invariante a quantidade real x> + y° + z* em um espago real
tridimensional entdo:

x"=03)x.

A condicdo de ortogonalidade 0(3)0(3)" = E fornece 6
condicdes impostas aos seus 9 componentes (n* = 3° = 9), de
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modo que o grupo 0(3) serd um grupo de 3-parametros, pois 9-6
=3.

Se, contudo, esse grupo sO contém rotagdes, sem
reflexdes espaciais, ele é denotado por 0" (3) =R (3).

a.3) De um modo geral, o grupo O(n) deixa invariante a

quantidade real > xiz. A condicdo de ortogonalidade do grupo,
i=1

isto 6 03)03)T = E impde: n+n(“T‘1)

condicdes aos n’

componentes do grupo, e este ficard apenas com

nz_[n_’_n(n—l)}:n(n—l)

5 5 parametros essenciais.

Exercicio 3.2.1 Encontre:
I. A forma do grupo 0" (3) para rota¢des em torno dos
eixos X,y,z respectivamente;

II. As seis (6) condi¢des impostas aos seus elementos,
devido a sua condi¢do de ortogonalidade.

b) Grupo Unitario de Dimensao n : U(n)
b.1) Consideremos, inicialmente, o grupo U(2).

Esse grupo deixa invariante o produto escalar (x, Xx) em um
espaco complexo bi-dimensional. Entao:

1 [ [ O E R
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o que fornece as seguintes equacoes:

aa*+bb*=1;ac*+bd*=0;a*c+b*d=0;cc*+dd*=1.

Vé-se, portanto, que os oito elementos do grupo
[(a,b,c,d) sd@o complexos do tipo: R + i I, logo 4x2 = 8], estdo
sujeitos a quatro relagdes algébricas, de modo que o grupo U(2)
€ um grupo de 4-parametros reais (8§ —4 =4).

b.2) Consideremos o grupo U(n). Tal grupo deixa
invariante o produto escalar (X,x) em um espaco complexo n-
dimensional. Com a condi¢do de unitariamente desse grupo
fornece n” relacdes algébricas aos 2n® elementos do mesmo,
entdo o grupo U(n) € um grupo de nz—parémetros reais (2n” — n’
=n?).

¢) Grupo Unitirio Especial ou Unimodular de
Dimensao n: SU(n)

Esse grupo tem, além da condi¢do de unitariedade, a
condicdo adicional de que o seu determinante vale +1, ou seja:

UU" =E; det U = +1.
Assim, o grupo S U(n) tem n* —1 parimetros reais.
d) Grupo Linear de Dimensao n: GL(n)

Esse grupo € caracterizado por:

X, = X aix;i,j=12,..,n; deta;#0.
j

Tal grupo tem n2—par?1metros, que podem variar de —oo
até +oo.
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e) Grupo Linear Especial ou Unimodular de
Dimensao n: SL(n)

Esse grupo € idéntico ao grupo GL(n), com a condi¢do
adicional de que o seu determinante vale +1, condi¢ao essa que
faz com que o tal grupo seja caracterizado por n°~1 pardmetros.

f) Grupo Ortogonal Complexo de 4 Dimensoes: M(4)

As matrizes complexas 4x4 desse grupo t€m 32 (16x2)
elementos reais, e a condi¢do de ortogonalidade M M' = E,
impde aos mesmos 20 (2x10) relagdes algébricas, de modo que
esse grupo passa a ter 12-parametros reais.

Vejamos alguns casos particulares desse grupo:

f.1) O grupo M*(4) € aquele para o qual as matrizes do
grupo M(4) tém determinante +1;

f.2) O grupo M(4) caracterizado pela matriz {0}, de
tal modo que se tem:
O (real),parai,j=1,2,3
Oli4 , O4; (imagindrio), parai=1,2,3

Olyy (real),

¢ chamado o Grupo Homogéneo de Lorentz L(v). Tal grupo
tem 6-parametros reais [16 elementos (4x4), menos 10
restri¢oes].

O Grupo de Lorentz caracterizado por:

detL(v) =+1; 044 2 1,
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¢ chamado de Transformacao Prépria de Lorentz: Ly(v).

Exercicio 3.2.2

I. Encontre as 20 relacdes algébricas satisfeitas pelos
elementos de M(4).

II. Escreva a transformacdo prépria de Lorentz da
Relatividade.

g) Grupo Complexo Especial ou Unimodular de 2
Dimensoes: C(2)

As matrizes 2x2 complexas desse grupo C(2) satisfazem
arelagdo:

det C(2) = +1,
portanto, esse grupo terd 6-parametros reais [(8—2x1) = 6].

Observacao: Entre os grupos que acabamos de relacionar,
existem os seguintes Homeomorfismos:

0" (3)~S UQ);
O*4)~SUR)xS U (2)
M' (4)~C (@) x C (2);
Ly(v) ~C(2).
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A importancia de tais Homeomorfismos reside no fato
de que; encontradas as representacdes irredutiveis de S U(2) e C
(2), podemos construir as representagdes dos demais grupos.

3.3 Transformacoes Infinitesimais e Parametros de
Grupos

Definicao 3.3.1 Seja a transformagao:

Xi/: fi (Xl’ XZ""’ Xn; ala a2’ A ar) (i = 1’27"'7n)

Se:
’ 7 ’
X, = X; +dx;
’ 7 7 7
x; =fi (X[, X5,..., X, ; 02y, 022, ..., 8ay) ,
onde:
r
dx' =X M, (x) da,
k=1
e
of. (x;%a
Mlk (Xv): 1( 1 ) ,
day a=0
entao:
f; € dita infinitesimal.
Além disso, temos:
ap + dap = ¢p (ay, ay, ..., a; day, day, ..., 0a,),
entao:

daZ =2 eZm (a) 8am P

m=1

onde:
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0 _ 99, (ab)
L T IS
m b=0

Por outro lado, temos:

da, =2 y,, (a)da,, onde: yO=I,
0=l

entao:
dx/ = kél M, (xX) y,, (a)da,,
ou:
ox; i
—= M, x) y, (a).
aai k=1

Definicao 3.3.2 Se F(x) sofre uma transformacao
infinitesimal, entdo:

dF=% E dx; .
i=1 Ox,

Usando-se a Defini¢do 3.3.1, vira:

a3 OF (z M, (x)&a/} S o, [z M, (x>ij1:,
i=l ox; \ /=1 /=1 x=1 ox;

ou:

dF=2 da,x, F,
(=1
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onde:

x, =X M, x0)-2-,  (r=1,2....1),
= R oX.

1

sao chamados Geradores Infinitesimais do grupo.
Assim:

Ir
F=F+dF=F+ Z Sa[ Xy F,
=1

F’:[l+ er X, SaZ}F .
1=l

Vé-se, portanto, que o nimero (r) de parametros do
grupo € igual ao nimero de geradores infinitesimais do grupo.

Exemplo 3.3.1 Calcule os geradores infinitesimais do
grupo 07 (2).

Para uma rotag@o 6 em torno do eixo dos z, temos:

X'=X cosO + y senb,

y'=—-x sen + y cos0 .
Para uma transformacao infinitesimal, temos:
cosO = 1 ; senb = 90,
Portanto:
X'=X +y 00,

y=-x00+y.
Assim:

X'=X +y 00 = f] (x,y;00),
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y'=—x 00 +y="1(x,y;00) .
Portanto:

_ of. (x,y;00)

M;, (x,y) 50

Como o grupo 0" (2) é de um pardmetro, entdo ¢ = 1,
€ teremos:

of of
Mll (X’Y) = a_el: Yy, M21 (X’Y) = 8_62: —X .

Portanto:

X, =% M, (xy) -2
= (X, —
= Y 8x.

1

Sendo:

dF = Zr) Xp dap F , portanto:
/=1
dx = (yi— xi) x00 = yd0 ,
ox ay

dy = (yi—xi) yo0 = —x00 .
ox ady

Ora:
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dx =x'-x =yd0
dy=y' - y=-x00,

o que concorda com o resultado anterior.
3.4 Constantes de Estrutura

Teorema 3.4.1 Os geradores infinitesimais {Xp} de
qualquer Grupo de Lie, satisfazem as relagcdes:

[Xo.Xpl = Clg Xy (0, B=12....0),

onde Cj; sdo chamadas as Constantes de Estrutura do Grupo
de Lie.

Demonstracao:

Segundo a Definicdo 3.3.1, temos:

Xi = fi (Xl’ X2, cee Xn; a17a27""7ar)’

e
ox;, <&
—= 2 Mk (X) Wkp (a) = Mix Wip .
da, k=l
(A partir daqui, vamos usar a Convencao de Einstein!)
onde:
ofi (xi;
Mi (x) = % ;
ak a=0

day = Yip () dap,
dap = Opp, (2) dam ,

com:
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w6 =1, ou seja: Wy, (a) Oy (@) =0y ; Va e A,v=1.2,...

As condi¢des de continuidade da funcao f; requerem que:

02 x, 02 x,
5 = : (o)
a, aam aam aa(,
Seja:
ox,
P yl‘S (a19a2""’am 5 X17X2""9X1’1)’ (B)
da,
onde:
r=12,...n;s=1,2,....m
Assim:
dY, = oYy, dam+aYrS dxg .
da, oxg
Portanto:
o aZXi _ a aXi _ a Y. — aYim aaa IaYim axﬁ
da,da, OJa, da, da, "™ Oda, Oda, oxg da,
Ora:
0
e =9 ¢ , entio:
da,
aZXi _ aYlm 8 n aYl axﬁ _ aYlm n aYlm aXB
dada, da, Oxg da, oda, Ix da,

9% M My [Usando-se (B) | ™)
= + S -S
da,da_  da, ox pe 1
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Por outro lado, temos:

azxi a aX _ a % _BYM aaa +8YM aXB _

da,0a, aa aa[ " da,, ”_aaa da, Oxg da,

: 0 : :
— aYM am + aYM XB — aYl/, + aYM Y
X oxp dan da,  Oxg

m b
isto €é:

a2xi aY,, dY,
=—r +— v, .
aamaaé E)am axB fm

(3)

Levando-se, agora, () € (8) em (), vira:

: : . 0dY,
aYlm + aYlm YB/ — aYM + i/ YBm (m#/1) (€)
da, aXB ~ dap  Ox Xp

Sendo:

aXi
0a

= Yim = Mjx (X) Yy (2).

m

Entdo, a Equagﬁo (e), ficara:

(Mlk\vkm)"' (Mlkam)MBrer =

(MlocWOM )+ (Mloc‘lfow )MBSWSID >
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0 0
M, Ewkm +(wkmEMik Mgy, =
Ny %)
io a ‘ _L(\llocf a Mloc) BS sm’
ou:
M o, .. M v, oM, oM., 0

ik aa( io aam +MBrwr€wkm ax; _MBswsmwow axB

Troquemos, inicialmente, o indice mudo o por k. Entdo:

M, M.

Wi _ OV M, 1
— _—u)+MBrwr(kaW_Mﬁswsmwkéyﬁkzo'

i € da aam

l

Agora, no terceiro termo da expressao acima, troquemos k por r
e s por k. Entdo:

oy oy oM. oM.
M. | —km _ 7Ykl | M ik M —ia —,
[ aa[ aam Br‘l‘rﬂ?\l‘rkm aXB Bkwkmwrf aXB

ou:

oy oy oM. oM.
M, | —km _ —TkE M ik _M Ir |=0. (A
[ da/ aam Wrzwkm[ pr axB Bk axB } A)

Agora, vamos usar a seguinte defini¢ao:

vy,
a

oy
Clr (@)=(—

a,

)¢m§ O (x)

Em seguida, tomemos a expressdo (A) e multipliquemos
por Omg Opr . Entdo:
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a\l‘rkm awkg aMik
{ vl A L

M, |
~Mg, . =0 .

Sendo:

erq)ff :8rF c ka¢m§=5k§ )

teremos:
oM. oM.
Mi CE + 818, (M k _Mm iry =,
k Cgr + 0,0k (Mg, g Bk aXB)
E)Mi aMl
Mg axr Mgr 8ch =Cp (a) M (x). ™)

Derivemos a expressdo acima em relagdo a ap,
lembrando que os M s6 dependem de x, entdo:

JCE-(a

;—F()Mik=o. (k,,,T,p=1,2,....1)
ap

Como os Mj sdo linearmente independentes, vira:

% clgr (a)=0 — clgr (a) = CONSTANTES!!
p

Essas constantes Clgr (a) sdo chamadas de Constantes
de Estrutura do Grupo de Lie.
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Na Defini¢ao 3.3.2, vimos que:
X, =M, (02 (r=1.2....1)
’ ) &

Calculemos, agora, o comutador entre esses geradores.
Assim:

(X7, Xm] =X/ Xm— X X/ =

d d d d

M, 2M, 2y-m, LM, 2=
il aXi( jm aXJ) jm aXJ( i/ aXi)

g Mjm 9 9M;, 9

- it aXi aXJ m aXJ aXi ’

No segundo termo da expressdo acima, troquemos i
por j, entdo, vira:

oM. oM -,
' aXi aXJ aXi axj

oM oM, | 9 9
_ jm A k
= . -M,, ——|— =Cf M, —,
it aXi m axi aXJ fm Jk aXJ
ou:
(X, . X ]=Chn X, | - C.Q.D.

Teorema 3.4.2 As constantes de estrutura de um grupo
satisfazem a seguinte relacao:
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[TREPY Lo~V L A~V
Coo Cut +Co§ Cup +CCP Cus =0,

com:p,c,v,{=1,2,..,r

Demonstracao:

Sejam X¢ , X,, X5 os geradores de um grupo. Pela
Identidade de Jacobi, temos:

(Xt , [Xp, Xl + [Xo, [Xg, Xp]] + [Xp, [Xo6, Xe]] = 0.
Usando-se o resultado do Teorema 3.4.1, vira:
[X.. C, X | + [X,.CL X, | + [X,. C5 X, ]=0,
ChL XX, | + CL X, X, ] + Ci[X,. X, ]=0,

cfm, cgk X, + cgp cr X, + cf,g c, X, =0.

n

Trocando-se m e n, por /7, viré:
(Chs Cti +CEp Cop +Cosz Cop) X, =0.
Como X, sdo linearmente independentes, entao:
Cho Chy +CE, CL +CK, CL =0,

Sendo: C& =-C2_ (cf. Exercicio 3.4.1), vira:

C

~Ck Cp, —CE Cl —CK

o Clip =0,
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Chs Cir +CE, Ciy +CE Ci, =0. C.QD

a __(a
Cbc_ ch'

Exemplo 3.4.1 Calcule as constantes de estrutura do
grupo de rotagdes em trés dimensdes.

Para sucessivas rotagdes infinitesimais em torno dos
eixos X, y e z, respectivamente, o grupo de rotacdes € dado por:

1 da, o0,
0=| -6a; 1 dat,
da, oo, 1

Portanto:
x' X 1 Sy,  —da, | [ x
y' [=0 |y |=| —da, 1 o, y|=
z' z da, —dq, 1 z
X + y daz — z da,
=| —xda3 + y + z %o |,
x0a, — y ooy + v/
ou:

X'=X +y 003 — z 00,

y'=—x 003 + y + z 00!,
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z'=x 80 —y 0oy + z,
ou ainda:
Ox =x'—x =y d03 — z d0y,
dy=y' —y=-x 003 + z d;,
0z=7"-z=x 080, -y day.

Vé-se, portanto, que o grupo de rotacdes O € um grupo
de 3-pardmetros: dal; , O , O0.

Calculemos, agora, os geradores desse grupo. Segundo a
Defini¢do 3.2.2, temos:

XzzMiZ(x)%. (1=1,2,3:i=1,2,3)

Sendo:

x'=f1 (x,y,z; 00y , 8, , d03) = Xyddi3 — 3,
y' =1, (x,y,2; 804 , 801 , d0i3) = —Xx00;3 + y + 200,

7' =13 (x,y,z; 001 , B0 , 003) = X0, — Yoo + Od; + Z,

of. (x,,z;00;,0a0,, 80
Mig (x, y, 7) = ZL00Y. 2001, 000, 003)

da,

vira:
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L= of} —0: My of} ——z M= of, .
8(11 8(12 o 3

21 =?=Z, »n = SE)fz 0; My = Safz =
091 Ol 0Ol3

3 y 3
doy ooy o3

Portanto, os geradores do grupo 0(3), serdo:

d d d
Xy =M11$+M21§+M31§’
1 2 3

d d
Xi=z——y—
1Zay yaZ,

d J d
X2=1\’[12§+Mzz—aX +M32_ax ,
1 2 3

X5 =—Zi+x—

ox oz|’
d d d
X3 =M133_X1+M23E+M33§3’
X3 =}’i—xi

ox  dy|
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Por fim, calculemos as constantes de estrutura do
grupo 0(3). Para isso, usemos o Teorema 3.4.1., isto é:

[X(’ Xm]:C?m Xn .

Entao:

SR PP R O R N S L it
dz\ dy oz )\ Yoz Jyox  dyoz

9 9% | 9% 5, 9> 9%
+y[8x+zazaxJ o +Z oxdy Y oxoz

I - 92 +X e
dy  ozdy Yoz

Sendo:

% 9%
aXi aXJ aXJ aXi

, vira:
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0 0
X ,x =yV——X—=X,\.
[ ! 2] yax Xay 3

De maneira andloga, demonstra-se que:
(X5, X5]=X 5 [X3.X]=X,.

Portanto:

Ch =1,Vn,/,m|.

/m "~

Exercicio 3.4.2

a) Obtenha a matriz O do Exemplo 3.4.1;
b) Demonstre que [X; , X3l = X;, ¢ [X3, Xi] =Xz,
conforme indicado no Exemplo 3.4.1;
c) Para o Exemplo 3.4.1, demonstre que:
8X1=60€k Xk X; (i,k= 1, 2, 3);
d) Encontre os geradores do grupo 0(4).
Sendo X; (i=1, 2, 3, 4, 5, 6) tais geradores, e
definindo:

_Xi+Xps X~ Xpa

J 2 J 2
demonstre que:
[Yi, Y] = & Y,
[Zi, Z;] = & Zx,
IY:,Z]=0,Vi,j=1,23.

Exemplo 3.4.2 Obter as representacdes de um grupo a
partir de seus geradores.
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Inicialmente, vamos tomar o grupo de rotagdes finitas (¢)
em torno do eixo dos z. No Capitulo 1, vimos que:

cosd sen( 0
R,(0)=|—sendp  cosd¢  O].
0 0 1

Para uma rotac¢@o infinitesimal, teremos:

1 50 0
R,30)=|-80 1  0|=1+idoM,,
0 0
onde:
1 00 0 -1 0
1=/0 1 0| e M,=|i 0 O
0 01 0 0 O
E ficil ver que:
—send cosd 0 0 1 0
s _ dR(9) _ _
1Mz—d— =| —cos0® —send 0 = -1 0 0
¢ =0 0 0 0 0 0 0
0=0
Como R,(¢) forma um grupo, teremos:
R, (01 + (02) = R, (¢1) R, (o).
Entdo:

Rz (5(1)1 + 6(1)2) = Rz (5(1)1) Rz (8¢2) = (1+ isq)le) (1+ 8¢2MZ).
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Ora, como uma rotagdo finita ¢ pode ser composta de

¢

uma sucessdo de rota¢oes infinitesimais: d¢ = lim N Portanto:
N—oo

(l) N
R, (¢) = lim (1+1EMZJ ,

N—oo

[ R,(0) = exp (i9M,) | .

Vé-se, entdo, que M, é o gerador do grupo R, (¢) que é
um sub-grupo de O*(3). De maneira andloga, temos:

Ry (¢) = exp (10My) ;
Ry (0) = exp (i0M,) .
Sendo: M, = M.T;My =M.JeM,=M.K, entio a

rotacdo infinitesimal em torno de um eixo qualquer definido pelo
vetor n, sera:

R, (8(1)) =1+1 (6¢XMX + 8q)ylvly + Sq)z Mz),

IR, (50) = 1+i8¢ 0. M| .

E facil ver que as matrizes My e My sdo dadas por:

00 0 0 0 +i
M,=[0 0 —il; M=0 0 0
0i 0 i 0 0

Por outro lado, temos:

[Mx 5 My] = MxMy - Mny =
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=10 0 -i 0O [-[0 O O |0 0 —i|=
i 0){-1 0 O -i 0 0 i 0
0 0 -1 0 0 + O 0 -i O
=|-1 -0 0 O|=|-1 0 Of=ij+i 0 Of=
0 0 0 O 0 0 O 0 0 O
=iM,.

De um modo geral, € facil ver que:

b

IM;, Ml =ige/ Mp (k¢ =123)

onde €x¢ ¢ o Simbolo de Levi-Civita, e representam as
constantes de estrutura do grupo de rotagdes.

De um modo geral, tem-se:
D(a) = exp(iax Xy),

onde A = 1,2,....,r e X; sdo os geradores do grupo e chamados de
representacdes fundamentais do grupo. Por sua vez, D(a) é uma
representacao geral do grupo.

Exercicio 3.4.3
a) Obtenha as matrizes My e My ;

b) Complete a relacdo de comutagdo entre M,, My e
M;
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c) Mostre que D(a) = exp(ia) X)) sdo representacdes de
um grupo;

d) Como D(a) sdo matrizes unitarias (demonstre!),
entdo X, sdo matrizes de trago nulo;

e) Mostre que as matrizes:

| 0 1 0 . 0 -i 0 1 0 0
le— 1 0 ;Tz—— 1 0 —1 ,T3= 0 0 0 ,
V2 0O 1 O V2 0 i 0 0 0 -1

satisfazem a seguinte relacdo de comutacao:

[Ty, Til=1€xe Tr .

3.5 Algebra de Lie

Definicao 3.5.1 Um Grupo de Lie dotado da
operacdo de comutagdo entre seus geradores infinitesimais €
chamado de Algebra de Lie, operacdo essa que satisfaz as
seguintes propriedades:

8) [Xa. Xgl=—[Xp. Xal = Cly X,
b) [(A Xo), Xpl =L [Xa, Xpl, A €R;
©) [Xo» (X + X = [Xa» Xl + [Xe, Xyl

d) [(A+1iB),C]=[A, C] +i[B, C], onde A,B,C sdo do tipo
apXp.
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Exercicio 3.5.1 Mostre que o conjunto de vetores do
R? dotado do produto vetorial, forma
uma Algebra de Lie.

Definicao 3.5.2 Diz-se que:

a) Uma Algebra de Lie A de r-parametros € Abeliana,
se:

CZLB =0,VapBv=12,..5
b) Uma Algebra de Lie B é uma sub-dlgebra de A, se:

C&B =0, q, B = 1,2,...,p ;Y=p+ 1, p+ 2,...T;

c) Uma Algebra de Lie A ¢ invariante, se:
CZLB =0,a=12,.,p;y=p+l, p+2,...1;

d) Um sub-conjunto de uma Algebra de Lie tem a
propriedade de que o comutador de qualquer de seus membros
com qualquer membro da Algebra produz um membro desse
sub-conjunto; este, entdo, € chamado de ideal I. Para um ideal I,
tem-se:

[Xo, Xp] = CZcB X, onde:

Xae I;Ypge A
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(Se a Algebra contém membros que ndo estio no Ideal, entdo
este € chamado de ideal préprio.)

e) Uma Algebra de Lie A é denominada simples se
ndo existe nenhuma sub-dlgebra B < A invariante; e A ¢é
denominada semi-simples se ndo existe nenhuma sub-dlgebra B
c A abeliana invariante. (Uma Algebra de Lie Simples é
aquela que nao tem Ideais Préprios.)

Teorema 3.5.1 - Teorema de Casimir. Se um conjunto
de operadores {C;} comuta com todos os geradores de um
grupo, isto €: [X) , Gi] = 0, entdo eles sdo multiplos do operador
identidade (E), ou seja: C; = ¢; E. Tais operadores sdao chamados
operadores de Casimir.

Demonstracao:
No Exemplo 3.4.2, vimos que:
D(a) = exp (ia) Xy), entdo:
[D(a) , Ci] = [exp (iar X) , Cil.

Assim, expandindo-se a exponencial, usando-se as
propriedades do comutador e a hipétese do Teorema 3.5.1 € facil
ver que:

[D(a), Gi]=0.

Entdo, pelo Teorema 2.2.2, teremos:

Ci =Cj E| CQD
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E oportuno observar que o conjunto {C;} caracteriza a
representacdo irredutivel do grupo considerado, isto &, esse
conjunto pode variar de uma representacao irredutivel para uma
outra, mas ele permanece fixado para todos os membros de uma
dada representagdo irredutivel. Isto permite-nos usar tal conjunto
como indices para as representacdes irredutiveis. O nimero de
operadores de Casimir necessdrios para caracterizar cada
representacdo de um Grupo de Lie € dito a ordem da algebra.

Em geral, € muito dificil encontrar todos os operadores de
Casimir para um Grupo de Lie arbitrario.

3
Exemplo 3.5.1 Mostre que C= > sz ¢ um operador
A=l

de Casimir para o grupo O(3).

Segundo o Teorema 3.5.1, um operador de Casimir
satisfaz a seguinte expressao:

[X5,CI=0

Entao, é facil ver que:
3
{Xx 5> xf} =0, pois: [Xy, Xx]=0.
A=l

Exercicio 3.5.2 Mostre que:

3 3
a) C, =El sz e C, =7§12k2 sdo dois operadores de

Casimir para O(4);
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b) T =T/ + T,> + Ty’ , onde T, + T, + T; foram
definidos no Exercicio 3.4.3, é um operador de
Casimir.

Definicao 3.5.3
a) Seja a seguinte equacdo de auto-valores:
[A, X]=sX,

onde X sdo geradores infinitesimais de um dado Grupo de
Lie de r-pardmetros e A é uma combinacdo linear desses
geradores. As r raizes dessa equacdo de auto-valores sdo
chamadas raizes da Algebra de Lie associada ao grupo.
Denota-se X ao conjunto dessas raizes.

Vejamos como encontrar essas raizes. Sendo:
A=a7‘Xx, e X=xPXp,viré:
A
[A. X]=[o"X, ,x" X ]=sx° X,.
Pelo Teorema 3.4.1, vimos que:
—c¢
[x, . x,]=cf, X
Portanto:

067“ xP C%p X(::SX(: Xc,
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ot xe Cfp =S x&) X, =0.
Como X¢ sdo vetores linearmente independentes, vira:
(0(7“ xP C%p -3 x§)=0.
Sendo:

_ g
x& =xP Sp,

teremos:
x? ot c§) —s88)=0.
A equacdo acima so terd solucgdo diferente da trivial, se:
det (ocl C%p - s 8§)=0,

0 que mostra que tal equagdo € uma equacao algébrica de r-
raizes reais ou complexas, degeneradas ou nao, nulas ou nao.
Pode-se demonstrar que se a € raiz, entdo — o também € raiz,
mas ko, com k # =+ 1, ndo € raiz;

b) Dado o conjunto de raizes de uma Algebra de
Lie, existe um sub-conjunto delas que gera um sub-espaco,
portanto tal sub-conjunto € linearmente independente. Esse
conjunto é denominado de raizes simples e é denotado por T.
De um modo geral esses vetores nio sdo ortogonais;

c¢)  Chama-se grau (‘“rank”) de uma Algebra de Lie
ao numero de raizes simples da mesma, isto é, elas s@o obtidas
quando se faz s = 0 na expressao do item a).
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Vejamos como calcular o grau (“rank”) de uma
Algebra de Lie. Inicialmente, toma-se um operador fixo A dado
por A =o* X, e, em seguida, procuramos todas as solucdes da
equagdo: [A, X] =0, com X=x" X, . Depois, faz-se A variar e
calcula-se novamente [A', X] para todos os X que sdo solugdes
da equacgdo [A, X] = 0, e mantemos somente os X para os quais
[A', X] = 0. Continuamos com esse processo até obter todos os
operadores lineares do Grupo de Lie associado a d&lgebra
considerada e que sejam mutuamente independentes. Este
nimero serd o grau (“rank’) procurado.

As raizes simples de uma Algebra de Lie sdo
fundamentais, pois, por intermédio de seus comprimentos e do
angulo formado entre elas, pode-se obter os comprimentos € as
direcdes das demais raizes. Todas as propriedades da algebra
dependem de suas raizes. Em geral, qualquer conjunto de
vetores linearmente independentes ndo se constitui num
conjunto de raizes simples.

De um modo geral, uma Algebra de Lie ¢ um espaco
vetorial que pode ser dividido em sub-espagos vetoriais da
seguinte maneira:

R=H+ X R%,
aeL
onde R?% sdo sub-espacos unidimensionais correspondentes a
cada raiz, e H é um sub-espaco gerado pelas raizes simples. Os
operadores definidos no sub-espaco H sdo denotados por Fy e os
definidos em R* sdo denotados por E,.

Exemplo 3.5.2 Calcular o grau (“rank™) do grupo
0*(3).
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Seja A=a,X, e X=x,X,, entdo:

[A,X]z[ot X .x, X }:a X [X X }
ptu v Sy vy n v
Para o grupo O*(3), tem-se:

[Xu , Xv}zgw}L Xx .
Portanto:

[A,X]= (Xu Xy Spvk X}»'

Pela Defini¢do 3.5.2.c, para se calcular o grau (“rank”™)
de um grupo, temos que fazer [A,X]=0. Assim:

au XV SH\/}\. Xk =0.

Como X sao linearmente independentes, entdo:

O, Xy €4, =0, com pvA=12.3.

Para A = 1, vir4:
O X &y 0y Xp€ oy +0 X383 0 X €y +0,) X,€)5,+
0y X3€p3) +003 X €5 +003 X)€5) +0y X3E55, =0.

Agora, usando-se a defini¢do do simbolo de Levi-Civita, (sijk)

Vira:

az X3_(X3 X9 =0
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@

Por raciocinio, andlogo, € facil ver que, paraA =2e A =
3, temos, respectivamente:

‘—(X,l X3 +OL3X1 =0

: 1)

| oy xp —0px; =0]. (I1D)

A solugdo deste sistema de trés equagdes (I, II, III), é
dada por:

(X,i = Xj ,Vi: 1,2,3.

Logo:

Como:
[Xp,t s Xv ]=£uvk Xk ’
entao:

[AXEX, . X, o,

logo o grau (“rank”) de O" é UM, pois cada operador formado
pela combinagdo linear dos geradores do grupo, s6 comuta
consigo mesmo.

Exemplo 3.5.3. Calcular os geradores, a élgebra e o
grau (“rank”) do grupo SU(2).
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7z

Inicialmente, vamos estudar o grupo SU(2). Este, é
definido como o conjunto de matrizes complexas 2x2, tal que:

U=£a z];UU+=E;detU=+1.
C

O grupo SU2) é o grupo que deixa invariante a

2 ~
,onde U e Vv sdo componentes de um vetor

. 2
quantidade |u|” +|v
complexo a duas dimensdes. Assim:

p' n u' a bl(p apL+bv
V' v V' c d)lv cu+dv
p'=ap+bv,
vi=cu+dv.

Ora:
W =(ap+bv) (ap+bv)*=
=(ap+bv) (a*p* + b*v¥)=

=aa* pu* + ab* pv* + a*bvpu* + bb*vw*  —

|u'|2 =|a|2 |p|2 +|b|2 |v|2 +ab*pv*+ba*vp*,

Analogamente:

v =|¢/? u2+ d? v2+cd*uv*+c*du*v.
[vI

Para que tenhamos:

2

9

|2

uf* " =l v
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€ necessario que:

o> +[b]> =15 o> +[d* =1,

ab*+cd*=0; a*b+c*d=0.
Por outro lado, temos:

UU+—E—>ab a* c*_l 0
- c d)\b* d*) (0 1)

Entao:

la> +[b]> =1 5 |o* +[d]* =1;

ac*+bd*=0 ; a*c+b*d=0.

Sendo:

detU=1—

a b‘zl—)ad—bc=1.
c d

Do conjunto de equagdes obtidas acima ligando a,b,c,d e
seus respectivos complexos, € facil ver que:

a=d*¥; b=-c* ou d=a*; c=-b*

I =

Assim:
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Agora, determinemos os geradores de SU(2). Eles sdo
em numero de trés (3), pois: n“-1=2°-1=4-1=3.

Para uma transformacdo infinitesimal, segundo a
Definicao 3.3.2, viré:

FE(LkiXZ&WJF,
/=1

ou seja;
v /=1 v
Sendo:
W _(mtdp
V' v+ov )’
veé-se que:
p+op) ((1 0 N da db n
v+dv) [lo 1 —8b* da*)|lv)
Assim:

1+8a &b
U= .
(—%*1+&J

Agora, estamos em condi¢cdes de determinar os
parametros infinitesimais (da;,da,,0a;) € 0s respectivos
geradores (X, X3, X3), do grupo em estudo.

Assim, sendo:
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UU" =E,

1+da  ob 1+da* —ob) (1 0
—6b* 1+da* ob*  1+da) (0 1)

Considerando apenas infinitésimos de 1* ordem, vira:

1+3a+8a* —38b+3b ) (1 0
—8b*+8b* 1+da+8a*) \0 1)

entao:

Portanto:
1+da+d8a*=1 — Oda=-0a%*.

Consideremos:
i
da =3 daz, com daz =real.

Por outro lado, temos:

1+0da ob
—-db* 1+0a*

detU=1 — =~ |+da+dar=1,

o que reproduz o resultado anterior.

Como ndo existe nenhuma restricdo para b, vamos
escolhé-lo com a forma:
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ob :% da, +%6a1 ,com da,,0a; = reais .

Entao:
1+5 Sb 1 + i 8a3 l5212+15a1
z[ +a }z 2 27T
—3b*  1+8a* _%532_,_%531 1_%5;13
_ 1 0 _,_l ida, da, +ida, _
0 1) 2| da,—ida, —ida,

1 0 i 0 0 1 0 i
= +l ! , 6a3+i 8a2+i , ! da, =
0 1) 2(0 —i 2(-1 0 211 0

1 0] i[O 1 i[0 —i i(l1 O
= +- E‘>a1+L ) ' 6a2+L da .
0 1) 2(1 0O 21 0 20 -1

J3 1
U=E+IZ EGJ Saj,

=1

onde {o;} sdo as matrizes de Pauli, e que sdo, portanto, os

geradores de SU(2).

A élgebra dos geradores do grupo SU(2) é facilmente
calculada, pois basta usar a regra de matrizes. Assim:

s 0 6 )
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[c ,0 ]:2i o =210,.
1°92 0 -1 3

Portanto, € facil ver que:

11 7. (1
EGi,EGj —lﬁijk EGk N

Vé-se, desse modo, que o grupo SU(2) tem a mesma
dlgebra do grupo O (3), portanto o grau (“rank”) de SU(2) é o
mesmo de O" (3), isto é: UM.

Exercicio 3.5.3
a) Dado o conjunto de equacdes ligando os elementos
de SU(2), demonstre que: a = d* e b = —*;

b) Complete o cdlculo da dlgebra do SU(2).
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Teorema 3.5.2 Os grupos O'(3) e SU(Q2) sido

Homeomoérficos. A cada elemento de O'(3) corresponde 2
elementos de SU(2).

Demonstracao:

Seja M uma matriz Hermitiana de traco nulo e definida
por:

3
M=x.6=3X; 0;=X|01+X,0, +X303=X0| +Yy0, +203 =
1

01 0 —i 1 0 0 x 0 -iy 0 -iy
=X +yl . +z = +| +| +
1 0 i 0 0 -1 x 0 iy O iy O
z 0 z X—1y
+ = . .
0 -z X+iy -z

O determinante de M € dado por:

detM =—z2 —(X—iy)(x+iy)=—22 —x2-y2 =—(x2 +y2+z2 )

Agora, consideremos uma  transformacdo de
similaridade, ou seja:

M'=UMU"*.

Sendo UU"=E, entdo TrM'=TrM e detM'=detM . Portanto,
sendo:
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L ( z' x'—iy}
M=x'.6=| , ., e
XHy' -z

teremos:
detM'z—(x'2 +y'2+z'2 j i
Portanto:
detM'=detM — — (x2 + y222)= —(x'2+y'2+2'2),

o que significa dizer que o produto escalar (%,%)=x2+y?2 +2z2,
€ invariante sob essa transformacdo de SU(2), justamente como
o grupo de rotagdes O*(3).

No Exemplo 3.5.3 vimos que para o grupo SU(2), temos:
3
UEE+IZSBJ Gj.
=

Entao:

3
oM=M'-M=UMU™* —M=28Xj o=
=l

E[E+i %8[%. (SJ-J(%XJ- ch[E—i iSBk ckj—Mz
= = k=1



135

I

3
ZXjG

3 3
> -1y XJ.SBk Gj0k+1p216[3£ o, XjGsz
N (=

YA

3
= M-i ijBk ((Sj 0, —Oy GJ.JJ—Mz

i, k=l

=—i % X; OB, |:(Sj ,Gk:|.

ji=l
Usando o resultado do Exemplo 3.5.3, vira:

a3 3
SM=-i2 3 ix;8Byej0, > M=2 3 x;0By e 0.
K=l o=l

Sendo:
3
SM = Z SX(‘ (7( .
(=1
teremos:

3
SX[ 222_ Xj SBk Sjkl'
Jok=1

Assim:

3
0x 55X=2k21[xl OBk €1k tX2 Pk €21 +X3 0Py 83k1]=2(X1 oBs g1y +

+X10B3 €131 +X2 OB €211 +X2 B3 €231 +X3 0B €311 +X3 0P2 €321).
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Usando-se a definigao de &, vird:

dx 1 =0x=2y0B3 —2250, .

Analogamente, teremos:

Ox, =0y =-2x 8B, + 2z 6P,
0x, = 8z=2x0,-2yop, .

No Exemplo 3.4.1, vimos que para o grupo O*(3), temos:

0X = ydoi3 — 240, ,
dy=—x003 + 730 ,

0z = X00L, — ydol , entdo:

80!,j ZZSBJ .

Vé-se, portanto, que o grupo SU(2) também descreve

uma “rotacdo” como o O*(3). Isto sugere, portanto, que esses
dois grupos sejam Homeomorficos. Calculemos entdo esse

Para uma rotacdo finita o em torno do eixo dos z, o

Homeomorfismo.
grupo O*(3) é dado por:
cos oL senol
Rz(oc)z —seno.  coso
0 0

Sendo:

0
0; O<o<2m.
1
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o :lSOL-, entdo o elemento correspondente do SU(2)
] 2 ]

sera:

Sendo:

entao:

UZ(%J = exp(i a; (Sj)= exp(ia3 (53): exp(i %@j -

0otz L)

cos((x + 27r) sen(oc + 271;) 0
R,(0+21)=| —sen(o+2n) cos(o+27m) 0],
0 0 1

cosa senax O
RZ(OL+271:): —seno. cos¢. O :RZ(OL),
0 0 1

1 B ei/2(oc+27t) 0 _
UZ(E(OH_ZRU_[ 0 e—i/2(0c+2n)J_

el0/2 gin 0 eio/2 0
N 0 e-io/2 g-in | | 0 _e-i2 |
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Portanto:

Logo, o Homeomorfismo entre SU(2) e o O"(3) é de 2 para 1.
Assim, conhecidas as representacoes de SU(2), automaticamente
teremos as do grupo O*(3). C.Q.D.

Exemplo 3.5.4 Encontre a representacdo geral do
SU(2) em termos dos angulos de Euler, tendo em vista o
Homeomorfismo entre SU(2) e O*(3).

Se a, B, y forem rotagdes sucessivas, no sentido
contrario ao dos ponteiros do relégio em torno dos z, y’ e 277,
isto é:

z! ZII,ZIII
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entao:
R(aBy)=R,(v)R,(B)R,(c).

Segundo o Teorema 3.5.2, temos:

Por outro lado, sendo:

cosax 0 —senx

senot O CcoS Ot

1 0 0
Ry(@)={0 coso.  seno

9

0 —seno cos o

teremos:

R, ()<>U, (a/2)=exp (i%cy),

R, () U, (at/2)=exp (i%cx j .

Sendo:

U; (a/2):exp(i%ﬁjj s

entao:
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o)
oo 2 ]
U (0/2)=% ~——

n=0 n!

2n 2n+l
[iac . ) (iac . j
=2 +2 .

0 (2n)! o0 (2n+D)!

Sendo:
1 0
E, ainda:
o ¢_1\0_2n o (_1\02n+l
COSX = Z%;Senx: ZL
n=0 (2n)! n=0 (2n+1)!
teremos:
Uj ° =]Icos i +icjsen i .
2 2 2
Portanto:

o) O LI
Ux(zj Icos(zjﬂcxsen(z)



o) =)o (s

g1y o

o fay (3] oal3)
EFfs) ol

De modo anélogo, teremos:

ﬁ

|2

io/2 0
U, (ﬁjz[e , ]
2 0 e—io/2

Assim, para o caso de nosso exemplo, teremos:
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R (aBy) =Rz (V) Ry (B)R, (o) &> U, (v/2) Uy (B/2) U, (a/2).

iy/2
R(aﬁy):[ev _M}[ cos(B/2) sen([3/2)JX

0 —sen(B/2) cos(B/2)

eio/2 0 elv/2 0
X 0 _elo/2 - 0 —elv/2 X
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« el%2cos(B/2) e %2gen(B/2)
—ei®/2gen(B/2) e ®2cos(B/2) )

R@ By«
iM B iﬂ B
e 2 cos(B/2) e 2 sen(B/2)
U@B= = ay (ra)

—¢'" 2 sen(B/2) e 2 cos(B/2)

Exercicio 3.5.4 Demonstre que:
a) exp (i%&ﬁ} = cos (%j +1(Gd)sen (0/2)

b) (6)™=1I;(c)™"' =0;.

) R(@By)=R, ()R, B)R,(a).

3.6 Teoremas Gerais sobre as Algebras de Lie

A seguir, enunciaremos apenas alguns teoremas
gerais sobre as raizes das Algebras de Lie, sem contudo,
apresentarmos suas demonstracdes. No entanto, daremos alguns
exemplos para fixarmos o contetido dos mesmos.

Teorema 3.6.1 Um conjunto de vetores linearmente
independentes € um conjunto de raizes simples de uma Algebra
de Lie, se o produto escalar de quaisquer dois daqueles vetores é
zero, ou € igual a menos a metade de um nimero inteiro do
comprimento de um dos vetores, isto é:

H : a e B sdo raizes simples de uma dlgebra A
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) _ (oc,oc)z_M
T:(o,B)=-N 5 2(B,B),

onde N, M sdo inteiros positivos ou nulos.

Exemplo 3.6.1 Um conjunto de vetores se
constituem nas raizes simples de uma Algebra de Lie, se os
angulos entre eles forem de 90° ou 120° ou 135° ou 150°.

(o) =A; (B, P) = cA,

onde A e ¢ sdo numeros reais e o e 3 sdo raizes simples de uma
dada Algebra de Lie (cf. Defini¢ao 3.5.3). Entdo:

(@.B) = e A cosh.
Segundo o Teorema 3.6.1, vira:

(o, B)=+/c A cos B= —% A =—% .

Sendo:
—1<cosO<1,
e como
cosO=1, se =0,

cosf=-1,sea=-f,

e ja que kau (k # 1) ndo € raiz da dlgebra considerada (vide
Defini¢do 3.5.3a), entdo:
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ou

<2 ‘Mﬁ‘sz.

Entao:
IMNI < 4.

Excluindo-se o caso em que o = £ B, retira-se a
condi¢do de igualdade da desigualdade acima, entdo, teremos:

IMNI < 4.

Portanto:
a)Se M =1, entdo: N=1,2,3;
b) Se M =2, entdo: N=1;
¢) Se M =3, entdao: N=1.

Sendo:
(o, B)=+/c A cos 8= _N 4 _ Mch ,
2 2
- N )
entao: A :M' Assim, teremos:
coso= —— LN L_ LN,

2c 2 NnM 2
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cos® = ——, ou —— ou ———,
2
ou seja:
6 = 120° ou 135° ou 150°.
Por outro lado, se o produto escalar € zero, isto é:
N=M=0,entdiocos 0=0—>0=90°.

Em vista do resultado do Exemplo 3.6.1 e
considerando ainda o Teorema 3.6.1, as Algebras de Lie tém a
seguinte classificagdo, cujos diagramas sdo devidos a Jan
Arnoldus Schouten (Rowlatt, 1966). Assim:

o—0o—0 - O0—0 An n=1,2,"**, ©
" e ;O o TR . T Bn AE | o2 5 = %00
c—e - o—0 Cn n=2,3,""*.
g Dn n=3,4,-*-, 0 ,

O}-——O v s O—O

onde o circulo branco (O) representa uma raiz simples longa e o
circulo achuriado @ ), uma raiz curta. O angulo entre as raizes €
representado por uma linha simples (120°), ou por uma linha
dupla (135°), ou por uma linha tripla (150°). Quando os circulos
ndo sdo ligados, o angulo entre eles é de 90°.

As dlgebras An correspondem aos grupos SU (n+1);
as dlgebras B, correspondem aos grupos 0 (2n+1); as algebras
D, correspondem aos grupos 0 (2n); por fim, as dlgebras C, sdo
chamadas de simpléticas, e correspondem aos grupos U (2n).
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Teorema 3.6.2 Se o € uma raiz simples de uma
Algebra de Lie, ento B+ a(Pe X, também serd uma raiz (€
Y.,), se, e somente se:

2 (B.o)

o) -P (B,a) < 0,

onde P (B, &) é um inteiro definido por:

B-PPB.,owale X,

B-PR.+1la)e Z,.

Exemplo 3.6.2Dadas duas raizes simples da
algebra A, = SU(3), encontre as demais raizes da mesma.

A élgebra A, = SU(3) tem o seguinte Diagrama de
Schouten:

B
D i

Il

120°

Y

Sendo:
(a0, )= (o, B)=A, entdo:
(o, B)=Acos6 :—%.

Agora, vejamos se o + 3 € X,. Segundo o Teorema 3.6.2,
temos:
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2(B.a)

-PB,o) <0, com[B-PPB,0)a] e X, .
(o, o)

Como:

B-a ¢ X,,entioP(P,)=0.

Logo, devemos ter:

2(B, o) <0
(o, ) '

Por outro lado, sendo (B , o) = — % e (o, o) =A, vird:

Portantoat+ } € X,
Vejamos, agora, se o + 23 € X, . Para que isto ocorra é
necessario que:

204BP) _pgipp) < 0.
(o, o)
Ora:
a+PB-P=ae X,
Entao:
a+PB-2p =a-Pe L.
Ora, sendo:

B-P@+B,P) (a+B)le X,
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e P(a+f,B) =1, entdo:

24Bp) |
(o, @)

< 0.

Por outro lado, temos:

2(@+P,pB) =2(oc,[3)+2([3,[3):—2x% S A= A+2h=A

Assim:
2((%5;3)—1: %—1:0 0.

Entdo:

o+2p¢e X, .

De maneira andloga, demonstra-se que:

200+ B¢ X, .

Assim:
X, = (a, B, o+p),

= [ou—ouB,~B,(c+B).~(oB)].

Por fim, calculemos o dngulo entre o e (ot + [3).

Portanto:

A_A

(a, o+P) = (o,0) + (o, B) = A — 55

Por outro lado, temos:
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(o, 0B) = J(a,0) . J(@+P) , (o+P) . cosB = %

Sendo:
[(0+B) , (0+P)] = [1.(o+P)] =
= (o) + (L,P) = (o+P , o) + (o4, B) =
= (0,0 + (B0 + (ap) + (B, B) =

N S R
2 2

-

o | >

(a, o+P) = VA VA cos® = A cosB =

cosG:%—> .

Em resumo, temos:

;B\/a+:8
—a \ g

-{a+f) -1
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Exercicio 3.6.1

a) Encontre as raizes da dlgebra A; = SU(2);

b) Encontre as raizes da dlgebra G, cujo Diagrama de
Schouten é:

Teorema 3.6.3 As relagdes de comutagdo entre os
operadores que geram uma Algebra de Lie simples, satisfazem
as seguintes expressoes:

_ Na,ﬁ Ea+[3 ,(X+B € Z .
a) [EQ’EBL,BEZ_ {O OH'B E 2 ’

b) [E’E_p}:F’z > b F;

c) [FquJ =0,V e m,

d) [R.,Ey == V) E,,

onde:
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NZg = M Q(aB) (B,

N2 =N3, =N o =

Nop = "Npo *Nogp =7 Ng o

e

2(%3)) = P(a.p) — Q(a.p).

Sendo:
[o-P@p)ple X e {a-[P(p)+1]1B} &L,
[a+Qap)Ple X e {a+[Q(ap)+1]p}e X

‘o Exercicio 3.6.2 Usando o resultado do Teorema

a) Mostre que se:
Ug=Eq+E,, ae X,
Vo=1(Eq—Eq),0e X,
Hy=iF, ,pe T,

onde I' é um conjunto de vetores ortogonais tais que:

:ozel" (a’o-) G’ (VAN 29 (O-,p):O’Vp,UEF.
(0,0)
Entao:

[Ua, Ugl = Nog Ugup + No, g U,
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[Uoc, VB] = Noc,B Voc+B - Noc, -B Vo B>

[Va, VB] = —Noc,B Uoc+[3 + Noc, -B Uqy B>
(U, Vo] = =2 > a H .

pel

[Hp , Ual =— (P’Oﬂ) Va,

[Hp Voc] = (P,OC) U,

[HG ’ Hp] = 07
onde:
(@, p)
a = a, p; a, = ; (P p) =2
p;l" (p, p)
b) Encontre as constantes de estrutura dos grupos B; e
As.

Definicao 3.6.1 Dado um grupo G com r geradores
(dentre eles P que comutam entre si), chamam-se vetores pesos
do grupo dado ao conjunto de p-uplas formadas pelos auto-
valores dos geradores que comutam. Esses vetores pesos sdao
representados em um espago R”, e ¢ chamado de diagrama de
pesos. Cada ponto desse espago representa um auto-vetor dos
geradores que comutam.

Exemplo 3.6.3 Dentre as oito matrizes geradoras do
grupo SU(3), as duas que comutam sao representadas por:
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. 1 00 1 1 0 0
G3 = E 0 -1 0 € Gg = E 0 1 0.
0 00 0 0 -2
Encontrar o diagrama de pesos correspondentes.
E ficil ver que os vetores colunas:
1 0 0
u;= 0 Uy = 1 s Uz = 0 ,
0 0 1
sao auto-estados de Gj3 e Gg, pois:
1 0 0)(1 1
G3u1—l 0 -1 0 0 :l 0 =lu1,
2 2 2
0 0 0)\0 0
1 0 0)(1 | 1
G8u1 =310 1 0 0= g 0= g Uy
0 0 -2)\0 0

Para o auto-vetor u,, temos:
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G,u

3y =

Ggu =1
3

872

S = O

]

o

Portanto, o vetor peso de u, sera:

1
G3u3 = E

1
Gguy = —
843 3

Portanto, o vetor peso de us, sera:

0.-3).
3

=)

- O O

— O

[

N |~

W | =

1 1)
27 3)

Para o auto-vetor us3, temos:

O diagrama de pesos correspondente sera:
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(38 A
1/3 N
I._———n—— ——
I:\\ //II
S17E X F e by
-1/8 /
L W
Ny -2/3

Teorema 3.6.4 A dimensao de uma representagcao
irredutivel € dada por:

N= T (Ag+1) T {@H}

onde:

oQLET B€Z+ (g’B)
Bem
4,
Ay =2( a); g=l a.
aern (a,a) 2 a e Z+

Exercicio 3.6.3 Mostre que o numero de

representacdes do grupo SU(3) é dado por:

=% (n+1)(m+1)(n+m+2) ; n=0,1,2,....; m=0,1,2,.... .



CAPITULO 4

Teoria do Momento Angular'

4.1 Representacoes Irredutiveis do Grupo SU(2)

4.1.1 Representacoes Spinoriais

O Grupo SU(2) € dado (Cf. 3.2) por:

Uz( a bJ,comaa”‘+bb"‘=1.
_b* a*

Tal grupo descreve uma transformagdo de um vetor coluna

complexo de duas componentes (spinor), ou seja:

(o (H DOHR 2

u=au+bv=Uju+Up v, (1)
vi==b*u+a*v=Uyu+Uyv. ()
Para estudar as representacdes irredutiveis de SU (2) em um

espaco (n+1) dimensional, necessita-se de um conjunto de (n+1)
funcdes (vetores) bases linearmente independentes, ou seja:

u un oy un2 y2 gyl oyn,

! Esta parte deste Capitulo foi ministrado pelo professor José Maria Filardo Bassalo
no Curso de Extensdo, realizado em 1985, na UFPA, sobre Teoria de Grupos.
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Para concordar com os resultados da Mecanica Quantica,
Wigner escolheu n = 2j (j:O,%,l,%,L...j e definiu a seguinte

fun¢do monomial:

jFmy, j-m
vy ,ondem=j,j-1,..0, .., .

)= G

Assim, para um valor fixado de j, ha (2j+1) polindmios
linearmente independentes. Agora, tomemos a ag¢do de U sobre

i (u;v), isto é:

£ () = UEL (0v)= U et fusv)= 3)
m'=—]
= (au+bv)J+m (—b*u+a*v)J_m , [usando-se (1) e (2)].
(j+m):(j—m)!
Sendo:

. Hm 1 | . .
Jmo_ ﬂ qi+m-k uJ+m—kkak’

+b
(au+bv) k=0k!(j+m—k)

_ jm I (j_m)! 1)im—£ M=l iy ,
( b*u+a*v) _KZ:OW(J—H]——Z)_V( 1) (b*) ul ”(a*) vl

Entdo:
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£ () e S ime (j+m)!(j-m)!
Uf i) kZ::O Eo( ) k! (j+m—k)!(j—m—¢)! %

« gitmk (a*)é’ (b*)j—m—f bku2ik—yk+

Fazendo-se: j—k—/=m', vird: w2kl yk+l = yim’ yj-m’

entao:

U (use )3 syt 3 Grm) om) o) o)

k=0 m=—] k (j—k-m')!(j+m—k)(k+m'-m)!
x atm (g e omp WV
(j+m’)(j—m")!
Para o indice ¢, temos:
m'=j-k-/.

Sek=0e ¢ =0, entdo: m'=j.
Sek=j+m el =j - m,entdo:
m=j—j-m—-j+m=—j.

Portanto:

ey e (Fm)Gmm)G+m ) -m)!
Ufm(u’v)_k§0 mg_j(_l) KI(j—k+m)(j+m—k)(k+m'—m)!

x g Itk (g )Mk (pa)kem=m pk fjn, (u;v).

Usando-se a expressao (3), vird:
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_ miskem ¥ (+m) (j=m) (j+m’) (j—m)!
Yo —J+mk§0(—1) k!(j—k—m')!(j+m—k)!(k+m'-m)! 4)

x aj+m_k (a*)j—m'+k bk (b*)k+m'—m

Na expressdo (4) acima, o indice k varia de 0 até j+m. Porém,
como (—n)!zioo (n=1,2,...) entdo o U, se anulard toda vez que o
expoente de a, a* ou de b*, atingir o valor negativo. E importante
ainda observar que como me m' variam de —j até +j em passos
inteiros, entdo U+ € uma matriz (2j+1)(2j+1).

Exemplo 4.1.1.1 Encontrar a forma da matriz U paraj=

1/2.
Se j =1/2, entdo: mz—l,l e m':—l,l.
22 22
Portanto:
1 ]
m=— m=-——
2 2
m=1/2—- (A B
U= .
m=-1/2—->\C D

Assim [lembrando que (—1) l=tc0 e 0!=1], vira:
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LG V11011101 2 (a#) bk (b)" .
k=0 k1(=k )1(1-k )1k !

B=Uyn =3 (1) Jrown: alk (%)™ by x

k=0 k 1=k )1 (1=k )1 (k=1 )1

% (b* )—1+k b,

C=U—1/2,1/2=§(—1)1+k 010! a= (a%)" by x

k=0 k(= )1 (=k )1 (k+1)1

% (b* )k+l —b*,

D=U_1/2,—1/2=§}(—1)k m 4k (a*)1+k bkx

k=0 k(1)1 )1k
X (b* )k =a*,

Portanto:

a b
Unm =Ur2a2 = _ o s|-

Vamos a partir de:
A= zjlf;g (u ”V’)frj;l (u';V'): ZJ: . (u'*)j+m (V'*)j—m (m')F+m (u')j+m (V')j_m _
o o \/(j+m) (j-m)(j+m){(j-m)!
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12 Hm 2 jm
4 oy (][

m—i  (pm)i(m)t =i (rm)1(-m)!

) Hm ) jm
;oo || orasan?

= (jem)j-m)!

Agora, facamos: j+m = s. Entao:

s 2j-s
, ou+ovf* [ [-orasarsf’] o)

A= st (25-s)! Qi) T

Sendo:

2j ; 2j-s
o+ | =2 - ZJ L i 1]

Entdo:

o v ]
(i)

Porém, para o SU (2) temos: |u’|2 +|v’|2 = |u|2 +|V|2 , entdo:
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i) G = Gtk

2 2j 2j
o s [ [l | o [[°]
Fazendo: j + m = s, vira:

j D“|2T+m[|"|2}j_m i Juwr ] [y
A= -3 uu \A4 .

m=j (pm)!(G-m)!  wm=i (jrm)!(j-m)!

i . . #) jHm (%) j-m A i
_ 4 uim yim - (uHIm v > fl (v (uv).

=i J(rm) (Fm)ty/Grm)t(my ™

Ora, sendo:
i i J i
Uf;, (u,v) =f, (u',v') = Z Upm' i (0, v)
m'=—j
entao:

- . i _
Y @V @)= T f (s W),

m'=—j m'=—j

ZJ: ZJ: U*mm, f;lj (u;v)}[ ZJ: _U*mm,. f:ﬂj (uyv) |=

m=-j| m'=—]j m'"=—]j

i .
= X f (wv)fy (usv),
m=-j

ou
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m'=j| m=—j m'=j m'=j

i ( ZJ: ZJ: U Ufnm..J ZJ: f;:nJ (u;v)fél.. (u;v)=

=3 ) @) ) |

m=—j

Se U for unitaria, isto é:

entao:

> X Sm,m”fm' (u; vV)f (u3v) =

m'=—j m'=—j

T . i .
= 3 fpr @V @v) = X fu (W v) i (3 v)

m'"=—] m=-j

Exercicio 4.1.1 Demonstre que a matriz U,y é uma

representagdo de SU(2).

4.1.2 Representacao por Matrizes Rotacao.

A representacdo geral do SU(2) em termos dos angulos de
Euler € dada por (Cf. Exemplo 3.5.4)

N2 c05B/2) eV 2sen(B/2)

U(a,B,y) = .
(@B - @ 25en(B/2) e 2co5(B/2)



159
Portanto:
a = ei(u”)/zcos(B/Z) e b:ei(a_Y)/zsen(B/Z)

entao:

JG+m)! -m)! (j+m)! (j—m)! )
k! (j-m'-k)! (j+m-k)! (m'-m+k)!

m i
Umnm' (G,B,Y)=k§)(—l)m Hem,

><[ei(ocﬂ()/l COS(B/Z)]j+m_k[ —i(a+y)/2 COS(B/Z)]J m' k

+m'-m

[ i Wzsen(B/Z)] [ —i(y-a)/2 sen(B/Z)]k

Sendo:
i (jrm—k—jrm+k+k—k-m'+m) .
€ 2 :el'Yll’l,
i&(rm—k—jtm'+k—k+k+m'-m) .,
e 2 —eim'a
b
7 i+m—k+j-m’'-k 2 j+m—m'-2k
COS E =| cos E ,
2 2
e

r k+k+m'-m

[t

2k+m'-m
=|:SCH(E]:| R
2

teremos:
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| GHm) L (Gom) 1 (m) 1 )
k!(j—m'=k) ! (j+m—k) ! (m'-m+k) !

jrm
Unm' (a’B’Y): )3 (_1)k
k=0

b

x eimy [cos B/ 2]2j+m_m'_2k [—sen(B/ 2) ]m"m”k eima

(7)

pois:
(_l)m'—m — (_l)m'—m+2k .

Em Mecanica Quantica € costume usar-se a seguinte matriz:

Dl (0B Y) = Uy (B, =™ d) . (Be™ %, (8)
onde:

' jtm (Jj+m) ! (j=m) ! (j+m’) ! (j—m")!
dim (B)=Z (-D*. \/ . , X
k=0 k!(j—m'-k)!(j+m—-k)!(m'-m+k)! 9)

x [COS (B/2]2j+m—m'—2k [—sen(B/2) ]In'—rn+2k

Teorema 4.1.2 As matrizes rotacio Dinm, (o,B,y) sdo

representagdes irredutiveis.

Demonstracao:

Seja uma matriz A independente de (o.,f3,y), tal que:
(A D)y = (DA, ¥ 0By

ou

Usando-se a expressao (8), vira:
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%Amke‘im'yd{(m.e‘ik“ = %e‘ikydﬂnke‘im“Akmv : (10)

Inicialmente, vejamos quanto vale df.(m, (B). Usando-se a

expressao (9), vird:

JGHO IR+ m) (!
X [co

2 j+m'—k
0Y(j—k)!(j+m)!(k—m")! s (B2

di_(B)=

s (=15 (R +m) —m)! y

_ k—m'
-sen(/2) | T SIjk—s)(j+k—s)(k—m'ts)!

x|cos (B2 K2 [sen(pr2) [

Para 3 =0, vira:

\/ (RO -K)!(j+m’) [(j-m’)!

(J_k)'(_]-’_k)'(k—m')! X (COS 00)2j+m‘_kx

A (0)=

x(—senQ0)k-m’"
Agora, se k # m', entdo:
dl_(0)=0.

Se k = m', teremos:

JG+R!IG-K!IG+K)G-K)!

2i ()0 =
G-I+ Ik -K)! M™.0)" =1.

d}y (0) =
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Portanto:
df(m.(O) = Okm' -
Fazendo-se =7 =0 na equacdo (10), vira:
%Amk 8, e ke :%5mk emimuA

A L eim'o — o —imo A

mm

ou:

—im'ol —imo
=¢c

igualdade essa que sé subsistird se m = m', o que indica, portanto que
Amm € diagonal!

Agora, retomemos a expressao (10) e facamos o0 = y = 0,
entao:

= Amk d B = %df;m B) Amk -

Quando k = m no 1° membro, e k = m' no 2° membro da expressdo

acima, teremos:
A e (B) = db e (B) A -
Por fim, tomando-se m' = j, vira:
Amm & i B) = dl i B Ajj
Sendo dfnj (B) =0, VB, entdo: Apm = Ajj, Vi

Portanto a matriz A é multipla da unidade e pelo lema de Schur,
(a, B,7y) é irredutivel.

HlHl’
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Exercicio 4.1.2 Demonstre que dfnj B)#0,Vp.

4.1.3 Representacoes por Harmonicos Esféricos

Tomemos as expressoes (8,9) e facamos j = 1, Entdo:
1 _ —imyg4l —im'al
DB, y)=e"""d . (Be .
Agora, sendo m, m' =—1, 0, 1, os elementos da matriz acima serao:
11— 11 ’

2 (-D*V21020! > "
B = T 1o o oS/ P [ senBr )P

Como (-n)! =t (n=1, 2,...), entdo:

1+ cosP
oror2to!

cos2(B/2) = 5

d, B =

Portanto:

Dl —e-it [ 1+cosP Je‘io‘
11 2 :

De maneira andloga, obtém-se os demais elementos da matriz

1 . .
D, cujaforma é:
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m=0
m=1 1 m=-1
1 —ia senf 1 0
m '=l— el +cos e~V e RN e ia —cosp it
2 2
Dhm@py = m=0> | ey P (1)
7 7
. senf
m=— 1 i 1-cosP it T i 1+cosP oY
2 2

Exercicio 4.1.3.1 Encontre os demais elementos da matriz
1
Do (0B, 7).

Dada a matriz Din,m(oc, B,7), demonstra-se (Rose, 1967) que

a mesma ¢é ligada a matriz rotagio R (a,B,y) através de uma
transformacao de similaridade, isto € (T = transposta):

DL (B y=URUH =UHY' ®R" U, (12)
onde:

cosol cosP cosy—senc, seny sendl cosP cosy+cosol seny —senP cosy
R(0,B,Y)= —cosa cosB seny—senc cosy —senat cosP seny+cosat cosy senf seny |,
coso senf sena senf cosp

13)
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Exercicio 4.1.3.2 Verifique a expressdo (12).

Seja T um vetor unitdrio caracterizado pelas seguintes
coordenadas esféricas (0,0). Aplicando-se a matriz rotacdo R (o.,p,y) a
esse vetor, obtém-se o vetor T' caracterizado, no novo sistema de
coordenadas girando segundo os aAngulos de Euler (a.B.y), pelas
coordenadas (0',0"), isto é:

I'=R (a.B,y)T . (14)

Geometricamente, temos

N w %
R(a,B,Y)
>
T ' >
] | 0 r
| 1
\ | \ }
|
. ; y ~—— : y'
~— |
_/\\\ | /', >~
¢ L ¢ =
N
N
X x!

A figura acima nos mostra que:

B - - senf cosd
r=senB cos¢ I +senbsend J +cos® K =|send send |,
cos©
e
senf' cosd'
r'=send' cosd' 1 +send sen¢’ J +cos® K=| send' sen¢'
cos0'

Usando-se as expressoes (13) e (14), vira:
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senf'coso’ cosocosfcosy—sena seny  senocosPcosy+cosaseny —senfcosy
senB'send’ [=| —cosocosf seny—senocosy —senocosPseny+cosacosy senfseny [x
cos0' coso senf senal senf3 cosp
senbcosd
X| senBsen¢ |.
cosO

Desenvolvendo-se esse produto matricial, mostra-se que:
cos0' = senf senB cos(¢p — a) + cosP cosO . (15)

A expressdo (15) pode ser obtida da seguinte maneira:
1 '
Y} (@.0)= T Dy (eBy) Y (6.9) (16)
m'=-1

onde Y?(e, ¢) € chamado de Harménico Esférico e definido por
(Jackson, 1992):

(20+41) (¢-=m)! .
m — m im¢
Y7 (9,¢) \/ P (€+m)!p ’ (cose)e , an
com:
Y ©0.0)= D" (Y!) 0.9) (18)

e

pm _ =D 2 gumyz 47 2 ’

;s (cos0) = (I—cos”0) ——(cos“0-1)". (19)

20 d(cos )™
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Desenvolvendo-se a expressao (16), vira:
0_ i -1 1 0 1 vl
Y1 =D_pY, +Dy Y +Djp Yy .

Usando-se as expressodes (11), (17), (18) e (19), € facil ver

que:
Jicose’:ei“ﬂ isene e +cosp i(:0s9+
47 ﬁ 8T 41
e_l(xﬂ isene elq),
J2 \8rn
e

cos0' = senb senf cos (¢ — a) + cosP cosH,

que € idéntica a expressdo (15),

De maneira andloga, demonstra-se que:

1
Y7 (0.0)= T Dy (0B1)YT(6,0) - (20)

Exercicio 4.1.3.3 Demonstre a expressao (20).

De um modo geral, pode-se demonstrar que (Cushing, 1975):

4
Y7®,0)=0r Y7(®.0= ¥ Dpp(efy) Y®0. @D

Exercicio 4.1.3.4 Mostre que:
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47 "
a) D! ,(o.B.0) = 2“13(/“([3,@);

b) D, (0.8.7)= 2tth@ﬁ)

¢) D!, (0,8,0)=P, (cosp) .

4.2 Operador de Momento Angular
4.2.1 Momento Angular Orbital: Conceito Classico
Na Mecanica Classica, 0 momento angular orbital é definido por:
EC =TX f) ,

R dr .
onde: p= ma , € 0o momento linear.

4.2.2 Momento Angular Orbital: Conceito Quéntico

Segundo a representacdo de Schrodinger da Mecanica Quantica,

o momento linear cldssico p é substituido por:

p =—ihV.

Portanto, em Mecéanica Quiantica, o momento angular &
definido por (daqui em diante, faremos # =1).

I:OM =L=-rxV .

423 A Algebra dos Operadores de Momento Angular
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Inicialmente, calculemos o operador L em coordenadas
cartesianas. Assim sendo:

17

xV=| x y

d, 0

x Yy Yz

K
z|=1 (yo, — zdy) + J (20, - x9,) + K (xdy — yOy) ,

onde axz% , etc.,

entao:
Ly =—i(yd, —2dy); Ly = —i(zdx — x9,); L, = —i(xdy — yox) .
(22a,b,c)

Obtidas as expressdes para os componentes cartesianos do

operador L, calculemos o comutador entre os mesmos. Assim:

oL |-L L L L ==(30,-20 )20, ~x0,)+
+(20 ~xd )(yd,~70 ) =

= —y0,(20y) + Y0,(x0,) + 20,(z0,) — 20,(x9,) + 20y(y0d,) — 20,(z0,) —

—X0,(y9,) + X0,(20,) = —y(0x+20°,, +yX0’,, + Z°0°yx — 7X0°y, + Y20’y +

— 7707y — yX07,, + X(3y + 20°,,) .

Sendo a{xﬁ = azﬁa (o, =x,y,2) , vird:
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[LX ,Ly}z—yaX +x8y =+i{—i(x8y —yaxﬂ -

LL,|-iL,.
Xy z
De maneira andloga, demonstra-se que:
L L] e L, i
z’ X y y' oz X
Assim, podemos escrever que:
[]:i , I:j ] = igijk]:k . (23)
ou, simbolicamente:

[LxL]=iL .

Exercicio 4.2.3 Complete a demonstragao da expressao (23).

[E oportuno observar que comparando-se a expressio (23)
com a regra de comutacdo dos geradores do grupo O(3) (Cf. 3.2.a),
vé-se que os componentes cartesianos do operador de momento
angular e aqueles geradores satisfazem a mesma 4lgebra, a menos do

fator i (estamos considerando i =1).]

4.2.4 Auto-Funcoes e Auto-Valores dos Operadores
L2 eL,
Inicialmente, vamos escrever os operadores I’ e ﬂz em

coordenadas esféricas. Para isso, tomemos as expressoes (22a,b,c), ou

seja:
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Ly = —i(yaZ - zay); I:y = —i(zaX - xaz);iz = —i(xay - yax).

As relacdes entre coordenadas esféricas (r,0,0) e cartesianas

(x,y,z), sdo dadas por:

X =rsenBcoso ; y = rsenBsend ; z = rcosO ; (24a,b,c)
x2+y2+z72 :rz;cosezl;tgezl. (24d,e.f)
r X

Derivando-se r* em relacdo a x,y,z, respectivamente, teremos:

zZ

Jr X Jr y =—==co0s0.
r

ng—senecostb, dy T—senesenq), 8
(25a,b,c)
Por outro lado, derivando-se cos® = % em relacdo a x,y,z,

respectivamente, teremos:

00 _ cosBcosd  dO _ cosBsendp 06 _  send
ox r Ty r "9z r (262,b.¢)

Por fim, derivando-se tgd):% em relacdio a Xx,y.z,

respectivamente, vira:

00 _ _sendp dP _ _cosd 99 _

ox rsenf ' dy  rsend  dz

(27 a,b,c)

Exercicio 4.2.4.1 Demonstre o grupo de equagdes (25), (26) e
27).

Tomemos o operador L, e vamos escrevé-lo em coordenadas
esféricas. Entdo, segundo (22 c), tem-se:



172
L, =—i(xd, — yo,) .

Agora, passemos de (x,y,z) — (1,0,0). Ora:
d dr _0J , d8 %9 90 90

R S s v 2o
of of of
[Lembrar que: f(r,), entdo: df —a—dr-ia—ede-i—q)dq)]
r
0 or 0 0 a d
ay SE—=—X—+—X—+—X—
dy dy dr dy 906 dy 0J0

_— 4 X

d or d 0 0 a 0
— +—x
d0z dz o dz d0 dz  IP

Portanto, usando-se o grupo de equacdes (24) e as equagdes acima,

teremos:

. 0,00, 0
L, = 1[rsenecos¢[ Jy o +=— Jy 20 + 3y 90

j — rsenfsen X

y oar d 89 ) a¢ d
ox ar ox 98 T ax 00

Agora, usando-se os grupos de equacdes (25), (26) e (27),
teremos:

L, =i~ =-19. (28a)

3¢
De maneira andloga, demonstra-se que:
L, =i(sen¢d g +cotgbeoshd 0 ); (28b)

L, =i(cos0 +cotgBsendd ); (28¢)
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Exercicio 4.2.4.2 Complete a demonstracio do grupo das
equacdes (28).

Obtidos os operadores Ly, Ly e L; em coordenadas esféricas,

vamos obter o operador 7 nesse tipo de coordenadas. Assim,
L =Li+LJ+L7.
Usando-se o grupo de equagdes (28), vira:
[? = —(sendg + cot gB cos (1)84,)2 — (cos ¢ — cot gsenddg)” — B(ZM) .
Inicialmente, calculemos:
(sen¢dp + cotgbeosddy)” = (senddg + cotgBeosdd,) (sendde + cotgbeoshdy) =
= sendy (sendy + cotgbcosddy) + cotgbeosddy (senddg + cotgbeosddy) =
= sen’0 age + sendcosd (—cosec’dd, + cotgd agq)) + cotgBcosd [cosddg +
+ send aée + cotgb (- senddg + cosd B(ZM) )] =
= sen’0 839— sen¢cos¢cose0298¢ + sendcosdcotgd a§¢ +
+ cotg cosddg + cotgbeoshsend a?be — cotg’0cosdsendy +
+ cotg’0cos’() afw )
De maneira andloga, temos:

(coshdy — cotgBsenddy )* = cos’0 age + sencosd cosec298¢ +

— sendcosdcotgd a§¢ + cotgBsen’ddy — cotgBsendcosd aée +
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+ cotg’® sendcosPdy + cotg’® sen” ¢ aéq) .

Portanto:

2 |1 I
L° = [sen@ g (senBg ) + - 8¢¢] (29)

Exercicio 4.2.4.3 Complete a demonstracio da equacao (29).

Sendo os operadores el, fungodes de (0,0), suas equagdes

de auto-valores serdo, respectivamente:
L*f0,0)= L*f(8.4), (30)
L.g(0.0)= L. (6.0), (31)

Agora, calculemos os auto-valores L’e L, . Para isso, usaremos
as equacdes (29) e (28a). Inicialmente, resolvamos a equagao (30):

1 1 2 _12
_ Eae(seneae) +ma¢¢:|f(e, q)) =L f(e, ¢) ,

se€n

1 1 2 2 _
_—sene dg(senBdg) + —26 a¢¢ +L }f(@, 0)=0.
Para resolver a equag@o diferencial acima, usaremos a técnica da

separacdo de varidveis (Arfken, 1970; Bassalo, 1989; Mathews e Walker,
1965). Assim, fazendo-se f (0,0) = © (0)P(d), vira:

(aze + cot gBdg + 5 82¢ + sz O (0)P(9)=0.
sen
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Separando-se as varidveis 0 e ¢, a equacdo acima se
transformard em:

2 © 0 _ 9

sen"0 ) + cosOsen6 ® +L°sen6 = D 32)

ou
. o

h(®) =j(®) — - constante.

Razdes fisicas, impdem que: P (¢+271) = ¢, entdo:

D= m=0,41,42,.),
portanto: d =exp (imd) | . (33)

Obtido ®(¢), voltemos a equagdo (32). Entao:

sen’0 o + cosGsenG% +L%en0 —m*=0.

Fazendo-se cos0 = x, teremos (Cf. Bassalo, op. cit.):

2 2
(1-x2)47© 2590 f12_ M lgx)=p ,
2 2
dx dx 1-x

cuja solugdo é:
O(x) =P"(cos0), se:L’=P (P+1),

onde:

m =P, (-P+1),...,0,..., (P-1), P

Assim, a auto-funcdo do operador % sera:
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£(8,0) = Ay, e™P;" (cos ).

(2¢+1) (¢—m)!
4t (0 +m)!

obteremos o harmdnico esférico [vide equacdo (17)]. Desse modo, a

Escolhendo-se a constante Ay m :\/

equacdo de autovalores para o operador L? tomar4 a forma:
L2 Y, (0,0) =00+ Y, (8,0). (h=1) (34)

Resolvida a equacdo (30), passemos a resolver a equacgdo (31),
isto é:

L,g(6.0)=L,g(6.0) .
Sendo L, = —idy , entdo:
- la¢g(e’¢) = ng(e’¢)

L g - % i, 30 .
z g z

90

Integrando-se a equacio acima, vira:

Ing=ilL,0 — g=-exp (iL,0) .
Razdes fisicas impdem que g (¢+27) = g (¢), entdo:
,(m=0,%1,%2,..) .

Assim, a auto-fungdo do operador L, sera:

g(9) = exp(imo) .

Ora sendo:

f,zgzLZg =mg ,
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entao:

- iieim‘l’ = me'™.
90

Multiplicando-se ambos os membros da equacdo acima por

\/(2z+1) (¢ - m)

!
! m R )
i (Z n m)! P, (cos0), vé-se que:

L, Y;"(6,0) = m Y;"(6,0)|. (35)

E oportuno observar que os operadores [?eL, ttm a mesma

auto-fungdo Y,"(0,¢).Tal situacdo decorre do fato de que esses

operadores sdo comutaveis, isto é:
[LZ, LZ} =0 .

Exercicio 4.2.4.4 Demonstre que:

[f,z,f,i} =0, i=xy,2).

4.2.5 Operador de Momento Angular Total

A introducdo do conceito de spin do elétron em Mecanica
Quantica por Uhlenbeck e Goudsmit (1925) como sendo um momento

angular intrinseco dessa particula, isto é:

S%9 =SS+ , h=1)
S,0=S,0
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onde S, =-S, -S+1....,0,...,.5-1, S, com (S=1/2), levou a generalizacio
desse conceito as demais particulas. Assim, as particulas que t&ém spin
inteiro sdo chamadas de bosonicas, e as que t€m spin fraciondrio sdo
chamadas de fermidnicas. Por outro lado, como uma particula possui
também momento angular orbital, hd necessidade portanto de definir

um momento angular total, ou seja:
J=L+S.
Em analogia com os operadores de momento angular orbital

L ede spin S,o operador J satisfaz 2 seguinte regra de comutagao:
[Ei, EJ} = igijJx , (36)
ou, simbolicamente:
Ix3 |1,
Sendo ainda J um operador de momento angular, entdo:
IPYM6,0) = (i+D Y[ (6,0), (37a)
1,Y{"(6,¢) = mY{"(6,9), (37b)
onde m = —j, —j+1,...,0,...,]—1, j.

. 3
J—O, 1, E,

1
2 b

[32, ii} =0,Vi=xXy,z. (37¢)
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Exercicio 4.2.5 Demonstre a equagio (37c¢).

4.2.6 Operadores ‘“ladder” (escada)
Os operadores “ladder” sdo definidos por:
=T +ily , (38a)

=0y —ily . (38b)

Da defini¢do acima, € facil ver que:
J;=1_ e J17=],_,

onde (L) significa operador Hermitiano conjugado.

Agora, vamos escrever o operador J 2em termos desses
operadores “ladder”. Assim, sendo:

=134 +02

j+j_ + j_j_}. = 23)2(' + 23% .

Portanto:

P =L 450,) 2], (39)

1
2




180

Usando-se as equagdes (36) e (38,a,b) vamos calcular alguns

comutadores envolvendo os operadores J 2, J,, e, e J_. Assim:

[L,LHLJX +ﬁy}=[jz,jx}+i[jz,3y} -

=iy +i(—i3x) =Jx +ily =11,

130 (40a)

De maneira andloga, demonstra-se que:
[L,i_} =-1_, (40b)
[L,i_} =2J, . (40c)

Exercicio 4.2.6.1 Demonstre as equagdes (40 b,c).

Por outro lado, usando-se as equagdes (39) e (40 a, b,c), viré:

[32, L} _ {%[m_ NEA 33}1 _
1= v= s ]2 s
= 7{(]4..]_ + J_J+), L} + {JZ,J+i| .

Sendo, [AB,C] = A[B,C] + [A,C] B, entdo:

123, ]=§L i, }%[L,L [ w13 b 0.]+

+ %[j_ ,j+ ]j+ +iz [iz ’j+ ]+[31 ’j+ ]]Z =
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kit i)

%[j—’j+ ]j+ +jz [jz ’j+ ]+ [‘?Z’ir ]]Z -

+

Il
I
—
+
|
[\®]
—
N —
F
||
[\S)
)

[EZ,L} =0 . (41a)
Analogamente, demonstra-se que:

[32,3_} =0 . (41b)

Exercicio 4.2.6.2 Demonstre a equagdo (41b).

De posse dessa dlgebra de comutadores envolvendo os

operadores J 2, J,,J+, e J_, vamos calcular as auto-fungdes e os auto-

valores dos operadores “ladder”. Seja W, =| jm> (esta dltima, € a

notagdo de Dirac) uma auto-funcio de 3%e J,, com o0s respectivos
auto-valores j (j+1) e m (lembrar que % =1), isto é:

I Wim = j(+ DWjm

jz‘lfjm =myi, .
Como J? comuta com L, [equacgdo (41a)], entdo:

1209 )= (29 )27, GG W = 5G4 ().
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Portanto, (j+l|1 jm ) € ainda auto-funcdo de J2 com 0 mesmo auto-valor

j (+1). O mesmo ocorre para (f_ Vi ) Porém, em virtude a equagao
(40a), tem-se:

5.5, =7, +3.3, .
entao:
jz (j+l|fjm ):(j+ +j+jz )ij :j+\|jjm +j+ (szjm ):
=j+ij+m‘T+ij:(m+1)(j+\|;jm) >

0 que mostra que (j+l|1 jm) é também auto-funcio de 1., porém com

auto-valor (m+1). Assim, f+ levanta o auto-valor de fz de uma
unidade, ou seja:

j+\|fj,m = N+lIIJIn+1 . (423)
De maneira andloga, demonstra-se que:
T, (0¥ ) =(m=1) (T, ), (42b)

0 que mostra que (j_\p jm) é também auto-funcdo de J,, porém com

auto-valor (m—1). Assim, J_ abaixa o auto-valor de jz de uma
unidade, ou seja:

j—‘l’j,m = N—ij—l ) (42¢)

[E oportuno observar que as expressdes (42a,c) justificam o nome de
“ladder” (escada) para os operadores J 4+ € I + € chamado de

operador levantador ¢ J_ de abaixador.)
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Exercicio 4.2.6.3 Demonstre a equacdo (42b).

Agora, calculemos os valores de N, e N_. Sendo as fun¢des

Vim € Yjm+l normalizadas, isto €:
(ij ’ij )=1 € (ijil ’ijil)zl’

entao:

(j+\|fjm j+\|;j,m)=(N+ij+lvN+ij+l)=|N2|2 .

Por outro lado, desenvolvendo-se o 1° membro da equagdo acima,

vird:
s T W)= Wi T J= (T T3 )
Porém:
53, = (0 i, )0, 40, =02 41,0, =i, J, +12 =
=12 41241, 0, =02 -T2 40T, =72 -7, (7, +1) .
Entdo:

(j*'\lljm ’j+\|ljm ): (ij ’[jz _jz (jz +1)]\ij )=
Z(ij’jz\ij)_(ij’jz[jz +1]\|fjm)=

:j(j+1)(\|’jm’\|fjm )_(ijajz [m+1]\lfjm)=
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=i(j+1)-m(m+1)=j*+j-m? —m+mj—mj=
=j(j-m)+(j-m)+m(j-m)=(j-m)(j+m+1) .
Portanto:
N, |* = (j=m) (j+m+1) .

Escolhendo-se o fator de fase igual a 1, vira:

N+:\/(j—m)(j+m+1). (43a)

De maneira andloga demonstra-se que:

N_=\/(j+m)(j—m+1). (43b)

Exercicio 4.2.6.4 Demonstre a equagio (43b).

4.2.7 Adicao de Dois Momentos Angulares

At€ agora, vimos como obter as auto-fungdes (Yim) que
diagonalizam os operadores J2 ¢ I, bem como determinamos seus
auto-valores [j (j+1) e m] respectivos. Em vista disso, pode-se agora
pensar no problema de como encontrar a funcdo de onda de um
sistema composto de dois ou mais momentos angulares. A necessidade
para compor momentos angulares surge quando tratamos de particulas
simples cujo momento angular total é a soma de duas partes: orbital e
spin; e quando tratamos processos entre estados de momento angular
bem definidos como, por exemplo, espalhamento entre particulas.
Aqui, trataremos apenas da adi¢cao de dois momentos angulares.

Sejam \pjlml e \|Ij2m2 auto-fungdes dos operadores de

momento angular Jj e J,, isto é:
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j12\|Ij1m1:jl(jl +1)l|fj1m1 ;jlz\vj]ml:ml“’jlm] > (44a,b)
j%szmz =2 (2 *DWiomy 33 2:W ipmy =MW ipm, » (45a,b)
[jliajlj]:igijkjlk; [jzi,jzj]=iﬁijkak . (46a,b)

Como os operadores JjelJoatuam em espagos vetoriais

distintos, entao:
Bidol=0 . Vi @7)

Definidos os operadores J; e J» , vamos construir um operador

(3), soma entre eles, isto é:
T=li+L : Li=Ti+Ii;: (=xy.2). (48a,b)

As relacdes de comutacdo entre os componentes desse
operador J podem ser obtidas através das equagdes (46a,b), (47) e
(48a,b). Assim:

ESAE {[Jlx # o Ty + Jzy]}
- [ilx ; ily} [Jlx + Jzy} [JzX + le} [jlx + j2y} =
)=il.

= 1J1Z +1J2Z = 1(J1Z + J2z

[JX,J } i,

De maneira andloga, demonstra-se que:
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[jiajj:| =igipk| , (jk=xy2) . (49)

Exercicio 4.2.7.1 Complete a demonstracio da equagio (49).
A equacdo (49) nos mostra que o operador J é também um
operador de momento angular e, portanto, podemos escrever:

IWim = §G+ DWjm (50a)
T ¥im = MYjm (50b)
FoW =y (M) GEmel) ¥ (500)

onde Wiy € uma representagcdo acoplada, e que € conectada as

representacdes  desacopladas v, eV, através de uma
1m 2my
1

transformacao unitéria, isto é:

Vin= 2 C(jlij;mlmZm)wjlmlw G

Na expressdo acima, os elementos C (j; j» j; m; m, m) sdo
chamados de Coeficientes de Clebsch-Gordan — CG — da transforma-

cdo unitdriae ¥, Y. =y, Oy, representa o produto
e Ty my Jymy Jomy

direto ou tensorial entre as representagdes desacopladas. [Os

coeficientes C.G. tém vdrias notagdes; adotaremos a notacdo do Rose

(op. cit.).]
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Teorema 4.2.7.1 Os nimeros quinticos de proje¢do (m, m; e

m,) ndo sao independentes; eles sao relacionados através de m = m; +

my,

Demonstracio:

Tomemos a equacgdo (51) e apliquemos a mesma o operador

jZ = JIZ + sz, iStO é:

entao:

vira:

T Vim=T1,+12,) X , Clitj2jmmom) Wijm Wi my -
mp, m

Sendo iym, ey iym, representagdes em espagos distintos,

ue (leml Vipm, j - (lewjlml j[wizmz ) - (leml Vipm, ) ’

T2 [leml Vipm, j = Vim, [Jzzwizmz ) = [leml Vipm, ) ’

a

Jz\lljm :mwjm’

my . = > (m1 +m2)C(jljzj;mlmzm)\phml Viom, -
Usando-se ainda a equagao (51), teremos:

3 (m —m; —m, )C (j1j2j§m1m2m)wj1mle

my,my 2m2
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Como v jym; Vjym, 530 linearmente independentes, vird
(m—m;—my ) C(jyjoj;mmem) =0,

0 que mostra que os coeficientes C.G. s3o nulos, a menos que:

CQD (52)

Quanto aos alcances (“ranges”) de j e m, demonstra-se

que (Rose, op. cit.):

J=hi+iji+i—L .- (53a)
ou

A (j1j2 ) = Relagdo triangular,
onde

h2lm| 5 p2|m| 5 j2|m|,
e

m=xj,*+(-1), ..,
e mais ainda:
1tin
> (2jH) = (2j,+1) (2),+) . (53b)
Hit—in

Exercicio 4.2.7.2 Demonstre as equagdes (53a,b).

Teorema 4.2.7.2 Os Coeficientes de Clebsch-Gordan
satisfazem a seguinte relacdo de ortogonalidade:
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E1 C(jyJpJsmym,m) C(j, j, j5mm,m)=3 ..

Demonstracio:

Apliquemos a equagdo (51) as fungdes Yim e Yjm, € efetuemos
o seu produto escalar. Como tais fungdes sdo ortogonais, esse produto
escalar valera:

12
ema | 23511
C(jiiady smymymy)=(-1)"2""2 ) — C(j3Jpd; s—mym,—m,),
2j,+1
(56a)
12
C.. . 2j3+1 ..
C(j1j2j3 s mymymy3)=(—1)j1-m1 [ZLJ C(jzj1j2 s mz—mymy, ),
_]2+l
(56b)
) 1/2
i +m, [ 2j3+1
C(jjipjs smm,m ) =(-1)"2 2| — C(j,jzj; s—m,m;m,),
2j, +1

(56¢)

Tais propriedades podem ser demonstradas através da férmula
deduzida por E. Racah, em 1942 (Cf. Rose, op. cit.):

T TN
Citas ) My mm3) =81 mrsmo {(%ﬁn(hﬂz 13) s+ =j2) Us+ia =it

(i+ja+j3+D)!

X (jy +m)!(G; —m)!(j, +my)(G, —my)l([; +my)!(j, —m3)!]1/2 X

(DY [ .. " " |
> (Jy +J, —J3 + WG, —m, =V)!(j, + m, —V)!X

X2

X (js — jp +m, + (s — §, —m, + I (57)
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Exercicio 4.2.7.3 Usando a Férmula de Racah, [equacido

(57)], demonstre as equacdes (56,a,b,c).

Exemplo 4.2.7 Uma particula de spin 1/2 move-se numa

orbita com P = 1. Obter explicitamente as

auto-fungoes Y3y 323 Wan, 12€ Vi, 112

Para calcularmos as auto-fungdes Wip. 32 5 Wan, 12 € Win, 172 »
vamos usar a equagdo (51), isto é:

Vin= 2 C(jjpJimm, m)\p Wizmz ,

myp, mp

onde: j1=1,jo=1/2, m;=—jj...+j; € mp=—jr...4]> .

Assim:
V312,32 = lzmzc(lzé m,m, ;J Vim Vi2m, -
Sendo:
m; + my=m e m=-1,0,1,
Viré:
Vi2.32=C (1%% %%) Vi Vi

13 ,33
+Co(133’ 33) Vio Y232

13 .53
+C‘1(1EE’_EEJ ViaVinse -
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Ora, como m, < j, (=1/2), entdo Cy = C_; = 0. Portanto:
V3232=Ci Vi1 Vinase -

Para calcular o coeficiente C.G. C;, usaremos a condi¢do de

ortogonalidade das auto-fungdes, isto é:

W3nsn > Wans) =1 (Wi, i) = 15
Wi > Vinap) = 1.

Por outro lado, em virtude as auto-fungoes m € Viom,

situarem-se em espacos vetoriais distintos, teremos:

(lem1 > wjzmz j:O’

entao:
(W32 > Wansn) = (Cr Wi Winan s Cr Wi Vi) =
=CT(W1.1:W11) (Wir212: Wir2,12)=Ci=1=Ci= 1 .
Portanto: |1|f3/2,3/2 =V VYinae | . (A)

Agora determinemos a auto-fungdo s, ;. Para isso, vamos

usar o operador abaixador I, pois, como sabemos [Eqgs. (42c) e

(43b)]:
T W i =N g = (m) G=meH) W -

Assim:
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T 3,313 3
T W3030= (jJrjj (3‘3“} Va2 :\/g REVAVE

Por outro lado, temos:
I Wspsn=0-my+ J-) Vansp=
=(J-m+J-@)ViVinn =

=(J- Vi) Vin in+ Vil Vin .

Ora:
J—(l)wl,l =4y (1+1) (1-1+1) Vi =\/E\|ILO ,
- 1.1 1 1
oV :\/ (E"‘Ej (E‘E"‘lj‘l’l/z,—l/z =
=V
Portanto:

‘/§W3/2,1/2 =\/E\If1,o Vi2,-172 TVLIV1/2,-1/2

1
V32112 :f[ﬁwl,owlﬂ,lm + l|’1,1‘|’1/2,—1/2} . (B)

Por fim, para calcularmos a auto-fungdo j;,, , usaremos

novamente a equacdo (51). Assim:
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13 1
= 2 Cll——mm,— m
Vi212 - ( 5 5 MM 2jwlmll|‘rl/2 2

Sendom;+my=mem; =1,0, -1, vira:

13 11

Vi0127C (153 _25}“’1,1“’1/2,—1/2"'
13,11

+C ( 23’ EEJ% Vi t

13 31
+C (155 =1 20 )%,—1“’1/2,3/2‘

Ora, como m; < j, (=1/2), entdo C_; = 0, portanto:
V12 =CiViLiVin-n+ CoWioWYinn- ©

Para calcular os coeficientes C, e Cy, vamos usar a condi¢ao

de ortogonalidade das auto-funcdes. Assim:

Wi, Vinin) =1=

=[(Ci Wi i Vin-int+ CoWioVinin),

CiviuiVin-in + CoWioWinin)l,

2
= Cry VDWW Vi) +

+ Co(W1.0.W1.0)(W1/2.1/2:-V1202)=Ci +C5 =

Cr+Ci=1] . (D)
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Por outro lado, temos: (W3p.12, Wip1n) =0.

Entdo, usando-se as expressoes (B) e (C), vird:

(\/EWI,OWI/Z,I/Z W Vi -2 J’(Cl Vi Vi o2 T CoWi oVinn ) =

ol

==C, (‘1’1,0 Yo )(‘1’1/2,1/2 Mian )-‘_C_\/i(\l‘rl,l Wi )(‘4’1/2,—1/2 Nin.-12 )

Py

ot (B)
B
Resolvendo-se as equagdes (D) e (E), vira:
V2 I
C = ; Co = ,
S E RN CY
entao:
Vinin= \E ViV -2 +LW1 oVi2.12 (F)

Exercicio 4.2.7.4 Encontre:

a) As demais auto-fun¢des do Exemplo 4.2.7;
b) As auto-fungdes do acoplamento entre os momentos
angularesj;=1¢ej, =1.
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4.2.8 Operadores Tensoriais e o Teorema de Wigner-
Eckart.

Definicao 4.2.8.1 Um Operador Tensor Esférico
Irredutivel de grau (“rank™) L ¢ um

conjunto de 2L+1 funcdes
TV (M=-L,~L+1,..+L)

que se transforma sob a representagdo (2L+1)
do grupo de rotagdes da seguinte maneira:

—_— — L _
RTMR-1= ¥ Dl (ocBy)TM', (58)
M'=-L

onde ﬁzexp(—ieﬁj) € o operador rotacdo, tal que:

v'=Ry,

O'=ROR7!, (O= operador qualquer).

Ao estudar esses tipos de tensores, Racah, em 1942, deu uma
outra defini¢do equivalente a essa dada acima, porém, em termos de
regras de comutagdo envolvendo os operadores “ladder”. Entio:

Definicdo 4.2.8.2 Um Operador Tensor Esférico
Irredutivel de grau (“rank™) L é um
conjunto de 2L+1 funcdes

TV (M=-L,~L+L,..+L),

tal que:
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[i . IM } = [(LiM) (LiM+1]”2 TMH (59a)
b aM|=TM. (59b)

[E oportuno observar que a demonstracio da equivaléncia
entre essas duas defini¢cdes pode ser vista em Rose (op. cit.).]

A Algebra dos Tensores Esféricos Irredutiveis tem certas
analogias com os Tensores Cartesianos T;; _definidos por:

Tijk...:[mznmaif Qi A Trn s

onde os a; sdo elementos de uma matriz ortogonal 3x3. Para esses
tensores (Bassalo, 1973), a soma de dois deles de mesmo grau
(“rank”), € um tensor de igual grau. Por outro lado, o produto de dois
tensores cartesianos € um tensor cujo grau é a soma dos graus dos
tensores fatores. Finalmente, um tensor cartesiano pode ser reduzido
de um nimero par em seu grau, fazendo-se pares de indices iguais e
somando-se sobre eles.

No entanto, na Algebra dos tensores esféricos irredutiveis,
enquanto a soma de dois deles de um mesmo grau, é um tensor de
igual grau, o seu produto ¢é diferente. Assim, um tensor de grau L
pode ser construido de dois tensores de grau, L; e L,, respectivamente,
desde que (L;,L,L) satisfaca a regra do tridngulo da adicdo de
momentos angulares e os niimeros quanticos de proje¢do correspondentes
(M |,M,,M) se somem algebricamente, ou seja:

T%(Al,Az):Ml;Mzc(Ll,LzL;Ml,MzMﬁf;(AI)T”LA;(AQ), (60)
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com A(L;,L,,L) e M = M; + M,. (Os simbolos A; e A, representam
outras varidveis das quais os tensores dependem além de L e M. Por
exemplo, para os harmdnicos esféricos, A, representam as coorde-

nadas angulares de um ponto no espaco.)

Teorema 4.2.8 — Teorema de Wigner-Eckart. A depen-

déncia do elemento de matriz < jm "I“li/[

jm> sobre

os numeros quanticos de projecdo (m,m'), estd
inteiramente contida no Coeficiente de Clebsch-
Gordan através da relag@o:

(sfryim) = clivmmm)( i i) . e

onde < ] ‘"I“L‘ j> ¢ chamado de Elemento de Matriz Reduzido do tensor
TI{I , € j,m,j', m' sdo nimeros quanticos de momento angular.

Demonstracio:

Tomemos a equacdo (59b) e calculemos o seu produto escalar
entre os estados | j'm') e|jm) . Assim:

<j'm' [jz,"fll\f ”jm> =<j'm"M"I“II\j[‘jm>.

Desenvolvendo-se o comutador e aplicando a equacdo (50b),

vira:
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(s, 7y 73

jm> = m’<j'm"M"I“1{[‘jm> - m<j'm" ™ ‘jm> =
=M<j'm"’f11\j[‘jm> -
(rn’—rn— M)<j'm""f1{[‘jm> =0. (62)
iy

A expressdo (62) nos mostra que < jm jm>:0, a menos

que m' = m+M.
Agora, tomemos a equagdo (59a) e calculemos o seu produto

).
).

escalar entre os estados | j'm') e|jm) . Assim:

<jlmv

Desenvolvendo-se o comutador do 1° membro, vira:

o

Sendo:

[ﬂ TY ] ‘jm><j'm"[(L FM)L+M+ 1)]1/2'f1£4i1

T

jm>=[(L$M )(LiM+1 )]V 2 < j’m"fll\jlirl

ji =j$

e

e usando-se a equacao (50c), vira:

_]'Hl'>=j¢

)
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Gz m 0]}, 13 )+
5 e b )

:[(LiM)(LiMH)”2<j'm"ﬂ“l jm>. (63)

Por outro lado, sendo:

J=J+L: (1% =75 +L5) . (64a,b)
entdo, usando-se a equagdo (51), vira:
Vi = Ex C(LJ, uAm') o Wy, (5D
Aplicando-se a essa equacdo, a equagdo (64b), vira:
T3y =Tz +Ls )m’ZMC(ij"mMm')ijWLM -
Usando-se as equagdes (50c) e (51), teremos:
() G Fm+1)] 2y, = sz[(j +m)(jFm+1)]"%x

x C(jLj . mMm )y e Wy + 2 [(LEM)LFM+1)]72 %
m,M

XC(ij',mMm')‘ij‘VLMxl g

entao:
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> [(j+m) (jFm+1)]" 2c(ij',pxm¢1)wju\|;m =
w,A

= m,ZM[(j £m)(jFm+1)]"> CiLy mMm )y vy +

+ 2 [Lem)LF M+ <Ly mMm )y, vy -
m,M

Fazendo-se no 2° membro da equacdo acima mKIl=pe M =

A, no 1° termo, m=p e MK1=A, no 2° termo vira:

> [(+m) (jFm=+1)]" 2 C(Lj, pAm'F1 Jy WV =
w,A

= 2wzl ey iy v, +

+ Zx[(Li ML Ea+ )] xClLy uh = 1m )y, -
u,

Igualando-se os coeficientes de ambos os lados da equacgdo
acima em que U=m e A=M, e transformando-se o 1° termo do 2°

membro para o 1° membro, vira:
[G+m') GFm+1)]"2 c(iLj, mMm'F1)+
—[GFm)(j£m+1)]">c(jLj, m + 1Mm')=

LFM)(L+M+1)]"?xC(jLj’,mM +1m'). (65)
== m)( )I>
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Por fim, comparando-se as equacdes (63) e (65) vé-se que

TY

5

C(Lj',mMm’), entdo:

jm> ¢ proporcional ao Coeficiente de Clebsch-Gordan

([T} jm) = C(jLi.mMm) (j[T,|

j> . cob.

Demonstrado o Teorema de Wigner-Eckart (TWE), ¢é
oportuno fazermos alguns comentérios sobre o mesmo.

1) O TWE separa as propriedades geométricas (de simetria)
representadas pelo Coeficiente de Clebsch-Gordan de um processo
fisico das propriedades fisicas desse mesmo processo, representadas

pelo fator <J'HTL‘

j>, que é denominado de Elemento de Matriz

Reduzido. Portanto, esse TWE é de grande utilidade pratica pois
os Coeficientes de Clebsch-Gordan acham-se tabelados em muitos
livros, como por exemplo o de Condon e Shortley, 1935;

2) Como o TWE envolve Coeficientes de Clebsch-Gordan ¢
sendo que, para estes, temos A(jLj") e m'=M+m, entdao oTWE traduz a
Lei da Conservaciao do Momento Angular;

3) Como os componentes do tensor esférico irredutivel T?’I

podem representar os miltiplos (2" — pélos) de um Campo de
Maxwell, entdo L representa 0 momentum anular da radiacio emitida
ou absorvida. Portanto, através do TWE, pode-se deduzir algumas
regras de selecdo da interacdo entre particulas carregadas e um campo

de radiacao.
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Exercicio 4.2.8.1 Mostre que um tensor esférico irredutivel de
grau (“rank”) 1 ¢ relacionado a um
operador vetor (V4V,V,), através das
expressoes:

T1:_AX+1AY S

G

Exercicio 4.2.8.2 Mostre a equivaléncia entre as defini¢des
428ae4.28.b.

Exercicio 4.2.8.3 Obtenha as condi¢des que j e j' e m e m'

devem satisfazer para que:
L <jm [P, [j'm'>#0;
II. <jm ‘I?’y‘j'm' >#0;
ML <jm [P, | jm’ > #0;
IV. <jm ‘Isz‘j'm' > % 0;
onde ‘13‘ € o operador de momento linear.

(Sugestao: Defina os operadores P =P, +iPy e P.=P —iPy ,

e use o resultado do Exercicio 4.2.8.1)




CAPITULO 5

Teoria de Grupo e a Classificacao
das Particulas Elementares’

5.1 O*(3) e o Potencial Esfericamente Simétrico

A aplicacdo da Teoria de Grupos a Fisica das Particulas
Elementares, € decorrente do sucesso de tal teoria no estudo das
simetrias dos cristais € na do momento angular, bem como na
dificuldade de encontrar a forma explicita da fun¢@o potencial para a
interagdo forte.

Antes de estudarmos a classificacio das Particulas
Elementares que interagem fortemente (hadrons), vamos estudar o
espectro de energia de um sistema fisico sob a a¢do de um potencial
esfericamente simétrico, ja que tal estudo nos mostrard uma relagio
entre a simetria do grupo de rotagio O*(3) e o estado de energia desse
sistema fisico. Em analogia, determinaremos a relacdo entre o espectro
de massa dos hddrons e a simetria dos grupos SU(2) e SU(3).

Seja uma particula (por exemplo, um elétron) colocada em
um potencial esfericamente simétrico definido por V(r). A equacao de
Schrodinger para estados ligados da mesma é dada por:

(_ivz + V(r)j Y(1) =Ey(T)
2m ,

(1a)

ou:

! Esta parte deste Capitulo foi ministrado pelo professor José Maria Filardo Bassalo
no Curso de Extensdo, realizado em 1985, na UFPA, sobre Teoria de Grupos.



204

Hy (r)=Ey (7). (1b)

A solucgdo dessa equacdo é dada por (Ram, 1967):

Vom(D =R (0)y}'(6.,0) . )

onde R,(r) € solucdo da seguinte equacdo diferencial:

1 d2dRM, [2 (e +1)
L dr[rz X j+{hf§[E—V(r)]—r—2}R(r):0, 3)

e Y,"(6,0) satisfaz a seguinte equagdo de auto-valores:
LY, (0,0)=7*0(£+1) Y," (8,0) - )

Sendo L? o quadrado do operador de momento angular L dado por:

(2 p2) 1 9 (eed]), 1 9°1, 5
Li=-h {sene 00 (sene 00 )+ send 8(])2} ©)

ele satisfaz a seguinte regra de comutagdo:
[Li’LJ} = ihgijkLk ) (iJ.k =x,y,2). (6)

Tais operadores L. (i=x,y,z) representam os geradores do grupo

O*(3), conforme vimos no Capitulo 4.

As vdrias solucdes das equacgdes (la,b) representadas pela
equacdo (2), sdo usualmente chamadas de estados, e dependem de trés
ndmeros inteiros quinticos: n (energia), / (momento angular) e m

(magnético). Por outro lado, a energia E correspondente a esses
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estados depende apenas de n e /. [Contudo, se V(r) for Coulombiano,
entdo E s6 dependerd de n.] Assim, como m varia de — faté + /,
entdo a energia E apresenta uma degenerescéncia igual a (2/ + 1) com
respeito ao nimero quantico m. Tal degenerescéncia decorre do fato
de que o potencial € esfericamente simétrico, isto €, ndo depende de ¢
e 0. Em outras palavras, isso significa dizer que a Hamiltoniana
definida na equacdo (Ib) € invariante por rotagdes do grupo O*(3).

Em linguagem da Mecénica Quantica, tal invaridncia
significa dizer que a Hamiltoniana (la,b) comuta com o operador L,
isto €, que o momento angular é conservado e, em conseqii€ncia, a
mesma Hamiltoniana comuta com o operador R definido por:

- . .3
R=exp(—%9L.ﬁj=exp[—%;Liei] , (7a,b)

de tal modo que:
g (DR (O (7¢)

A degenerescéncia dos (27 + 1) estados de mesma energia
serd removida se introduzirmos na Hamiltoniana (la,b) um termo que
ndo seja invariante pelas transformagoes do grupo O*(3). Da Mecanica
Quantica sabe-se que tal termo decorre da introdu¢do de um campo de
inducdo magnética B constante conhecido como efeito Zeeman. Esse
termo, que é o que quebra a simetria do O*(3), € calculado usando-se a

teoria das perturbacdes.
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5.2 SU(2) e os Multipletos de Isospin
5.2.1 Introducao Histérica

As experiéncias de Rutherford sobre o espalhamento de
particulas o através de uma lamina delgada metdlica (ouro, por
exemplo) e realizadas entre 1908 e 1911, levaram a descoberta do
nicleo atdmico e, consequentemente, a formulacio do modelo
atdmico do tipo planetério por parte do proprio Rutherford. Segundo
esse modelo, o 4tomo era formado por um “caroco” central carregado
positivamente, sendo rodeado por elétrons em Orbitas circulares,
constituindo a chama da eletrosfera. Em 1919, ainda Rutherford, ao
realizar experiéncias sobre a transmutacdo quimica de elementos,
mostrou que o nucleo atdmico por ele descoberto, era constituido de
particulas carregadas positivamente e denominadas posteriormente de
protons. Em continuagdo dessas experiéncias, Rutherford aventou
ainda a possibilidade de existirem particulas descarregadas no nicleo
atdomico. Todavia, a descoberta de tais particulas neutras sé aconteceu
em 1932 através das experiéncias de Chadwick, razdo pela qual esse
fisico inglés é considerado o descobridor do néutron.

O fato de prétons e néutrons serem particulas constituintes
do nicleo atdmico, e ainda que prétons, embora juntos, ndo se
repelirdo eletrostaticamente, levou Heisenberg (e, independentemente,
Iwanenko e Majorana), ainda em 1932, a propor a hipdtese de que tais
particulas eram mantidas juntas no nidcleo atomico através de uma
nova for¢a na natureza e que, contudo, tal forca era independente da
carga. Assim, as particulas constituintes do nidcleo, os prétons e os
néutrons, eram dois estados diferentes da mesma particula: o niicleon.
Para diferencid-1os, foi introduzido um novo nimero quantico I(=1/2),
denominado isospin, com proje¢des I, = +1/2 para o préton, e I, = —
1/2 para o néutron. [Mais tarde, a descoberta de outras particulas, tais
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como os pions (1), os kaons (K), os sigma (X), os xi (), os ro (p), e
as particulas isoladas lambda (A) e eta (1), levou a classificacio das
particulas pelos multipletos de isospin. No entanto, tais particulas s
se diferenciam pelo nimero quantico I, sendo independentes da carga
elétrica.]

Muito embora o isospin nada tenha a ver com o spin,
porém seus componentes (inteiros e semi-inteiros) obedecem as
mesmas relacdes matemadticas dos estados que correspondem a valores
inteiros do numero quintico de momento angular. Ora, como as
representacdes do grupo O*(3) descrevem apenas estados de momento
angular inteiro, entdo, havia necessidade de escolher outro grupo cujas
representacdes envolvendo também nimeros quinticos fraciondrios,
pudessem entdo explicar os estados desses multipletos: singleto,
dupleto, tripleto, etc. Assim, o grupo que satisfaz tal condi¢do é o
SUQ2).

5.2.2 Algebra e representacoes do SU(2)
No Capitulo 3 vimos que o grupo SU(2) é um grupo de

grau (“rank”) 1, cujas representagdes sdo matrizes T(nxn), e que

satisfazem a seguinte dlgebra:

[Ti, Tj =i & Tk , (,jk=12,3). ®)

Pois bem, as transformacdes infinitesimais desse grupo SU(2)
sdo dadas por:

, 3
v :(I+ig1 S(xmj\u“ : 9)
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c
onde I € a matriz identidade, T, = T/ (o ¢ = Matrizes de Pauli),

y* é uma fungdo de onda que € denominada de spinor.

No caso do nticleon, tal spinor € representado por [pj}
n

Sendo o grupo SU(2) de grau 1, conforme nos referimos
acima, entdo s6 existe um gerador na forma diagonal e, portanto, a
dimensionalidade D(p) das representacdes irredutiveis desse grupo e
estudadas no Capitulo 4, pode ser expressa em termos de apenas um
parimetro, p, isto é:

Dip)=p+1, (10a)

onde a conexdo de p com o nimero quantico de spin isotdpico I, é
dada por:

p=2I—D(p)=21+1, (10b)

onde:1=0, 1/2, 1, 3/2,....

Exemplo 5.2.2 Mostrar que as matrizes dadas por:

_LOI‘ _lO—i_ _Ll 0
T1_2(1 OJ’TZ_Z[i OJ’T3‘2[0 —1}’

e que correspondem as particulas com I = 1/2 (dupletos), tais como:
(1), (2,2, (K", K% e (K, K°) satisfazem 2 equacio (8).

Assim:
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1/01)1(0 -1} 1(0—-i)1(0 1

%((1) —OJ _%C) —OJ%(? 3:
s

De maneira andloga, encontram-se os demais comutadores,

completando a demonstragdo solicitada.

Exercicio 5.2.2.1 Complete o Exemplo 5.2.2.

Exercicio 5.2.2.2 Mostre que as matrizes dadas por:

010 0 -i 0 10 0
T=—L|1 0 1iT,=—|i o -iliT,=[0 0 0],
010 00 -

Y 2lo 0o 1

e que corresponde as particulas com I=1 (tripletos), tais como (7", 7, ),
(X 2% ) e (ph, p, p), satisfazem a equacio (8).
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5.2.3 Diagramas de pesos das representacées irredutiveis
de SU(2)

Quando duas particulas interagem, seus isospins se combinam
para produzir estados com diferentes multiplicidades. Tais estados
resultantes sdo obtidos através do produto tensorial entre os
multipletos correspondentes as particulas interagentes. Uma maneira
pratica em realizar esse produto tensorial é através do diagrama de
pesos de cada representacio irredutivel do grupo correspondente.

Assim, inicialmente, vamos construir o diagrama de pesos da
representacdo irredutivel de SU(2) correspondente ao isospin I = 1/2.

7

Tal diagrama é obtido através dos auto-valores da representacio

_Ll 0
T3‘2(0 —1}'

Para resolver as equagdes de auto-estados correspondentes, va
mos tomar os seguintes spinores:

irredutivel diagonal, isto é:



211

Portanto, o diagrama de peso sera:

~1/2 | +1/2
< ! < I

qz 0 ql

(Dupleto de Isospin).

Exercicio 5.2.3 Encontre o diagrama de pesos para a
representacdo irredutivel de SU(2) e
correspondente ao isospin [ = 1.

5.2.4 Série e Coeficientes de Clebsch-Gordan do SU(2)

Conhecido como se obtém o diagrama de pesos de uma
representacdo irredutivel de SU(2), vamos efetuar o produto tensorial

de duas delas. Por exemplo, efetuemos o produto 3 ® 2, isto é:

1 ® 1

-1 0 +1 =172 0 -1/2

Para obtermos a representagdo resultante (Williams,
1971), superpomos em cada peso da primeira representagdo (3), o
centro de gravidade da segunda (2), ou seja:

8 4 o £ ab ! o
N —0 1 o — A -0 - | > I3 °
-3/2 -1 =1/2 0 1/2 1 3/2

7

Vé-se, portanto, que a representagdo resultante é redutivel, pois a
mesma pode ser decomposta em duas representacdes irredutiveis: um
quadrupleto e um dupleto. Assim:
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B TR SR VY - SRR S SR
1 ) e 1 - & 5
- ‘3‘*"“@‘ - e Lﬁ‘ ,,,w @ I .. ﬁ 3
3 ok KT B 1
R =L . .
% & t R wﬁa . i gw r?fd

ouseja: 3® 2 =4® 2, que é chamada entdo de Série de Clebsch-
Gordan para o problema em questao.

Como SU(2) € homeomorfo ao 03(3), entdo o0s
Coeficientes de Clebsch-Gordan de SU(2) sdo os mesmos de 03(3),

j& por n6s tratado no Capitulo 4.

Exercicio 5.2.4 Encontre a Série de Clebsch-Gordan para
o produto 2 ® 2, onde 2 é um dupleto do
SU(2).

Ao completarmos esse pequeno estudo sobre o SU(2), é
oportuno observar que os multipletos de isospin I (ou de carga)
decorrentes do SU(2), sdo constituidos por particulas que apresentam
uma degenerescéncia em relagdo as suas massas dada por 2I+1, isto €,
todas as particulas de um dado multipleto t€m a mesma massa. Como
o isospin I é uma quantidade conservada nas interacdes fortes, diz-se,
entdo, que a Hamiltoniana de interacdo forte € invariante por
transformacdes de SU(2) no espaco de isospin. Contudo, tais multipletos
se diferenciam pela carga elétrica e, sendo esta sensivel a interacdo
eletromagnética, portanto, a quebra de degenerescéncia desses
multipletos ocorrerd quando um termo (que seja func¢do da interagio
eletromagnética), é acrescentado 2 Hamiltoniana de interagao forte.
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5.3 SU(3), os Supermultipletos de Mesmo Spin-Paridade (J P) e 0s
Quarks

5.3.1 Introducao Histérica

No final de 1947, as particulas elementares ja identificadas
eram as seguintes: elétron (e ) (J. J. Thomson, 1897); féton (y)
(Einstein, 1905; Lewis, 1926); préton (p) (Rutherford, 1919); néutron
(n) (Chadwick, 1932); pésitron (") (C. D. Anderson, 1932); mions
(u+,u_) (C. D. Anderson e S.H. Neddermeyer, 1936); e pions (")
(Lattes, Muirhead, Occhialini e Powell, 1947). Por outro lado, as
particulas previstas teoricamente por essa mesma época, eram:
neutrino (v) (Pauli, 1930) e pion-neutro (71:0) (Kemmer, 1938),
particulas essas que foram posteriormente identificadas por Cowan e
Reines (1953) e por Bjorklund, Crandall, Moyer e York (1950),
respectivamente. (Ver em Bassalo, 1987, 1990, 1994, as referéncias
completas dos trabalhos citados neste Capitulo, e que ndo se
encontram nas referéncias indicadas no final do livro. Mais detalhes
sobre as particulas elementares, ver Veltman, 2003 e Abdalla, 2006.)
Em 20 de dezembro de 1947, a revista Nature trazia um
trabalho assinado por Rochester e Butler, da Universidade de
Manchester, no qual esses fisicos apresentavam os resultados de suas
experiéncias relacionadas com a penetragdo de raios cOsmicos em
camaras de Wilson colocadas em grandes altitudes. Ao examinarem
cerca de 5000 fotografias dessas experiéncias, Rochester e Butler
concluiram que novos tipos de particulas, carregadas e neutras,
haviam sido criadas no processo de colisdo entre os raios cosmicos e 0
material da cAmara de Wilson®. Novas experiéncias desses fisicos de

A primeira evidéncia da existéncia de uma nova particula que ndo correspondia a
nenhuma conhecida foi observada por Leprince-Ringuet e M. 1"Héritier, em 1944,
ao examinarem a incidéncia de raios césmicos em uma camara de Wilson,
instalada no alto de uma montanha.
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Manchester, bem como de outros fisicos, confirmaram a existéncia da
dessas novas particulas, como também a de outras particulas. E mais
ainda, o processo de decaimento dessas novas particulas envolviam
particulas ja conhecidas, principalmente nicleons e pions.

No entanto, o estudo em detalhes dessas particulas s6 foi
possivel ser feito depois da constru¢do do cosmotron de 3Gev do
laboratério de Brookhaven e da instalagdo, no mesmo, de uma
camara de bolhas de hidrogénio liquido (que havia sido inventada
por Glaser, em 1952), para poder produzir e observar suas interagoes.
Essas particulas foram denominadas de estranhas porque elas eram
produzidas por interacdo forte entre pions e nicleons (vida média da
ordem de 10_233), porém seu modo de decaimento ocorria por
interacdo fraca (vida média da ordem de 107105). Assim, no periodo de
1947 a 1960, foram descobertas naturalmente e/ou produzidas
artificialmente, as seguintes particulas estranhas (na notag¢do atual):
kaons (K+, K’ K, K° ), que sdo mésons, porque suas massas [-266 m.
(m. = massa do elétron)] sdo menores que a massa dos nicleons

(~ 1840m.); hyperons [nome dado por Leprince-Ringuet (1953): /0\ ;
P ZO, X, EO, 7], cujas massas (>2000m) sao maiores que as dos
nicleons. Tais particulas, juntamente com as ji conhecidas [pions —
280m, e niicleons], foram denominadas de hadrons por Okun. Estas,
por sua vez, foram divididas em dois grupos: mésons (pions, kdons)
de spin inteiro; barions (nicleons, hyperons) de spin fraciondrio.

A primeira tentativa para compreender as propriedades das
particulas estranhas foi feita por Pais, em 1952, ao formular a hipétese
de que elas deveriam ser produzidas em pares, isto é, sua producdo
deveria ser associada. Assim, para poder explicar o mecanismo dessa
producdo associada, Pais propds a existéncia de um novo nimero

quantico aditivo, que seria “par” para as particulas normais (nicleons
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e pions) e “impar” para as estranhas. Essa hip6tese foi plenamente
confirmada no cosmotron de Brookhaven, em 1953, quando Fowler,

Shutt, Thorndike e Whittemore observaram as seguintes reagdes:

0
™+ p—> A +K 1+ p o> K o+ T

(par) + (par) = (impar) + (impar) (par) + (par) = (impar) + (impar)

Contudo, apesar do relativo sucesso do esquema de Pais,
a producdo da particula estranha &~ ndo se enquadrava nesse esquema,
ja que ela € produzida pela reagio:

T+ p—o> EZ + K’ + K,

em franco desacordo com o esquema de Pais, pois: (par)+(par) #
(impar) + (impar) + (impar).

Em vista das dificuldades apresentadas pelo modelo de
Pais no sentido de explicar algumas rea¢des envolvendo a produgéo
de particulas estranhas, uma nova tentativa foi feita no sentido de
entender o mecanismo de produgdo de tais particulas. Com efeito,
Gell-Mann e, independentemente, Nakano e Nishijima, no mesmo ano
de 1953, propuseram a existéncia de um novo numero quantico
denominado estranheza por Gell-Mann e eta, por Nishijima. Assim,
segundo esses fisicos, esse novo nimero quantico S (como passou a
ser conhecido) se conserva nas interacdes fortes e eletromagnéticas e
muda de uma unidade positiva ou negativa, nas interagdes fracas. E
mais ainda, as anti-particulas hadronicas t€ém S sinal contrdrio ao de
suas respectivas particulas e as demais particulas hadronicas tém S =
O. Em vista disso, € facil ver que as interagdes fortes vistas acima, sdo
explicadas considerando a conservacdo da estranheza, se forem
atribuidos os seguintes valores de S: + 1, para as particulas K'eK’; -
1 para Ae X, ZO, ¥ ; -2, para as particulas &~ Z" ; 0 para os pions
e nicleons.
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A construgdo em 1953 do bevatron do Laboratério
Lawrence de Radiacao da Universidade da Califérnia, em Berkeley,
que acelerava prétons a uma energia cinética de 62 BeV, permitiu a
descoberta de anti-particulas pesadas. Assim, em 1955, Chamberlain,
Segre, Wiegand e Ypsilantis produziram os primeiros anti-prétons
(p) bombardeando 4dtomos de cobre com protons altamente
energéticos, numa reagdo nuclear do tipo: p+p+p+p+ p +p. Logo
depois, em 1956, Cork, Lambertson, Piccioni e Wenzel, produziram
anti-néutrons (n) ao estudarem a colisdo de anti-prétons com a
matéria. A producdo de antiprétons e a constru¢do de camaras de
bolhas, permitiu a producdo de antihyperons em experiéncias
envolvendo a colisdo de um feixe de antiprétons de alta energia (~ 3
BeV), com prétons de hidrogénio liquido componente da camara de
bolhas. Desta maneira, por exemplo, foram descobertas as anti-
particulas E_ ,E_ e=Y.

Analisando as reagdes envolvendo as particulas estranhas,
Gell-Mann e Pais (1954) e, independentemente, Nishijima (1954)
estenderam o Principio da Conservacdo do Spin Isotdpico as
interacdes fortes daquelas particulas. Portanto, em analogia com os
isospins ja4 conhecidos dos nucleons (p, n) e dos pions (71:+,71:0, ),
istoé, I, = +1/2,-1/2 el3=1, 0, -1, respectivamente, aqueles fisicos
atribuiram entfo isospin aos estados das particulas estranhas até entdo
conhecidas, obedecendo ao seguinte esquema: I, = A’ =0, pois
essa particula s6 aparece com um estado de carga nula. Por outro lado,
como as ¥ aparecem em trés estados de carga (Z+, EO, Y), entdo I
I;=1, 0, -1, respectivamente. J4 as particulas “cascata” (£) como s6
apresentam dois estados de carga (2% ), entdo I, =+1/2,-1/2,
respectivamente. Contudo, para os kdons (K) houve, no principio, uma
certa dificuldade em definir o spin isotdpico para os mesmos, ja que se
conheciam trés estados de carga deles: K", K, K°. No entanto, Gell-
Mann e Pais, em 1955, ao estudarem o famoso “paradoxo 6 — 17, isto
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€, o fato de que os mésons 0 e T, (0 nome T foi dado por Powell, em
1949) decaiam, respectivamente, em dois e trés pions, sugeriram que
®O(K0) e KO(@O) eram particulas distintas’. Em vista disso,
concluiram que os mésons kdons sé apresentavam dois estados de
carga (K", KO), e, portanto, I, =+ 1/2,-1/2, respectivamente. O
outro estado de carga K, juntamente com K°, formavam, entdo o par
de anti-particulas dos kdons.

Por outro lado, a Lei de Conservagdo dos Barions, isto é,
o nudmero de bdrions menos o ndmero de anti-bdrions deve
permanecer constante nas interagdes fisicas* conforme indicam
experiéncias de producdo e decaimento de particulas envolvendo
barions, associado ao fato experimental de que a carga e a
componente I3 do isospin devem ser conservados nas interacdes
fortes, levaram Gell-Mann e Nishijima, nos trabalhos referidos acima,
a proporem a seguinte férmula para o célculo da carga elétrica de um
hadron:

Q=ec|l;+ BT—"S , (e =carga do elétron)

onde B é o nimero baridnico (que vale +1 para os barions, —I para os
anti-barions, e 0 para as demais particulas), e S é a estranheza ja
referida anteriormente. Logo depois, em 1956, Schwinger prop0ds o
nimero quantico hipercarga Y para substituir a soma B+S na
formula de Gell-Mann-Nishijima, e que representava duas vezes a

carga média das particulas de mesmo isospin I. A partir dai, os fisicos

Tiomno, em 1950, na sua Tese de Doutoramento em Princeton, j4 aventara a

hipétese de que um bdson neutro pudesse ser diferente de sua anti-particula.

E oportuno salientar que as teorias modernas de Grande Unifica¢do prevéem uma

violagdo dessa Lei. Nelas, hd a previsdo do decaimento de prétons em particulas
- . . P 30

nao-baridnicas, com vida média da ordem de 10™" anos.
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experimentais observaram que a producdo de particulas por interacio
forte conservavam sempre os nimeros quanticos I3 e Y.

A série de informacdes obtidas pelos fisicos
experimentais envolvendo os nucleons, os pions e as particulas
estranhas, informacdes essas obtidas principalmente apds a Segunda
Guerra Mundial, clamava por uma ordenagdo na classificacdo dessas
particulas, a exemplo de que fizera Mendeleiev, em 1869, com os
elementos quimicos Boyleanos, através de sua célebre Tabela
Periodica dos Elementos. Muitas tentativas foram feitas no sentido
de classificar as particulas elementares na suposicdo de que algumas
delas sdao mais elementares do que outras (Segré, 1977). Por exemplo,
em 1949, Fermi e Yang formularam um modelo para explicar os
pions, segundo o qual, tais particulas pidnicas eram estados
dinamicamente ligados de nicleons (N e N). Contudo, a idéia de
aplicar a Algebra do Grupo de Lie a classificacio das particulas
elementares somente foi dada por Sakata, em 1956. Com efeito,
assumindo o préton (p) o néutron (n) e a lambda (A) e as respectivas
anti-particulas (p, n, A)como representacdes tripletos irredutiveis 3
e 3 do SU(3), Sakata mostrou que o produto tensorial entre essas
duas representacdes (3 ® 3=8 @ 1), daria multipletos em que os
mésons até entdo conhecidos, eram entdo formados por combinacdes

de pares desses tripletos SU(3), segundo o esquema:

nt=pn; = =Lx(p§—nﬁ); n =pn; KT =pA;

J2
K°=nA: K™ =Ap; K°=An.

Contudo, através de novo produto tensorial entre o octeto
obtido do produto 3 ® 3 e novamente o tripleto 3, isto é, 8 ® 3 =
15 @ 6 @ 3, Sakata ndo conseguiu dispor todos os bdrions até entdo
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conhecidos nos multipletos formados por esse produto tensorial.
Por exemplo, muito embora ele tenha mostrado que os elementos
NNA S=-1)e N AA(S = -2) de um desses multipletos pudessem
representar as particulas sigma [X (X = pnA; £ = pnA)] e cascata
[E(E = pAA; =0 = n AA), o mesmo nio acontecia com o elemento
pnA (S = 1), ja que este ndo representava nenhum barion conhecido,
pois ndo existem bdrions com S = +1. Além do mais, algumas
previsdes decorrentes deste modelo de Sakata, ndo foram
confirmadas experimentalmente, como aconteceu, por exemplo, com a
nao deteccio de um bdrion estranho de carga +2 e com a nio
confirmacdo do spin 3/2 para X, ambos previstos por Sakata
(experimentalmente o spin medido para = era 1/2). Desta maneira, foi
abandonado o modelo Sakatiano.

Para contornar tais dificuldades, desdobramentos do
modelo de Sakata foram tentados. Assim Ikeda, Ogawa e Ohnuki
(1959), Ohnuki (1960), Yamaguchi (1959) e Wess (1960), estudaram
os bdrions e os mésons pseudoescalares no contexto do SU(3), sem,
contudo, lograrem muito éxito, a ndo ser a previsdo de um novo
méson pseudoescalar por Ohnuki, no trabalho de 1960 referido acima.
Porém, o modelo que obteve maior sucesso foi o desenvolvido por
Gell-Mann e, independentemente, por Ne’eman, em 1961, no qual foi
admitido como supermultipleto bésico, o octeto do SU(3).

Para chegarem a esse modelo, esses fisicos estudaram o
octeto mesOnico vetorial, do qual falaremos mais adiante.

Nesse modelo, por exemplo, as particulas do octeto
baridnico (n, p, A, Y ZO, EO, &) caracterizado por ¥ = 1/2+, se
constituiriam em oito estados degenerados da Hamiltoniana de
interacdo muito forte (Hg), que seria invariante por SU(3). Por
interacdo meio-forte (Hy,s), aquela degenerescéncia seria quebrada na
hipercarga Y em quatro partes: N(Y =1),Xe A(Y=0)eZ(Y=-1),
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mantendo, no entanto, a simetria do SU(2) isto €, invariancia do 1. Por
fim, a quebra de degenerescéncia do I seria conseguida através de
interacdo eletromagnética (Hepy), quando entdo apareceriam os
multipletos de isospin. Dentro desse esquema, o diagrama de massas
dos barions segundo o SU(3) serd dado por

(Massas ,MeV )
=- (1321,300)

- z° (1314,900)

1~ (1197,410)
£ (1192,540)
£*(1189,470)

//____—

A (1115,500)

n (939,550}
p ( 938,254)

Hg " H+H HS+H IllS+Hem

Um dos primeiros sucessos desse modelo de Gell-Mann-
Ne’eman, conhecido como Modelo do Octeto ou “Eightfold Way”s,
foi a confirmagdo da existéncia de uma nova particula.

O nome “via octupla” foi dado por Gell-Mann tendo em vista que seu modelo
envolvia trés oitos. O primeiro deles representa os oito geradores do grupo SU(3)
(3* = 1 = 8); o segundo relaciona-se com o niimero de particulas de cada octeto
bdsico; e o terceiro relaciona-se com a frase atribuida a Buda segundo a qual o
homem, para aliviar seus sofrimentos deverd seguir oito caminhos religiosos
relativos a Nobreza de seu julgamento, das suas intencdes, palavras, acoes,
trabalho, pensamento, concentracao e da sua vida.
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Com efeito, em 1961, eram conhecidos os quatro mésons
K(K+, KO, K, KO) e os trés pions T (7I+,TCO, T ), todas essas particulas
com o mesmo spin-paridade, isto é, O . Portanto, a semelhanga do
octeto baridnico, esses sete mésons sugeriam a existéncia de um outro
octeto — o mesonico. Deste modo, o modelo do octeto, previa, entdo,
a existéncia de um oitavo méson, (esse méson foi denominado por
Gell-Mann, em 1962, de xo, e hoje se denomina 1]0. E oportuno
salientar, que essa particula ja havia sido prevista teoricamente por
Ohnuki, em 1960, conforme dissemos anteriormente) e que foi logo
detectado experimentalmente por Pevsner e colaboradores, em 1961,

numa reacao do tipo:

t+dosp+p+n’.
Lrat+n +n°.

No entanto, esse primeiro sucesso do modelo do octeto
ndo foi completo, pois havia uma pequena dificuldade com a massa
desse méson, j4 que ao ser a mesma estimada por intermédio da
formula de Gell-Mann-Okubo, encontrou-se o valor de 615 Meyv,
enquanto a experiéncia de Pevsner encontrara 549 Mev. A férmula de
massa de Gell-Mann-Okubo, inicialmente obtida por Gell-Mann
(1961) para o octeto dos bdrions e posteriormente generalizada por
Okubo (1962) para qualquer multipleto isotdpico, foi deduzida através
da teoria das perturbagdes em 1* ordem, estudada era Mecanica
Quantica, tendo o seguinte aspecto:

M =M, +M1Y+M2[I(I+1)—%Y2]
onde Mg , Mj; e M, sdo constantes, I e Y representam,
respectivamente, o isospin e a hipercarga de um dado isomultipleto, e
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M a massa média da particula. Tal férmula aplicada ao octeto dos
barions dava o seguinte resultado:

_1
my + mg —?[3mA+mzj,

em bom acordo (erro de apenas 0.7%) com as massas conhecidas
desse octeto baridnico. Por outro lado, ao ser aplicada essa mesma
férmula ao octeto mesonico referido acima, encontrou-se:

m, :%(4mK _mn)’

que, ao ser aplicada as massas conhecidas dos pions e dos kaons,
obtém-se o valor de 615 Mev para a massa da eta (1), contra o valor
experimental de 549 Mev, conforme vimos anteriormente. Essa
dificuldade, no entanto, foi contornada inicialmente por de Swart
(1963), de maneira “ad hoc”, e depois por Coleman e Schnitzer, em
1964, que ao usarem a “aproximagdo de mistura de partl’culas”6,

demonstraram a férmula de Gell-Mann-Okubo para mésons, isto é:

—2 2 22 2 1 v2
m” =mg+m;Y +m2[I(I+1)—ZY},

Essa aproximacéo havia sido utilizada por Gell-Mann e Pais (1955) (mistura de K’

KO devido a interagdo fraca), Glashow (1961) (mistura p — ® devido a interagdo
eletromagnética), e por Okubo (1963) [mistura ® — ¢ devido a interagdo
desconhecida responsavel pela quebra de simetria de SU(3)].
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sob o argumento7 que os mésons sdo bdsons e que, portanto, a sua
Hamiltoniana € do tipo Klein(1926)-Gordon(1926), na qual aparece
m? a0 invés de m. (A presenga de m na férmula de Gell-Mann-Okubo
para o octeto baridnico foi justificada pelo fato de que os barions sdao
férmions e, portanto, a sua Hamiltoniana € do tipo Dirac, que envolve

apenas a massa da particula).

Y Y
'_ﬁ m b +
9I9MeV 206Mv N K
L193 37 £ DM 137__a” n° LA
1,116 1 A1 3 549 n° 3
2 2
1,318 Lt 456 h o
1t ., -
Octeto baricnico: 3 Octeto mesonico: 0

Assim, quando a férmula de Coleman-Schnitzer-Feynman foi aplicada
ao méson 1", obteve-se o valor 567 Mev, bem préximo ao seu valor
experimental de 549 Mev. Na figura anterior, estdo representados os
dois octetos basicos do modelo de Gell-Mann-Ne’eman-Okubo.

O espetacular sucesso do modelo do octeto de Gell-
Mann-Ne’eman-Okubo, foi a previsdo e posterior descoberta da
particula Q. Por ocasido desse modelo (1962), eram conhecidas

Esse argumento havia sido sugerido por R. P. Feynman na Gatlingburg Conference
(1958).
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nove ressondncias® baridnicas e caracterizadas por 1¥ = 3/2*, a saber.
Em 1952, Anderson, Fermi, Long, Martin e Nagle com auxilio do
ciclotron da Universidade de Chicago, descobriram a primeira
ressonancia baridnica com massa de 1236 Mev e hipercarga +1,
ao estudarem o espalhamento eldstico de pions de alta energia por
prétons de uma camara de bolhas de hidrogénio-liquido, numa
reacao do tipo:

T +p—>N¥>x +p.

Tal reacdo foi interpretada como um estado excitado do nicleon. A
continuacdo do estudo do espalhamento eldstico de pions de alta
energia por ndcleons’ (prétons e néutrons), mostrou que existem
quatro estados de carga da mesma e, portanto, seu spin isotépico é
I = 3/2. Tais estados, na notagdo atual, sao: AT AT, AO, A7, e que
derivam das seguintes reagdes:

T+po>A"T s +pint+non  5A 5 +n;
7t7+p—>A0 - T +p; T +n—A — T +n.

A primeira ressondncia baridnica estranha (S = -l) com
massa de 1385 Mev foi descoberta por Alvarez e colaboradores, em
1960, ao estudarem o espalhamento de kdons por prétons de uma
camara de bolhas, numa reacéo do tipo:

As ressondncias (nome emprestado da Fisica Nuclear) correspondem a pdlos nas
amplitudes de espalhamento localizadas em certas regides do plano complexo da
energia.

Outras ressonancias baridnicas nuclednicas foram descobertas por Diddens et al. em
1963, tais como: N*[1920, 3/27, (1/2)]; N*[1690, 5/2*, (1/2)]; N*[2190, 7/2, (1/12)] e
A (1950, 7/2%, 3/2). Nessa notagdo, o 1° nimero representa a massa em Mev
(estamos considerando ¢ = 1, pois: E = mc?), 0 2° o spin-paridade I eo3o
isospin L.
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K +p=Y, —» Al+rnt+n .

A anilise de outras reagdes de espalhamento de kdons por
prétons e néutrons, mostrou que essas ressonincias estranhas apresentam

um isospin 1, se assemelhando, portanto aos ¥ *excitados, ou seja:
+* 0‘# %k
DIHEND D M

Por fim, em 1962, foi descoberta uma outra ressonincia
barionica estranha (S= -2) com massa de 1530Mev, ainda no estudo do
espalhamento de kdons por prétons, no Lawrence Radiation
Laboratory, por meio de reacdes do tipo:

- 0~ 10
K+p—>Z +K™.

A andlise de 80 exemplos de reacdes desse tipo levou
Schlein, Carmony, Pjerrou, Slater, Stork e Ticho, em 1963, a
assinalarem o spin-paridade 3/2" a essa ressonancia de spin isotépico

ot}

I = 1/2. Portanto, tais ressonincias se assemelham a = excitados, isto

L ;—*0 k_
é: =

o —

[x]

Pois bem, de posse dessas informagdes sobre a existéncia
de nove ressonancias baridnicas e analisando membros de multipletos

de SU(3) oriundos do produto tensorial:
SR8=108O8D10® 10D 27 ,

Gell-Mann observou que as nove ressonancias acima referidas
poderiam fazer parte do decupleto do produto acima, segundo o
esquema:
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- 1] + A++
4 a 4 A(1236)

2 Z(1385)

Z(1530)

(2)

Portanto, observou Gell-Mann que o decupleto seria completado com
uma ressonancia baridnica de estranheza -3 (Y = B+S =1-3 =-2), de
spin-paridade 3/2*, e deveria ser um singleto isotépico. Para
determinar a massa dessa ressonancia, Gell-Mann usou sua féormula de
massa, encontrando o valor de 1675 Meyv, através da seguinte expressao
(“Equal-Spacing Rule”):

my —ma=mz-my =m(Q ) —mgz .

Desse modo, Gell-Mann anunciou na /962 International Conference
on High-Energy Physics realizado no CERN, Genebra, a existéncia da
particula Q°, que completava o decupleto de barions. Tal particula foi
descoberta em 1964, por Barnes e colaboradores (depois do exame de
97000 fotografias), em uma reag@o do tipo:
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K- +p~>Q + K +K°
L_-> R
SIS

- +
—>e + e

com massa aproximada de 1672 Mev e vida média, também aproximada
de 1,1x10"s.

Apesar desse espetacular sucesso do modelo de Gell-
Mann-Ne’eman-Okubo, o mesmo apresentava sérias dificuldades. Por
exemplo, as massas do octeto pseudo-vetorial formado pelas
ressondncias mesoOnicas de spin-paridade 1, ndo se enquadravam,
quer na férmula de Gell-Mann-Okubo, quer na férmula de Gell-Mann-
Okubo-Coleman-Schnitzer. Sendo, vejamos. As primeiras ressonancias
mesOnicas foram descobertas em 1961, por Erwin, March, Walker e
West, através de experiéncias de espalhamento ineléstico de pions por
prétons de uma cdmara de bolhas de hidrogénio-liquido, em reacdes

do tipo:

TO0+p om0+ +p - n+70 + ™.
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Ao ser estudada a distribuicdo de massa efetiva ou
massa invariante, do sistema de dois pions que € formado nas reagdes
acima, observou-se um pico no espectro de massa daquela distribuicao.
Ao ser analisado esse pico através do “plot” de Dalitz'® observou-se
que se tratava de uma nova ressonancia [denominada por Gell-Mann
(1962) de p)] com massa de 765 Mev, e largura de pico da ordem de
120 Mev. Outras experiéncias desse tipo mostraram que essa
ressondncia € ndo-estranha, tem isospin 1 e, portanto, é formada de
trés estados de carga:

Poucos meses depois da descoberta do méson-p, Maglic,
Alvarez, Rosenfeld e Stevenson ao estudarem o espalhamento de anti-
prétons por prétons de uma cdmara de bolhas do bevatron de
Berkeley, e em uma reagao do tipo:

prpont+nm 4+l 4+t 4,

descobriram, no espectro de massa efetiva versus nimero de eventos
para estados neutros de trés pions (1", ° , T ), um pico em torno de
783 Mev, e largura da ordem de 12 Mev. A andlise desse pico através
do “plot” de Dalitz mostrou tratar-se de uma nova ressonancia
mesoOnica neutra € também nao estranha, recebendo o nome de méson-
o’ ', O fato de nio ter sido observado nenhum pico no espectro de
massa efetiva versus nimero de eventos para estados de carga de trés

pions (t', 7, 71:+(7)), presumiu-se que essa particula € um isosingleto.

10 Dalitz, em 1953, desenvolveu um diagrama bidimensional do espaco de fase para
analisar a formagdo de estados ressonantes decorrentes do espalhamento de
particulas com a formagdo de trés ou mais particulas no estado final da reacdo em
estudo.

Essa particula se enquadrou no modelo do octeto com o singleto do produto 8§ ® 8§,
e recebeu esse nome por parte de Gell-Mann (1962). Por sua vez, Sakurai, ainda
em 1962, interpretou essa particula como um singleto unitério.
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A primeira ressondncia mesdnica estranha'>  foi
descoberta, ainda em 1961, por Alston, Alvarez, Eberhard, Good,
Graziano, Ticho e Wojcicki, ao observarem o espalhamento de kdons
por prétons na cdmara de bolhas do Lawrence Radiation Laboratory,
em uma reagdo do tipo:

K+p—>K'+m +p .

Ao ser analisado o espectro de massa do sistema K,
foi observado um pico em torno de 892 Mev e largura de 50 Mev, ao
qual foi dado o nome de K*. Novas experiéncias desse tipo, isto é,
espalhamento de kdons por prétons, realizadas em 1962, mostraram
que hd quatro combinacdes de carga-hipercarga para K*, a saber
K™ e KO*, com Y = +1, e K" e KO*, com Y = —1, formando,
portanto, dois conjuntos de dupletos de isospin (I= 1/2): um de
particulas e um de anti-particulas, exatamente andlogo aos dupletos de
kdons.

Em 1963, Schlein e colaboradores e, independentemente,
Connoly e colaboradores, ao estudarem ainda o espalhamento de
kdons por prétons, descobriram'> uma outra ressonincia mesdnica de
spin-paridade 1, de massa 1019 MeV, largura da ordem de 4 MeV
denotada por 0, e resultante de uma reag@o do tipo:

K+—->p—>A+9.
LK'+K .

2 Uma primeira evidéncia tedrica da existéncia de tal particula foi apresentada por
Tiomno, Videira e Zagury e, independentemente, por Gell-Mann na /960
International Conference on High-Energy Physics, Rochester, USA.

Essa ressondncia, como hipétese tedrica, ja havia sido tratada por Gell-Mann
(1962), com o nome de B°.
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Como ndo foi observado nenhum ¢ carregado, isso
sugeriu aos fisicos que essa particula fosse considerada como um
isosingleto. Pois bem, essas eram as ressonancias mesonicas pseudo-
vetorial (17) conhecidas a época do modelo do octeto, isto é: dois
dupletos K (892 MeV), formados, respectivamente, por particulas e
anti-particulas; um tripleto p (765 MeV); e dois singletos ®’(783
MeV) e (|)0 (1019 MeV), segundo o esquema:

‘ ‘

(892)————— K" (B92)

AYA

p(165)—~—|w? (784)+-——-— g (705)

\VAV

Y (892) —— e “*(892)

A primeira dificuldade que surgiu com o modelo do
octeto, foi a impossibilidade de enquadrar essas ressonancias
mesOnicas com um octeto mesdnico pseudo-vetorial 1 , a semelhanca
do que ocorrera com o octeto mesdnico pseudo-escalar 0” usando-se,
em tal enquadramento, a férmula de massa do octeto, quer com m
(Gell-Mann-Okubo), quer com m’ (Coleman-Schnitzer). Em vista
dessa dificuldade, procurou-se explicar14 as particulas fisicas o’ e (I)O,
como combinagdes lineares entre wg e M), respectivamente, singleto
de isospin de um octeto e singleto, ambos de SU(3), isto é:

|0)1>=|(I)0>0059+|0)0 > senf ,

14 Dashen (1963); Glashow (1963); Sakurai (1963).
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|0)8>=—|(|)O>sen9+|co0 > cos0 ,

com mg =944 Mev, my, = 870MeVe 6=36°.

O noneto formado pelas ressondncias mesOnicas pseudo-
vetoriais (1) visto acima, parece ser uma caracteristica dos
mésons. Com efeito, em 1964, Alvarez e colaboradores e,
independentemente, Goldberg e colaboradores, estudando ainda o
espalhamento de kdons por prétons de uma camara de bolhas,
descobriram uma nova ressondncia mesOnica ndo-estranha e
pseudo-escalar (0 ), com massa da ordem de 960 Mev e denominada
no' ou X’. Assim, essa particula e mais o octeto mesdnico pseudo-
escalar  (07:K'", K%K, K’;n",n’,n",n), formavam um novo
noneto de mésons, desta vez, pseudo-escalar. A razdo da formagdo
desse noneto decorria do fato de que os quadrados dos elementos
daquele octeto apresentavam uma pequena discrepancia com relacdo a
formula de Gell-Mann-Okubo-Coleman-Schnitzer. Portanto, as

. .0 0415
particulas reaisn” emn" '

podem ser consideradas como uma mistura
de nge 1M, isto &, isosingleto do octeto e isosingleto, ambos de SU(3),
respectivamente, a semelhanca das particulas o e (|)O. Porém, neste
caso, como o quadrado da massa de no (549 Mev) se ajusta muito
bem a férmula de massa do modelo do octeto, apenas uma pequena
parcela da massa de 1]0' compde a massa de ng enquanto 1 deve ter
quase toda a massa de T]O ' (958 Mev).

As dificuldades apontadas acima e relacionadas com os
octetos dos mésons (pseudo-escalar e pseudo-vetorial), associado
ainda ao fato de que nio havia evidéncia experimental, nem do
supermultipleto composto de 27 particulas e nem do antidecupleto
baridnico, levaram Gell-Mann e, independentemente, Zweig, em

5 Essa ressondncia foi descoberta em 1964, por G. Kalbfleisch et al. e, independen-
temente, por M. Goldberg et al.
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1964, a proporem uma outra representa¢do fundamental do SU(3) para
a classificacdo das particulas elementares. Desta vez, esses fisicos
consideraram um tripleto como essa representagdo fundamental,
porém, ndo o tripleto do Sakata e sim um tripleto constituido por
novas particulas denominadas de quarks por Gell-Mann, e de aces
por Zweig. No entanto, umas das grandes dificuldades em se
considerar esse tripleto fundamental, é que as particulas que o

constitui deverdo ter cargas elétricas e nimeros baridnicos, ambos
fraciondrios, segundo o seguinte esquema:
QUARK B J S 1 I; Y Q
u (up) 1/3 172 0 172 172 1/3 2/3
d (down) 1/3 172 0 172 | =172 173 | -1/3
s (strange) 1/3 172 -1 0 0 -2/3 | -1/3
ANTIQUARK
n -1/3 | 12 0 172 | =172 | =1/3 | =2/3
d -1/3 | 12 0 172 | #1722 | =173 | +1/3
s -1/3 | 1/2 +1 0 O +2/3 | +1/3

Usando-se a tabela acima, vé-se que o diagrama de pesos

(Y versus 13) desses dois tripletos 3 e 3, tem o seguinte aspecto:

ANY
4 1/3 u
g -
1\ /
i\ /

i \\ // N
-1l/z \\ / 1/2
\ /

\ /
Y
\\ l/

\l/
55[-2/3

Tripleto de Quarks

A
ET2/3
/1
/1A
/ \
/ --1/3\\
/
/ \
J \

! I/ \x 4 g
12 7 Y 7 "3
1/2I / \ !1/2

b/ \

/ \

_v _4 N

H ~1/3 a

Tripleto de Antiquarks
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Conhecido o diagrama de pesos dessa representacio
fundamental de SU(3), podemos obter os octetos mesdnicos (0, 1), o
octeto bariénico (1/27) e o decupleto baridnico (3/2%), através,
respectivamente, dos seguintes produtos tensoriais:

303=1908; 303®3=10808d10,

produtos esses que podem ser feitos graficamente através da mesma
regra usada para os multipletos de SU(2), isto €, superpomos em cada
peso do primeiro fator do produto considerado, o centro de gravidade
do segundo fator. Assim, usando essa técnica pode-se mostrar, por
exemplo, que:

nt=ud™; = =nd; 71:0:L dd— ), K =su;
w n \/E( HH)

K=ds; K =ms; K°=sd; nozﬁ(—uﬁ—da+2s§);

0":L(uﬁ+da+s§); AT =ppp

In
3

0
A" =L (upd+pdp+dup); A =—=(udd+dud +ddp);

V3 V3

A =ddd; T = (s psp+sup) ;

V3

>0 :%(uds+dus+usd+dsu+sdu);
6
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> =L(dds+dsd+sdd) ; BOF =L(uss+sus+ssu);

V3 3

e

N :L(dss+sds+ssd) ; 7 =sss .

V3

O modelo de quarks, com seus respectivos sabores
(“flavours™) u, d, s, despertou um grande interesse por parte dos
fisicos experimentais que passaram, entdo, a idealizar experiéncias
com a inten¢do de detectd-los. Assim, desde 1965, sdo realizadas
experiéncias no sentido de encontrar quarks isolados, sendo a que
maior repercussdo obteve foi a realizada em 1977, por Fairbank, Larue
e Hebard, fisicos da Universidade de Stanford que, através de uma
versdo moderna da experiéncia de Millikan, anunciaram haver obtido
particulas com cargas elétricas de 1/3 e —1/3 da carga do elétron.
Contudo, até o presente momento (05/2007), as experiéncias
realizadas com o objetivo de detectar quarks livres, ndo sdo
conclusivas.'®

5.3.2 Algebra e Representacdes Irredutiveis do SU(3)

No Capitulo 3, vimos que o grupo SU(3) € um grupo de
matrizes unitdrias (3x3) e de determinante +1. Tal grupo tem grau
(“rank”) 2 (n-1 = 3-1=2) e 8 geradores (n* — 1 = 3* — 1 = 8), 0 que
significa dizer que ele tem 8 parametros independentes reais. Além do
mais, as matrizes A que compdem esse grupo deixam invariante a

' Em dezembro de 2006, o consércio de pesquisas DZero do Tevatron do Fermilab
anunciou que havia encontrado um novo par quark top-antiquark top. Esses quarks
foram descobertos, também, no Fermilab, em 1994-1995, independentemente, pelas
colaboragdes CDF e DZero. [Alexander Hellemans, Scientific American Brasil 5
(59), pg. 16 (Abril, 2007).]
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expressio u® + Iv* + lol, onde p, v e ® sdo componentes de um
vetor complexo. Portanto:

u u
vVii=Alv|; AAT=1; det A=+1.
o' ®

Ainda naquele Capitulo, vimos que as transformacdes
infinitesimais de SU(3) sao dadas por:

8
A=T+i 2 &a,%, , (11)
/=1

onde ¥p sdo os geradores do grupo SU(3), e satisfazem a seguinte
expressao:

|:X0L’XB:|=CKB XY > (12)

com CZLB denominados de constantes estrutura do grupo, e dap sdo

nameros reais.

Ora, como AA" =1, entdo:

8 8
(I+i28a@ X/j(l—lzsa/ X+j=I .
(=1 /=1 £

(I+i£28:jl da, J()(z X, )+ O(Sazé/ )=I,

logo %, = x;ﬁ, isto é, as oito matrizes geradoras do grupo SU(3) sdo

Hermitianas. Além do mais, como det A = +1, entdo ), sdo matrizes
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de traco nulo. Por fim, como o grau (“rank”) de SU(3) vale 2, entdo,
apenas duas dessas matrizes geradoras sdo diagonais e comutam entre
si.

Em analogia com o SU(2), cujos geradores sdo as matrizes

de Pauli, conforme vimos no Capitulo 3, escolheu para os 8 geradores
do SU(3), as seguintes matrizes:

010 0-10 100
x1=%100;x2:%1 0 0;%:%0—10,
000 i 00 000
001 00 —i 000
x4=%000;x5=%000;x6=%001;
100 i00 010
000 (Lo
A=L10 0 —if Ag= 010 (13)
2loi o 2310 0 -2
Exercicio 5.3.2.1

a) Usando o fato de que det A = +1, demonstre que as matrizes Y,
da equagdo (11) tém trago nulo;

b) Mostre que apenas as matrizes A3 e Ag definidas em (13) comutam
entre si;

¢) Usando as matrizes de Gell-Mann definidas em (13):

cl) Calcule as constantes de estrutura do grupo SU(3) e definidas
por (12);

c2) Demonstre que TR(2A; 2A) = 28;; ;
¢3) Sendo:
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_4 k
{2%,27»}} = §8ij + 2dij A
onde { } é o anti-comutador, calcule os coeficientes d}j

A. Representacoes do SU(3)

Com o objetivo de obter as representacdes do SU(3), e em
analogia com o caso do momento angular, vamos escrever as matrizes
geradoras do SU(3) em fungdo de operadores ladder (“escada”
levantador e abaixador, vide Capitulo 4), assim definidos:

L=\ £i)y), (14a)
Us=(Ae £iN7) (14b)
Viz= Mg tiks) . (14¢)

Além desses operadores ladder, vamos definir ainda os
seguintes operadores:

1357\,3 . (14d)

Y=-22,, (14e)
3

U, -V, =43 2 (14f)

I3+Uz3+V3=0 (14g)
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Exercicio 5.3.2.2 Obtenha as formas explicitas das matrizes

definidas pelo grupo de equacgdes (14).

Usando a defini¢do desses nove operadores e mais a regra de
comutagdo entre as matrizes A; (i = 1,2,....,8) dada pela equagéo (12) é
facil mostrar as seguintes regras de comutacdo entre tais operadores:

Lo = [0, ]=i%U oo LoV, ]=J_%Vi;
lu, ,Ii]=¢%li; v, u o, [u,v, ]:%Vi;
v,.1, ]=$%I VA ]=$%U R AR =
v, o, [yu, l+u.; [y, ]=+v,;

v, 0, [0 Hu,, v, Ev, L o,

1, 1kor,; [U,u U, [V, v v, (15)

Exercicio 5.3.2.3 Demonstre as relagdes de comutagdo

indicadas no grupo de equagdes (15).

Como as regras de comutagdo entre esses operadores sdo uma
generalizacdo das regras de comutagdo para o isospin (I), entdo os
operadores U e V caracterizam dois outros tipos de spin: spin U e
spin V.

Exemplo 5.3.2.1 Calcular o efeito dos operadores L+, Us, e V.



Seja | I3, Y> um auto-vetor dos operadores I3 e Y, isto é:
LG Y>s=LIL Y>; YL Y>=Y[1L Y>.
Sendo:
(L, L] = %L,
entao:
Ll Ys=E3L + LK), Y>=

=+ |, Y> + L (] T3, Y> =

=+ |, Y>+ L (|5, Y>, ou
LLlL Y=Lt @5 Y>).
Por outro lado, sendo:
[Y,L]=0,
entao:
Y(LILYS) =L (YL Y>=Y (L] L, Y>) .

Portanto, o operador I+ provoca AY =0e ALz ==1.

Agora, vejamos o operador U+ . Assim, sendo:

I3, Usl =+ U, ,

B =

entao:

1
1, (U, I,Y>)= (+3Ui+UiI3j| L, Y>=

= ¢%Uill3,Y>+Ui(I3|I3,Y>)=

239
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% B, Y>+ L UL, Y> | ou

I3 (Usl 13, Y>) = (13 ¥ 2) (U] I, Y>) .

Por outro lado, sendo:
[Y, Us] =2Us,

entao:

Y (Uil 3, Y>) = U+ U2 Y) | I, Y> =

= (U | L, Y>) + U (Y1 I, Y>) =

Y (UslLs, Y>) = (Y1) (U I, Y>).

Portanto, o operador U+ provoca AY =*1e Alz =

Finalmente, vejamos o operador V+. Assim, sendo:

[, Vil=t1lv,

B —

entao:

I (Vil I, Y>) = (i%Vi + VJ_rIJ 11, Y> =

[\

- [J_r lviJI L, Y> + (Valy) | I, Y>) =

= [_%ViJ |, Y>+ Vi (I 15, Y>) , ou

U | L, Y>) + Y (UL I, Y>) , ou

g
o
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L (Vil I3, Y>) = (13 i%) (Ve |1, Y>) .

Por outro lado, sendo:
[Y, Vi =%V,

entao:

Y (VilI, Y>) = 3EVe+ Vi) 1, Y> =

=@V L, Y>) + (V2 1, Y> =
=@EVH) |, Y>) + Y (Va5 Y>) |, ou

Y (Vi 1s, Y>) = (Y£D) (V2| I3, Y>).

Desse modo, o operador Vi provoca AY =%1 e Alz= =+ %

A atuacdo desses trés operadores ladder (“escada”) estd

indicada na figura abaixo:

U, } Vi

P e

\
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Sendo o grupo SU(3) de grau (“rank™) 2, entdo existem
dois geradores na forma diagonal (A3Ag) e, portanto, a
dimensionalidade N das representacdes irredutiveis p®™ (p,q) desse
grupo, é expressa em fungdo dos pardmetros p e q da seguinte forma:

N= %(p+l) (q+1) (p+q+2), onde p,q=0,1,2,... . (16)

A demonstragdo da equacgdo (16) é feita calculando-se o nimero de
ajay..ay
componentes independentes dos tensores irredutiveis T, de
biby..b
q
grau (p,q), simétrico nos indices superiores e nos inferiores, e de traco
nulo. Tais tensores se transformam por intermédio das transformacdes

A definidas em (11), da seguinte maneira:

ajaz..ap _ * * * Q102 ...0p
T, = Aot Mgy Ao Abiy Aboy - Abgfy - T

biba..bq Bipa-pg -~ (17

Exercicio 5.3.2.4 Demonstre a equacio (16).

B. Representacoes Duais

Para cada representacdo irredutivel do grupo SU(3), existe
urna representacao dual ou contragrediente que pode ou nio ser
distinta da que lhe deu origem. Com efeito, consideremos a seguinte

equacgdo de transformacao:

V' =Avy, (18a)

onde A é dado pela equacdo (11). Tomando-se o conjugado da
equacdo (18a), vira:
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y=Ay, (18b)
ou:
v = [I+i§5ag(—X2)}w*. (18c)
/=1

Em geral, nem sempre é possivel obter uma transformacio de
similaridade S tal que tenhamos [isso s6 ocorre para o SU(2)]:

sX, 87 =(-x}),

portanto, as representacdes DY (p, q) = N e sua dual D" (g, p) = N,
nem sempre sao iguais.

Na tabela a seguir, vamos apresentar algumas representacdes
irredutiveis do SU(3):

Tensor Irredutivel (p,q) | Dimensdo Representacgdo
(N) (multipleto)

Escalar (0,0) 1 1

T (1,0) 3 3

T; (0,1) 3 3

T (1,1) 8 8=8

TV (2,0) 6 6

T;; 0,2) 6 6

T (3,0) 10 10

Tiik (0,3) 10 10

T, 2,1) 15 15

T (1,2) 15 15

T (2,2) 27 27=27
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Exercicio 5.3.2.5 Encontre uma matriz S para a qual, tem-se:

SAg S =-Ag.

5.3.3 Diagramas de Pesos das Representacoes Irredutiveis de
SU@B3)

As relagdes de comutagdo vistas no grupo de equagdes (15)
mostram que Y e I3 comutam. Por outro lado, como o grupo SU(3) é
de “rank” 2, entdo sé existem esses dois operadores lineares que

comutam entre si. Assim, podemos combiné-los para formar um vetor
i i
E=(1,,M); ( ETY:x8] .

Tal defini¢do, associada com as regras de comutacio dadas pelo grupo
de equacdes (15), mostram que:

[E,Ii}ihi ; [E,Vi}iﬁm ; [E,Ui}:ﬂm ;

[1+,1_]:2I.E; [v+,v_]=2f<.ﬁ; [U+,U_]:22.E, (19)

onde os vetores unitédrios i,K, ¢ sdo dados por:

- = 1 3 - 1 43
1i=(1,0); K| ———|; fI=| ———|. 20a,b,c
0.0) [2 2} ( ! 2} 2000
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Exemplo 5.3.3.1 Demonstrar o grupo de equacdes (19) e
(29).

Para fazermos as demonstracdes solicitadas, vamos usar o
grupo de equagdes (13), (14) e (15). Entao:

a) [E IJ = {(13, M) Ii} =

|:I3’Ii:|:ili
=y =+ (10 = *ily;
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37y *
1,.U, |=+U,
3
3 3
E oo ]ub,
d) [I+ I }:213.
Ora:
1E=(1xI;, + 0xM)=1;, entdo:
[L,.1]=2iE ;
&) [V,,V]==2V;.
Ora:
. 2.3 3
IKE=2xI;+ \/_xM:13+\/§x£—Y=
2 2 2
1 0 0 10 0) (=100
=%0—10+l01 0l=- 0 0 0
0 0 0 00 -2 00 1

Por outro lado, temos:
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U3—V3=\/§ Ag —>2V3+I3=—\/3_ Ag — 2V3=—\/§ Ag—I5.
U3+V3+I3= 0

| 10 O | 1 00 -1 00 o
2V,==y/3—— 01 0|-— 0 -1 0|=— 00 0|=-2K.E
243100 -2] 2lo 00 00 1

Portanto:
V. . v_|=+2KE :
HU,,U]= -2V;.
Ora:
o 3 3 1 00
2/ E=—£I§;+2£><£Y=—l 0 -1 0+
2 210 00
10 O 00 O
3 1 2
+=2=—-=2101 0|=—|]01 O
2
23 V3 00 -2 00 -1
Por outro lado, temos:
10 O
Us=V3=3 7”8}—>2U3+13=\/3_ Ag >2Us;=3 ——|0 1 0|
U3+V3+I3= 0 2\/? 0 O _2
1 00 00 O
20—10—01 0| =27.E ;
0O 00O 00 -1
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entao:

[U U }=+2%.E.

+

Exercicio 5.3.3.1 Definindo os operadores:

imA imA imA
Pi IEZ;P 17t5;P 17t7,
demonstre que:

2) P-IEP, =E_z;(iﬁj;
b) P<IEPy =E_zf<(f<.ﬁ);

¢) P7EP, =ﬁ_zz(z.ﬁ).

Definiciio 5.3.3.1 Chama-se de peso do vetor E ao seu auto-
valor, e denota-se 0 mesmo por € . Assim:

Ele,y>= ole,y>, 1)

. . 3
onde Y denota outros nimeros quinticos diferentes de M E%Y ,

I3. O e é um vetor bi-dimensional cujas componentes so os niimeros
quanticos I3 e M, isto é: e= (13, M).

Teorema 5.3.3.1 Seja| &, y> um auto-estado de E, com

auto-valor € :

a) Se L | €, 7> =0, entdo:

ELIG,y»=(C+ti)L|le, p»;
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b) Se VJ_r| €, > =0, entdo:

¢) Se U | €, 7> =0, entdo:
EUt|é,v>=(é% 1)Ul &,y .

Demonstracio:

a) Sendo [E, L_r} = iILr , entao:

EL|g,y»>=@il,+ LE)|&,p»=

il | &, >+ LE)| &, 1> =

=i11i| é,y>+éﬁ| é,y> , ou:

EL|&,v>=(E+i)L|¢,y .

b) Sendo [E, Vi} =1KV entao:

L +

EV:l8,p>=@KV,+ V,E)| &, p>=

Il
I+

KL|&, >+ V,E|&, v>=

ziKVi| g

P>+ CVE[E >, ou
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EvVi|e,y>=(E+K)VEl &, .

¢) Sendo [E, Ui} = izUi , entdo:

ml

i| ,'Y> (+ - )lé,Y>=

Il
I+

U, |8, >+ UE|&, 1>=
=+/U |e y>+eU|e >,

EU.|l &, >=(8£7)Usl &, 1> . C.Q.D.

Esse teorema tem a seguinte interpretagdo geométrica no

diagrama bi-dimensional dos auto-valores [ € (I3, M)] de E : Dado um

peso qualquer representado pelo vetor €, obtém-se um outro peso

adicionando-se algebricamente um dos vetores i, K e /, conforme se

aplique ao vetor €, respectivamente, os operadores I+, V+ e Us. No

diagrama de pesos (I3, M), os vetores I,K e z, tétm a seguinte

representacao:

=

-1/2 1/2 17 I3
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Teorema 5.3.3.2 Seja | &, y> um auto-vetor do operador

E, cyjo autor-valor vale €, entdo:
EP 18.y>={e—2j.0)p 18,7 >,

onde j=1i,K ou /. Em complemento, a degenerescéncia de Pjle ,y>
¢ amesmade |€,y> .

Demonstracao:

Sendo (cf. Exercicio 5.3.3.1) P 'EP =E-2i(i.E),

entao:
P, P1EP, =P{E—2Y(f.ﬁ)} ,
EP, =P{E—2Y(Y.E)} .
Portanto:

EP, Ié,y>:{Pi[I::—2f(f.Ej } }Ié,y>:
:Pi]:llé,y>—2fPi(f.EJIE,7>:

=¢P; |é,y>—2fPi(f.EjIE,y>:

=¢P; IE,y>—2§(f.é)Pi le,y>, ou:

EP; IE,y>:{E—2f(I.EH P;le,y> .
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A

i ~
Por outro lado, sendo P; = ™2 , entdo:

+_ —imAt _ "I, +
Pi=e1 2 =€ 2, (}hzz}vz),

+ _ 17E7\,2 —iTC;x.z _
PP =e"“.¢c =1,
entdo P; € unitdrio, logo ele preserva a multiplicidade do estado
I ,y> . De maneira andloga, demonstra o restante do teorema para
Pk e Pp. C.QD.

Esse teorema tem a seguinte interpretacdo geométrica no
diagrama bi-dimensional do auto-valores [ € (I3, M)] de E : Se El é um
auto-valor de E, pode-se obter outros auto-valores de E através dos
operadores P;, Px e Pp que representam, respectivamente, reflexdes
em relacdo a retas perpendiculares aos vetores i,K e ¢, conforme

mostra a figura a seguir:
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Regras Praticas para a Construcao do Diagrama de Pesos de uma
Representacio Irredutivel de SU(3).

As relacdes de comutacdo dadas pelos grupos de equacdes
(15), (19) e (20), acrescidas dos resultados dos Teoremas 5.3.3.1 e
5.3.3.2 e do Exemplo 5.3.2.1, permitem enunciar as seguintes regras
préticas para a constru¢do do diagrama de pesos (supermultipletos) de
uma representagdo irredutivel do grupo SU(3). (Leon, 1973; Williams,
1971; Swart, 1963; Ferreira, 1982; Armony, 1970.)

1) O diagrama de pesos de uma representacdo irredutivel
DN(p,q) geralmente possui a forma hexagonal ndo re-entrante,

representada num diagrama bidimensional :

—_2
IeY =—M|;
( 3 J
2) O valor maximo de I3 = % (p+q) e seu correspondente Y =
1 oa):
> (P-9);

3) O valor mdximo de Y = %p + lq e seu correspondente

3
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(Esta regra equivale a tomar o peso de médximo I3 e aplicar q
vezes o operador Uy);

4) O valor minimo de Y = — 25— lq e seu correspondente

3 3

-4
Iz= >

(Esta regra equivale a tomar o peso maximo de I3 e aplicar p
vezes o operador V_);

5) Todos os pesos da fronteira do diagrama de pesos t€ém
multiplicidade um; na medida em que se caminha da fronteira para
o interior do diagrama, a multiplicidade aumenta de uma unidade,
até a forma diagonal transformar-se em triangular; dentro e sobre a
forma triangular, a multiplicidade € constante;

6) O diagrama de pesos de uma representacio irredutivel do
SU(3) é completamente especificada pelos niimeros inteiros p e q,
os quais dao o nimero de espagos entre os pesos, em dois lados
adjacentes da fronteira do diagrama em questdo;

7) Os isomultipletos SU(2) de um dado peso, sdo obtidos
através do operador 1. ;

8) Quando p ou q € nulo, o diagrama de pesos tem sempre a
forma triangular de multiplicidade um;

9) Os pesos de uma representagdo irredutivel sdo enumerados
de 1 an, com a notagio I n, N > (N = dimensfo da representacdo),
e obedecendo a seguinte regra:

9a) Dentro de um isomultipleto (paralelo ao eixo I3), os pesos
s@o ordenados de modo que I3 decresca;

9b) Os isomultipletos pertencentes a um mesmo Y sdo
ordenados de modo que I decresca;
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9¢c) Os pesos para diferentes Y sdo ordenados de modo que
Y decresca;

9d) Para a representacdo dual, adota-se a convencio
oposta
dea)ec).

Exemplo 5.3.3.2 Construa os diagramas de pesos
das seguintes representagdes irre-
dutiveis de SU(3):

D' (0,0); D’ (1,0); D’ (0,1); D° (2,0) : D* (1,1) ¢ D" (3,0)..

a) D (0,0) = 1 (Singleto)

Usando-se a regra 2, temos:

R2) — [0 :%(0+O):0;Y:%(0—0):O.

Portanto, o diagrama de pesos sera:

A\
Y
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b) D(1,0) = 3 (Tripleto)

Usando-se as regras 2 e 4, tem-se:

R) > I =L (1+0)=2:Y=2(1-0)=1 [%%)

min__l _l :_l. :Q: . _l
R4) —» Y™" = 3><1 3><0 3,13 ) 0--(0, 3)

Para obtermos o terceiro peso vamos usar o resultado do

Exemplo 5.3.2.1. Assim, aplicando-se o operador I ao peso (%,%j,

vira:
1_y1)-(_11
2 73 2°3)°
Por fim, usando-se a regra 9, o diagrama de pesos de D(1,0)
sera:
ANY
- 1/3
2=12,3> 1=11,3)
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¢) D(0,1) = 3 (Antitripleto)

Usando-se as regras 2 e 3, vira:

l.yv_-lo-p==1.(1 =1
Ly=10-n=5 ..[2,3),

) 1 2 2 0 2
R3 Ymix = —x0+=xl=—=; [, =—=0..| 0,=|.
) — 3X 3X 3’ 3 2 ( > j

z _ 1 _
R2) - I3% =20+ =

Para obtermos o terceiro peso vamos usar o resultado do
Exemplo 5.3.2.1. Assim, aplicando-se o operador L. ao peso

(% ,_—1) , vira:

O diagrama de D(0,1) serd obtido usando-se a regra 9.

Entao:
4\ Y
3=3,3 | 2/3
A
/ 1\
/ |\
/ \\
// T1/3\
/ \
/ \\

RVl // \\ A
L/ \
|/ \

y \
/A N \
1=]1,3 -1/3 2=12,%
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d) D(2,0) = 6 (Sexteto)

Usando-se as regras 2, 3 e 4 vira:

méx_l —1- :l _ :l. l
R2) - 15" =2 (2+0) =Y =3(2-0) ..(1,3),

] 1 2 2 2 2
R Ymix = —x24+= == IL,===1-|1=],
3) N 3)( + 3)(0 3’ 3 2 ( 3j

T N =g=o.-.[o,_ij.

Vé-se que as regras 2 e 3 ddo o mesmo peso. Portanto,

falta ainda encontrar 4 pesos. Como o peso (l,lj tem I = 1, ele faz

3
parte de Isotripleto. Para obter os dois pesos restantes desse tripleto,

vamos aplicar, sucessivamente, o operador L em (l,;j. Entdo, tem-

3

(13)-03)¢(-13)-(13)

Os dois pesos finais que completam o sexteto procurado, serdo obtidos
usando-se o resultado do Exemplo 5.3.2.1. Assim, toma-se 0 peso

Se:

(1,%) e aplica-se, sucessivamente, os operadores V_e L .

Entdo, tem-se:

i R CR N
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Por fim, o diagrama de D(2,0) serd obtido usando-se a
regra 9. Entdo:

Ny
e l,lf,h-- >
A":|_,_h.- ‘R‘ 1 273 '_'_‘—7i l:il,h,
A /1
i % 1/3 /|
L /o
—\- s
-1 \-1/2 /2 / ! 2
5213,65 \ -1/3 [ az)d,6s
\
\ 1+
\ /
Y/
\\ y

& )
b= ! 6,06> ( -4/3

e) D (1,1) = 8 (Octeto)

Usando-se as regras 2, 3 e 4 vira:

R2) — [0 =%(1+1) =1Y =%(1—1) =0..(1,0),

miax _ | 2 —1. :l (1
R3) »Y ——3><1+—3><1 LI —2..(—2,1),

min _ _ 2 L1171 =1.(1
R4) - Y™ = —2x1-xl=-1; 13_2..(2,—1j.

Para obtermos os pesos correspondentes a esses trés
multipletos (dois isodupletos e um isotripleto), vamos aplicar o
operador L. Entdo, para o isotripleto (1,0), tém-se (1-1,0) = (0,0) e
(0-1,0) = (-1,0). Para os dois isodupletos, vira:
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(o4 (b4

Deste modo, aplicando-se as regras S e 9, o diagrama de pesos
de D (1,1) tem o seguinte aspecto:

-1 -1/2

8=[8,8> 7=|7,8>

f) D (3,0) = 10 (Decupleto)

Usando-se as regras 2, 3 e 4 vira:

l\)|w

R) -1 =1G+0=3:Y=13-0=1- (

1),

) 1og 91 -0 _o.
R4)—>Ym‘“——§x3—§x0——2,13—3—0..(0,—2).

1),

ix _ 1 2 0=11 =3 .
R3)—)Ymax—§X3+§X0—l, 13—3 (

N|w

Vé-se que as regras 2 e 3 ddo o mesmo peso. Portanto, falta

ainda encontrar 8 pesos. Como o peso (%,1) tem I3 = %, entdo ele

faz parte de isoquadripleto. Para obté-lo, vamos aplicar,
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sucessivamente, o operador L em [i ,1). Entdo, tém-se:

2

(0)-{43) (o)) o (o)

Para obter os cinco pesos restantes vamos partir do peso (% ,1) e

aplicar, de inicio, o operador V_ , usando-se para isso, o resultado do

Exemplo 5.3.2.1. Entdo, tem-se: (% - %,1 - 1) = (1, 0). Como esse

ultimo peso tem I3 = 1, trata-se, portanto, de um isotripleto.
Assim, para encontrar seus dois outros componentes, basta aplicar
nele e, sucessivamente, o operador I_. Assim, vira: (1-1, 0) = (0, 0)
e (0-1, 0) = (-1, 0). Por fim, para encontrar os dois dltimos pesos que
compdem o decupleto procurado, bastard aplicar no peso (1,0),

primeiro o operador V_ e depois o operador .. Assim, teremos:

g0 () (4104

Por fim, o diagrama de D (3,0) serd obtido usando-se a regra

9. Entéo:
Y
4z|4,10> 3=|3,10> 2z|3,10> 1=]1,10>
—_—_— S iy
| N\ | 1 | /0
| % i | /|
| \\\7z|*,10> ! o | 6=[8,10> ./// I[
T 34 l
_3/2 _1'\\ (2172 vz 1 32 7 I3
\ l ll / 5=3,10>
\\L -1 /
9=|8,10> S T — —* &z|8,10>
\ /
N\ /
N\ |/
N\ |/
2 ¥ 10=|30,10>
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Exercicio 5.3.3.2 Tomando-se como auto-vetores dos

operadores I3 e Y, os vetores:

1 0 0
0 1 0
0 0 1

calcule os respectivos auto-valores, e construa o diagrama (I3,Y)
correspondente.

Exercicio 5.3.3.3 Encontre o diagrama de pesos das seguintes

representagdes irredutiveis de SU(3):
a)D(0,2)= 6;b)D(0,3)=10;¢) D (2,2) =27 = 27;
d)D (6,0)=28;¢e)D(0,6)=28;H)D 4, 1)=35;
29)D(3,3)=64= 64.

Exemplo 5.3.3.3 Usando os resultados dos Exemplos 5.3.2.1 e
5.3.3.2, aplique os opera-dores L+ , U+, V4
nos pesos das representacdes 3 e 3.

Segundo o Exemplo 5.3.3.2, as representacdes 3 e 3tém os
seguintes diagramas (I3,Y):

Ny
NY
|§’3>7\2/3
/
|213> F<__I_:_—‘—l_/—3 7 Ill3> V+/7(/¢ T :\in u
i\ g v /L i ! // V_ U'}‘ K\\+ ! i
T T 7 N 7
-172 \ U, 4 142 3 -1/2 Il/_/ Iy NEZE
4=1 F T A g
o\ ///‘C [1,3> <I_| -1/3 12,3
]?,3>\/ -2/3
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a) Aplica¢do do operador L+ .

Segundo o Exemplo 5.3.2.1, dado um peso (auto-vetor) 1I3,Y>,
entao:

LiLY> = ol I53+1,Y>.

Como os grupos 0'(3) e SU(2) sdo Homeomorficos (Teorema
3.5.2, Capitulo 3), é facil mostrar que o operador I+ € semelhante ao
operador de momento angular J+ (Cf. Armony, op. cit.), portanto
[Cf. Eq. (43 a,b), Cap. 4]:

a=y(71;) (1£15+1).
Em vista disto, temos:

I,11,3> =0; T_11,3> =12,3> ;
1,12,3>=11,3>; 1_123>= 0;

1,133> =0; 1_13,3> =0 ;

,11,3> =123>; 1_11,3>=0;1,12,3>=0; 1_12,3>=I1,3>;

1,13,3>=0; 1_13,3>=0.

b) Aplicacdo do operador U .
Segundo o Exemplo 5.3.2.1, dado um peso II3,Y>, temos:

U:|LY> = Bl 1%,Yil>.
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Aplicando a expressdo acima a cada um dos pesos de 3 e 3, vird (Cf.
figura anterior).

U, Nn3>=U_123>=U,I1,3>=U_13,3>=0,

U-11,3>=U_133>=U_I1,3>=U_I2,3>=0.
Para os demais pesos, tem-se:
U, I3,3>=B1 12,3> .

Por outro lado, segundo a equagdo (9), temos:

[U+,U_} =2/E,

entao:

< 3,3|[U+,U_]‘§,3 >=<33UU_-U_Ui3> =

=<33U,U_[3.3>-<33U_U,[3.3>=- B . pois:

< §,3|U_ = U+|§,3 > , portanto:

<33[u.u s> = <342 PEf3> =-p} .

Ora, segundo a equacdo (20c) e a definicao de E= (13,M),
teremos:

27E= 2(—ix0+£x§x(—lnz—l , portanto:

2 2 3



265
<33|27E|335>=-1=-B2 - p, = %1
Escolhendo-se B = 1, vira:

U,13,3>=12,3> .

Agora, calculemos:
U,I12,3>=3,13,3> .
Analogamente ao caso anterior, teremos:

23> =

<33[u.u 33> =<33uu -uu,

=<2.3|U,U_[2.3>-<23|U_U,[2.3 >=- B}

portanto:
1=} >B,=1,¢

Analogamente, mostra-se que:

U_‘i,g >= ‘3,5 > e U_‘ig >=(23>.

¢) Aplicacdo do operador V.

Segundo o Exemplo 5.3.2.1, dado um peso II3,Y>, teremos:
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VilY>s = L++,Y+1>.

1
2 b

Aplicando a expressdo acima a cada um dos pesos de 3e 3,
vird (Cf. figura anterior).

V13> =V, 123> =V, _123>=V,_13,3>=0

V 123> =V_ 133>

I
<
—_
w
Y,
[
I<
IS
w
Y,
I
=)

Para os demais pesos, teremos:

\A

33> =y, ‘1,3 >
Sendo [Cf. equagdo (19)], vira:
v,V ]=2KE,
entio:
3,3 > =

<34V Ipas=<3gvyv -vy,

:<§,3|V+V_|§,3 > —<§,3|V_V+|§,3 >=— 712 .

Por outro lado, segundo a equagdo (20b) e usando-se a defini¢do de
E= (13,M), vird:

2KE= 2(ix0+£x£x(—lj]=—l ,
2 2 2

3

entao:

<§,3‘[v+ V. ]‘5,3> = 2<33IK.EI33> =1 ,
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portanto:

—’YIZ=—1—)Y2=1 , logo:

Analogamente, mostra-se que:

V,11,3> = 13,3>; V_I1,3>=13,3> ¢ V_I3,3>=I1,3>.

Exercicio 5.3.3.4 Complete o Exemplo 5.3.3.3.

5.3.4. Série e Coeficientes de Clebsch-Gordan de SU(3).

As representacdes irredutiveis de SU(3) podem ser obtidas do

produto tensorial entre elas, através de:

Definicao 5.3.4.1 Dadas duas representacdes irredutiveis
DY (pr.an) e DY(p2,2) de SUQ),

a representacdo produto tensorial entre elas é

definida por:

UMM®®UWm@=%G&®W“®@,(m

onde ¢ (P,Q) € um ndmero inteiro ndo-negativo. Essa série definida
por (22) é denominada de Série de Clebsch-Gordan (cf. Definicdo
2.6.1, Capitulo 2).

Por outro lado, como a cada representacdo irredutivel de

SU(3) podemos associar uma base (auto-estado) do espago vetorial
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subjacente a ela, entdo a base correspondente do produto tensorial de
duas representagdes irredutiveis de SU(3) serd dada por:

Definicao 5.3.4.2 Dadas duas representacdes irredutiveis

DY (p1,q1) € p* 2)(pz,qz) e suas respectivas
bases:

(“l)m 12 e ¢(“2 (Vo=12,.. 1)

Se 0)(%) v = 1,2,...,n) for uma base do

produto  tensorial entre essas  duas
representacdes, entdao:

W) s {ul h “YJ\V(“” oH2) o)

v Vi,Vo Vl V2 A% V] V2

onde (Hl Hy HYJ sdo chamados os Coeficientes de Clebsch-
vV, vV, V
Gordan (Cf. Definicao 2.6.2, Cap. 2).

(Em alguns textos, usa-se a seguinte notacao, que passaremos a adotar

\V(I'\L})E|MV>.)

Exercicio 5.3.4.1 Demonstre que:

y S [Hl Mo Hyj [m Mo Hyj o Sy S (24a)
VI,V2\V] Vo V) V] Vv, Vv

b X [“1 H “YJ (u} 2 “YJ:S LS (24b)

L,V Y\ V1 Vo Vi Vo V VIVl V2v2
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Para realizar o somatério indicado na equagdo (22), existem
dois métodos: gréfico e tensorial.

5.3.4.1 Grifico'’

Para uma transformacao infinitesimal de SU(3), tem-se:
8
v, =A,y,,onde A, =1+ X dap Xp, . [Eq. (11)]
(=1

Em vista disso, o produto tensorial de duas dessas
transformacdes serd dado por:

Y, ® Y, =AAy ® Y, =
:[14'12 8&@ Xﬁl }(Iﬁ'lz Sa/ng JW]@\]Izz
r=1 =1
:[LI-FI% Sagj(Xgl'i'ng )'FO(Bazz ):|\V1®W2 (25)
/=]

Por outro lado, como o produto tensorial de duas
representagdes € também uma representacio (Teorema 2.4.1, Capitulo 2),
entao:

Y=y @y, = Ay =
:(I"I'lzzo_ol Saf X(I\J\lfl®l|12. (26)
Comparado-se (25) e (26), vira:

Xﬁl +X€2 ZX( .

'7 Existe um outro método grafico devido a D. R. Speiser (1962). Exemplos de sua
aplicac@o podem ser vistos em de Swart (op. cit.).
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Ora, como I3 e Y sdo operadores diagonais, entio:
L' =10+ 1,7, (27a)

v1®2) _ vy @ (27b)

Portanto, para efetuar graficamente o produto tensorial de
duas representacdes irredutiveis do SU(3), basta adicionarmos os

respectivos diagramas de peso dessas representacdes.

Exemplo 5.3.4.1 Efetuar o seguinte produto tensorial 3®3,
onde 3 é um supermultipleto de SU(3).

Usando-se o resultado do Exemplo 5.3.4.2, teremos:

5T

—>D
Red

S

N

A ———————3y
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A figura anterior nos mostra que: 3® 3= 3®6.

Exercicio 5.3.4.2 Efetue, graficamente, os seguintes produtos
tensoriais entre supermultipletos do
SUQ3):

A)3®6; b)3®8; c)8®8; A)3I®I®3;¢)8® 10.

5.3.4.2 Tensorial

Para efetuarmos o produto tensorial de duas representacOes
irredutiveis do SU(3) por intermédio do método tensorial, basta
construirmos todos os produtos possiveis a partir dos tensores
equivalentes as representacdes irredutiveis cujo produto se deseja efetuar.

Exemplo 5.3.4.2 Efetuar, tensorialmente, o seguinte produto
entre os supermultipletos 3e 3 do SU(3).

No item 5.3.2., vimos que:
35T 35T,
Entdo, para efetuarmos o produto tensorial entre essas duas

representagdes, vamos construir todos os produtos possiveis com esses
dois tensores.

DT T;=$S

Usando-se a defini¢do (17), vira:
T i=Aij Ajk TI T =TI (A™ )4 Ajj Ty =

:TJ (A+A)kJ Tk :TJSkJ Tk:TJ TJ )
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logo, o produto T' T; é um invariante, portanto ele € um escalar cujo
rank é (0,0), isto é, 1.

) T'T; - 3 8 T T, = T'j
Calculemos o traco desse tensor, ou seja:
T“n:T“n—lﬁiTka.
3 1

Sendo 3! =3, entio:
T! =0, portanto, o tensor T} tem oito componentes.

Por outro lado, é facil ver que:

Ti T, =Ti T, + 481 Tk T, —4-8i Tk T, =
j iT39 k™39 k
LT 4+ Ti T, —Lsi TR T, |=

3 j k ] 3 j k
ES+TJ.‘.

Portanto:
3®3=108.

Exercicio 5.3.4.3 Usando o método tensorial, efetue os
seguintes produtos tensoriais entre
supermultipletos de SU(3):

a)3®3;b)8®8.

Exemplo 5.3.4.3 Usando a Definicdo (23), calcule os
Coeficientes de Clebsch-Gordan para o

singleto do produto tensorial
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3®3=1038,
genericamente representado por:

33 1
Vi vV, V)’

Segundo a Definicao 5.3.5.2 [Equagdo (23)], temos:

TR TR
Iuv>Y=V1,ZV2(Vl v, VVJ|v1u1>Iv2u2>.

Usando-se o item 5.3.5.1 e o Exemplo 5.3.4.2, vird

i / \ B3 i3 / ANEE
A\ -1/2 \\ RNEIE Y ../1 ’
\ N\ /
\ X Ty /
/\

A figura acima nos mostra que o singleto 11,1> é uma
combinacdo dos estados IT,3> II,§>, I§,3> I§,§> e

[ §, 3> | §, 3> . Entéo, de acordo com a equagdo (23), teremos:



+ 331 |§,3>I§,§>:
3 31

=al1,3>11,3>+PB12,3>12,3> +713,35(3,3> .

Para calcularmos os Coeficientes de Clebsch-Gordan o, B, v,
apliquemos ao auto-vetor | 1,1> os operadores I, e V. . Assim:

LI1,1> =1, [oclf,3>|i,§>+[3li3>li§> +y|§,3>l§,§>} .

Ora, como I, é um operador que faz I3 crescer de uma unidade

e como | 1,1>tem um I3 maximo, entdo:

L I1,1> =0.

Por outro lado, usando-se o resultado do Exemplo 5.3.3.3,
vira:

o
+
—
i
Vv
I}
o
I}
Q
—I
w
V
!
W
+
-
=
w
\A
!
W
V
I}

De maneira anéloga, usando-se os Exemplos 5.3.2.1 € 5.3.3.3,
e o fato de que | 1,1> éum singleto, entdo:

VoI1L1>=0=oal1,3>13,3> +711,353,3> =

=(a+y)I13>133 = a=—y.
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Como os auto-vetores das representagdes irredutiveis de
SU(3) sdo ortogonais, isto é:

portanto:

1=+ B2 +y =30 o=t L

R

Escolhendo-se o sinal mais (+), vira:
33 1.1 .(3 3 1]_ 1 (3
111 \/g 2 201 \/g "3

Exercicio 5.3.4.4 Calcule os seguintes Coeficientes de
Clebsch-Gordan de:

2)3® 358,
b) 8 ® 8 — 10.

W W
Pt
N—
Il
ﬁ%

5.3.5 Fatores Isoescalares e Teorema de Wigner- Eckart

Como o SU(2) < SU(3), entdo existe uma relacdo entre os
Coeficientes de Clebsch-Gordan desses grupos, dada por (Williams,
op. cit.):

[“(1) Ry My

=Cm Iy I oy Iz I3) %
Yoy Vo) Vv J
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W1y L2y My i (28)
Ly Yoy 1) Y| LY
onde
Han Ry By
Loy Yoy Ty Yo |LY
€ chamado de fator isoescalar e que satisfaz a:
pys,= ¥ Ha Ry o |
13 I3y | Ty Yy L) Yoy | LY
Y(1),Y(2)
XlI,I3 Y’“(l)“(2)>’ (29)
onde:
LI, Y. upho) > = X Cy Ly Is Ty Iz) I3) % (30)

13(1),13(1), X“.L(I)V(z) >|M(2)V(2) >,

De maneira andloga ao caso de SU(2), existe também um
Teorema de Wigner-Eckart para o SU(3):

Ray,Vny> =

<H(2) ’V(2>‘T<u,v>

By B He
=%£VE1; v V((;;J< K2 H T(w HH(U >y 3D,

cuja demonstragdo encontra-se em Swart (op.cit.).
O termo < [y || T(u) || K >y € chamado de Elemento de

Matriz Reduzido, que independe dos niimeros quénticos associados a v.
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Exercicio 5.3.4.5 Calcule os fatores isoescalares para o
decupleto do produto 8 ® 8.

5.4 Modelos em SU(3) para as Particulas Elementares

5.4.1 Modelo de Sakata

A descoberta de um grande nimero de particulas elementares,
principalmente apds a Segunda Guerra Mundial, ensejou que se
tentasse uma classificacdo das mesmas partindo da hipétese de que
algumas delas sdo mais elementares do que outras. A primeira
tentativa foi feita por Fermi e Yang, em 1949, conforme vimos
anteriormente. Segundo esses dois Nobelitas, os pions eram estados
dinamicamente ligados de nucleons e anti-nticleons.

No entanto, a idéia de aplicar a Algebra dos Grupos de Lie a
classificagdo das particulas elementares foi sugerida por Shoichi
Sakata, em 1956, ao assumir que o préton, o néutron e a particula A
constituiam um tripleto SU(3) fundamental, a partir do qual as demais
particulas sdo derivadas. Assim, ao efetuar o produto tensorial entre o
tripleto (p, n, A) e o anti-tripleto (p,n,A), Sakata enquadrou os
mésons até entdo conhecidos como elementos daquele produto.
Vejamos de que maneira. Usando o método grifico usado no item
5.3.4.a, o produto tensorial 3 ® 3de Sakata, sera:
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Y
Y
|5,3:»:n 1 >= — - s Y 3
]\_—-T—ﬂll'?) P .‘\n’:\2,8> i p]'—]l’,g;\ i»
PN e ST T 3,350
—ll/2 /|_; 3IL\~EA 13 N 7\-\ —~1/2 //\\ 1172 3
T /N / \ LN
/ \\ / N\ Hrs|t 2=
-_— b —_— o — -3 -_— o
oo |5,8>< nn} |1,1> pp;[\zl,s}» \pn,‘3,8- I,
-1, -1/2 JI\A=16,8> '/‘1
AN /
\ / \ /
\ / \ 7/
AV B VA
1p=8,8 <1 mn=|7,8>

A figura acima nos mostra que 3 ® 3= 1 @ 8. Portanto, ¢
facil ver que o octeto resultante pode representar os oito mésons
conhecidos a época de Sakata, de acordo com o seguinte esquema

(observar que Y =B + S):
K =apA,pois YK)=Y(pA)=1;
K°=bnA, pois YK°)=Y(nA)=1;
K = cnA, pois Y(K) = Y(nA)=1;
K°= dpA , pois Y(K°) = Y(PA) =1;
n =epn,pois Y(T')=Y(pn)=0;
T =fnP,pois Y(®)=YnP)=0;e

n’=gnn+hpp, pois Y(n°) =Y(nn +pp)=0.
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Por outro lado os coeficientes a,b,...,h sdo calculados através
dos Coeficientes de Clebesch-Gordan do produto tensorial 3 ® 3.
Assim, usando a Equacdo (23) e os Coeficientes de Clebesch-

Gordan tabelados em Armony (op. cit.), vira:

33

+ =a =
K*™>=l1,8> (1 3

? J I1,3>3, 3> =pn=a=l;

W W
[ors)

K> EI§,8>:(§ 3353, 3> =nA=sb=l:

N W

P 3
K >_I7,8>—(3

—_ W

K°>=I8,8>

W W

— W
N W

It~ > _I5 &=

o
(

— W
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o i 338)-, == (3385, 5=
It” >=l4,8>= [1,3>11,3>+ 2,3>12,3>=
11 4 2 2 4

17 1
(pp+nn) = g=h=—+=

5

=L

N

Para obter os bdrions até entdo conhecidos através de seu
modelo, Sakata tentou encontrid-los por intermédio do seguinte
produto tensorial: 8 ® 3=15® 6® 3, efetuado entre o octeto obtido
do produto 3®3co tripleto fundamental. Tal produto tem o seguinte

resultado grafico:

Y
nin +2 | pin plp
A4 o /7{'\ )
\ 71N\ /
\ // \ /
% / \ /
N / \ /
npn N/ " N/ op
——————— X N
A 71N /IN 4
\ 7N 22N /
I\ 21N 2R TN /o
| \\npAEZ | \ // | \ pEAzz"// I
| \ | \ |/ , \ |/ l
| N f \/ | \/ }
232 -IN -1)12 / ;1/2 /"'1 3/2 I3
L A 4
Y | / \ | /
N/ f /
O L/
N/ N\ /
N LY
Nph=E -1 A=z

¥ Em muitos livros que estudam a Fisica das Particulas Elementares (Lee, 1981),
aparece um sinal menos nessa expressdo, fato esse que decorre da definicdo do

spinor (%) , isto é: (_g j ou (_ﬁj .
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Pela figura anterior, vé-se que somente alguns barions podem
ser enquadrados nesse produto. Por exemplo, temos:

Yopn A, poisY Z) =Y (pnA)=0;
YoanpA,poisY E)=Y (npA)=0;
E'aNAA, pois Y (E) =Y (DAA)=-1, e
EopAA, pois Y (E) =(pAA) =-1.

Apesar desse relativo sucesso do modelo de Sakata, algumas
previsdes do mesmo ndo foram confirmadas experimentalmente, por
exemplo, o barion estranho ppA de carga +2e ndo foi observado
através de nenhuma experi€ncia, bem como o spin 3/2 previsto para as
particulas £ nio concordava com o valor experimental: 1/2. Em vista
dessas dificuldades apresentadas pelo modelo de Sakata, o mesmo foi

esquecido.
5.4.2 Modelo do Octeto

Com o objetivo de contornar as dificuldades apresentadas pelo
modelo de Sakata e seus derivados [(Ikeda, Ogawa e Ohnuki (1959);
Yamaguchi (1959); Ohnuki (1960); Wess (1960)], Gell-Mann e,
independentemente, Yuval Ne’eman em 1961, propuseram tomar
como supermultipleto bdsico caracteristico das particulas elementares,
o octeto de SU(3) jd que eles haviam observado que os mésons
vetoriais (17), os mésons pseudo-escalares (07) e os barions (1/2%) até
entdo conhecidos, poderiam constituir-se em octetos fundamentais.
Desta forma, as particulas constituintes de cada octeto seriam oito
estados diferentes de uma s6 entidade. Para interacdes que Gell-Mann

chamou de muito fortes elas seriam indistinguiveis; para interacdes
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meio fortes a simetria seria quebrada na hipercarga Y em quatro
partes:

Y= 1( =l),Y=0(I= 1LI=0)eY=-1 (Izlj.
2 2

Porém, a simetria de SU(2), isto €, a invaridncia em I seria ainda
mantida. Por fim, a quebra de degenerescéncia do I seria conseguida
através de interacdo eletromagnética, quando entdo apareceriam 0S
isomultipletos.

O primeiro sucesso desse modelo do octeto ou via octupla
(“Eight-fold Way”), foi o cdalculo das massas das particulas

componentes do octeto baridnico em bom acordo com as massas
experimentais conhecidas, como veremos a seguir.

5.4.2.1 Formula de Massa de Gell-Mann-Okubo

As desigualdades entre as massas de um supermultipleto de
SU(3) (por exemplo, o do octeto baridnico), mostram claramente que
a simetria desse grupo é quebrada. J4 vimos anteriormente (itens 5.1 e
5.2) que quebras de simetria ocorrem também em Fisica Atomica, pela
acdo do efeito Zeeman, e em isomultipletos de SU(2), pela acdo da
interacdo eletromagnética. O fato de que a interacdo eletromagnética
conserva a paridade P, o momento angular J e o nimero baridnico B,
significa dizer que devemos esperar que todos os membros de um
isomultipleto deverdo ter o mesmo B e o mesmo JP. Assim, como o
octeto de SU(3) tem também o mesmo B e o mesmo JP, Gell-Mann
concluiu entdo que existe uma outra interagdo que quebra essa
degenerescéncia da massa do octeto mais naturalmente que o
eletromagnetismo, interacdo essa que ele denominou de meio-forte.

Assim, desprezando a interacdo eletromagnética em presenga dessa
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nova interagdo, Gell-Mann escreveu entdo que a Hamiltoniana para
qualquer supermultipleto de SU(3) é dada por:

H=H+Hyg; s=“strong”; ms=“medium strong”

Ora, como a massa de uma particula € justamente a energia de

repouso, entao:

M. = <alHla> = <alHgla> + <alHsla>,

onde la> = |uv> com W indicando a representacdo e v =(1,I3,Y). Sendo
o estado la> invariante por SU(3), isto é, todos os componentes de um

dado supermultipleto t&€m a mesma massa, entdo:

<alHjla> = <alU™' HUla> = <bl H, Ib> =M, ,
portanto:

M, =M, + <al Hla> . 3D

Embora H,s quebre a simetria de SU(3), ele conserva I(Is) e Y
no mesmo isomultipleto, portanto:

[Huns , L] = [Hus , L] = [His , Y1 =0,

o que significa dizer que AI(I;) = 0 e AY = 0. Deste modo, o
operador Hys se transforma como um operador tensor do tipo

2 Tyv=0 onde v =0 significal = I3 =Y = 0. Assim, para calcularmos
U

o termo < al Hy la >, vamos usar o Teorema de Wigner-Eckart para o
SU(3) que € dado pela Equacido (31):

<alHpsla>=< Wy, V) [ %T (uIO) | L ,Vay>=
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_ Z{H(l) HoRoY

V) 0 vy J<M(1)HT(M)”M(1)>Y. (33)

Ora, segundo o modelo do octeto, temos:
§®8=108,58, 210 10 ® 27.

No entanto, como as representacdes 10 e 10 ndo tém elemento com
I=Y =0, entio:

8 u 8,
<alHpsla>= X ayy (34)
re\Vay 0 vq)

onde:

ay=<8ITWI8>y, u=1,8e27,

V(1) € o auto-vetor € =IIY > correspondente a uma dada particula, e

0=I0p > ¢é o singleto da representacio L.

5.4.2.1.1 Férmula de Massa para o Octeto Barionico 1/2" :
N, X, A E.

Aplicando as Equagdes (32) e (34) para cada particula
representando um isomultipleto SU(2), vira:

_ 818 8 8 8 8 838, 8 27 8
M(N)—MO+(1 1 1}11-’{1 6 1Ja85+(1 6 1}183‘-{1 13 1}2127,

_ 818 888 88 8 8 27 8
M(Z)‘MOJ{.% 1 3}“{3 6 3}‘85{3 6 3}1‘8“(3 18 3}‘27’



(@) e o]
(o) We o]

M(A):MOJ{

182‘1.+
16
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88,1, [888,), (8278
6 6) 866 6 618 6

. (818) (888 888 8§ 27 8
M('—‘)—MO+(7 1 7Jal+£7 6 7} 85+(7 6 7} 8a+£7 18 7J

Usando-se uma tabela de Coeficientes de Clebsch-Gordan

(Cf. de Swart, op. cit.), vira:

1
+=ag, +

M(N) =M, +a, - +

ag

1 1, .
NG W5

M(Z)=M0+a1-|—lags +0

1
\/g 9\/§a27’

1
ﬁ \/ga27 s

M(E) =M, +a, —-——ag —Lag +

ags a
2\/5 8s 2

M(A)=M,+a,

1
—Fad97 .
3\/; 27

Resolvendo-se o sistema de Equagdes (35), teremos:

=5 b MN) + 2M@E) + M) +3MEE))

ag =L BME) - M) -MN) -M(E) |,

Vs

ag, =[M(N)-M(E) ],

ay;= —L[?a M(A)+MQ2)-2M(N) 2M(E) ] ,

85

(35a)

(35b)

(35¢)

(35d)

(36a)

(36b)

(36¢)

(36d)
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onde:
ayy =M, +ay,.

Em seu trabalho de 1961, Gell-Mann formulou a hipétese de
que o operador Hy se transforma apenas como o operador 2T (8y,0),
Y

. , .. ’ ~
isto é, admitiu que a,, = 0, entdo:

M(N)+M(E)=%[3 M(A)+M(Z)] . 37)

Quando essa férmula foi aplicada aos valores das massas das
particulas envolvidas na mesma, verificou-se que:

a; = 1150 MeV/c” ; ag = 91 MeV/c” ; ag, = — 379 MeV/c” ;

a

e ay = 12MeV/c?,

confirmando, desse modo, a hipdtese de Gell-Mann (a'27 = 0) .

54.2.1.2 Formula de Massa para o Octeto Mesonico
Pseudo-Escalar 0" : K, 7,1, K

Um dos primeiros sucessos da Equagcdo (37) foi a
confirmacdo da existéncia de um novo méson que completaria um
outro octeto bdsico, desta vez, o de mésons pseudo-escalares O,
como veremos a seguir. Na época do modelo do octeto de Gell-
Mann-Ne'eman (1961), j4 eram conhecidos experimentalmente os
trés pions (", n, ), 0 dupleto de kdons (K", K°) e seu anti-dupleto
(K,K°) . Por outro lado, Ohnuki em 1960, ao examinar varias
representagdes de SU(3), identificou os pions e os kdons como
membros de um octeto e, portanto, predisse a existéncia de um novo
méson pseudo-escalar, e logo depois descoberto por Pevsner et al., em
1961. (Tal particula recebeu, posteriormente, a denominagdo de mM°.)
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Como os dupletos e antidupletos de kdons t€m a mesma massa média,
a Equacao (37) aplicada a esse octeto da o seguinte resultado:

v < 4 o ) o)

Usando-se na Equacdo (38) as massas dos pions e dos kdons,
encontra-se que (vamos usar ¢ = 1):

MM°) = 615 MeV.

No entanto, o valor experimental encontrado por Pevsner et al. foi de
549 MeV. Para contornar tal dificuldade, de Swart em 1963, utilizou
uma férmula andloga a Equacdo (38), porém, envolvendo os
quadrados das massas das particulas. Tal hip6tese, havia sido sugerida
por Feynman (1958), ja que, como os mésons sdo bésons de spin
zero, os mesmos devem satisfazer a Equacdo de Klein (1926)-Gordon
(1926), equagdo essa que contém o termo quadrético da massa. Assim,

para os mésons, de veremos ter:
m?(K) = ﬂ m? (") + m? (n)} | (39)

0 que, agora, d4 um valor 567 MeV para a massa do méson 1n°, em

bom acordo com o valor experimental (549 MeV). (E oportuno
observar que essa férmula foi deduzida por Coleman e Schnitzer, em
1964, utilizando para tal dedugdo a “aproximagdo da mistura de

particulas™.)

5.4.2.1.3 Formula de Massa para o Octeto Mesonico
Pseudo-Vetorial 1 : p, K, K", ®

A primeira grande dificuldade com o modelo do octeto,

ocorreu com o enquadramento das ressonancias mesOnicas pseudo-
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vetoriais 1 até entdo conhecidas 4 época desse modelo, pois que, ao
ser usada uma férmula andloga & equacgdo (39), isto é:

m3(K") = %{3m2 (mlj +m? (p)} : (40a)

e usando-se os valores conhecidos das massas do k* (892 MeV) e do p
(765 Mev), vé-se que:

m(®;) = 944 MeV. (40b)

Ora, o valor experimental da massa da particula ®° é 738
MeV, de acordo com a experiéncia de Maglic et al. (1961). Por outro
lado, o outro méson pseudo-vetorial conhecido — o ¢° — , tem uma
massa de 1019 MeV, conforme os resultados experimentais e obtidos
independentemente por Schlein ef al. e Connoly et al., em 1963. Tais
valores (738 e 1019) sdo bastantes diferentes do valor tedrico 944
calculado por intermédio da Equacdo (40a). Para contornar essa
dificuldade, Dashen, Glashow e Sakurai, em trabalhos distintos e
realizados no mesmo ano de 1963, consideraram ®° e ¢° como
misturas dos estados puros g € ®;, respectivamente, isosingleto de

um octeto e singleto, ambos de SU(3), ou seja:
loyy >=10">cos 0+ w°>sen B, (41a)

lodg>=—10">sen O+ | @°>cos O . (41b)
Porém, sendo:

m2(col)s<c01 |m2Iw1 >=

= <(<0° | cos 0 + <’ I sen 6) | m” | (cos O | 0> + sen 6] ©@°>) >=

=cos’0<¢° Im’1¢0°>+sen’ B <@’ Im’ | @ >=
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=m?” (¢°) cos> 0 + m” (©°) sen® O =
=m’ (¢°) (1 —sen® ) + m* (©°) sen” 0,
portanto:
n’ () =n” (6°) + sen’ 0] m*(@") ~m2(¢") .

Usando-se os valores experimentais das massas de ¢° (1019
Mev) e ®° (738 Mev), e mais o valor teérico da massa de ®; dada por
(40b), vira:

sen’0 = 1/3; cos’® =2/3; 0=36°.
Agora, tomando-se a equacdo (41b), vira:
2 _ 2
m (Wg)=<mglm” | wg>=
=< (<o° | cos O — < ¢° I'sen ©) I m*| cos O | @° > — send | ¢° >)>
2 0 2 2 0 2
=m (®’) cos” 0+ m” (¢°) sen” O = 754846,

ou:

m(wg) = 870 MeV ,

que é préximo do valor experimental de ®° (738 MeV).

5.4.2.1.4 Féormula de Massa para o Octeto Barionico
327 A TH EE Q.

O maior sucesso do modelo do octeto foi a previsdo (com
posterior descoberta) da particula Q™ que completaria o decupleto de
ressonancias baridnicas 3/2" conhecidas a época daquele modelo. Para

chegar a essa previsdo, Gell-Mann deduziu uma férmula para o
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calculo da massa para cada isomultipleto SU(3) do decupleto 8 ® 8§ —
10. Assim, usando-se a Equaciao (33), vira:

10 p 10
<aH, la>= b, , 42
Him %[Vm 0 V(z)j " @

onde:

b, =<10| T(w) 10>, p = 1,8,27.

Agora, aplicando-se a Equacdo (42) para cada particula do
isomultipleto do decupleto considerado, teremos:

10 110 10 8 10 10 27 10
M(A)‘MOJ{ 11 Jbﬁ( 16 JbSJ{ 118 1}'327’

10 27 10
jb8+ 5 18 sjbﬂ’

10 27 10
jb8+ 8 18 SJb”’

M(Q—)=M0+(10 1 10Jb1+[10 8 10]bS+ 10 27 10]%.

M(Z*)=M0+(1

10 1 10 10 6 10 10 18 10
Usando-se uma tabela de Coeficientes de Clebsch-Gordan
(Cf. Armony, op. cit.), teremos:

1

22

M(A)=M_+ b, + b+ b (43a)
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M )=M,+b; +0+——by;, (43b)
f
— 1
M(E")=M_+b by + b, (43¢)
1 2\/* 3\/; 7
M(Q7)=M_+b,— (43d)

F

Assumindo-se by; = 0, vira:

portanto:

M(x')-ml)= Mz )-m(x)=m(e )M | e

que é a famosa “equal-mass spacing rule” deduzida por Gell-

Mann, em 1962. Usando-se a expressdo (44) e mais as massas das
ressonancias bariOnicas entdao conhecidas [M(A) = 1236 MeV;
M) = 1835 MeV e M(E') = 1530 MeV], pdde entdo Gell-Mann
prever prever a existéncia da particula @, com massa aproximada de
1675 MeV, e logo depois descoberta por Barnes e colaboradores, em
1964, com a massa de 1672 MeV.

5.4.2.1.5 Formula de Massa de Okubo

Usando o método tensorial, Okubo, em 1962, deduziu uma

férmula geral para o cdlculo da massa de qualquer isomultipleto. Para
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isso, ele usou o método das perturbacdes em 1* ordem, assumindo
entdo que o operador Hys se transforma como um membro de um

7z

octeto, isto é, como um tensor de traco nulo do tipo:
i _viv, _ 1 siyk .
T; = V'V, 3 SJV V, , portanto:

M = My+<a

i
T;

a>— M=M, + MY + MZ[I(I + 1)—%3{2} (45)

E facil ver que essa Férmula de Okubo reproduz os
resultados obtidos por Gell-Mann, quer para os octetos [Equacdo
(37)], quer para o decupleto [Equacgdo (44)].

Exercicio 5.4.2.1
a) Obtenha as Equacdes (36a,b,c,d);

b) Calcule os Coeficientes de Clebsch-Gordan (CQ)
utilizados na dedugao das Equacdes (35a,b,c,d) e (43a,b,c,d);

c) Use a Equacdo (45) para demonstrar as Equagdes (37) e
(44

5.4.3 Modelo de Quarks

Depois que o modelo do octeto ficou bem estabelecido
(apesar de apresentar algumas falhas, como por exemplo, a ndo
evidéncia de particulas pertencentes quer ao supermultipleto 27, quer
ao anti-decupleto F)), Gell-Mann e, independentemente, Zweig, em
1964, propuseram uma outra representa¢ao fundamental de SU(3) para
as particulas elementares: o tripleto 3 e seu respectivo dual 3. No
entanto, tal escolha ndo era uma volta ao modelo de Sakata, pois que
essas novas particulas (denominadas de quarks por Gell-Mann e de

aces por Zweig) a partir das quais todas as particulas até entio
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conhecidas poderiam ser obtidas, apresentavam caracteristicas
extremamente revoluciondrias, tais como, carga elétrica Q e niimero
baridnico B (Hipercarga Y) fraciondrios. Usando-se os resultados do
Exemplo 5.3.3.2, os diagramas de peso desses dois tripletos
fundamerntais t€m o seguinte aspecto:

Y Y
4 1/3 -
= ——————— -1 1 =
: / /|
| \ / 1 / N
b /o /N
T 7 1 /5t \\
AN e / \
\ / / \\
\ / 5| / AU |
\\ "‘17 i /' \\ ; >
\“ = = ‘:// *‘—{v&‘t

w
W

Usando-se a formula de Gell-Mann-Nishijima:
Q=e(13 +%); (Y=B+S)

¢ facil mostrar que:

Ql)=Ze: Qli)=-Ze: Qld)=Qls)=—1e: Qld)=Qs)=1e.

Para enquadrar as particulas mesdnicas e baridnicas
nesse esquema de quarks, basta efetuar adequados produtos tensoriais

entre os tripletos 3 ¢ 3.
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5.4.3.1 Mésons

A estrutura quarkdnica dos mésons € obtida através do
produto tensorial 3 ® 3 = 1 @ 8. Para efetuarmos esse produto
tensorial, seguiremos os mesmos passos usados no modelo de Sakata
(item 5.4.1). Portanto:

sd A S T

Usando-se ainda a analogia com o modelo de Sakata, ¢
facil ver que a estrutura quarkdnica do octeto mesdnico pseudo-escalar
0, tem o seguinte aspecto:
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K" =us; K°=ds; n*=ud; RO:L(uﬁ+da); T =ud;
2

K™ =us; K°=ds.

Para completar esse octeto mesdnico, vamos usar a

Equacio (23). Entdo:

‘6,8>:G ? 2)‘1,3>‘T,§>+G g 2)‘§,3>‘2,§>+@ g 2)‘3,’» ‘§,§>.

Usando-se uma tabela de Coeficientes de Clebsch-
Gordan (Cf. Armony, op. cit.), vira:
- 1 1 =
6,8>= Ut dd+
68= 7

ss, ou: n°#6,8> :% (2s§—da+uﬁ).

2
J6
Por fim, o singleto resultante do produto tensorial 3 ® 3
serd obtido ainda através da Equagao (23). Portanto,

|T,1>:G’ ? D|T,3>|T,§>+G g D|§,3> |2,§>+@ g D|§,3> |§,§>.

Usando-se o resultado do Exemplo 5.3.4.3, vird

noz11>=—L (ug—dd—ss).
V3
Neste momento, é oportuno fazermos uma observacio
com relacdo aos sinais envolvendo a estrutura quarkonica (quark —
antiquark) dos mésons. Esses sinais dependem de como se define o
anti-spinor de (u,d), isto € se (ﬁ,—a) ou se (—ﬁ,a). Por exemplo, a

segunda escolha € feita no livro do Gasiorowicz, 1979.
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Exercicio 5.4.3.1.1 Obtenha a estrutura quarkonica do
octeto mesdnico pseudo-vetorial 1 .

5.4.3.2 Barions

A estrutura quarkdnica dos bdrions, quer do octeto
1/2%, quer a do decupleto 3/2", é obtida através do seguinte produto
tensorial: 3®3 ®3=1@ 8 @ 8 @ 10. Para efetuarmos esse produto
tensorial usaremos o método grafico desenvolvido no item 5.3.4.a, € o

resultado é mostrado na figura abaixo:
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Usando-se a Equacdo (23) e as propriedades dos
operadores I+, U+ e V4 traduzidas pelas Equagdes (19) e (20), mostra-
se que:

Att =uuu; At =

wud+udu+duu); Ao = udd+ddu+dud);

—( —(
V3 V3

A-=ddd; (Z+) =%(uus+usu+suu); =-) =L(dds+sdd+dsd);
3

V3

(ZO )* =—(usd +dus+dsu+uds+sdu+ sud) ;

-

(E—)* =—(ssd+dss+sds); (EO)* =L(uss+ssu+sus); Q- =sss.
3

penlE

Exemplo 5.4.3.2.1 Encontre a estrutura quarkdnica do
decupleto 3/2".

Conforme vimos acima, o decupleto 3/2" é obtido através do
seguinte produto tensorial:

JI®3®3=12808®10.

Na figura anterior, vé-se que:

11,10 =A™= I1,3> I1,3> I1,3> =

= |lu>lu>u> = uuu.
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Para obtermos os demais componentes do tetrapleto (A),
vamos partir do peso [1,10> e aplicar sucessivamente o operador L .
Assim:

- 313_]):

=\/§(§+1j_§(__1j B 1A= A

2\2 212

Por outro lado, temos (Cf. Exemplo 5.3.3.3):
I_|uuu>=(I_(3’a)+I_(3’b)+I_(3’°))Iu>a lu>ylu>.=
=(I_(3’a)lu>a )(Iu>blu>c)+lu>a (I_(3’b)|u>b )Iu>c+

+(lu>,lu>p) I ( Gy )

=ld>lu>lu>+lu>ld>lu >+ lu>lu>ld > = duu+udu+uud.

Entao:

\EN = duu + udu + uud,

A" =

(duu + udu + uud) .

1
b5

Sendo:
At =12,10>,

entdo, analogamente ao caso anterior, vird:



1_13,10>=P13,105=BA°; B= \/%@H)_I(L_l):

I_AT=2A°.

Porém:

2\ 2
=J4=2 ,

A" = I[ﬁ (duu +udu + uud)] =

[y Ga) g Gb),; Go)) 1
=\I_ +I_ +I_
( )[ V3

(Id>, lu>y lu> +

+hu>, ld>p o> +Hu>, [u>yld>, )}z

1
e

(Id>,ld>p lu> +1d>, lu>p ld>, +1d>, [d>p lu> +

Hu>, ld> ld>, +1d>, lu>pld>. +lu>, ld>yld> )=

=1 (0ddu+2dud+2udd).

V3

Entdo:

2A° =

-

Sendo:

A°%§,10>,

(2ddu + 2dud + 2udd) =

A’

QI

(ddu + dud + udd)

299
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entao, analogamente ao Ccaso anterior, teremos:

I_ ‘§,IO>:7‘21,10> =yA"; y= \/ %(é+lj-l—l(—;—lj =3,

2 2
LA=J/3 A .
Porém:
1
1_A°=I_| —(ddu+dud+udd) |=
Bt )
(1 Ga), g Bb), ¢ Ge))| 1
=\ L —=(ld>, ld>plu>.+

+Hd>, lu>y ld> +Hu>, [d>y ld> )} =

(ld>,ld>, 1d>. +Hld>,ld>pld>. +1d>,1d>pld >, )=

(3ddd).

S -

Entdo:

f(ﬁdd%ﬁx -

Agora, para obtermos 0 peso |§,10>, vamos tomar o peso
‘I,IO > e aplicar o operador V_. Entéo:
,

V_I1,10> =805,10> ou V_.A™=5(2")

Para calcularmos o valor de d, vamos usar a relagdo de
comutacgdo [Vy, V_] =2 K.E e o fato de que:
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V,I1,10> =0 e <I,10IV,=8<5,101.
Entao:
<110| [V, .V_][110>=<1,10 2K E[1.10>=2K E,

<110V, V_ =V_V, [1,10>=<1,10| V, V_ |1,10>=8",
portanto:
2 KE =8.

Por outro lado, sabemos que:

K:(l ﬁ} ; E:(I3 ,EYJ:(%,%XIJ , pois:

272 2
ﬁ,10>:(51Jj.
2
Entao:
2 KE = 2(%x%—%x%}=3 — d = ﬁ .

Por outro lado, temos:
V_T,105=(v_G0) v 621y G ) (us usylus, )=
=ls>, lu>plu> +Hu>, s>y lu> Hu>, lu>y s>
Portanto:

suu + usu + uus = ﬁ(Z*T =

(X+)" =——(suu +usu+uus)

=
5
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. . +,—,0\ %
Para determinarmos o tripleto (X"°)", vamos tomar o peso

R . . .
(X7) e aplicar sucessivamente o operador L . Assim:

I [5.105=1_ (£ =yf6105=y(z° ) s y=JTHDAD=V2 |
ou (=) =v2 (x°).

Por outro lado, e em analogia com os casos anteriores,

teremos:

- (Z+ )* =I_ [%(Suu+usu+uus)}=

=(I_(3’a)+I_(3’b)+1_(3’°)) [L(Is>alu>blu>c+

NG

Hu>, Is>y lu> +Hu>, lu>y s>, ﬂz

1
=—(Id>, Is>plu>,Hd>, lu>pls> . +Hs>, Id>p lu> +

V3

+lu>,ld>pls >, +ls>lu>yld>, +lu>, s> ld >, )=

dsu +dus +sdu +uds +sud + usd).

=L
V3
Entao:

(dsu + dus + sdu + uds + sud + usd): \/E(ZO)* =

1
5

(Z")* = ﬁ (dsu + dus + sdu + uds + sud + usd)
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Sendo:
(=) =6.10>,

entdo, analogamente ao visto anteriormente, teremos

L 16,105=1_(3°) =e,105=¢(X ) ; e={1(+1)0(01)=v2 .

Por outro lado, temos:

I_(ZOT = I_{ﬁ (dsu + dus + sdu + uds + sud + usd)] =

(1B y1 Gr)4y G) [L(lcba|s>b|u>c+|d>a|u>b|s>c+

J6

+is>, ld>p lu> +lu>, Id>y s> Hs>, lu>p ld> Hu>, s> 1d> )}:

dds +dsd +dds +sdd +dsd +sdd ) =

=Ly
Vo
=L (2dds+2dsd+2sdd) .

N3

Por fim, temos:

*

2 _(dds+dsd+sdd)=v2 (Z-)" =

Je

() = %(dds +dsd + sdd)
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Agora, para obtermos o peso ‘§,10>E (Eo)k , vamos
tomar o peso |§,10> e aplicar o operador V_. Entdo:

*

V_I5,10> =V_ (Z*)*=klg,10>5 (:°)

Para calcularmos o valor de k, vamos usar a relacdo de
comutacdo [V, V_| =2 K.E . Entio:

<5.10[[V,.V_][5.10>=<5.10[ 2K E[5.10>=2K.E
<510 V,V_ =V, V_[5,10>=<5,10| V, V_[5,10>+

—<5,10 V_V, [3,10>.
Por outro lado, temos:
V, 15,10>=M1,10>; <5,101V, =k<8,101; <5,101V_=A<I,10l.
Portanto:

2 KE =Kk*22 .
K= [l —3J;E =(1,0) entio: 2K.E=2(%j =1, ek2-A=1.
Por outro lado, temos:
Ly
NEY

V_‘§,10 >= (V_(3’a) + V_(3’b) + V_(3’°) ){ suu +usu + uus)} =
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=(V_(M)+V_(3’b)+V_(3’°)){— Is>,lu>p lu>, +Hlu>,Is>plu>, +

N

+Hlu>,lu>pls>, )}:

——|s> [s>plu>, +ls>,lu>pls>. +1s>, s> lu>. +

5

+lu>,ls>pls>. +ls>, lu>yls>, +Hlu>,ls>yls>, ):

=—~%_(ssu+sus+uss) .

k(E”)* =i(ssu +sus + uss) .

N

Ora, para determinarmos k teremos de determinar o valor de
A. Entdo:

Vv, I§,10>= MI,10>E AAH = Auuu .
Ora:

Z 10 v Ga) v Gb) v G| 1
V.15,10>=\V. +V +V —
+ ( + + + ) |:£

(Is>, lu>plu>, +
Hu>, s>y lu> Hu>, lu>p s>, ﬂ=

1 3
=——(lu>, lu>y lu>, +Hu>, o>y lu>, Ho>, u>y s>, )Ef(uuu) .

3

Portanto:
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=3 (uuu =i
k(uuu)—f( ) - A 5

Por outro lado, sendo:

K2-22 =1, entio: k2=1+%=4—>k=2,

portanto:

(EOT =L (ssu +sus+ uss)

N

* .
Para obtermos o outro elemento do dupleto Z , basta aplicar

ao elemento calculado anteriormente, o operador L . Assim:

I 18.10>=1 (2] =pl 5,10>EM(30T;M=\/l(lﬂj—l(l—l] =1.

2\ 2 2\ 2

Ora:

I_ (:f’ ) =I_ [%(Is% [s>p lu> . +Hs>, >y ls> . +Hu>, s> Is>. )}z
=(I_(3’a)+I_(3’b)+1_(3’°)) {L(Is>als>blu>c+

V3

Hs>, lu>y s> Hu>, Is>y s> )} ,

portanto:
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(2 =L (d> s>y Is>c Hs> o ld>p s>+ 5> s>y ld>c )

J3

ou:

(E‘)* 1 (dss+sds+ssd)

R

Por fim, obtém-se o peso 10,10>=Q" aplicando-se ao peso

|§,10> = (30 ) , 0 operador V_, ou seja:
V_18,10>=vI10,10>=vQ" .

Em analogia com os casos anteriores, ¢ facil mostrar que:
10,10> = Q™ = sss .

Exercicio 5.4.3.2.1 Complete o Exemplo 5.4.3.2.1.




CAPITULO 6

O Principio da Indistinguibilidade e o Grupo de
Permutacio: Férmions, Bosons e Gentileons

6.1 Gentileons

6.1.1 Introducao

Em recentes trabalhos (Cattani e Fernandes, 1982;
1983; 1984; 1975; 1986; 1987a,b; Cattani, 1989; 1995)
realizamos uma andlise detalhada do problema da
indistinguibilidade de N particulas idénticas em mecanica
quantica. Mostramos rigorosamente, de acordo com o0s
postulados da Mecanica Quantica e o Principio da
Indistinguibilidade que, além de Bdsons e Férmions, poderia
existir matematicamente uma outra espécie de particulas que
chamamos de Gentileons. Esta andlise foi realizada usando as
representagdes irredutiveis do Grupo de Permutacdo (Grupo
Simétrico) Sx no espago de Hilbert. Contudo, nossos primeiros
trabalhos sobre o assunto (Cattani e Fernandes, 1982; 1984), que
foram tomados como um ponto de partida para investigar a
existéncia da uma nova espécie de particulas (Gentileons) é
muito intricado e complexo do ponto de vista matematico.
Usamos a teoria de grupos mostrada nos livros de Weyl (1932),
Hamermesh (1962), e Rutherford (1948). Esses trabalhos sdo de
dificil entendimento por parte dos fisicos que ndo estdo
familiarizados com a Teoria do Grupo de Permutacdo e suas
representacdes no espago de Hilbert. Assim, agora iremos
deduzir nossos principais resultados adotando um formalismo
matematico mais didatico e mais simples. Apresentaremos neste
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capitulo os nossos cdlculos de tal modo que estudantes
graduados em fisica com um conhecimento bdsico de teoria de
grupos serdo capazes de entender nossas predigdes.

Na Secdao 6.1.2 ¢ analisado o problema da
indistinguibilidade das particulas idénticas em mecénica
quantica.

Na Secdo 6.2 vemos como conectar a permutacdo de
particulas com as autofun¢des do operador energia H usando o
Grupo de Permutagdo.

Na Secdo 6.3 mostramos em detalhes o célculo das
autofuncdes de energia de um sistema com N = 3 particulas.

Na Secido 6.4 fornecemos os resultados essenciais para o
caso geral de sistemas de N particulas idénticas.

Na Sec¢do 6.5 apresentamos o Sumadrio e as Conclusdes.

6.1.2 A Indistinguibilidade de Particulas Idénticas em
Mecanica Quantica

Particulas idénticas ndo podem ser distinguidas por
meio de qualquer propriedade inerente, pois de outro modo elas
ndo seriam idénticas sob todos os aspectos. Em Mecanica
Classica, particulas idénticas ndo perdem sua “individualidade’:
apesar da identidade de suas propriedades fisicas: elas em algum
instante podem ser ‘“numeradas” e podemos seguir o0 movimento
subseqiiente de cada uma de suas trajetorias. Desse modo, em
qualquer instante as particulas podem ser identificadas.

Em Mecanica Quantica (Landau e Lifschitz, 1958;
Schiff, 1955; Merzbacher, 1961), a situacdo € completamente
diferente, uma vez que, devido as relagdes de incerteza, o
conceito de trajetéria de uma particular cessa de ter qualquer
significado. Portanto, localizando e numerando as particulas em
algum instante, ndao podemos identificd-las em instantes
subseqiientes: se localizarmos uma das particulas, ndo podemos
dizer qual das particulas chegaram nesse ponto. Isto é verdade,
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por exemplo, para elétrons em um unico dtomo, para néutrons
em um unico nudcleo ou para particulas que interagem entre si
em distancias aprecidveis. Contudo, elétrons de diferentes
atomos ou néutrons de diferentes ndcleos, numa boa
aproximacao, podem ser considerados distinguiveis, pois estdo
bem separados uns dos outros.

Entdo, em Mecanica Quantica, ndo hd em principio a
possibilidade de seguir separadamente particulas idénticas
durante o movimento e, portanto distingui-las. Assim, em
Mecanica Quantica, particulas idénticas perdem inteiramente
suas individualidades, ou seja, tornam-se indistinguiveis. Este
fato é denominado Principio da Indistinguibilidade de
Particulas Idénticas e desempenha um papel fundamental na
Mecéanica Quantica de particulas idénticas (Landau e Lifschitz,
1958; Schiff, 1955; Merzbacher, 1961).

Vamos considerar um sistema isolado com energia total
E composto por um nimero constante N de particulas idénticas
descrito pela Mecanica Quantica. Sendo H o operador
Hamiltoniano do sistema, a autofuncdo de energia ¥, obedece a
equacdo HY=EY. O operador H e ¥ sdo funcdes de
X1,81,...,XN,SN, onde X; € s; denotam a coordenadq de posigdo e a
orientacio de spin, respectivamente da ™™ particula.
Abreviaremos o par (X;,$j) por um uUnico ndmero j e
denominemos 1,2,...N de configuracio da particula. O
conjunto de todas as configuracdes serd chamado de espaco de
configuracdo €. Assim, teremos simplesmente H =
H(1,2,....N) e ¥ = ¥(1,2,.N). Estes estados quanticos ¥
formam um espaco de Hilbert Ly(c€™) de todas as funcdes de
quadrado integréveis sobre ™ .

Definamos por P; o “operador permutacao” (i = 1,2,...N!)
que geram todas as permutagdes possiveis das N particulas no
espaco ™. Uma vez que as particulas sio idénticas as
propriedades fisicas do sistema devem ser invariantes por
permutacdes. Na proxima se¢do mostraremos como usar o
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Grupo de Permutagdo Sy (ou Grupo Simétrico) para descrever o
sistema quantico de N-particulas.

6.2 O Grupo de Permutacao e suas Representacoes nos
Espacos de Configuracao e de Hilbert

Como vimos acima, P; é o “operador permutacao” (i =
1,2,.N!) que gera todas as permutacdes possiveis das N
particulas no espaco €™. As permutacdes P; de indices 1,2,...N
constituem um grupo de simetria (Weyl, 1932; Rutherford,
1948; Hamermesh, 1962; Boerner, 1963; Jansen ¢ Boon, 1967;
Matsen, 1970) Sy de ordem n =N!, visto no Capitulo 1.

Por causa da identidade das particulas, H e ‘¥, obtidos
meramente permutando as particulas, devem ser fisicamente
equivalentes, isto €, [P; H] =0e | P,Y | 2= |‘Pi | 2 = | Y | 2, Isto
implica que as permutacdes sao transformacoes unitdrias e que o
espectro de energia E € N!- degenerado. Assumimos que todas
as funcdes {¥i}izi2. n sdo diferentes e ortonormais. Para cada
operador P; do grupo Sy podemos associar, em uma
correspondéncia um-a-um, um operador unitirio U(P;) em
Lo(e™) (Merzbacher, 1961; Roman, 1960).

Agora, facamos n = N! e indiquemos por {Wx}k=12.n O
conjunto de autofuncdes de energia n-degenerado, onde ¥y =
U(P)Y. E evidente que uma combinagio linear das funcdes Wy
¢ também solucdo da equacdo de onda HY = E¥. Além disso,
desde que [U(a), H] = 0 vemos que H U(a) ¥x = U(a) H ¥Yx =
U(a) E Yx = E U(a)¥x . Isto significa que se ¥x € uma
autofuncdo de H, U(a)¥x € também uma autofuncdo de H.
Portanto, ela deve ser igual a uma combinagdo linear dos
autovetores degenerados, ou seja(Merzbacher, 1961; Roman,
1960):

U(@)¥x = X 1.0 PxDik(a) , (D
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onde Djk(a) sdo coeficientes complexos que dependem do
elemento do grupo. De acordo com a Eq. (1) as autofuncdes n-
degeneradas de H geram um subespaco n-dimensional do espaco
Lo(™) do sistema, e as operacdes do grupo transformam
qualquer vetor que estd inteiramente contido nesse subespago
em um outro vetor inteiramente contido no mesmo subespaco,
1.e., as operacdes de simetria deixam o subespago invariante.

Repetidas aplicagdes das operacdes de simetria dao
(Merzbacher, 1961; Roman, 1960):

Ub)U(a)¥Px =Z 1. U(b)¥ Dj(a) =
=X j=1..n Zi=1..n ¥i Dik(b)Dj(a) , (2)
e também
U(ba) Wk =X i=1..n Vi Dik(ba) . (3)

Uma vez que U(ba) = U(b)U(a) os lados esquerdos das
Egs. (2) e (3) sao idénticos. Portanto, comparando os lados
direitos dessas mesmas equagdes obtemos a equagdo basica:

Dik(ba) = X =1, Djj(b)Djk(a). “4)

Assim, o grupo de permutacdo Sy ou “grupo de simetria”
do sistema, definido no espaco de configuracio €™, induz um
grupo de transformacdes unitdrias U no espaco de Hilbert linear
n-dimensional Lz(a(N)). Mostramos [ver Eqgs.(1-3)] que as
operacdes unitdrias definidas por U podem ser escritas numa
forma matricial introduzindo um conjunto completo de vetores
base no espaco vetorial n-dimensional de Y. Este espaco de
Hilbert L,(e™) é chamado de “espaco de representacdo”. O
conjunto D de matrizes quadradas n x n formam um grupo de
dimensdo (grau) n igual a ordem de Sy. O conjunto completo
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de matrizes D € dito formar uma “representacdo unitdria n-
dimensional de SN”.

As autofuncdes {Yi}izi2.n sdo todas diferentes e
ortonormais uma vez que elas sdo solucdes da mesma equagao
de Schrodinger. Estas funcdes podem ser usadas (Hamermesh,
1962; Landau e Lifschitz, 1958; Schiff, 1955; Merzbacher,
1961; Roman, 1960; Boerner, 1963; Jansen ¢ Boon, 1967;
Matsen, 1970) com as Formas (“shapes”) ou Diagramas de
Young, para determinar as representacoes irredutiveis do grupo
Sy no espaco de configuracio €™ e no espaco de Hilbert
LQ(S(N)). Para fazer isto, as funcdes base das representacoes
irredutiveis usando as formas de A.Young sdo construidas
considerando {¥;}i=;2.» como uma base unitdria ortogonal. E
importante notar que escolhendo estas fungdes base particulares
estamos determinando simultaneamente as representacdes
irredutiveis de Sy e as autofuncdes do operador H que sdo
obtidas por combinagdes lineares e permutacdes de {V¥i}izi2. n-
Este método serd usado no Apéndice A6.I para construir as
representacdes irredutiveis e as autofungdes de energia para o
caso trivial de N =2 e para o caso nao-trivial mais simples de N
=3.

Na secdo seguinte (Se¢ao 6.4) usando o método
apresentado no Apéndice A6.I iremos mostrar em detalhes como
obter as autofuncdes de energia de um sistema com N = 3
particulas fracamente interagentes.

6.3 Sistemas com N = 3 Particulas

Consideremos um sistema composto por N = 3
particulas fracamente interagentes. Assumiremos que uma
autofuncdo tipica de energia E das particulas € escrita como ¥ =
Y(1,2,3) =u(1)v(2)w(3), onde as fungdes (u,v,w) no produto siao
todas diferentes e ortogonais. De acordo com nossa andlise
apresentada no Apéndice A6.I o espaco de Hilbert 6-dim Ly(")
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gerado por vetores base unitarios ortogonais (u,v,w) é composto
por dois subespacos 1-dim h([3]) e h([1%]), e um subespaco 4-
dim h([2,1]).

Primeiro, vamos considerar os dois subespacos 1-dim no
espaco de Hilbert os quais sdo representados pelas seguintes
autofungdes @ and @,:

@5 = [u(Hv2)w(3) + u(HvBIW(2) + u@)v(Hw(3) +
+u)vB)w(1) + uBG)V(Hw3) + u@)vRw(DING,  (5)

que € completamente simétrica, associada a forma de Young
horizontal [3].

¢a= [W(DV2)WE3) - u(HvB)wW(2) - u@)v(Hw(3) +
+u)v3)w(l) + uB@)v(DHW(2) - uB)VQwW(DING,  (6)

que € completamente antissimétrica, associada a forma de
Young vertical [13].

O subespaco 4-dim h([2,1]), associado a forma de Young
intermedidria [2,1] é representada pelo autoestado Y([2,1]). Este
subespaco h([2,1]) quebra-se em dois subespacos 2-dim,
h.([2,1]) e h.([2,1]), que sdo gerados pelos vetores base {Y1,Y2},
{Y3,Y4} e representados pelas fungdes de onda Y.([2,1]) e Y.
([2,1]), respectivamente. Os estados Y([2,1]), Y.([2,1]) e
Y_([2,1]) sd@o dados respectivamente, por:

Y:iYl YziY3 7
T\, Y 7

onde:
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Y1 = [u(H)v2)w(3) + u@2)v(D)w(3) —u@2)v(3)w(l) -
-uB)v2)w(1)] N4,

Y2 = [u(D)v(2)w(3) + 2u(1)v(B)W(2) —u2)v(1)w(3) +
+uv3)w(1) - 2u3)v(1)w(2) — uB)v2)w(1)] N12,

Y3 = [-u(Dv(2)w(3) + 2u(1)v3)w(2) - u@)v(H)w(3) -
~u@)v3)w(1) + 2u@)v(Hw(2) — uB)v(2)w(1)] N12

e

Ya=[u(H)v(2)w(3) —u2)v(Hw(3) —u2)v(3)w(l) +

+u3)v()w(1)] 4.

Como mostrado no Apéndice A6.1, as fungdes Y. ([2,1])
e Y.([2,1]) tém iguais propriedades de simetria por permutagao,
istoé, P; Y. = D(z)(Pi) Y. onde D(z)(Pi) sdo matrizes irredutiveis
(2x2) que definem uma representacdo unitéria de S; em € e em
subespacos irredutiveis 2-dimensional de Lo(e™).

Como sabemos (Landau e Lifschitz, 1958; Schiff, 1955;
Merzbacher, 1961; Roman, 1960), a fun¢do totalmente simétrica
¢@s definida pela Eq. (5) descreve os Bodsons e a fungdo
completamente anti-simétrica ¢, dada pela Eq. (6) descreve os
Férmions. Quando dois Férmions ocupam o mesmo estado
temos ¢, = 0 0 que implica que dois Férmions sdao proibidos de
ocupar o mesmo estado. Esta espécie de restricdo nao existe para
Bdsons uma vez que @, # 0 quando trés Bdsons ocupam o

mesmo estado.
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Vemos da Eq. (7) que Y.# 0 quando 1 ou 2 particulas
ocupam o mesmo estado, Contudo Y. = 0 quando 3 particulas
ocupam 0 mesmo estado.

A partir desses resultados verificamos que as fungdes
Y([2,1]) devem representar particulas que sdo diferentes de
Bosons ou Férmions. Esta nova espécie de particulas foi
chamada de Gentileons (Cattani e Fernandes, 1984). Este nome
foi adotado em honra ao fisico italiano Giovanni Gentile Jr. Ha
cerca de seis décadas (Gentile Jr., 1940; 1941; 1942) ele
inventou, sem qualquer justificativa quanto-mecanica ou
qualquer outra, uma paraestatistica em um contexto
termodinamico. Ele obteve uma funcdo distribui¢do estatistica
para um sistema de N particulas interagindo fracamente
assumindo que os estados quanticos de uma particula individual
podem ser ocupados por um ndmero finito arbitrdrio d de
particulas. As Estatisticas de Fermi e de Bose sdo casos
particulares desta paraestatistica para d = 1 e d = oo,
respectivamente. Uma recente andlise detalhada de um gas ideal
d-dimensional em paraestatisticas foi realizada por Vieira e
Tsallis (1987).

Nossa andlise que dé suporte, dentro do contexto da
Mecanica Quantica e da Teoria de Grupos, a existéncia
matematica de novos estados Y([2,1]) associados com a forma
de Young intermedidria [2,1], justifica, de certo modo, a
hipétese de Gentile.

6.4 Sistemas Compostos por N Particulas Idénticas. O
Principio Estatistico.

No Apéndice A6.I e na Secdo 6.2 estudamos em
detalhes os casos de sistemas compostos por N = 2 e 3
particulas. Mostramos como obter as representagdes irredutiveis
de S, e S; nos espacos de configuracio e? e ¢ e nos espagos



316

de Hilbert Lz(s(z)) e L2(8(3)). Construimos também para esses
casos as autofungdes do operador Hamiltoniano H.

Nesta Secdo apresentaremos somente 0S principais
resultados para sistemas de N-particulas que obtivemos em
trabalhos anteriores (Cattani e Fernandes, 1982; 1983; 1984).

Mostramos (Cattani e Fernandes, 1982; 1983; 1984) que
as dimensoes f(a) das matrizes quadradas irredutiveis f(a) x f(a)
assumem os valores 12, 22,..., (N—l)2 e para cada representacao
irredutivel (o) € associado um subespaco h(a) no espago de
Hilbert Lz(s(N)) com dimenséo f(a).

H4 somente duas representacdes irredutiveis 1-dim [f(a)
=1] dadas pelas particdes (o0 ) = [N] and (a0 ) = [1N]. O primeiro
caso € descrito pela forma de Young horizontal com N espagos.
No segundo caso temos uma forma de Young vertical com N
colunas. As funcdes de onda associadas a elas sdo,
respectivamente:

1 n
==,
Q, /—I ne i )

a

=

(pa = L 6PlP

N ®

onde Jdp; = £ 1, se P; € uma permutagdo par ou impar.

As demais representacdes t€ém dimensodes f(a) indo de 2?
até (N-1)° e sdo descritas por vdrias formas de Young
intermedidrias (Weyl, 1932; Rutherford, 1948; Hamermesh,
1962; Boerner, 1963; Jansen e Boon, 1967; Matsen, 1970). Para
cada forma [a] hd uma representagdo irredutivel descrita por f(a)
x f(a) matrizes quadradas D™ com dimensdo f(a). Os
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“tableaux” com a mesma forma [a] tém representacdes
equivalentes e as diferentes formas ndao podem ter
representacdes equivalentes. H4 uma correspondéncia um-a-um
entre cada forma [a] e as matrizes irredutiveis matrices Dik(“).

Para cada forma [a] € associado um subespaco h(a) €
Lz(S(N)) com dimensao 1 = f(a) gerada por bases unitérias {Y; }i=
12....1 - Neste subespaco h(a) a autofuncio energia Y(a) é dada
por:

Y, (o)

1| Yy(o)
Y(a)_ﬁ : (10)

Y. (o)

onde as fungdes {Yi}i = 12...r , sdo construidas aplicando os
operadores Young as fungdes {Yi}izio.n , obedecendo a
condi¢do < Yj | Y.> =06,

Por intermédio de permutacdes Y(a) € h(a) €
transformada em X(a)) € h(a) dada por X(a) = U(P;) Y(a), onde
U(P;) é um operador unitdrio. Esta operagao de permutaciao pode
ser também representado por uma matriz unitdria T(a):X(a) =
T(a) Y(a). Como os subespacos h(a) sdo classes de equivaléncia
(Weyl, 1932; Rutherford, 1948; Hamermesh, 1962; Matsen,
1970), diferentes subespacos tém diferentes propriedades de
simetria que sdo definidas pela matriz T(a). Isto significa que se
T(a) € h(a) e T(B) € h(B), entdo T(a) # T(P) se a #p.

Sendo T(a)'T(a) = 1 0 médulo ao quadrado de Y(a) é
invariante por permutacao, isto é:

| Y| = Y(0)" Y(0) = X(o)" X () = | X |*.
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Assim, a fungio |(D(a) | 2 = Y(@)'Y() = % |Yi | 2 pode ser
interpretada como uma funcdo densidade de probabilidade.

Notamos que para casos 1-dim as propriedades de
simetria do autoestado Y(a) s@o muito simples porque T= %1,
enquanto para multi-dimensionais h(a) as propriedades de
simetria ndo sdo tdo evidentes porque elas sdo definidas pela
matriz T(a) que tem 7 componentes. De qualquer modo
verifica-se que o nimero de ocupacao dos estados das particulas
nao é nem fermidnico nem bosonico.

Para obter a autofun¢do energia nossa hipdtese basica foi
a de que [U(P;), H] = 0. Conseqiientemente, [U(P;), S(t)] = 0,
onde S(t) é o operador de evolugdo temporal para o sistema.

Os valores esperados de um operador arbitrdrio
Hermiteano A = A(1,2,...,N) para os auto-estados de energia
Y(a) e X(a) sdo definidos por:

<Ay>=<Y(@)|A | Y(@)>=11)Zi< Yiw) | A Yi(w) >

e

<Ac>=<X(@]|A | X(@>= (/)% < Xi(@) | A | Xi(a) >,

respectivamente. Como X(a) = T(a) Y (o)) vemos que

<A>=<X(0) |A|X(@)>=<Y(@) T(0)"AT() | Y(@)>=
=<Y(@ |A | Y(@>=<A,>,

implicando que [U(P;), A(t)] = 0. Como U(P;) comuta com S(t)

a relagdo [U(Py), A()] = [U(Py), STDAD)S(H)] = 0 é satisfeita.

Isto significa que < Ay(t) > = < A(t) > para qualquer instante t.

Isso expressa o fato de que, uma vez que as particulas sdo

idénticas, qualquer permutacdo das mesmas ndo leva a qualquer
efeito observdvel. Esta conclusdo estd de acordo com o
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postulado da indistinguibilidade (Landau e Lifschitz, 1958;
Schiff, 1955; Merzbacher, 1961; Roman, 1960).

O numero de ocupacdo dos estados e as propriedades de
simetria dos estados de energia quanticos Y(a) associados com
as formas intermedidrias de  Young sdo completamente
diferentes das formas vertical (fermib6nica) e horizontal
(bosonica). Isto nos levou a propor a seguinte afirmacao a qual é
tomada como um principio (Principio Estatistico):“Bdsons,
Férmions e Gentileons sdo representados por Formas de Young
horizontal, vertical e intermedidria, respectivamente”.

6.5 Sumario e Conclusoes

Mostramos que além de Bdsons e Férmions pode existir
matematicamente uma nova espécie de particulas, que
denominamos Gentileons. Nossa andlise tedrica foi mostrada em
detalhes usando Teoria de Grupos bésica adotada em Curso de
Fisica de Graduacao.

Usando a Teoria de Grupo de Permutacdes estudamos
em detalhes o caso trivial de sistemas formados por 2 particulas
€ o mais simples, porém ndo-trivial caso de sistemas formados
por 3 particulas. Para o caso geral de sistemas de N-particulas
somente apresentamos uma breve revisdo dos principais
resultados obtidos em trabalhos precedentes (Cattani e
Fernandes, 1982; 1983; 1984; 1975; 1986; 1987a,b; Cattani,
1989; 1995).

De acordo com propriedades matematicas exoticas e
surpreendentes das representacdes intermedidrias da Teoria de
Grupo de Permutacdes (Cattani e Fernandes, 1983; 1984; 1975;
1986; 1987a,b; Cattani, 1989; 1995) os sistemas gentilidnicos
ndo podem coalescer, Gentileons sio sempre confinados em
seus sistemas e nao podem aparecer como uma particula livre.

Baseado nessas propriedades exdticas conjecturamos
(Cattani e Fernandes, 1983; 1984; 1975; 1986; 1987a,b; Cattani,



320

1989; 1995) que quarks podem ser Gentileons pois podemos
explicar, a partir de primeiros principios, confinamento de
quarks, a conservacao do nimero baridnico e a ndo-coalescéncia
de mésons e bdrions.

Finalmente, admitindo que somente Bdsons e Férmions
possam existir na Natureza, permanece o problema de descobrir
as regras de selecdo que proibem a existéncia de Gentileons.

APENDICE A6.1
Representacdes do Grupo Sy no Espaco de Configuracio £™
e no Espaco de Hilbert Lz(s(N)).

Apresentaremos a seguir as idéias bésicas concernentes
as representacdes do grupo Sy no espaco de configuracio ™.
Uma anélise mais detalhada e completa sobre esse assunto pode
ser encontrada em muitos livros (Weyl, 1932; Rutherford, 1948;
Hamermesh, 1962; Boerner, 1963; Jansen e¢ Boon, 1967;
Matsen, 1970).

Se consideramos uma aplicagdo homomorfica
P;: DW(P) (A6.L1)

entre os elementos Py, P,,...., P, do grupo Sy € um conjunto de
matrizes quadradas (u x p) D¥(P,). D®(P,),... , DY(P,) (n =
N!) tal que:

D" (P)D™(P)=D"(P; P)), (A6.12)

entdo as matrizes D®(P;) D®(P,),..., D¥(P,) sio ditas ser uma
representacdo matricial 4 -dimensional do grupo Sy no espago
de configuracio ™. Se a aplicacdo homomérfica de Sy sobre
D(P;) se reduz a um isomorfismo a representacao ¢ dita ser fiel.
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Em geral todas a matrizes D®(P;) de uma representagio
p-dimensional podem ser postas simultaneamente na forma:

DY®) AR)

WPy =
D¥®y= D"(P)

(A6.1.3)

onde D(k)(Pi) e D(m)(Pi) s@o blocos diagonais com k + m = L.
Quando, por uma transformacdo similar, todas as matrizes
D®™(P,) podem ser postas na forma diagonal, isto é, quando
A(P;j) = 0, a representacdo € denominada redutivel. Se as
matrizes ndo podem ser colocadas em uma estrutura de bloco
diagonal a representacdo € dita irredutivel.

Consideremos, por exemplo, o mais simples porém nao
trivial caso do grupo de permutacdo S; e definamos P; =1 =
identidade = (123), P, = (213), P3 = (132), P, = (321), Ps= (312)
e Pg = (231). Podemos mostrar (vide, por exemplo, Bassalo e
Cattani, 2005) que S3 t€ém duas representacdes irredutiveis 1-dim
(Dl(l) e Dz(l)) e somente uma representacdo irredutivel 2-dim
(DZ(Py).

Para as duas representacdes 1-dim as matrizes D"(P;)
sdo dadas por:

DYPy=1 (i=1,2,...,6); (A6.1.4a)
D,®P)= 1 (i=1,5and6) (A6.14b)

€
D, 'P)=-1 (i=2,3and4), (A6.L4c)

as quais sao representagdes homomorficas.
Para a representacio 2-dim as matrizes D®(P;) sdo dadas
por:
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ompy_ (10 Omps_ 1| 1 NE
D (Pl)—(o 1], D (Pz)—2 A1)

D“(P3)= 0 1 (A6.1.5a,b,c)

p@p,y = L] 1 V3 D?pa = L[ 1 —3
( 4) 2[\/5 1 ) ( 5) 2 \/g _1 5

D@(Pg) = %[__\/15 *_EJ (A6.1.5d,e,f)

as quais sdo uma representacdo fiel. Uma vez que as matrizes
mostradas nas Eqgs. (A6.L.5a-f) sdo todas ortogonais esta
representacao irredutivel € dita ortogonal.

H4 um ndmero infinito de representacdes de um dado
grupo. Obtivemos acima as representacdes irredutiveis de S;
usando as propriedades de multiplicacdo das permutacdes P;. As
outras duas representacdes irredutiveis de Sz podem ser obtidas,
por exemplo, levando em conta (1)rotacdes de vetores em um
espaco Euclidiano 3-dim e (2)rotacdes de um tridngulo
eqiiiangulo no plano (x,y) (Jansen e Boon, 1967).

Determinaciao das Representacoes de Sy por Intermédio das
Formas de Young

No caso geral a determinacdo das representacdes de Sy é
realizada usando métodos mais gerais e poderosos
desenvolvidos por Young e Frobenius (Weyl, 1932; Rutherford,
1948; Hamermesh, 1962; Boerner, 1963; Jansen ¢ Boon, 1967;
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Matsen, 1970). Eles consideraram a expressdo substitucional T1
=a P+ a P, + ...4a, P,, onde Py, P,,..., P, sdo as n
permutagdes distintas de Sx e aj,ap,...,a, sdo coeficientes
numéricos e levando em conta as partigdes de nimero N.
Qualquer particdo do nimero N denotado por [ay, 02 ,..., O],
onde o + Oy +...+ ox = N, com o > oy =>...> o sera
representada simplesmente por [a], quando ndo houver confusdo
de notacdo. Os primeiros trabalhos (Boerner, 1963) usando esta
abordagem foi realizada, em torno de 1900, independentemente
por Frobenius e por Young (clérigo do interior da Inglaterra).
Para cada particdio [a] de N € construida uma forma,
(“shape”)denominada Forma (ou Diagrama) de Young,
denotada por [a], tendo a; espacos na primeira linha, o, na
segunda linha e assim por diante (Weyl, 1932; Rutherford, 1948;
Hamermesh, 1962; Boerner, 1963; Jansen e Boon, 1967;
Matsen, 1970). Por forma queremos dizer caixa vazia, i.e., 0
contorno sem os nimeros. Mostramos abaixo todas as possiveis
formas associadas com N =2, 3 e 4 particulas.

Formas [2] [17] [3] [2,1] [1°]



324

Formas [4] [3,1] [2,2] 231 [14

Os N ntmeros 1, 2 ,..., N sdo arranjados nos espacos da
forma [a] em N! = n maneiras. Cada um desses arranjos ¢
denominado um tableau T e existem N! tableaux com a mesma
forma. O tableau T, para uma dada forma, € chamado tableau
padrao (standard tableau) se os nimeros crescem em cada linha
de T da esquerda para a direita e em cada coluna de T de cima
para baixo.

Os tableaux s3o construidos como segue: insira oOS
nameros 1, 2, 3,..., N na forma em qualquer ordem para obter
um fableau de Young. Uma vez que o tableau tenha sido fixado,
consideramos dois tipos de permutagdes (Weyl, 1932).
Permutacoes Horizontais p sao permutacdes que trocam
somente nimeros na mesma linha. Permutagcoes Verticais q que
trocam somente numeros na mesma coluna. Assim, definimos o
operador de Young por YO = P Q onde as quantidades P e Q
sdo dadas por:

P=3%,p (“simetrizador”) (A6.1.6a)
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Q =2%404q (antisimetrizador”), (A6.1.6b)

onde sdo feitas as somas sobre as permutagcdes horizontais p e
verticais q e 0q € a paridade da permutacdo q. Os tableaux sdo
obtidos pela aplicacdo dos operadores de Young sobre o tableau
padrao inicial.

Vamos indicar por T,% T)"%,..., T%, os diferentes tableaux
da mesma forma [a] gerados pelas permutacdes definidas pelo
operador Y. Qualquer permutacdo aplicada ao tableau da forma
[a] ndo altera a forma [a].

Denotando por Py* as permuta¢des que mudam Ty" em
T% temos T;* = Py* Ty". As matrizes Dy de uma representacao
irredutivel de grau f(a) de Sy € calculada através da equagdo
(Rutherford, 1948):

eii Pex = Dix ek

onde e (i,k = 1,2,..,f) sdo bases unitdrias que satisfazem as
equacdes ejieik = ek € ejenk = 0 (h # j). O parametro f(a)
chamado grau da representacdo irredutivel, dd a dimensdo das
matrizes irredutiveis.

Os elementos Dy das matrizes irredutiveis (f x f) podem
ser determinadas adotando trés diferentes bases unitarias e;.: (1)
natural, (2) semi-normal e (3) ortogonal. Note que os valores
encontrados para os elementos das matrizes Djx dependem da
escolha das bases unitdrias (Weyl, 1932; Rutherford, 1948;
Hamermesh, 1962; Boerner, 1963; Jansen e Boon, 1967;
Matsen, 1970). Certamente estas trés representacdes irredutiveis
sao equivalentes.

Apresentemos agora uma breve revisao das propriedades
fundamentais das representacdes irredutiveis de Sy no espaco de
configuragdo ™ :
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(1) Para cada particdio (o) hd uma representacido
irredutivel descrita pelas matrizes quadradas Dik(“) com
dimensao f(a). Assim, os gquadros com a mesma forma [a] tém
representacdes equivalentes e as formas diferentes nao podem
ter representacdes equivalentes. H4 uma correspondéncia um-a-
um entre cada forma [a] e as matrizes irredutiveis Dik(“).

(2) As dimensdes f(a) das matrizes quadradas
irredutiveis assumem os valores 12, 22,. ey (N—1)2.

(3) H4 somente duas representacodes irredutiveis 1- dim
dadas pelas parti¢des (o) = [N] e (o) = [1"]. O primeiro caso é
descrito pela forma horizontal com N espacos. No segundo caso
temos uma forma vertical com N linhas. As demais
representacdes tém dimensdes indo de 2 até (N-1)* e sdo
descritas por vdrias formas ocupadas por 3, 4,..., N particulas,
respectivamente (Weyl, 1932; Rutherford, 1948; Hamermesh,
1962; Boerner, 1963; Jansen e Boon, 1967; Matsen, 1970).

Sistemas com N =2 e N =3 Particulas: Determinaciao das
Funcoes Bases de suas Representacoes Irredutiveis, de seus
Autovalores de Energia e de suas Representacoes
Irredutiveis nos Espacos de Configuracao e de Hilbert.

Mostraremos agora como determinar as representacdes
irredutiveis para o caso trivial N = 2 e o mais simples porém
nao-trivial caso de N =3 usando os operadores Young. Isto é
feito construindo funcoes bases das representacoes irredutiveis
(Hamermesh, 1962; Matsen, 1970) usando bases unitarias
ortogonais. Tomaremos como bases unitdrias as n = N!
autofuncdes ortogonais degeneradas de energia {Y¥i}izi2. n as
quais geram um espaco de Hilbert n-dim L,(e™).

Dividiremos o processo usado para determinar
(Hamermesh, 1962; Matsen, 1970) as representacdes
irredutiveis em trés partes a, b e c.
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(a) Construcao dos Operadores Young

Seguindo as receitas para construir os operadores Young
Y = PQ, definidos pelas Egs. (A6.1.6a,b) obtemos os seguintes
operadores Y, associados com as respectivas formas
(Hamermesh, 1962; Matsen, 1970):

N =2
forma[2]:  YO[2] = [I +P(1,2)]/2 (A6.1.7a)
forma [17]:  YO[1%] = [I—P(1,2)]/2. (A6.1.7b)
N =3

forma [3]:

YO[3] = [P /6 =
= [+ P(132) + P(213) + P(231) + P(312) + P(321)]/6, (A6.L8a)
forma [17):

YO[1’] = [Z; & P))/6 =

= [I- P(132) — P(213) + P(231) + P(312) - P(321)1/6 (A6.1.8b)
forma [2,1] :

YO1[2,1] = [1+ P(213) - P(231) - P(321)]/V4 (A6.1.92)

YO, [2,1] = [P(132) - P(213) + P(231)/2 - P(312)]/N4 (A6.1.9b)
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YO0,1[2,11 = [P(132) - P(231) + P(312) - P(321)]/N4  (A6.1.9¢)
YOu,[2,1]1=[I- P(213) - P(312) + P(321)]/"/4 (A6.1.9d)

Vamos indicar por e; = Y(1,2) e e; = P(1,2)¥(1,2) os
vetores base unitdrios do espaco 2-dim de Hilbert Ly(e?).
Similarmente, por e; = ¥Y(1,2,3), e, = ¥(1,3,2), e3 = ¥(2,1,3), e4
= ¥(2,3,1), es = Y3,1,2) e e¢ = ¥(3,2,1) os vetores base
unitdrios do espaco 6-dim de Hilbert L,(e™) obtidos pelas
permutacgdes Pie; = P;W(1,3,2) (1 =1,2,..,6).

(b) Construcao das Funcoes Base e as Autofuncoes de
Energia.

Para construirmos as fungbes base para as
representagoes irredutiveis (Weyl, 1932; Matsen, 1970) de S, e
S3 temos que aplicar os operadores Young YO definidos pelas
Eqgs.(A6.1.8) e (A6.1.9) nas funcdes ¥ = ¥(1,2) and ¥(1,2,3)
respectivamente. Nessas condi¢des, obtemos:

Para N = 2 as autofun¢des normalizadas completamente

simétrica, @, e. anti-simétrica, ¢, de dois subespacos 1-dim sdo
dadas por:

ps=@1+e)/ V2 e @.=(e;—e)/\2 (A6.1.10a,b)

Para N= 3 teremos os seguintes autovetores:
forma [3]: @s = (1 + €, +e3 + e4 + es + e6)/N6 (A6.1.11a)
forma [17]: a = (e1 - e - e3- €4 +es + eg) N6 (A6.1.11b)

forma [2,1]:
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Y11= (e +e3-eq—eg) N4 (A6.1.12a)
Yio=(es-e3+eq-e5)/V4 (A6.1.12b)
Yo =(e2-e4+es-eg) N4 (A6.1.12¢)
Y = () - e3—es + e) /4. (A6.1.12d)

Para N =3 os vetores base unitdrios {ei}i =12, ¢ geram
um espaco de Hilbert 6-dim o qual € composto por dois
subespacos Hilbert 1-dim, h([3]) e h([1’]), e um subespaco 4-
dim h([2,1]). Como as fun¢des Y(r,s= 1,2,3,4) formam um
conjunto de fungdes linearmente independentes em h([2,1])
podemos construir por um processo de ortonormaliza¢do os
vetores-base {Yi}iz1. 4 do subespaco h([2,1]) que sdo dados
por:

Yi=(e;+e3-e4—cq) N4 (A6.1.13a)
Y, = (e1+ 2e; —e3+ €4 - 2es — eq)/ V12 (A6.1.13b)
Y3 = (- e+ 2e; —e3 - €4 + 2es — eg)/ V12 (A6.1.13¢)
Ya= (e - 3 - e4 + eg) /N4 (A6.1.13d)

Nestas condi¢des o subespaco h([2,1]) € descrito por
vetores ortonormais {Yi}i=12. 4. € os autoestados Y([2,1])
associados a este subespacgo sdo escritos na forma:
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vy =—| 2= L%
T Ja 2 ly (A6.L14)

o Tle e Bt

onde as func¢des Y, and Y- sdo definidas por:

Y—LY1 Y—LY3 A6.L15ab
ECIS S EC1 % A

Como pode ser facilmente verificado, as fungdes ¢ , @, €

.....

s,a, 1,2,3 e 4. Destas propriedades ortonormais podemos
verificar que:

|<Y| Y>|[?=(| Y |2+ Y2 |2 +]| Y3 |2 +| Ya| D4
e que
| <Y | Yo |2 =(| Y0 |2+ Y2 [P )2=(| Y5 |7+
+|Ya| 2= <Y=| Y= | 2.

Das Equacdes (A6.1.14; A6.1.15a,b) vemos que o
subespaco  4-dim  h([2,1]), que corresponde a forma
intermedidria de Young [2,1], quebra-se em dois subespagos 2-
dimensional, h.([2,1]) e h.([2,1]), que sdo gerados pelos vetores-
base {Y1,Y2} e {Y3,Y4}, respectivamente. A esses subespagos
sdo associados as autofuncdes Y. ([2,1]) e Y_([2,1]) definidas
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pelas Equacdes (A6.1.15a,b). Ndo existe nenhuma transformacgao
linear conectando os vetores Y, e Y_.

Note que as funcdes ¢s € ¢, acima definidas pelas
Equagdes (A6.1.10a,b) sdo as autofungdes energia para o sistema
com N = 2 particulas. Similarmente, as fungdes @5 , ¢, €
{Yi}iz1. 4 vistas nas Egs. (A6.I.11a,b; A6.1.12a-d; A6.1.13a-d;
A6.1.14; A6.1.15a,b) sdo as autofungdes energia do sistema com
N = 3 particulas.

(c) Calculo das Representacoes Irredutiveis dos
Grupos S; e S3

Finalmente, para calcularmos as representagcoes
irredutiveis dos grupos S; e S; associadas com as
correspondentes formas € necessdrio aplicar os operadores
permutacdo P; as funcdes de onda de energia dadas pelas Egs.
(A6.1.10a,b; A6.I.11a,b; A6.1.14; A6.1.15a,b):

N=2e3:
Formas Horizontais [2] e [3]:

Pi oy =(+1) o, isto €, D[2] = D[3] = +1.
Formas Verticais [12] e [13]:

P g, = (1) ¢, istoé,  D[1?]=D[1’] ==#l,
mostrando que todas as representagdes irredutiveis sdo 1-dim.
As formas [2] e [3] sdo associadas a matriz D" = 1. As formas

[12] e [13] sdo associadas a matriz DV = +1.

N =3, forma intermedidria [2,1].
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Aplicando os operadores P; a Y, e Y definidos pelas
Eqgs.(I.14) e levando em conta que P; ¢; = e, , onde i, j, m =
1,2,3,...,6, podemos mostrar que:

P(123) Ye= P\Y: = 1Y, (A6.1.16a)
P(132) Y: = P,Y:= DPPy) Y, (A6.1.16b)
P(213) Y: = P3Y:= DPP3) Y, (A6.1.16¢)
P(321) Y: = P4 Y:= DPPy) Y, (A6.1.16d)
P(231) Y: =Ps Yo= DPPy) Y. (A6.1.16e)
P(312) Y: = Ps Y.= D?Ps) Y. (A6.1.16f)

onde D(z)(Pi) (i=1,2,...,6) sdo as mesmas matrizes 2x2 da
representacdo irredutivel 2-dimensional de S; dada pela
Equacdes (A6.I.6a-f). Isto implica que as matrizes de
representacdo associadas com a forma [2,1] sdo quebradas em
matrizes irredutiveis 2x2 D®P,). Estas representacoes
irredutiveis sdo equivalentes. Desta maneira as matrizes
representacdo 4x4 no subespaco 4-dim h([2,1]) podem ser
escritas como a soma direta de duas matrizes irredutiveis 2x2.
Conforme dissemos acima, adotando vetores base
unitdrios particulares {W¥i}i=12. ¢ 0s quais sdo autovalores do
Hamiltoniano H  determinamos  simultaneamente  as
representacdes irredutiveis de S3 no espaco de configuracdo £ e
no espaco de Hilbert L,(c®) e construimos as autofungdes @, @,
, Y. e Y_ do operador energia H. O espaco de Hilbert L,(e) 6-
dim que é gerado pelos vetores base {¥}iz12.6 € formado por
trés subespagos h([a]). Dois deles, h([3]) e h([13]), sdo 1-dim. O
subespaco 4-dim h[(2,1]) que € gerado pelos vetores base
unitarios {Y; } i =1..4 € composto por dois subespacos 2-dim,
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h.([2,1]) e h.([2,1]), gerados pelos vetores unitdrios {Y,Y,} e
{Y3,Y4}, respectivamente.

APENDICE A6.11
Permutacoes no e® e as Rotacoes de um Tridngulo
Eqiiilateral em um Espaco Euclidiano E;.

Mostraremos neste Apéndice que os operadores
permutacdo P; aplicados em Y([2,1]) podem ser interpretados
como rotacdes de um tridngulo eqiiilateral no espago Euclidiano
Es. Para mostrarmos isso assumiremos que em Es os estados u,v
e w podem ocupar os vértices de um triangulo eqiiilateral
tomado no plano (X,z), como visto na Fig. A6.Il Os vetores
unitarios ao longos dos eixos x, y e z sdo indicados por i, j e k.
Na Fig.A6.1I os vetores unitarios my, ms € mg sao dados por my
=-k ms=-(\N3/2)i+(1/2)k ems= (V3/2)i+(1/2) k ,
respectivamente.

Representamos por Y(123) o estado inicial cujas
particulas 1, 2 e 3 ocupam os vértices u, v e w, respectivamente.
Como € mostrado em detalhes nos artigos (Cattani e Fernandes,
1987a,b) as matrizes irredutiveis D(z)(Pi) associadas com as
permutagdes P; Y = DPP) Y podem ser representadas por
operadores unitarios:

U =explij.6(0/2)] e V =iexp[i m.o(p/2)],
onde 0 = £+ 27/3 sdo angulos de rotagcdo em torno do vetor

unitdrio j, ¢ = = m sdo angulos de rotacdo em torno dos vetores
unitarios mu, ms € Mg € 6 sao as matrizes de Pauli.
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u v

m m

my,

w

Figura A6.II. O triangulo eqiiilateral no espago Euclidiano
(x,y,z) com vértices ocupados pelos estados u, ve w.

Desses resultados vemos que: (a) os autovetores Y([2,1]]
sao spinores e (b) os operadores de permutacdao P; em e? sdo
representados por operadores unitdrios lineares, U e V, no
espaco de Hilbert L,(®).

De acordo com um artigo precedente (Cattani e
Fernandes, 1984), chamamos AS; a dlgebra do grupo simétrico
Ss .Esta dlgebra € gerada por 6 vetores, as matrizes irredutiveis
indicada por {mi}iz 12..6. Mostramos que associado a esta
algebra existe um invariante algébrico Ki,y = M4+ 15+ Mg = (My
+ ms + mg )6 = 0. Desta igualdade resulta que Kj,, pode ser
representado geometricamente no plano (x,z) pelo vetor M
identicamente igual a zero, isto é: M = my + ms + mg = 0.
Usualmente, para grupos continuos, definimos como invariantes
de Casimir operadores que comutam com todos dos geradores
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do grupo (em nosso caso os geradores sao M4 € Mg ) € SAO,
portanto, invariantes por todas as transformagdes do grupo de
simetria. Estes invariantes simultaneamente diagonalizados sdo
os operadores quanticos conservados associados ao grupo de
simetria. Em nosso caso discreto usamos a mesma idéia. Assim,
o operador Kj,, que corresponde a representacdo gentilidnica
genuina de AS; € identificado com um operador quéntico que
fornece um novo nimero quantico conservado e relacionado ao
grupo S3;. Assumindo que quarks sdao gentileons (Cattani e
Fernandes, 1984; 1985; 1987a,b; Cattani, 1989; 1995), e que os
estados u, v e w sdo os trés estados de cor de SU(3)
interpretamos a constante de movimento Kj,, = 0 como uma
carga cor conservada o que implicaria conseqiientemente no
confinamento do quark. Neste caso ndés denominamos o AS;
Casimir K;,y = 0 como Casimir de cor.

6.6 Os Sistemas Gentilionicos Mais Simples'

6.6.1 Introducao

Conforme vimos nas Segdes 6.1-5, de acordo com os
postulados da Mecénica Quantica e o Principio da Indistinguibilidade,
foi proposto que trés espécies de particulas poderiam existir na
natureza: Bdsons, Férmions e Gentileons. Ainda conforme aquelas
Secdes, a seguinte afirmacio € tomada como um principio (Principio
Estatistico): Bdsons, Férmions e Gentileons s@o representados,
respectivamente, por diagramas de Young horizontal, vertical e
intermedidrios. Sistemas bosOnicos e fermidnicos sido descritos,

respectivamente, por funcdes de onda unidimensionais totalmente

! Este item é baseado no artigo de M. Cattani, publicado na Acta Physica
Polonica B20, p. 983, em 1989.
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simétrico (W) e anti-simétrico (‘¥,). Sistemas gentiliénicos sdo
descritos por fungdes de onda (Y ) com simetrias mistas. Desde que
eles sdo representados por diagramas de Young intermedidrios
somente trés ou mais gentileons idénticos podem formar um sistema
de particulas indistinguiveis. Isto significa que dois gentileons
idénticos sdo proibidos de formar um sistema de particulas
indistinguiveis.

Indiquemos por YD(n, j) todos os possiveis diagramas de
Young intermedidrios ( j =1,2,3,...) que podem ser construidos para
um sistema de n-particulas. Por exemplo, para n =3 ha somente uma
possibilidade YD(3,1) e para n = 4 ha trés possibilidades YD(4, j)
onde j= 1,2 e 3. Como é bem conhecido (Weyl, 1932; Rutherford,
1948; Hamermesh, 1962; Matsen, 1970) ha uma correspondéncia um-
a-um entre os diagramas de Young YD(n, j) e as representacdes
irredutiveis Y (n, j) do grupo de permutagio no espago de Hilbert. As
funcgdes estado Y(3,j), Y(4,i) e Y(5,k) ... ttm propriedades de
simetria completamente diferentes que sdo definidas pelas
permutacdes e pelos invariantes algébricos (Cattani e Fernandes,
1985, 1987; Weyl, 1932; Rutherford, 1948; Hamermesh, 1962;
Matsen, 1970) associados com os grupos simétricos S5, S,, S5 ...
Em um sistema de n-particulas representado por Y (n, j) sub-sistemas
de m particulas nao tém uma simetria Y (m,i). Das propriedades
acima, vamos deduzir importantes conseqii€ncias:

(1) Hd uma infinidade de Gentileons diferentes. De fato, se
houvesse somente uma espécie de gentileon, 3, 4, 5, ... deles poderiam
formar sistemas representados por Y(3,j), Y(4,i) e Y(5,k), ...,
respectivamente. Entdo, consideremos um dado sistema composto de
n gentileons e vamos dividi-lo em sub-sistemas com m particulas
(m=n-1,n-2,.., 54,3). Uma vez que essas m particulas sdo

indistinguiveis esses sub-sistemas poderdo ser, necessariamente,
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representados por Y (m,i), o que ¢é impossivel devido a
irredutibilidade das representacdes intermedidrias. Conseqiientemente,
deve haver um nimero infinito de diferentes Gentileons g, (k=1, 2,
3, ...). Gentileons g, poderdo ser associados com os diagramas de
Young YD(3,1), g, comos YD(4,1), g, comos YD(4,2), g, com
os YD(4,3), e assim por diante. Em outras palavras, Gentileons g,
poderdo formar somente sistemas de 3-particulas representados por
Y(3,1), g, poderia formar um sistemas de 4-particulas representados
por Y (4,1) e assim sucessivamente.

(2) Sistemas gentilionicos ndo podem coalescer. Dois sistemas
de n gentileons idénticos com cada um deles representado por Y (n, j)
ndo podem formar um sistema com 2n entidades indistinguiveis que
poderiam ser descritas por Y (2n,i) . Contudo, se a coalescéncia fosse
possivel era entdo possivel obter de Y (2n,i) sub-sistemas com n
particulas descritas por Y (n, j), o que é proibido. Entdo, sistemas A
e B, [gg..g], e [g8..-g]; ndo podem coalescer em um sistema de
particulas indistinguiveis [gggg...g]. Somente estados ligados
[gg..g]l, —[gg...8]; podem ser formados. Entdo, Gentileons de
diferentes sistemas devem ser distinguiveis o que significa que
fungdes de onda de Gentileons de diferentes sistemas ndo devem
sobrepor-se.

(3) Gentileons sdo entidades confinadas. Para confirmar essa
afirmacdo devemos notar que o sistema composto de n Gentileons
[gggg...g] ndo pode ser criado passo a passo a partir do vacuo
porque os sistemas [g], [gg], [ggg], ..., [ggg...g].,com 1,2,3, ...,
n-1 particulas, respectivamente, ndo sdo permitidas. Pelo mesmo
argumento observamos que este sistema niao pode ser aniquilado por
etapas. Isto significa que os sistemas gentilionicos devem ser criados
ou aniquilados de uma vez. Conseqiientemente, nenhum gentileon

pode escapar de ou entrar em um dado sistema.
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Levando em conta a ndo-coalescéncia e as propriedades de
confinamento vemos que nenhum Gentileon pode ser subtraido ou
acrescentado a um sistema gentilidbnico e que ele deve possuir
fronteiras externas estreitas nas quais as fungdes de onda gentilidnicas
se anulam.

No artigo (Cattani e Fernandes, 1984) citado anteriormente
somente sistemas de gentilidnicos idénticos foram considerados.
Agora vamos tomar sistemas compostos de duas espécies diferentes de
Gentileons, g e G. Levando em conta o Principio Estatistico
devemos esperar que sistemas do tipo [gG] sejam permitidos. Por
outro lado, sistemas do tipo [ggG], [gGG] e [ggGG] sdo proibidos
porque os sistemas do tipo [gg] e [GG] ndo sdo permitidos.
Certamente, ndo-coalescéncia e propriedades de confinamento sio
também validas para sistemas mistos, como facilmente pode ser
verificado.

Confinamento e nio-coalescéncia sdo propriedades intrinsecas
de Gentileons, deduzidas do Principio Estatistico e de propriedades de
simetria dos estados intermedidrios Y (#, j), ndo dependendo de suas
interpretagdes fisicas. Entdo, eles podem corresponder a particulas
reais ou a entidades dindmicas como as excita¢des quanticas coletivas.
Contudo, se Gentileons forem particulas reais deve haver alguma
espécie de mecanismo para explicar aquelas propriedades: um
potencial de interacio muito peculiar, um saco impermedvel ou
alguma coisa parecida. Mas, qualquer mecanismo aceitdvel deve ser
concebido sob a imposicdo de concordar exatamente com a simetria
intermediaria. E dificil entender os Gentileons como particulas reais;
eles parecem ser alguma espécie de excitagdo coletiva quantica.

Na Secdo 6.6.2 apresentaremos um estudo detalhado das
propriedades do estado vetor Y(3,I) representando os sistemas

[g,2,8,]. E mostrado que Y (3,1) tem um caréter spinorial.
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Como sabemos, particulas de spin semi-inteiro e de spin
inteiro sdo descritas, do ponto de vista do grupo de Lorentz, por
representacdes irredutiveis spinorial e tensoriais, respectivamente. De
acordo com o célebre teorema de Pauli (Pauli, 1940; Burgoyne, 1958;
Liiders e Zumino, 1958) se operadores de criagdo e destruicdo de
particulas obedecem a relagdes bi-lineares comutativa (anti-
comutativa) essas particulas t€m spin inteiro (semi-inteiro impar).
Usando relagdes bi-lineares comutativa ou anti-comutativa,
localmente consistentes, teorias quéntica de campo invariante de
Lorentz podem ser desenvolvidas. Na Sec¢do 6.6.3, relacdes de
comutagdo para Gentileons g, sdo analisadas com o objetivo de
estabelecer uma conexdo entre spin e estatistica. Verificamos, no
contexto de Pauli, que os Gentileons g, sdo particulas de spin semi-
inteiro.

Na Secdo 6.6.4, mostramos que as propriedades de simetria
fundamental do estado vetor Y(3,1) sdo descritas pelos grupos S, e
SU(3). Na Secdo 6.6.5, sumarizamos as caracteristicas bdsicas
previstas para os sistemas [g,g,&,]. Na Se¢do 6.6.6, assumindo que
os Gentileons g, sdo quarks, nossas consideragdes tedricas sdo
usadas para investigar alguns aspectos da fisica hadrdnica.
Finalmente, na Se¢do 6.6.7, é proposta uma Cromodinamica Quantica
onde, em vez de Férmions, sdo os Gentileons g, que interagem com

os gldons.

6.6.2 Propriedades de Simetria do Estado Quantico
Gentilionico Y (3,1)

Apresentamos nesta Secdo um estudo detalhado das
propriedades de simetria da fungdo de onda Y (3,1) de um sistema

composto das trés primeiras espécies de Gentileons g,. Entdo, de
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acordo com nossos resultados gerais (Cattani e Fernandes, 1984) as
propriedades de simetria de Y (3,1), também indicado por Y (123),
sdo completamente descritas em termos de trés estados quinticos
a, e y.Emtermos de @, e ¥ o sistema g, serd representado
por Y, (3,1) ou Y _(3,1), duas representacdes irredutiveis equivalentes
do grupo de simetria S, (Cattani e Fernandes, 1987a; Weyl, 1932;
Rutherford, 1948; Hamermesh, 1962; Hartle e Taylor, 1969),

) ) 1 (1a23)
YOD=Y.@BN =02 = | o, (11a)
2
1 (Y. (123)
Y_(3,1)=Y_(0tl3¥)=Y_(123)=—[ 3 J (11b)
\/; Y, (123)

onde:

Y,(123) = Qaﬂy > +‘,Ba;/ > —‘;/aﬂ > —|yBa >)/\/Z,
Y, (123)=q (xBy>+2‘owB>—|B(xy>+|y(xB>—2|Byoc>—|yﬁoc>)/«/§ ,

Y5 23)=H ocBy>+2‘ ocyB>—| Boty>— yop>+2|Bya>] yﬁa>)/«/§ ,

Y, (123):(] oBy>—{Bor>| o>+ Yo ) V4
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Nos artigos precedentes (Cattani e Fernandes, 1987a;
Hartle e Taylor, 1969) a fun¢ao estado Y (3,1) foi tomada como um

Y
“bi-spinor” no sentido de Dirac Y (3,1) = (Y+

J. Embora seja possivel

uma interpretagdo para a fungao estado Y (3,1), ele ndo tem rigoroso
suporte dentro da estrutura da teoria de grupo. Entdo, no que segue, o
sistema g, serd representado por Y, (123) ou Y (123), indicado

simplesmente por Y(123). E importante notar que, neste contexto,

nossa teoria difere drasticamente da paraestatistica (Cattani e
Fernandes, 1987a).

Nossa inten¢do nesta Se¢do € mostrar explicitamente o
cardter spinorial de Y (123)e estabelecer propriedades fundamentais

do sistema g, que podem ser deduzidas desse cardter. Desta maneira

lembremos que, devido aos seis operadores de permutagdo P; do

grupo S, os estados Y,(123) sdo transformados em (Cattani e
Fernandes, 1987a):

Y=Y, =PY,=nY, (12)

onde 77, (j=12,3,...,6) sdao matrizes 2X 2 dadas por,

_ (13 (1o, _ (123) | 12 32|,
=M 23 )70 177 MM 2137 s an

- [mJ -1/2 =372 _{123}_(1 0}_
3 9 4 - _ 9
2317\ B 1 213)7(0 -1
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(13) | -v2 32
b (132} J32 1

- (123} 12 3 321 (1Babeded

321 \f/z 1/2

O cardter spinorial de Y (123), como visto nas Egs. (13a-f), é
ébvio pois as matrizes 7,, 77, e 1, ttm det=+1 e n,, 15 e 7],
det =—1. Mostraremos que isto ¢é correto interpretando a
transformacéo de Y em termos de rotacdes de um tridngulo eqiiilateral
em um espago Euclidiano E;. Isto é, nés assumimos £, como um
espaco onde os estados quanticos que podem ser ocupados por g, sdo
definidos por trés coordenadas ortogonais (X,Y,Z). E também
assumido que, em E,, os estados &, [ e ¥ ocupam os vértices de

um tridngulo equildtero no plano (X,Z ), como é visto na Fig. 1

(representada no Apéndice A6.II como Fig. A6.II). Os vetores
unitirios ao longo dos eixos X, Ye Z sdo indicados, como

usualmente, por i, je k . Na Fig. 1, os vetores unitdrios m,, ms e
my sdo dados por, 7, = —k, ms = —(\/5/2);4-(1/2)]; e
mg = (\E 12)i +1/ 2)/€ , respectivamente.

Representamos por Y (123) os estados cujas particulas 1, 2 e
3 ocupam os vértices &, B e ¥, respectivamente. Entdo, vemos que

as permutacdes verdadeiras, (312) e (231), sdo obtidas de (123) sob
rotagdes dos angulos @ =+27/3 em torno do vetor unitdrio J .

Como pode ser facilmente visto, as matrizes 77, € 17];, que

correspondem a essas permutacdes sio representadas por:
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n, =—I/2+i(\/§ /2)6, =explij-6(6/2)] (14a)

1, =—I/2—i(\/§ 12)6, =explij-6(6/2)], (14b)

onde 0., 0, e O, sdo as matrizes de Pauli.

VA

Fig. 1. O triangulo eqiiilateral no espaco Euclidiano (X, Y, Z) com os vértices
ocupados pelos estados ¥, ﬁ ey

Similarmente, as transposi¢des (213), (132) e (321) sdo
obtidas sob rotagdes por angulos ® =*7 em torno dos eixos m,,
ms e m,, respectivamente. As correspondentes matrizes sdo dadas

por:
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n,=0,=iexp[im,-6(P/2)], (15a)
s —3 12)6 ~(1/2)6  =iexplim; -G(®/2)] (15b)
c
g -3 12)6 —~(1/2)c, =iexplim, -G(P/2)]. (15¢)

De acordo com nossos trabalhos precedentes (Cattani e
Fernandes, 1985; 1987a) ha um invariante algébrico, K ([511)] , com um
autovalor nulo, associado com os estados gentilidnicos §,. Em
analogia com os grupos continuos, este invariante serd denominado
AS; Casimir. Para permutacOes representadas por matrizes com
det=+1, o invariante é dado por K,,6 =m, +7,+7,. Para
transposigdes nas quais as matrizes com det = —1, o invariante é dado
por K, =mn,+1ns+1,.Levando em conta m,, ms e m, e a Egs.

(15a-c) nos vemos que:
Kinv = 7]4 +775 +7]6 = (njl4 +’/715 +ﬁ16)6-: 0

Isto significa que o invariante K, pode ser representado
geometricamente, no plano (X, Z), por M = m,+ms+mg, =0, e
que a simetria eqiiilateral da representagdo S, é uma propriedade
intrinsecade K, =0.

As Egs. (14a-b) e (15a-c) permite-nos interpretar Y, e Y_
como spinores. Aqui, usando outros argumentos (Cattani e Fernandes,
1987a; 1977), nés mostramos que esta interpretacdo é correta. E bem
conhecido que o spinor ndo-relativistico pode ser introduzido de

diversas maneiras (Frescura e Hiley, 1981). A inter-relacdo de vérias
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aproximagdes ndo é dObvia e pode levar a nogdes falsas. Com o
objetivo de contornar a necessidade de enumerar as diversas
aproximagdes, vamos persistir com uma imagem geométrica,
retomando o resultado muito fundamental do grupo de isomorfismo
(Dieudonné, 1955): S, = PSL,(F,), onde PSL,(F,) é o grupo
projetivo associado com o grupo especial SL, definido sobre um
corpo  F, com somente dois elementos. Obviamente,
PSL,(F,) = SL,(F,)/SL,(F,)NZ,, onde o grupo no
denominador é o centro de SL, e corresponde a homotetias centrais,
desde que Z, seja a intersecgdo do grupo de colineagdo com SL, .

Se considerarmos as matrizes dadas pelas Egs. (3a-f) como
representando as transformacdes em um espaco complexo bi-

dimensional caracterizado pelas coordenadas homogéneas Y, e Y,,

LYszl[a bJLYlJ (16)
Yé p cd Y2 ’

onde 0 ¢é uma constante complexa arbitrdria e as letras latinas
substituem os coeficientes tomados das matrizes dadas pelas Egs.
(13a-f), é claro que elas constituem um grupo homogréifico (ou
projetivo).

Fazendo uso da Eq. (16), vemos das Egs. (3a-f) que,
separadamente da identidade 77,, as duas matrizes 77, € 7);, que tém
det =41, sdo homografias elipticas com pontos fixos *i. Se
transladarmos esses valores para as varidveis de E,, vemos que 77, e
1), correspondem a rotagOes finitas em torno do eixo j por um
angulo @=127/3, de acordo com Egs. (14a-b). As matrizes

remanescentes 77,, 7)s e 1), sdo involugdes elipticas, com det =—1.

Elas correspondem a inversdes espaciais no E,, consideradas como
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rotacbes de *7 em torno dos trés eixos m,, mg5 e m,
respectivamente. Estas matrizes definem completamente os eixos de
inversio e o angulo * 7, como ¢ visto nas Eqgs. (15a-c). E uma tarefa
elementar estabelecer a correspondéncia, via projecao estereografica,
entre as transformagdes nos dois espacos Y, (Y ) e E;.

Uma imagem topoldgica pode auxiliar-nos a ver as
invariancias 47 de Y, e Y . Se considerarmos o angulo de rotagdo
@(P) como a varidvel descrevendo um disco Euclidiano, o espaco
cobertura associado com este disco é uma fita de Moebius
(Borisovich, Bliznyakov, Izrailevich e Fomenko, 1985). Ajustando
corretamente a posicdo dos tridngulos tem um retrato vivo das
propriedades de rotacdo de cada eixo. Esta construgdo permite-nos
visualizar a cobertura dupla da transformagdo em E, e é uma
demonstragio convincente da ligacdo spinorial entre E; e Y, .

Observamos que as mesmas propriedades de transformacio de
Y, e Y_ pode ser obtida se, em vez do tridngulo eqiiilateral mostrado
na Fig. 1, considerarmos o triangulo desenhado na Fig. 2.
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Fig. 2. O triangulo eqiiilateral no espaco Euclidiano (X, Y, Z) com os vértices

ocupados pelos estados & *, ,3 Te Y :

Nos vértices do tridngulo eqiiilateral da Fig. 2 temos os
estados & , B e ¥". Os vetores unitarios 71,, m; e i, sio dados
por m, =—m,, m, =—m; e m, =—m,. Isto significa que, neste
caso, K., € representado geometricamente por
M = i, +m; +m, =0. Esta possibilidade dupla para representar
os correspondentes tridngulos, como serd visto na Secdo 6.4,
relacionados as representacdes 3 e 3, respectivamente, do grupo
SU3).

Quando duas particulas ocupam o mesmo estado como
a= IB, por exemplo, nos verificamos (Cattani e Fernandes, 1984;
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Matsen, 1970) que ha somente um sub-espaco irredutivel bi-
dimensional associado com Gentileons que agora sdo representados
por y(123),

B _ 1 y, (123)
Y(123)—Y(0€0€B)—\/ELYZO%)J, (17)
onde,
y1 (123)=(| oy >=|yoer > ) /v/2 (18a)
e
y2(123):(2|0cy0c>—|0c0cy>—|yococ>)/\/E . (18b)

Desde que as transformagdes y(123) devidas ao operador permutacdo
Pj sdo dadas pelas mesmas matrizes 77 i G =1, 2, .., 6) definidas
pelas Egs. (13a-f) podemos concluir que: (a) y(123) é um spinor e (b)
Y (123) e y(123) sdo associados com o mesmo AS; Casimir.

No caso degenerado (@ = ) ndo € possivel representar
permutagdes como rotagdes no E,. Conseqiientemente, ndo € possivel
obter uma interpretacdo geométrica para AS; Casimir como foi visto
para gentileons ocupando os trés diferentes estados &, £ € ¥.

Em um trabalho precedente (Fernandes e Cattani, 1987a)
mostramos que estados gentilidnico, bosdnico e fermidnico tém
propriedades topoldgicas completamente diferentes. Em particular foi
mostrado que as propriedades topoldgicas de simetrias
Y (3,1) = Y(123) sdo claramente exibidas por um toro T> gerado por

duas varidveis angulares ¢ e @ que aparecem em rotagdes discretas,
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R((]))-R(9):iexp[iﬁ1~6¢/2]exp[ij-69/2] ,

dadas pelas Eqs. (14a-b) e (15a-c). Do trabalho (Fernandes e Cattani,
1987a) podemos ver que diferentes estados vetoriais Y(n, j)

apresentam diferentes propriedades topoldgicas.
6.6.3 Spin e Estatistica

Nesta Secdo as relagdes de comutacdo para os operadores
criacdo (aZ) e aniquilag@o (a, ) para os Gentileons g, sdo analisadas
com o objetivo de estabelecer uma conexao entre spin e estatistica no
contexto de Pauli (Pauli, 1940; Liiders e Zumino, 1958). E muito
importante observar que, de acordo com o Principio Estatistico, o
nimero de particulas no sistema [ g,g,¢,] € constante. Entdo, as
relacdes de comutagdo para aZ e a, e os elementos de matriz
envolvendo estados gentilidnicos sdo calculados (Cattani e Fernandes,
1984) levando em conta essa propriedade fundamental. Mostramos
que quando Gentileons ocupam trés estados quinticos diferentes, aZ
e a, obedecem relagdes bi-lineares anti-comutativas e também tri-
lineares. Ou seja, quando dois Gentileons nao ocupam O mesmo
estado quantico, isto é, quando @ # [ #¥Y # @, vemos que as
relacdes de comutacdo gentilidnicas sdo dadas por (Cattani e
Fernandes, 1984):

laj,a;1,=8;, [aj.a/],=[a,2,],=0, (18ab,c)
i
aaa, :aaaBaYn(yé;] (18d)
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a;aja, :n( iik jaaaﬁal, (18e)

onde os indices i, j e k podem assumir os valores &, fBe ¥ e
7(...) sdo matrizes 2X 2 mostradas nas Eqs. (13a-f). Das relag¢des tri-
lineares indicadas acima podemos deduzir as relacdes bi-lineares
indicadas abaixo e aplicadas sobre estados gentilionicos Y,

aga, Y(aBy)=Y(00y), aja Y(aBy)zn(ggnY(OOy), (19a-b)

aBaaY(an>=n[gg§JY<oov>, (19¢)
2,0 Y(an>=n(§‘£]Y<00v>, (19d)

aBaaYva):n(ggQY(oow, agapY (Bay)=Y(00y), (19e-f)

Pay

Y (00 19
ﬁ}/j( ) (199

aga,Y(apfy) = (
aa Y(yocB):n(gz%]Y(OOV) : (19h)

aBaaY(Bvoo:n(gEOY‘jY(oow, (19)
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Py

a,a Y(Byoc)=n(ﬁ (;;JY(OOY), (19j)

_| VB
aBaaY(vBoc)—n(aBy]Y(OOV), (19k)

aa Y(yﬁa):n(g%@ﬂoow, (191)

a’ga;Y<00w=n(§§@Y(an : (19m)

aZaEY(OOy)zY(aBy) , (19n)

aga;wovopn[gg@Yva), (190)

aZa*Y(OY0)=ﬂ(gEO;JY(OﬂBY), (19p)

% Yo
aBauY(YOO)_n(ocByjY(aBY) (199)

a’&a*Y(v00>=n(Zc%ﬂY<an>, (19r)
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lembrando que hd seis estados intermedidrios Y(afy), Y(fay),
Y(yop), Y(Bya), Y(ayB) e Y(ABa) que podem ser assumidos

pelo sistema g,. As relagdes bi-lineares acima foram escritas

objetivando calcular os elementos de matriz ndo-nulos dos operadores
A =la,,a;l, e A=la,,a,],.

Desde que os seis diferentes estados vetoriais Y sdo
equivalentes para representar o sistema, todos eles devem ser levados

em conta para calcular os elementos de matriz de A" e A. Entao,
usando as Egs. (19a-r) as 7)(...) matrizes e lembrando que Y, ¥,, Y,

e Y, sdo funcdes ortogonais (Cattani e Fernandes, 1984), verificamos

2

que os valores esperados < A" > e <A > sio nulos. Isto &, para
a+pf, <[a;,a;]+ >=<[a,,az], >=0. Como somente 0s

® . . L .
valores esperados < A > e < A > tem significado fisico vemos, de
acordo com os resultados acima e com os termos bi-lineares das Eqs.

(18a-e), que as seguintes relagdes de comutacao bi-lineares podem ser
consideradas validas para os gentileons g, no esquema de uma teoria

quantica de campo,

[a].a.

i1,=8; e [aj.ajl =la;.a;1,=0, (20a,b,c)

1

onde os indices i, j e k podem assumir os valores &, e A.
Como os Gentileons g, obedecem a relacdes bi-lineares anti-
comutativas definidas pelas Eqgs. (20a-c) € possivel construir para
esses gentileons uma teoria quantica local consistente de campo e
invariante de Lorentz. Contudo, concluimos das Eqs. (20a-c) e do uso
do teorema de Pauli (Pauli, 1940; Burgoyne, 1958; Liiders e Zumino,
1958) que os Gentileons g, devem ser particulas de spin semi-inteiro.
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E importante notar que os resultados acima tém sido obtido
assumindo que os Gentileons ocupam trés estados quanticos diferentes
a+ 3+ y+a. Quando dois gentileons ocupam o mesmo estado
quantico, podemos facilmente verificar (Cattani e Fernandes, 1984)
que os operadores a, e a,ndo obedecem a relagdes bi-lineares
comutativa ou anti-comutativa. Entdo, Gentileons de spin inteiro ou
semi-inteiro impar ndo podem ser representados por vetores estado
Y (nnm), onde n,m = a, [ e ¥ . Conseqiientemente estes estados sao

proibidos no contexto de Pauli.

6.6.4 A Simetria S, e os Auto-Estados SU(3)

Na Secdo 6.6.2 mostramos que foi possivel interpretar
Y(123) =Y (affy) em termos de rotagdes, no espaco Euclidiano E;,

de somente dois tridngulos equildteros com vértices ocupados por trés
estados privilegiados a(’), B(B°) e ¥(¥'). Assim, Y sdo “kets”
de simetria S;. Em outras palavras, suas disposi¢des no plano do

tridngulo devem concordar com imposig¢des feitas por AS; Casimir. De

acordo com a Fig. 1, esses estados sdo definidos por,

o=m; :(—\/§/2,1/2), B:rh6:(\/g/2,1/2)e y=m,=(0,-1), e de
acordo com a Fig. 2, o =n71; =—ms, B Iffl: =-m, e
7/* = nﬁz =—m, . A simetria triangular eqiiilateral para S, representa
um papel fundamental em E,, permitindo obter uma interpretagio
geométrica muito simples para o invariante K, = 0. Contudo, desde

que a simetria §S;, de acordo com a Segdo 6.6.2, implica que

— — — — ik % - % % .,
M=m,+m;+m,=0 (M =m,+ms;+mg,=0), concluimos
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que M =0 (1\71 " =0), representado em E,, é uma constante de

movimento nula.

Neste ponto comparamos nossos estados &, £ e ¥ com os
auto-estados de SU(3) (Close, 1979; Lifshitz e Pitayevski, 1973;
Lichtenberg, 1970) |n>, | p> e |/1> Estes estados sdo auto-estados da
hipercarga Y e do isospin /, ambos geradores diagonais da dlgebra
de SU(3). Os auto-estados |n>, |p> e |/1> sdo escritos como
\n)=|-1/21/3), | p)=|1/2,1/3) e |A)=|0,-2/3).

Lembrando que as simetrias fundamentais SU(3) e

intermedidria S, sdo definidas por tridngulos eqiiilaterais, é bastante
aparente que os estados |a> | ,3> e |7/> podem ser representados por
auto-estados de I, e Y . Contudo, assumindo que os eixos X e Z (ver
Fig. 1) correspondem aos eixos I, e Y, respectivamente, e adotando
0s vetores unitdrios ao longo desses eixos como o lado e a altura do
tridngulo (Lifshitz e Pitayevski, 1973) verificamos que |0!>, | ,3> e

4 podem ser dados por, |a> = | n> = |— 1/2.1/ 3>,
B)=1p)=[112173) < |)=|4) =

estados | ), Ji] "} e|y"), vistos na Fig. 2, poderemos verificar que

0,-2/ 3>. Se considerarmos os

estes estados poderdo corresponder aos estados ‘n*> , ‘ p*> e ‘/1*> da
representacio 3.

Entdo, se assumirmos que os estados |a'>, | ,3> € |7>
correspondem aos estados |n>, | p> € |/1>, respectivamente, cada
vetor unitdrio rﬁi (j =4, 5 e 6) é representado, no plano (/,,Y) pelo
operador g=1,+Y/2. Isto significa que o vetor M serd
representado pelo operador M =g, +¢q, + ¢, , onde os indices 1, 2 e
3 referem-se aos trés Gentileons do sistema. Entdo, adotando os auto-
valores de SU(3) vemos que os valores esperados <M > =0,
para as representacdes 3 e 3", devem ser constantes de movimento.
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Concluimos que as propriedades fundamentais de simetria da
funcdo estado Y (afy) sdo descritas pelos grupos intermedidrios S, e
SU@3).

Tentaremos analisar em trabalho futuro sistemas compostos de
quatro Gentileons idénticos. Nossa inten¢do € determinar que espécies
de grupos, além do grupo intermedidrio S,, sdo necessdrios para
descrever as propriedades fundamentais de simetria desses sistemas.
Serd mostrado, por exemplo, que as simetrias do estado vetor
[2,8,8,8,] sdo descritas pelos grupos intermedidrios S, e SU (4).

6.6.5 Propriedades Fundamentais dos Sistemas g,

Vamos sumarizar as propriedades fundamentais previstas para
os sistemas g, :

(1) Gentileons g, s@o proibidos de formar sistemas com mais
de trés entidades. Somente sistemas [ g,g,g,] podem ser formados.

(2) Dois sistemas [g,8,8,]1 e [g,8,8,] ndo podem
coalescer, isto é, ndo podem formar um sistema composto de seis
particulas indistinguiveis [g,8,8,8,8,8:1-

(3) A fungdo estado Y(3,1)=Y(123)tem uma carditer
spinorial.

(4) Gentileons g, devem ser entidades com spin semi-inteiro
representados pelo estado vetor Y(123) =Y (afy), onde a, [ e ¥
sdo trés estados quanticos diferentes.

(5) As propriedades fundamentais de simetria de Y (@) sdo
descritas pelos grupos intermedidrios S, e SU(3).

(6) Deve existir alguma quantidade fisica conservada
associada ao AS; Casimir <M > =0.

Como dissemos antes, confinamento e ndo-coalescéncia sdo

propriedades intrinsecas de Gentileons: eles poderdo corresponder a
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particulas reais ou a entidades dindmicas como excitacdes quanticas
coletivas. Se Gentileons g, forem particulas reais deve haver alguma
espécie de mecanismo para explicar essas propriedades: uma interacao
potencial muito peculiar, um saco impermedvel ou algo equivalente.
Parece razodvel esperar que este mecanismo estd intimamente relatado
a, ou é uma conseqiiéncia da simetria local SU(3). Se essas
surpreendentes predi¢des tivessem sido feitas ha 30 anos atrds,
provavelmente os estados gentilidnicos poderiam ser tomados como
representacdes ndo-fisicas de grupo de permutacdo em Mecanica
Quantica e seriam prontamente descartadas. Hoje, contudo, esta
situacdo é de algum modo modificada pois, como serd mostrada na
proxima Secdo, propriedades hadronicas basicas serdo explicadas

assumindo que os quarks sdo Gentileons.
6.6.6 Os Hadrons Gentiliénicos

Como os Gentileons g, sdo entidades confinadas de spin %2,
que ndo podem formar sistemas com mais de trés particulas
indistinguiveis e seus sistemas, com propriedades de simetria descritas
pelo grupo SU (3), sdo nao-coalescentes, parece natural pensar que
quarks g sejam Gentileons g,. Com esta hipétese, podemos mostrar
que barions [gqq], que s3o compostos de trés gentileons
indistinguiveis no espaco cor, sdo representados por fungdes de onda
(Cattani e Fernandes, 1985; 1987a) w =¢@-Y(brg). O estado
9= (SU(6)x0,)

quarks simétricos de bdrions, a um estado totalmente simétrico. A

corresponde, de acordo com o modelo de

simétrico

funcdo estado Y (brg) corresponde ao estado intermedidrio Y (123)
azul (“blue”) (b),
vermelho (“red”) (r) e verde (“green) (g). Essas fungdes Y, que

escrito em termos dos auto-estados SU(3)

cor

podem ser representadas por Y, (brg) ou Y (brg), mostrados na
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Secdo 2, serdo denominadas ‘“‘colorspinors” (Cattani e Fernandes,
1987a).

Dos resultados acima e observando a Secdo 6.6.4 vemos que
no formalismo gentilidbnico uma possibilidade € definir a carga
individual do quark como,

q=q, +q,=(,+Y/2)+ML+Y/2), (21)

~

onde q,=I,+Y/2 refere-se ao sabor (“flavor”), qczk(T3+{(/2)

refere-se a carga de cor e A € um pardmetro constante. Com esta
defini¢do, a carga bdrion de cor total Q é dada por Q =A< M >,

~

onde M =q,+¢, +q,, de acordo com a Segéo 6.6.4. Lembrando

que o valor esperado < M > é uma constante de movimento igual a
zero, isto €, < M >= constante = (0, como mostrado na Secédo 6.6.4
para o estado Y(brg), vemos que a relacdo Gell-Mann-Nishijima
generalizada € automaticamente satisfeita (Cattani e Fernandes, 1985;
1987a) independente do valor de A . Contudo, devemos notar que para
preservar o cardter gentilibnico dos quarks é necessdrio colocar
A =0. Entdo, em nossa aproximagdo quarks tém cargas fraciondrias,
de acordo com os resultados de Gell-Mann. Vemos que a carga bérion

de cor O ¢ uma quantidade fisica conservada associada com o AS,

Casimir <M >=0 que denominaremos Casimir de cor (Cattani e
Fernandes, 1985; 1987a).

Em nossa aproximagdo (Cattani e Fernandes, 1984; 1985;
1987a) mésons sao compostos de um para quark-antiquark [gq]. De
acordo com o Principio Estatistico (ver Introdugdo), sistemas
semelhantes ¢, [qq], [gqq] e [gqqq], por exemplo, sdo proibidos.
Certamente barions com mais de trés quarks g sdo também proibidos.
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Entdo, somente sistemas [gq] e [ggq] sdo permitidos na teoria
gentilionica.

Desde que g e g sdo particulas diferentes no espaco de cor
podemos concluir, de acordo com nossos resultados gerais (Cattani e
Fernandes, 1984), que mésons [gq] sdo representados por fungdes
estado uni-dimensionais. Isto implica, lembrando que g e g sdo
particulas de spin 1/2, que o sistema [gg] é representado em teorias
fermionicas e gentilidnicas pelo mesmo vetor estado.

De acordo com a teoria gentilidnica o préton deve ser estivel
(Cattani e Fernandes, 1984; 1985; 1987a). Esta estabilidade, predita
como uma regra de selecdo, € uma conseqiiéncia do caréter spinorial
dos estados baridnicos: o decaimento do préton € proibido por causa
do cardter spinorial da corrente inicial (préton) ndo poderia estar
presente na corrente final.

Das andlises acima vemos que as propriedades fundamentais
dos hadrons podem ser explicadas assumindo que os quarks sdo os
gentileons g,. Apesar de nossos resultados gerais estimulantes, ainda
permanece o problema crucial de determinar a natureza intrinseca dos
quarks e suas propriedades dinamicas. Na préxima Secdo considerando
quarks como Gentileons g,, uma Cromodindmica Quintica €&
proposta onde, em vez de Férmions, Gentileons interagem com

gliions.

6.6.7 Uma Cromodindmica Quintica para Hadrons
Gentilionicos

Para construir uma teoria quantica de campo para hadrons
assumindo guarks como Gentileons g, devemos levar em conta as
simetrias SU (3)

os valores esperados nio nulos dos operadores criagdo e destruicdo

e S, e lembrar que, de acordo com a Secdo 6.6.3,

cor
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para Gentileons g, obedecem relagdes bi-lineares anti-comutativas. A
aproximagdo de campo gentiliénico deve ser formulado de modo a
prever, como leis de conservacdo ou regras de selecdo, que as
propriedades hadronicas deduzidas na Se¢do 6.6.6: (a) somente
hadrons [gq] e [gqq] podem existir na natureza, (b) confinamento de
quark, (c) ndo-coalescéncia de hddrons, (d) estabilidade do préton e
(e) a carga cor do hadron € uma constante de movimento igual a zero.
Isto € uma grande ambicdo e um trabalho extremamente dificil. Desde
que ndo somos capazes, até agora, de desenvolver tal formalismo
alternativo serd proposto aqui. Desta maneira, vamos sugerir como
primeira aproximacio a seguinte densidade Lagrangeana para quarks

gentilidnicos interagindo com gliions,

i

) p) A .
L=Yliq; " 5-—q,+egaiv| —- | ALq,—mq;q,

£ oxM 2
ab
A 2
0Al  JA! .
_l v _ g +gf"kA1 Ak , (22)
4] ox*  oxV R

onde o somatdrio é sobre os “sabores” f =u, d, s, c, .... . O somatdrio
sobre os indices repetidos a,b, ..., é entendido como referente a cor.

O A, € um campo-gauge, A, 12 sdo representagdes matriciais 3% 3
dos geradores da dlgebra SU(3),,, .

comutagio [A;,A;1=if, 4, /2, onde f; sdo as constantes de

satisfazendo as relagdes de

estrutura do grupo SU(3). A simetria “sabor” somente é quebrada

pela falta de degenerescéncia nas massas dos guarks. Finalmente, os
campos livres de quarks g(x) sdo expandidos em termos de solucdes
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de freqiiéncia positiva e negativa, @,, (x)e @, (x) da equacdo de

Dirac,

q(X)z%{akJr(p]H.(X)"‘ai_(pk_ (x)}, (23)

* ~ ~ oA o
onde a; e a, obedecem relagdes de comutagdo fermidnicas.

Com as hipéteses acima, ambas teorias, a usual QCD e a QCD
gentilionica, indicada por QCDG, terdo os mesmos gliions e a mesma
densidade Lagrangeana. Em ambas aproximagdes as propriedades
previamente mencionadas (a), (b), .... € (e) aparecem como condicdes
adicionais. Nestas circunstincias, ambas teorias dardo predi¢des
idénticas para propriedades hadrdnicas. A despeito disso notamos que
elas ndo sdo equivalentes. Contudo, na QCDG, as cinco condi¢Oes
citadas acima aparecem naturalmente, deduzidas dos primeiros
principios, enquanto na QCD elas s@o impostas “ad hoc”.

Se assumirmos na QCDG os quarks como sendo particulas

reais devem existir, de acordo com a Secdo 6.6.5, alguma espécie de

mecanismo intimamente relacionado com a simetria SU(3). . que

cor
poderia ser responsdvel pelas propriedades de confinamento e ndo-
coalescéncia. Esperancas para uma explicacdo tedrica do
confinamento de guark sdo ligadas sobre a natureza nio-Abeliana do
grupo  SU(3)

Cromodinamica Quantica. A despeito de considerdveis esforcos

wr O qual é um grupo invariante gauge da
somente indicacdes para o confinamento tém sido encontradas. Desde
que nenhuma prova rigorosa do confinamento foi ainda obtida, este
problema tem sido considerado, por uma analogia mateméitica, como o
“teorema de Fermat” da teoria contempordnea das particulas
(Logunov, 1983).
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Finalmente vamos considerar matéria hadronica de altissima
densidade que deve existir no centro das estrelas de néutrons e no
comeco do Universo. Se nessas condi¢Oes extremas simetrias de
permutagdo sio preservadas devemos esperar, devido a propriedade de
nao-coalescéncia dos sistemas gentilidnicos, que a estrutura hadrdnica
é mantida. Isto é, hadrons nao serdo destruidos mas somente altamente
comprimidos. Entdo, nestas condi¢cdes guarks serdo tdo proximamente
empacotados que as interagdes entre eles deverdo ser fracas devido a
liberdade assintética. Isto significa que, de acordo com a teoria
gentilionica, a matéria hadronica densa poderia ser constituida de
quarks livres. Estes quarks contudo sdo confinados no interior de
hadrons comprimidos e ndo formam um gés ideal (plasma de quark)

como previsto pela aproximacao fermidnica.

Agradecimentos. Um dos autores (MSDC) agradece a A. di
Giacomo, A. B. Govorkov, B. J. Hiley, D. Bohm e J. P. Vigier pelas
proveitosas discussdes sobre teoria gentilidnica e pelos amadveis
convites para visitar suas instituicdes em Pisa, Dubna, Londres e
Paris. O autor também agradece a D. B. Lichtenberg e E. Predazzi
pela leitura critica dos trabalhos sobre estatistica gentilidnica.
Finalmente, ele agradece a FAPESP e CNPq pelo auxilio financeiro.



CAPITULO 7

O Grupo de Simetria Intermediario S, e o
Confinamento de Quark’

7.1 Introducao

Nos ultimos anos desenvolvemos (Cattani e Fernandes, 1982,
1984, 1985, 1987a; Cattani, 1989), de acordo com os postulados da
Mecénica Quantica e o Principio da Indistinguibilidade, um conceito
estatistico, que denominamos de Estatistica Geral, proposto originalmente
por G. Gentile Junior hd cerca de 50 anos. Conforme vimos no
Capitulo 6, trés espécies de particulas poderiam existir na natureza:
Bosons, Férmions e Gentileons. Bdsons e Férmions seriam
representados por diagramas de Young horizontal e vertical,
respectivamente, e Gentileons seriam representados por diagramas de
Young intermedidrios. Sistemas bosonicos e fermidnicos sdo
descritos, respectivamente, por funcdes de onda unidimensionais,
totalmente simétricas (\y,) e totalmente anti-simétricas (V).
Sistemas gentiliénicos seriam descritos por fun¢des de onda (Y ) com
simetrias mistas. Devido as propriedades muito peculiares dos
gentileons, como confinamento e ndo-coalescéncia de sistemas, parece
natural pensar que os quarks sejam gentileons de spin Y2. Com esta
hipétese, mostramos que as fungdes de onda baridnicas sdo dadas por
(Cattani e Fernandes, 1985, 1987a; Cattani, 1989) y = @ Y(cor). A
fungdo de onda  unidimensional @ =[SU(6) x O,]

simétrico

" Esta parte foi baseada no artigo de M. Cattani, publicado nos Anais da
Academia Brasileira de Ciéncias 67, p. 1-4, em 1995.
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corresponde, de acordo com o modelo simétrico quarkénico de
barions, a um estado totalmente simétrico, € o estado bi-dimensional
Y(cor) corresponde a representagdes intermedidrias do grupo de
simetria S,. Com o objetivo de preservar a simetria intermedidria S,,
Y(cor) = Y(123) deve depender de trés novos estados quénticos,
denominados estados de cor, azul (“blue”) (|b> ), vermelho (“red”)
(|r>) e verde (“green”) (| g> ). Estes estados sdo tomados como auto-
estados do SU(3)_, . Vimos (Cattani, 1989) que o estado de cor
Y (123) = Y(brg) pode ser representado por Y, (123)ou Y (123),
que sdo duas representagdes irredutiveis equivalentes de S, . Entdo, no
que segue, o estado de cor serd representado por Y, (brg) ou
Y (brg), indicado simplesmente por Y (brg).

7.2 Rotacoes no Espaco de Cor, Gauge de Cor e
Confinamento

De acordo com o grupo de simetria S; hd seis operadores
de permutacdo (Cattani e Fernandes, 1987a; Cattani, 1989) que
deixam invariante |Y(123)|2 = |Y(brg)|2. Mostramos que essas
transformacdes podem ser interpretadas como rotagdes discretas de
angulos 7 e 27/3, em um espago tri-dimensional (X,Y,Z), do
. Neste
espagco de cor E;, os eixos X, Ye Zcorrespondem aos eixos I 3

tridngulo equildtero formado pelo tripleto basico do SU(3) .,
(isospin de cor) e a Y (hipercarga de cor), respectivamente. Estas
rotagdes, escritas em termos das matrizes de Pauli, sdo representadas
por matrizes 2x2, {n,}, i=13,.,6, dadas explicitamente em
nossos trabalhos precedentes (Cattani e Fernandes, 1987a; Cattani,
1989). E claro desses trabalhos o cariter spinorial do estado de cor
Y(brg).
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Em nosso ultimo trabalho (Cattani, 1989), propomos uma
cromodindmica quéntica para hadrons gentilidnicos assumindo um
SU(3) com gauge de cor. Com esta hipétese, a QCD wusual e a
QCD gentilionica tém os mesmos glions e a mesma densidade
Lagrangeana. Nestas circunstincias, ambas teorias dardo previsdes
1dénticas para as propriedades hadronicas.

Chamamos AS, a dlgebra (Cattani e Fernandes, 1985) do
grupo simétrico S, gerado por seis vetores {1, }, i =1,2,...,6. Desde
que o grupo S, admite dois geradores a=m, e b =1, podemos
considerar AS; uma dlgebra polinomial associativa gerada por a e
b, {n,,n,....ns} = {L, ba, ab, a, aba, b}. Estes geradores, a e b,
obedecem a relagdo de comutagdo, ab + ba = -I. Mostramos também
(Cattani e Fernandes, 1987a; Cattani, 1989) que esta dlgebra tem um

invariante,
211 _ _
Kan =n, +n5 +1 =0,

com um autovalor nulo. Este invariante, que foi chamado de Casimir
de cor, tem uma bela e simples interpretacdo no espaco de cor: “a
carga de cor barionica € igual a uma constante de movimento igual a
zero”. Este resultado, que automaticamente satisfaz a relagdo de Gell-
Mann-Nishijima, pode também ser interpretada como uma regra de
selecdo para o confinamento de quark. Uma vez que, em nosso
esquema, as regras de cor e confinamento de quark aparecem como
uma conseqiiéncia de propriedades simétrica e geométrica definidas

no espago de cor E;, parece natural esperar que o confinamento

dindmico de quarks possa ser deduzido de uma simetria de gauge
baseada nas caracteristica gentilionicas de E;. Assim, com isso em

mente, podemos escrever os estados |b>, |r> e | g>, no plano (13 ,\? ),

como
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respectivamente, onde |+>=(Oj € |—>=(J, e interpretar as

rotagdes neste plano como transformacdes que sdo produzidas pela
troca de gliions entre quarks. Levando em conta que as propriedades

dos hddrons sejam invariantes por essas transformagdes em E,,

propomos o seguinte campo de gauge AH (Mills, 1989)
_ k
A, =2 BT, M

kK _ 2nk A ~
onde B, = 20" (x)/ axp, sendo O(x) os dngulos de rota¢do no espago
de cor e T, e T, sdo os geradores do grupo de simetria dados por
T, =ae T, =b. Na Cromodindmica Quantica (Mills, 1989) os

operadores T, sdo os 8 geradores do grupo de simetria SU(3)_. . Em

cor *

nosso campo de gauge Au, definido pela Eq. (1), temos os dois
geradores a e b do grupo de simetria S;.

No modelo gentilidnico teriamos somente dois campos de
glion, associados com os dois geradores de rotagdo, a e b. Néo é
nossa intencdo desenvolver aqui uma teoria quantica de campo
baseada nesses novos campos glions ou apresentar uma rigorosa
prova do confinamento de quark. Queremos somente propor um
modelo dindmico muito simples onde o confinamento de quarks
depende de propriedades de simetria (Cattani e Fernandes, 1987a;
Cattani, 1989) definidas no plano (L ,? ). Este modelo sera elaborado

dentro da estrutura da equagdo de Dirac assumindo que o quark &
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submetido a um campo externo Au dado pela Eq. (1). Assim,
. .. . ~ 1 _p2 _

considerando, em primeira aproximacdo, que B, =B, =B, e

fazendo uma média de A}l sobre todos os estados de cor, a funcdo de

estado y(x) de um quark dentro de um hadron poderd ser descrita

pela equacdo de Dirac
[i}(“(pM —igB“)—mC]\p(x):O, 2)

onde g € a constante de acoplamento para a interagdo forte de cor.

Agora, faremos a hipdtese que o quark se move livremente na
regido r <r1_ , onde 1, € oraio do hadron, e que ocorre uma interagio
com O campo B}l : somente quando ele atinge a fronteira r=r,.
Nesta interacdo a cor do quark ¢ mudada. Assumiremos também que
Bp ¢ um campo vetorial, isto &, Bu =(0,B), onde B=VO(x), o
qual corresponde a um gauge de Coulomb. Analisando esta interacio
em termos de rotagdes no plano (I,,Y ), vemos que o estado de cor é

efetivamente transformado em um outro somente quando
acompanhada de uma rotagdo pelos dngulos 7 ou 27/3. Entdo,
podemos imaginar 0(x) como uma funcdo degrau que, no ponto

r=r, variade zero até 7 ou 27 /3 devido a uma mudanca de cor na

interacdo. Isto poderia implicar que
B=VO(x)=8(r—1, )i,

onde 1l € um vetor unitdrio na direcdo radial. Nessas condi¢des a Eq.
(2) torna-se:

[iv"%H?'V—ig?-ﬁﬁ(r—ro>—mc}w(x>=0 : 3)
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Para resolver a Eq. (3) usamos coordenadas esféricas e
escrevemos (Berestetskii, Lifshitz e Pitaeviskii, 1971)

(=exp(ED| 4)
x)=exp(—i ,

VROZEREEY cnumngma,

onde Q;, =~ sdo os harmdnicos esféricos spinoriais, ¢ =jt1/2 e
=2j—1.

Considerando a Eq. (4) e wusando a propriedade
(Berestetskii, Lifshitz e Pitaeviskii, 1971)

]

Q, =i (G- DQ,,
obtemos da Eq. (3):

dif (r)+(1+K)f(r)/r+g8(r—ro M (r)—(E+m)g(r)=0,
r

dif (r)+(1—K)f(r)/r+g8(r—ro M (r)—(E-m)g(r)=0, (5a,b)
r

onde K=-(/+1) quando j=/+1/2 e K=/ quando
j=0-1/2.

Nossas Eqgs. (5a,b) sdo similares as Eq. (3.13) obtidas por
Villani (Villani, 1982) ao analisar a liberdade e o confinamento de
quarks no contexto da teoria cldssica de campo. Vemos que existem
solugdes nao-triviais das Egs. (5a,b) assumindo que a fun¢ao F(r),
escrita como F(r)=af(r) +bg(r), onde a e b sdo constantes
arbitrédrias, seja continua em r=r,. Com essas hipdteses vemos,

usando as Eqs.(5), que F(r,+) — F(r, ) = iF(1,)/2, o que implica em
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7

af(r,) + bg(r,) = 0. Esta tdltima equagdo € equivalente a termos
(Villani, 1982):

a7 TY@r) = i[a’+b’+(a- b))y ] P()/2b, (6)

onde ¥(r) é um spinor e a e b sdo, por hipdtese, diferentes de zero.
Conseqiientemente resulta da Eq.(6) que para r = r, temos:

J=y@® 7 1t ¥n=0, (72)
(a®+b%) Y (r) P(r) + (a’- b%) P*(r) ¥(r) =0, (7b)

onde VY (r) = ¥*(r) y° (onde * indica complexo conjugado). A primeira
equacdo mostra que o fluxo de “cargas” Ji(r,) através da superficie da
esfera com raio r, € nulo. Isto implica que nao hd fluxo de quarks
através da superficie do hadron. Este resultado pode ser interpretado
como uma manifestacdo, no espaco de Lorentz, da regra de
confinamento prevista pelo Casimir de cor. Um caso particularmente
interessante (Villani, 1982) é a escolha a =b =1. Isto corresponde a
condicdo de fronteira no modelo do quark estitico, onde o quark
“livre” no interior de uma esfera de raio r, tem massa m , enquanto

fora da esfera a massa do quark ¢ infinita, obtendo desta maneira o
confinamento do quark (Chodos, Jaffe, Johnson, Thorn e Weisskopf,
1974; Hasenfratz e Kuti, 1978). Entdo, em nosso modelo dinamico
gentilidnico, os quarks se comportam como particulas livres a
pequenas distdncias (r <r ), mas ao mesmo tempo sdo confinados

dentro de uma esfera de raio r,, de acordo com o bem-sucedido “bag

model” (Hasenfratz e Kuti, 1978).



CAPITULO 8

Teoria de Gauge

As idéias bdsicas que levaram a formulacdo de uma teoria
generalizada de gauge sdo devidas a Noether, Weyl e F. London. Nés
ndo pretendemos dar aqui uma visao histérica ou detalhada da referida
teoria. Buscamos, simplesmente, dar umas poucas pinceladas sobre o
que é a Teoria de Gauge, pois € um dos casos onde a Teoria de Grupos
¢ usada, além de ser de fundamental importancia. Para um retrospecto
histérico e minucioso sobre a referida teoria sugerimos, por exemplo,
que o leitor consulte o livro e o artigo de K. Moriyasu (Moriyasu,
1983; 1978) e o artigo de R. L. Mills (Mills, 1989). Gostariamos,
entretanto, de lembrar que o nome “gauge” apareceu primeiramente
no eletromagnetismo, onde as equagdes de Maxwell sdo invariantes
por uma transformagdo denominada de “transformacdo de gauge”. A
denominagdo “transformacgdo” e “invaridncia de gauge” se estendeu
posteriormente, de modo inapropriado, para todas as outras interagdes.

Foi Amalie Emmy Noether quem primeiro mostrou que as
simetrias das leis fisicas eram de fundamental importancia para a
compreensdo do Universo. Antes dela as simetrias eram vistas como
coisas acidentais e se as teorias fisicas apresentavam certas estruturas
com simetrias (Bassalo, 1990), elas eram encaradas como sendo
bonitas, simplesmente, sem que isso tivesse alguma importincia
fundamental. Noether (Noether, 1918) demonstrou, usando um
formalismo variacional, o seu famoso Teorema: Para cada simetria
na natureza hd uma correspondente lei de conservacdo e para cada
lei de conservacdo hd uma simetria. A partir dessa época as simetrias
comecaram a ser entendidas como propriedades bdsicas das leis da
natureza. O Teorema de Noether, que relaciona simetrias as leis de
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conservacdo, passou a ser considerado como um principio
fundamental da natureza, o “principio de gauge” (Mills, 1989).

Como aprendemos no Curso Bésico de Fisica, segundo
Noether, se uma Lagrangeana é invariante, ou simétrica, por uma
determinada transformacdo de coordenadas, quando passamos de um
sistema S para um outro § ’ hd uma grandeza fisica, associada a essa
simetria, que se conserva. Obtinhamos assim, por exemplo, a
conservacdo de energia, de momento linear e momento angular que
estavam associadas a simetrias devidas a translacdes temporais,
translagGes espaciais e rotagdes espaciais, respectivamente. Essas
transformacdes sdo denominadas de “transformacdes globais” ou
ainda, de “transformacgdes de gauge globais” (Moriyasu, 1983; 1978;
Mills, 1989). A transformacgao de Lorentz, na Relatividade Restrita, é
uma transformagcdo de “gauge global”. As transformagdes sdo
denominadas de ‘“globais’ para exprimir o fato de que elas ndo
dependem das posicoes de Se S’ no espaco-tempo. Uma situagio
completamente diferente ocorre em Relatividade Geral onde um
sistema de referéncia s6 pode ser definido “localmente” (Moriyasu,
1983; 1978; Mills, 1989) ou num unico ponto do campo gravitacional.
Assim, como as medidas feitas num referencial S podem ser
comparadas com as feitas num outro S’ ? Einstein mostrou que as
transformacdes das grandezas fisicas sdo feitas usando o que
chamamos de “conexdes afim” ou “simbolos de Christoffel”
(Moriyasu, 1983; 1978; Mills, 1989; Bassalo, Cattani e Nassar, 2000)
que dependem das propriedades “locais” do campo gravitacional onde
Se S’ estdo localizados. Essas transformacdes fazem parte da teoria
de “gauge local” do campo gravitacional que nao analisaremos aqui .
Isso poder ser visto, por exemplo, no livro do Moriyasu (Moriyasu,
1983).

Como entendemos hoje em dia, uma transformacgdo de “gauge
local” visa determinar como as propriedades fisicas de um sistema
localizado numa pequena regido do espaco-tempo sdo transformadas
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quando ele se move submetido a um campo externo (Moriyasu, 1983;
1978; Mills, 1989).

Analisaremos, brevemente, aqui somente oS sistemas como
sendo “particulas elementares” submetidas a forcas eletromagnética,
eletro-fraca e forte. Assumiremos também que as particulas carregam
consigo seus proprios “espagos internos” ao se moverem ao longo do
espaco-tempo. Assim, veremos como os graus de liberdade dos
espacos internos das particulas mudam quando elas se movem
submetidas a um campo externo.

De acordo com a “teoria de gauge” (Moriyasu, 1983; 1978;
Mills, 1989), as transformacdes de gauge local sdo feitas visando obter
simetrias internas das particulas de tal modo que suas propriedades
fisicas permane¢am invariantes com as referidas transformacdes.
Assim, se Y(X) € a fung@o de onda da particula, a transformagdo de
gauge local € realizada por um operador unitario U(x), de tal modo
que a mudanca de estado é dada por y'(x) = U(x)y(x).

Assumindo que os espacos internos das particulas tenham
dimensdo N, a obtenc¢do do operador U(X) ¢ feita usando grupos de
simetria (G ) de dimensdo N . Esses grupos G sdo denominados de
“grupos de gauge”. Verifica-se que para cada campo de forca (“‘gauge
field”) na natureza estd associado um determinado grupo de gauge. No
caso do eletromagnetismo temos o grupo U(1), na interacdo eletro-

fraca, o SU(2) ® U(1) e na interagdo forte, o SU(3) . O formalismo

a ser apresentado abaixo, usando grupos ndo-Abelianos, foi proposto
por Yang-Mills (Yang e Mills, 1954).
Assim, o operador U(X) é escrito como:

U(X)=CXP[—ig(%9k (x)F)I, (1)

onde g =q/(hc), sendo q a carga da particula, k = 1,2,3,...,N, onde

Né a dimensdo do “grupo de gauge” associado a um determinado



344

campo externo, denominado de “campo de gauge”. Os operadores E
satisfazem as usuais relagdes de comutacdo [E,F]=1cyF onde as
constantes C dependem do particular grupo G . Os parametros

0"(x), que sdo fungdes do espago-tempo X, denominados de
“angulos de rotacdo”, representam os graus de liberdade internos da
particula. A dependéncia de 0" (x)com x ¢ que permite a conexao
entre os graus internos com o campo externo em diferentes pontos do
espaco-tempo. Na figura 1 ilustramos, numa operagcdo “gedanken”
simples a mudanca do angulo 0" (x) quando a particula teste se
movimenta de X para X + dx . O campo externo ird provocar, através
do operador U(X), uma rotacao infinitesimal da dire¢do interna dada

por d8* = 0" (x + dx) - 0" (x).

6(x) 6 (x+dx)

—

Fig. 1. Mudanga do angulo interno G(X) para 9(X+dX) quando a carga teste
se move de X para X+dX no espaco-tempo.

X+ dx

Para calcular o efeito do campo externo sobre y(x), levando

em conta o operador U(X), vamos escrever

Y(x)=2y,, (X)ug, 2)



345

onde {u,} sdo os vetores base do espaco interno e a parte externa
y, (x) € a “componente” de ¥(x) nabase u,,. E importante observar

que os graus de liberdade internos, para todos os casos conhecidos de
invariancia de gauge, sdo grandezas ndo-observaveis.
Assim, no deslocamento de X para Xx+dx, o estado ¥(x)

muda de uma grandeza dy dada por dy = (x + dx) - y(x) . Como na
variacdo dy temos de levar em conta mudangas nas partes externas

v, (x), dependente de x, e nas bases internas u, , teremos:
o

O segundo termo da Eq.(3) contém as variagcoes du, no

espaco de base interno. Elas resultam das rotacdes angulares
P . . k - .

infinitesimais d0" geradas pelo campo externo e que estéo associadas
com o deslocamento externo dx . A rotagdo du_ das bases internas ¢

dada por U(dx)u,=u_ +du
Eq.(1):

onde U(dx) é calculada usando a

a?

U(dx)=exp[-ig>dOE, ], ()
K
dek =(au9k )dxH. &)

Assim, teremos

U(dx)uazexp[—igZ(auek )dx“(Fk)(xB]uB, (6)

(Fk)ocB =<oc‘Fk‘[3>.
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Expandindo U(dx) em primeira ordem em dx , obtemos:
ua+dua=[8aB—igZ(8“9k)dx”(Fk )ap U (7)
k
que mostra, entdo que du_ ¢ dada por,

dug ==igX (3,05 )dx (F ) 8)

Por hipétese, os angulos 0°(x) sdo funcdes de X e

dependem do campo externo aplicado ao sistema. Assim, define-se um
operador A (X) que liga os estados internos ao espago-tempo X,

denominado de “operador conexdo” de tal modo que,

(A =@, 0 )gp )

E importante observar que A (x) €, a0 mesmo tempo, um

campo externo e um operador que age no espaco interno da particula.
O operador de conexdo Au (x) € ndo-observavel pois é definido a

partir de grandezas ndo-observdveis, os angulos 0" (x) e os geradores
E_do grupo de simetria, conforme Eq.(9).
Usando as expressdes vistas acima a variagdo total dy, dada

pela Eq.(1) pode fica escrita como:

AY=T10, )8y -i8(A ) g W dxHug (10)

Ou ainda, em termos de uma expansao na base interna:

Ay =2(dyy)uy =2(D, vy dxtug, an
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onde o operador Du que € denominado de “derivada covariante de

gauge” € uma generalizacdo da derivada covariante usada na teoria de
gravitacdo de Einstein (Moriyasu, 1978; Mills, 1989; Bassalo, Cattani
e Nassar, 2000). Ele descreve as variagdes das partes internas e
externas de y(x). NaEq.(11), D,y € dado por:

Dy W =2183,9,, ~ig(A g Ve » (12)

No caso particular do eletromagnetismo, o espaco interno é
unidimensional e grupo de gauge é o U(1). Nesse caso a Eq.(1) fica

escrita, simplesmente, como U(X) = exp[-i q 6(x)], onde o angulo
0(x) € historicamente representado pela fungdo A(X).

Consegqiientemente, a Eq.(12) fica escrita como:
D, y=(0,-igA )y, (13)

Como vemos pela Eq.(13), o operador D, = au— 1gA, €0
“momento candnico” familiar no eletromagnetismo, lembrando que
g =e/(h c). Assim, o operador generalizado de “conexdo de gauge”,

definido pela Eq.(13), é, no caso do eletromagnetismo, o ‘“vetor

7 7

potencial” Au (x). Como € bem sabido, é uma grandeza nio-

observavel.
Como D,y € a derivada “total” de y (interna e externa)

devemos esperar que Du\p se transforme do mesmo modo que vy, ou
seja, W =UX) vy e D;\y' =U(D,y) . Desse modo, lembrando que
U(x) = exp[-1g A(x)] podemos mostrar (Moriyasu, 1983; 1978;

Mills, 1989) que o operador de conexdo deve se transformar de acordo
com a equagao A; =A - auA . Esta equagdo nada mais é do que a
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notdria transformacgdo de gauge do eletromagnetismo. Para que auA“

seja um invariante por uma transformacdo de Lorentz, ou seja,
’ q . e .~

d, A" =d, A" verificamos que a condigio d,0"A deve ser

obedecida, que é conhecida como “gauge de Lorentz”.

Partindo do principio de que uma Lagrangeana (L) que leva
em conta a interacdo entre um elétron, representado por W, e o

potencial eletromagnético Au deva ser invariante por uma

transformacdo de gauge local, pode-se mostrar que (Yang e Mills,
1954):

L=iyy*D, y—(1/4)FE  —myy . (14)

O primeiro termo d4 a energia cinética do elétron, o segundo a
densidade de energia contida no campo eletromagnético e o dltimo
leva em conta a massa m do elétron. Cada um dos termos é
separadamente gauge invariante. Através das equacdes de Euler-
Lagrange obtemos da Eq.(14):

YD, y=my, (15a)
ME,, =], » (15b)
jv :gW'YVlII 2 (150)

onde a primeira é a equacdo de Dirac, a segunda as equacdes de
Maxwell, lembrando que F, =9d,A, —d A, e que j, sio as

densidades de corrente .

Como sabemos, desde que Noether provou seu famoso
Teorema em 1918, para cada simetria na natureza hd uma
correspondente lei de conservagdo e para cada lei de conservacdo hd
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uma simetria. Assim, pode-se mostrar (Mills, 1989; Roman, 1960)
que a conservacdo da carga elétrica estd associada a invaridncia, ou
simetria, de gauge. Este resultado, segundo Mills (Mills, 1989),
impressionou muito o jovem estudante Yang, em particular pelo fato
de que toda estrutura do eletromagnetismo poderia ser determinada
usando unicamente a hipdtese de invaridncia de gauge. Esses
resultados foram o ponto de partida para a formulagdo de uma teoria
geral de gauge local ndo-Abeliana (Moriyasu, 1978; Mills, 1989).
Essa teoria geral, de Yang-Mills (Yang e Mills, 1954), foi aplicada
com sucesso para as interacdes eletro-fraca e forte. Esses resultados
levaram a formulagdo do Principio da invaridncia de gauge que diz
que todas as interacdes sdo invariantes por uma transformacio de
gauge local, ou ainda, segundo Mills (Mills, 1989): Cada simetria
continua da natureza é uma simetria local.

Para o leitor que quiser ter uma visdo mais ampla sobre as
aplicacdes das teorias de gauge ndo-Abelianas sugerimos que consulte
K. Moriyasu (Moriyasu, 1978). L4 s@o analisadas, por exemplo, as
quebras de simetria de gauge, a supercondutividade, as interacdes
eletro-fracas e as fortes. O referido autor analisa também a nova
geometria (geometria de espagos fibrados) que foi introduzida na
Fisica pela Teoria de Gauge. Essa geometrizacdo veio ao encontro do
antigo sonho de Einstein de uma descricdo geométrica unificada das
forcas fundamentais da natureza. O principio de invaridncia de gauge
que generalizou, de modo inesperado, o cardter geométrico da teoria
de gravitacdo de Einstein, conseguiu dar uma descri¢do satisfatdria de
todas as forcas da natureza.

A Invariancia de Gauge do Eletromagnetismo e o Efeito
Aharonov-Bohm

Vamos mostrar como evolui o estado de uma particula
quando ela se move no espago-tempo num circuito fechado, com a
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forma de um paralelogramo, formado por dois caminhos 1 e 2,

segundo Fig. (2). Primeiro ela vai de A até B seguindo o caminho 1

e depois vai pelo caminho 2.

=+ dy 2+ dx+ dy

H g 2+ dax

Fig. 2. Paralelograma infinitesimal ao longo do qual a carga teste se

move do ponto A —> B pelos caminhos 1 ¢ 2.

Assim, pelo caminho 1 temos
U,(dx) y(A)=y(A)exp(-igdj) e pelo 2 temos
U, (dx) y(A) =y(A)exp(-ig]j,). Vejamos com calcular a

mudangas infinitesimais de fase d¢ ao longo dos caminhos,

lembrando que:

U(dx):exp[—iqA“ (x)dxH ]=exp(—igdo) .

No caminho 1 no trecho X — x + dx o operador de evolugio
U(dx) é dado por:

U, (dx)=1-igA , (x)dx* . (16)

Como A“(x):ZGMGkF, no trecho x+dx—x+dx+dy
K

temos,
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U, (dy)=1-igA (x+dx)dy¥ =1-igA (x)dydev —igauAV (x)dxHdyV.

(17)
Assim, pelo caminho 1 a evolu¢gdio A — B é dada pelo
operador

U, (dy)U, (dx)=1-gdo, :l—igAu (x)dx*—igA  (x)dy¥ —
—ngv (x)A,Ll (X)dyvdx“—igauAV (x)dxHdyV. (18)

De modo andlogo, pelo caminho 2, a evolu¢io A — Bé
dada por:

U, (dy)U, (dx)=1-gdo, =1—igAu (x)dxM —igA  (x)dyY -
—ngv (X)Au (x)dy"dx“—igE),uAV (x)dxHdyV. (19)

Nesse ponto devemos lembrar que as componentes do
campo A (x)e A, (x) ndo comutam pois elas sdo combinagdes dos

geradores E_ dos grupos que ndo comutam. Assim, a evolugdo do

estado interno ao longo do caminho 1 é diferente da obtida no
caminho 2. A diferenga infinitesimal de fase do=d¢, —d¢, resultante

entre os caminhos 1 e 2 € dada por:
igdg=U, (dx)-U, (dx)=[(1-igdp, )—(1~igd,)]=igF,, dx dx"
ou seja,

do=de,—do, =Fwdx“dx" R (20)
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onde o operador F & dado por F, =0, A, —d A —ig[A A ]

Ele é conhecido como “tensor de Maxwell generalizado”, pois, como
veremos a seguir, ele se reduz ao tensor de Maxwell no caso
eletromagnético.

De acordo com a Eq.(20) vemos que a mudanca dos
estados internos depende do caminho seguido pela particula no
espaco-tempo: a transformacio infinitesimal de gauge ao longo dos
caminhos 1 ¢é diferente da obtida ao longo de 2. Este fendmeno ¢é
muito bem conhecido no caso de um campo eletromagnético. Como os
campos eletromagnéticos, A (x)e A (X) comutam, vemos que

E, = auAv - avAu ¢ o tensor de Maxwell. Desse modo, da Eq.(20)

obtemos dg= V XA-dS, onde dS é o elemento de 4rea do

paralelograma. Por outro lado, d¢, e d¢, sdo dadas por integrais ao

longo dos caminhos 1 e 2, respectivamente: d¢, =LA-dZ1e

do, =LA-d22 . Tendo em vista essas expressoes a Eq.(20) fica

escrita como:
do,—de,=[A-d¢,~[,A-d7,=§A-d/=[srotAdS, 1)

onde U-]Adz ¢ integral de circuitacdo ao longo do perimetro do

paralelograma.
O resultado visto na Eq.(21) é o que conhecemos como o
Teorema de Stokes:

J'SVxA-d§=J'Sl§-d§=myA-dZ:cb, (22)
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onde @ é o fluxo do campo magnético através da area circundada
pelacurva y.

A diferenca de fase nas fungdes de ondas de um elétron é
observada quando ele percorre dois caminhos diferentes envolvendo
um solendide. Esse fendmeno é conhecido como Efeito Aharonov-
Bohm (Moriyasu, 1983; Aharonov e Bohm, 1959).

Conforme vemos da Eq.(20), deduzida segundo a teoria geral
de gauge ndo-Abeliana de Yang-Mills, o efeito Aharonov-Bohm deve
estar presente em qualquer campo de gauge (Yang e Wu, 1975) e ndo

somente para o campo eletromagnético.
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