Instituto de Fisica
Universidade de Sao Paulo

Calculo exterior para fisicos

Instituto de Fisica, Universidade de S&o Paulo, CP 66.318
05315-970, Sao Paulo, SP, Brasil

Publicacéo IF - EBook
1666/2011

26/08/2011

UNIVERSIDADE DE SAO PAULO
Instituto de Fisica
Cidade Universitaria
Caixa Postal 66.318
05315-970 - Sao Paulo - Brasil



José Maria Filardo Bassalo
(www.bassalo.com.br)

Mauro Sérgio Dorsa Cattani
(mcattani@if.usp.br)

CALCULO EXTERIOR PARA FISICOS

2008



Prefacio

De um modo geral, a ferramenta matematica usada para tratar as leis
fisicas tem sido o Cdlculo Tensorial, principalmente quando as mesmas envolvem
simetrias. Contudo, existem situagoes fisicas em que o uso de tensores tem-se
mostrado inadequado, uma vez que esses entes matemdticos dependem de um
sistema de coordenadas em relagao ao qual se representam as coordenadas desses
entes. Essa inadequacao se evidencia na manipulacao do labirinto de indices
ligados a esses componentes e, em vista disso, aspectos importantes de certas
situagoes fisicas sao, as vezes, perdidos. Por exemplo, se uma particula é obrigada
a se deslocar em uma esfera, um tinico sistema de coordenadas nao pode descrever
completamente a posigao da mesma, e muito menos seu espaco de fase ou espaco
de estados (espago de configuragao).

As dificuldades apontadas acima, e que, conforme afirmamos, sao rela-
cionadas com sistemas de coordenadas, surgem porque é na representacgao
intrinseca de um tensor - e ndo em seu componente - que reside a abstracao
de um conceito fisico. Assim, para contornar tais dificuldades, usa-se o Cdlculo
Exterior, cujos elementos bésicos sao as formas exteriores diferenciais. Estas
sao quantidades que ocorrem sob o sinal de integral e, portanto, sao as ferramen-
tas essenciais para representar as leis fisicas.

O objetivo deste livro é o de estudar esse Cdlculo Exterior e aplica-
lo em alguns topicos da Fisica. Ele é composto de duas partes. Na Parte 1,
desenvolvemos o formalismo tedrico em 5 Capitulos. Os dois primeiros Capitulos
tratam, respectivamente, dos Espacos Vetoriais e dos Tensores. Os trés Capitulos
restantes sao destinados ao desenvolvimento do Célculo Exterior propriamente
dito, ou seja, da Algebra, da Diferenciacao e da Integracdo Exterior. Para ajudar
o leitor no entendimento dos assuntos tratados em cada Capitulo, apresentamos
a solucao de alguns exercicios e, no final, propomos cinco problemas para que ele
teste o que aprendeu.

A Parte 2 do livro, composta de trés Capitulos, é dedicada a trés aplicagoes
fisicas do que foi desenvolvido na Parte 1: Mecanica, Termodinamica e Eletro-
dindmica.

Os autores agradecem aos professores Ruben Aldrovandi, do Instituto
de Fisica da Universidade do Estado de Sao Paulo (IF/UN ESP) e José Miguel
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da Universidade de Sao Paulo (IF/USP) e Sra. Virginia de Paiva Franceschelli,
Bibliotecaria do IF/USP, pelo acesso a alguns artigos usados neste livro; e a
professora Cristina Vaz, da FM/UFPA, pelo auxilio na impressao do texto em
TEX.

Por fim, queremos também agradecer a José Roberto Marinho, Editor
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Capitulo 1

1.1 Espacos Vetoriais
1.1.1 Defini¢oes e Propriedades

Definicao 1.1.1.1. Um espago vetorial E é um conjunto de elementos, chamados
vetores, com uma operagao de adi¢io (+), a qual para cada par de vetores x e y faz
corresponder um vetor X + y, e uma operacao de multiplicagao escalar, a qual para cada
vetor x e um nimero a faz corresponder um vetor ax. Essas operacoes devem satisfazer as
seguintes propriedades:

1. x + y =y + x (comutatividade);
. X+ (y +2z) = (x +y) + z (associatividade na adigao);
. x+ 0 =0+ x = x (elemento neutro da adi¢ao);

. X + (- x) = 0 (elemento inverso da adigao);

2

3

4

5. a (x +y) = ax + ay (distributividade por vetores);
6. (a +b) x =ax + b x (distributividade por ntimeros);
7. a (b x) = (a b) x (associatividade na multiplica¢ao);

8

. 1x = x (elemento neutro da multiplicagao),
para quaisquer vetores X, y e zZ e os numeros a e b. Esses niimeros sao chamados de
escalares e pertencem a um corpo K, que pode ser real (R) ou complexo (C).
Exemplos
Relacionamos abaixo, e sem fazer a demonstracao, alguns exemplos de espagos veto-
riais.
E1. Conjunto de nimeros complexos (a + bi), com as operagoes de adi¢ao complexa

e do produto por um ntmero real;

E2. Conjunto de polinémios em uma variavel [P(x)], com coeficientes constituidos
de nimeros com as operagoes de adicao ordinaria de polindmios e a multiplicacao de um
polinémio por um escalar;

E3. Conjunto de todas as n-uplas [z = (z;), vy = (), 2 = (), ... i=1, 2,
..., n)] de nimeros com a adi¢ao entre elas definida por:

T + Yy = (xl + Y1, T2 + Y2, ... Tn + yn)?
e a multiplicacao por um escalar a definida por:

ar = (axy, aTy ...ax,).



Definicao 1.1.1.2. Um conjunto de vetores {e;} é dito:

a. Linearmente Dependente (L.D.) se hd um conjunto de escalares a;, perten-
cente a um corpo K, nao todos nulos, tal que:

E‘TL a; e; = 0;
i=1
b. Linearmente Independente (L.I.) se:
Zi?aieizo — a; = 0, Vi.
i=1

A partir daqui, a fim de facilitar a manipulacao da notacao indicial, usaremos a
Notacao de Einstein:

Se num monomio aparecer repetido um indice, ficara subentendida uma soma

=n
relativa a esse indice: > a;¢; = a; ¢; .
i=1

Defini¢ao 1.1.1.3. Um conjunto de vetores {e;} é chamado um gerador de um
espaco vetorial E; se cada vetor x desse espaco pode ser escrito na forma:

r =2"¢. (111.1a)

Definicao 1.1.1.4 - Base. Um conjunto de vetores {e;} ¢ chamado uma base de
um espaco vetorial E, se ele é um conjunto de vetores linearmente independentes e gera o
espaco E. O ntimero desses vetores é chamado de dimensao de E.

Assim, em vista das definigbes acima, se x é um vetor de um espaco vetorial E, ele
é representado pela equagao (1.1.1.1a), na qual os X" representam os componentes daquele
vetor na base {e;}. Demonstra-se que um espago vetorial E tem uma infinidade de bases.

Mudanca de Base. Seja um espago vetorial E e sejam {e;} e {€;} duas bases do
mesmo, onde i = j = 1, 2, ..., n. Usando-se a expressao (1.1.1.1a), os vetores de uma dessas
bases podem ser escritos em termos dos vetores da outra, da seguinte maneira:

e = stei, (1.11.2a)

onde os coeficientes s% sao escalares. Analogamente, para a transformagao inversa, vale:
e, = sle, (1.1.1.2b)

Entre os coeficientes s% e s existem relagoes bem determinadas. Antes de obtermos
essas relagoes, vamos introduzir o simbolo de Kronecker, que é assim definido:



o = 0" = Oy = 0, se m#n. (1.1.1.3a)

Observe-se que esse simbolo apresenta a propriedade de trocar indices toda vez que o mesmo
atuar sobre quantidades indiciadas. Por exemplo:

amra™ = a ou Oral = a . (1.1.1.3b)

Agora, calculemos as relagoes referidas acima. Aplicando-se a expressao (1.1.1.2b)
na (1.1.1.2a) e usando-se (1.1.1.3a,b), teremos:

Componentes de um Vetor. Se z° e 77 forem, respectivamente, os componentes
de um vetor x nas bases {e;} e {&;}, entao, de acordo com a expressao (1.1.1.1a), teremos:

v =ale = @ e . (L1L1b)

Agora, usando-se as expressoes (1.1.1.2a,b), vira:

AP S i =7 i _
e = ¥ sje — (x —:1:]53)67;—0,

i e = 7 e o ) e =
s e = e — (T ' s;)e; = 0.

Como os vetores €; sao L.1., entao, usando-se a Defini¢ao 1.1.1.2b, vira:

' = st@, @ = sla'.  (1L115ab)

Comparando-se as expressoes (1.1.1.2a,b) e (1.1.1.5a,b) verifica-se que os compo-
nentes (x', Z’) se transformam contravariantemente aos vetores da base ({e;} e {¢;}).
Em vista disso, esses componentes se denominam componentes contravariantes.



Exercicios (1.1.1)

EX.1.1.1.1| Encontre a relagao entre os coeficientes s% e SZ , partindo da expressao
(1.1.1.2b) e usando a expressao (1.1.1.2a).

Aplicando-se a expressao (1.1.1.2a) na (1.1.1.2b) e usando-se (1.1.1.3a,b), teremos:

— o Gk k — gk k J ok —
e = s;sjep  —  diep = sisjen  — (6 — sisj)ep = 0.

Como os vetores e, sao L.I., a Definicao 1.1.1.2a nos permite escrever que:

oF = sl s (1.1.14D)

(2 7

1.1.2 Espacgos Duais

Defini¢ao 1.1.2.1. Sejam (x, y, z, ...) e (a, b, c, ... ), respectivamente, vetores de
um espago vetorial E (de base {¢;}), e elementos de um corpo K, sobre o qual E é definido.
Consideremos as fungoes (f, g, h, ...), denominadas de fungées lineares, de modo que
tenhamos:

L. f(z) = a, fe) = a, (1.1.2.1a)
2. f(e+y = f(x) + f(y), (1.1.2.1b)
3. f(bx) = b[f ()], (1.1.2.1c)

4 (f+9 @) = fl)+g@, (1121d)
5. (¢ f) (x) = c[f ()] . (1.1.2.1e)

Nestas condigoes, as fungoes lineares (f, g, h, ...) formam um espago vetorial
E*, chamado o dual de E (que tem a mesma dimensao n de E), e os seus elementos sao
denominados de formas lineares ou covetores.

Defini¢ao 1.1.2.2 - Base Dual. Consideremos uma base {e;} do espago vetorial
E. Portanto, segundo a expressao (1.1.1.1a), se x € E, entao:

r = J?i €; .
Seja, ainda, um conjunto de formas lineares {¢' (z)} € E*, tal que:
e (x) (e5) = 0. (11.22)

Nessas condigoes, o conjunto {¢ (z)} é definido como a base dual de E*.



Mudanca de Base Dual. Consideremos no espaco E duas bases {e;} e {€;} e, no

espaco dual E*, as duas bases duais correspondentes: {¢' (z)} e {& (x)}. Conforme vimos
anteriormente, a mudanga de base dada pelas expressoes (1.1.1.2a,b):

S i _J
€ = 5;€i, e = S; €,

induz as seguintes transformacoes nos componentes x* do vetor x € E, dadas pelas expressoes
(1.1.1.5a,b):

i gl o= i
o = sir, T o= s;at.

Agora, vejamos como se transformam as bases duais {¢’ (z)} e {&# (2)}. Se x € E,
entdo, segundo a expressao (1.1.1.1b), teremos:

r=1'e = T e.

Multiplicando-se & esquerda as expressoes por {& (z)} ({& (z)}) e usando-se a expressio
(1.1.2.2), vira:

(x)x = & (2) (' e) = &l (x) (&) = 28 6] =27, (1.1.2.3a)
@)e = (x)(@e) =2 (v) () =2 dF =z (1.1.2.3b)
Substituindo-se esses dois resultados nas expressoes (1.1.1.5a,b), teremos:
el (z) = st g(x), &(x) =s¢e(x). (1.124ab)

Comparando-se as expressoes (1.1.1.2a,b) e (1.1.2.4a.b), verifica-se que as bases duais
({e" (z)}, {& (z)}) se transformam contravariantemente em relagao as bases ({e;}, {€;}).

Componentes de um Covetor. Se z‘ e Z7 forem, respectivamente, os componentes
de um vetor x nas bases {e;} e {€;}, entao, de acordo com a expressao (1.1.1.1b), teremos:

r = 1a'e = T e

Seja f (x) uma forma genérica de E*. Assim, usando-se a Defini¢ao 1.1.2.1 e as expressoes
(1.1.2.1a,c) e (1.1.2.3a) nas expressoes acima, resultara:

f(x) = f(zhe) =22 fle) = fie (), (1.1.2.5a)

flz)=f@e) =3 f(e) = f;8 (x), (1.1.2.5h),



f(x) = fie(x) = f;& (), (1.1.2.50),

onde f; e fj representam, respectivamente, os componentes de f nas bases duais {¢' (z)} e
{& (2)}-

Agora, vejamos a relagao entre esses componentes. Substituindo-se na expressao
(1.1.2.5¢) as expressoes (1.1.2.4a,b), teremos:

fe@) = Fsle @ = (- Fs)e@ =0,

fi s% & (z) = f; & (x) — (f; — fi 8;‘) & (z) = 0.

Como os vetores €' (z) e & (x) sdo L.I. (Exercicio 1.1.2.1), as expressoes acima resultam
em:

fi=sf, f=sfi. (1126ab)
Comparando-se as equagoes (1.1.1.2a,b) e (1.1.2.6a,b), vé-se que os componentes do

covetor f e os vetores da base de E seguem a mesma lei de covarianca. E, em vista disso,
esses componentes denominam-se de componentes covariantes.

Exercicios (1.1.2)

EX.1.1.2.1| Demonstre que os vetores £’ (), que formam a base do espaco vetorial
dual £*, sao L.1.

Consideremos a seguinte igualdade:
a; €' () (x) = 0,

onde a; € K e x € E. Ora, a igualdade acima permanece valida também para os vetores e;,
que formam uma base qualquer de E. Ou seja:

a; ' (z) (¢j) = 0.
Usando-se a expressao (1.1.2.2), vira:
ai5§:aj:0, \V/j

Usando-se a Definicao 1.1.1.2b, o resultado acima demonstra que os vetores &' (z)
sao L.1.



1.1.3 Espacgos Vetoriais Euclidianos

Definicao 1.1.3.1 - Produto Escalar. Seja E um espaco vetorial n-dimensional
sobre um corpo K. Entre os vetores (x, y, z, ...) de E definimos uma lei de composicao
interna, denominada produto escalar denotada por ( , ), com as seguintes propriedades:

L. (z, y) = (y, )", [(*) indica complexo conjugado]
2.(x,y + 2) = (z,9) + (2, 2),

3. (x,ay) = a (z, y),

3. (ax, y) = a (2, y),

4. Vz,(z,y) = 0 —y =0,

5. (x, ) > 0, com a igualdade conservando-se somente para x = 0.

Todo espaco vetorial com produto escalar definido acima ¢é dito propriamente euclidiano.
Se (5) for estritamente positivo [(z, ) > 0], entdo esse espaco ¢ chamado estritamente
euclidiano.

Produto Escalar de Vetores da Base. Consideremos dois vetores x e y e uma
base {e;} de um espago vetorial real E. Usando-se a expressao (1.1.1.1a) e a Defini¢ao 1.1.3.1,
teremos:

(z, y) = (2% e,y ej) =a" ¢ (e, €;) .
Definindo-se:
gi; = (e, ¢5), (1.1.3.1)
o produto escalar dos vetores x e y sera dado por:
(z, y) = gy o'y . (1.1.32)

A expressao (1.1.3.1) e a Defini¢ao 1.1.3.1 mostram que:
L g = 9,

Definigao 1.1.3.2. Dois vetores nao nulos (x, y) de um espaco vetorial E sao ditos
ortogonais, se:

(x, y) = 0,comx #0ey #0.
Definicao 1.1.3.3. Chama-se norma de um vetor x ao seguinte produto escalar:

(r,z) =(x)> = N(x) = gy 2' 29 . (1.1.3.3)
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Definicao 1.1.3.4. Chama-se de médulo ou comprimento de um vetor x a ex-
pressao:

mod (z) = | © | = /(z, ) = /g 2 27 . (1.1.34)

Definicao 1.1.3.5. Chama-se de vetor unitario o vetor cujo médulo ou compri-
mento é unitario:

|z | = 1. (1.135)

Base Ortonormada. Quando os vetores de uma base {e;} de um espago vetorial
real E sao unitarios e ortogonais, essa base é dita ortonormada, e é dada por:

(Gi,€j) = (513 (1136)

Desigualdade de Schwarz. Sejam dois vetores x e y pertencentes a um espago
vetorial propriamente euclidiano. Seja um terceiro vetor z = x + A y desse espaco, sendo
A um escalar nao nulo. A norma desse vetor sera:

(z,2) = (@ + Ay,z + Ay)=(2)* + 2 A (z, y) + N> y*>0.

Como essa desigualdade se verifica para quaisquer que sejam os vetores, entao, pela teoria
das equagoes algébricas, o trindmio em \ terda o seguinte discriminante:

A =4(z, y? — 422> <0 — (2, y)> <22 . %
Da relacao acima, segue a famosa Desigualdade de Schwarz:
[ (zoy) [<]x|.ly|. (L137).

Angulo entre dois vetores. Sejam x e y dois vetores de um espago vetorial
propriamente euclidiano. Usando-se a Desigualdade de Schwarz, teremos:

L@yl «q — | (z, y) <1
X le . lyl =7~

Como o cosseno de um angulo varia entre +1 e -1, entao a desigualdade acima permite
escrever que:

lz |

onde 0 é, por definicao, o angulo entre os vetores x e y.

Processo de Ortogonalizacao de Gram-Schmidt. Sabe-se que um espaco veto-
rial tem uma infinidade de bases. Assim, se tivermos uma base nao ortonormada é possivel,
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a partir dela, construir uma que seja ortonormada, da seguinte maneira. Se {e}} for uma
base nao ortonormada, o processo de Gram-Schmidt constréi, inicialmente, uma base
ortogonal, subtraindo de cada vetor e} seu componente na dire¢do do vetor anteriormente
ortogonalizado. Entao, se fizermos:

(81’ 6/2) )

(31’ el) - (617 62) = 0 °

/
e = €5 + ap eq, (e = —

Continuamos com esse mesmo processo até esgotar os vetores da base dada. Por fim, para
normalizar esses novos vetores e torna-los ortonormados, basta dividir cada um deles por
seu comprimento.

Componentes Contravariantes e Covariantes de um Vetor numa Base. Seja
{e;} a base de um espaco vetorial E. Se x € E, entao, segundo a expressao (1.1.1.1a), teremos:

r = 2'e¢, (1.1.3.9a)

onde 7' representa o0 componente contravariante de x na base {e;}, conforme ji vimos.
Nessa mesma base, o0 componente covariante x; de x é definido da seguinte maneira:

r; = (z, e;). (1.1.3.9b)

Para determinarmos a relacao entre esses dois tipos de componentes, vamos usar as
expressoes (1.1.3.1), (1.1.3.9a,b) e a Definigao 1.1.3.1. Assim, teremos:

z; = (e, €j) = 2 (e, ),
r; = gz, (1.1.3.9¢)

expressao que mostra ser g;; um abaixador de indice.

Definigao de ¢g”. Considerando-se a equacao (1.1.3.9¢) como um sistema de equagoes
lineares, a Regra de Cramer permite escrever que:

o= S g (1.1.3.10a)

| gij |

onde G é o cofator de g;;, que é obtido multiplicando-se o termo (—1)* * 7 pelo determinante
(n-1) x (n-1), este formado pela eliminagao, na matriz (G), da linha e coluna que se cruzam
em gi;-.

Definindo-se:
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G
| gij | 7

a expressao (1.1.3.10a) ficara:

' =g x;, (1.1.3.10b)

expressao que mostra ser g¥ um levantador de indice.

Agora, determinemos a relagao entre g” e g;;. Usando-se as expressoes (1.1.3.9¢) e
(1.1.3.10b), podemos escrever que:

' = g9(gp a*) — 6 aF = g7 g aF — (6 — g7 gp) ¥ = 0.

Como a terceira expressao acima se verifica para qualquer que seja =¥, teremos:
g9 gp = 0}, (1.1.3.11)

expressao essa que indica que os g sao reciprocos.

Produto Escalar em Termos de Componentes Co- e Contravariantes. Seja
{e;} a base de um espago vetorial E e x, y € E. Usando-se a Defini¢ao 1.1.3.1 e os resultados
anteriores, o produto escalar (x, y) serda dado por:

(z, y) = (dles, Yley) = 2’y (es, €5) =gz’ v/, (1.1.3.12a)
(z, y) = ziy/ = 2'y; . (1.1.3.12b)

Produto Interno e Dualidade. O produto escalar de dois vetores x e y, per-
tencentes a um espago vetorial E, apresentado na Definicao 1.1.3.1, define uma funcao
bilinear (x, y). Assim, para um fixado vetor x, essa func¢ao bilinear define uma funcao
linear de y, pertencente ao espaco dual E*, fungao essa que denotaremos por X. Portanto, a
transformagao x — X representa a aplicagdo G: E — E*, isto é: X = G(x). Usando-se essa
transformagao, o produto escalar (x, y) também é expresso pelo produto interno x .y
(“dot product”), definido por:

(x,y)=x.y=xy. (1.1.3.13)

Vejamos como esse produto interno é representado em termos de componentes. Sejam
{e;} e {e" (z)} as bases respectivas de E e E*. Sendo X = G(x) e considerando-se essas bases,
podemos representar essa aplicacao G por uma matriz g;;:

Xi = Gij ZL’j. (11314&)

Assumindo-se a expressao acima como um sistema de equacoes lineares, a Regra de
Cramer permite escrever que:
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o= C7 % (1.1.3.14b)

| gij |

onde G é o cofator de g;;. (Veja-se a definigao de cofator dada anteriormente.)

Definindo-se:

a expressao (1.1.3.14b) ficara:

' =gY%; . (1.1.3.14c)

Observe-se que essas matrizes g;; (abaixadora de indice) e ¥ (levantadora de indice),
conforme vimos, e que sao reciprocas, podem ser reduzidas, por uma mudanca de bases, a
uma forma diagonal onde os elementos g;; e g” (aqui, ndo vale a convengao de Einstein) sdo
+ 1 ou - 1. Neste caso, a base é denominada de semi-ortonormada, e, para a mesma,
define-se o conceito de assinatura - s que é dado pela diferenga entre o nimero (P) de
termos positivos e o numero (N) de termos negativos, ou seja:

s=P-N=@n-N)—N=mn—2N =N =02

onde n = P + N, é a dimensao do espaco vetorial. Ainda para esse tipo de base, e
considerando-se que g g’ =1 (| ¢ || g | = 1), teremos:
Lol — Lol — (- = (-1)"27 | (1.1.3.15)

onde g = det (g;;) e g’ = det (9"). E oportuno observar que s nio depende da base na
qual a reducao ¢ feita, conforme demonstrou o matematico inglés James Joseph Sylvester

(1814-1897).

Agora, depois dessa digressao sobre g;; (%), voltemos ao produto interno. Usando-se
as expressoes (1.1.1.1a), (1.1.2.2), (1.1.2.3) e (1.1.3.14a), a expressao (1.1.3.13) ficara:

vy =Xy =% @)y e =%y =%y = g7y . (1.1.3.16)

Comparando-se as expressoes (1.1.3.12a,b) e (1.1.3.14a,c) verifica-se que x' e X; repre-
sentam, respectivamente, os componentes contra- e covariante de x.

Exercicios (1.1.3)

EX.1.1.3.1| Demonstre a Desigualdade Triangular:

mod(z 4+ y) < mod (z) + mod (y) .
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Usando-se a Definigao 1.1.3.1 e considerando-se K = R, vira:

(z+y)? =1+, (+y =(@az+29 + 1 vy).

Majorando-se o segundo membro da expressao acima com (x, y) < mod (x) . mod (y) e
considerando-se a Definicao 1.1.3.4, teremos:

(x + y)? = [mod (z + y)]* < [mod (2)]* + 2 mod (z) . mod (y) + [mod (y)]?,
[mod (z + y)]* < [mod (x) + mod(y)]*> —  mod (x + y) < mod () + mod (y) ,

o que demonstra a Desigualdade Triangular.

1.1.4 Transformacgoes ou Operadores Lineares

Definicao 1.1.4.1. Uma aplicagao T de um espaco vetorial n-dimensional E em
si préprio (T: E — E) é dita uma transformacgao (operador) linear se faz corresponder
cada vetor x de E no vetor Tx, tal que:

1. T(x+y) = Tx + Ty, (1.1.4.1a)
2. T(ax) = aTx, (1.1.4.1b)

parax,y € Eea € K.
Exemplos
El. Operador Identidade 1 - Iz = x,V x ;
E2. Operador Projegao - Px = (e;, z) e; =x; ¢€; .

Representacao de um Operador. Seja T um operador linear que atua em um
espaco vetorial E. Esse operador poderd ser representado nesse espaco através de seu efeito
sobre a base {e;} do mesmo. Assim, segundo (1.1.1.1a), temos:

T@i = € ti, (27] = 1,2,3,...,”) (1142)

onde tg representam os elementos de uma matriz n x n. A partir daqui, o indice superior
representa o indice de linha, e o inferior o de coluna, para estar de acordo com a definicao de
produto de matrizes, que daremos mais adiante. Esses elementos matriciais sao calculados
da seguinte maneira (numa base ortonormada):

(e, Toe) = (e, ex tf) = t (¢, ex) = t§ 6],
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th = (ej, Ter). (1.1.4.3)

(2

Algebra de Operadores
1. SOMA - Dados dois operadores T e U, a soma entre eles é definida por:

(T + U)(z) = T(x) + Ux) .
Em termos matriciais, usando-se (1.1.4.2) e (1.1.4.3), teremos:
(T + U = (e, (T + U)es) = (¢, Tes + Ues) = (e, Tex) + (e, Uey),
(T + U) =] +ul. (1.144)
2. PRODUTO - Dados dois operadores T e U, o produto entre eles é definido por:
(TU)(x) = T[U()], (UT)(x) =U[T(x)] — UT#TU.
Em termos matriciais, usando-se (1.1.4.2) e (1.1.4.3), teremos:

(TU){ = (e, (TU) e;) = (e5, T(U &)) = (e, T (er. ul)) = (e;, T ex) uf

7 0

(TUY = ¢, uf. (1.1.4.5)

7

3. TRACO - Dado um operador T, representado na forma matricial tg , chama-se de
tracgo a soma dos elementos da diagonal principal:

tr(T) = . (1.1.4.6)

(2

4. TRANSPOSTA - Dado um operador T, representado na forma matricial t{ ,
chama-se de transposta a matriz obtida trocando-se a linha por coluna:

tht = . (1.1.4.7)

J

4.1. SIMETRIA (ANTISSIMETRIA) - Um operador T é denominado simétrico
(antissimétrico) se, respectivamente:

Tt =T, Tt =—T. (1148ab)

5. ADJUNTO - Dado um operador A, chama-se de adjunto A o operador definido
por:

(Ax, y) = (x, ATy). (1.1.4.92)
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Em termos matriciais, usando-se a Defini¢ao 1.1.3.1 (propriedade 1) e a expressao (1.1.4.3),
teremos:

(A €, €j) = <€j> A 62')* = (ei, AT Gj) y
(al)* = (a)i.  (1.1.4.9b)

6. NORMAL - Um operador N é denominado de normal se ele comuta com seu
adjunto:

NNt = N'N . (1.1.4.10)

7. HERMITIANO - Quando um operador H é igual ao seu adjunto, ele é denominado
hermitiano ou auto-adjunto:

HN = H. (1.1.4.11)

8. UNITARIO - Quando um operador adjunto U' é igual ao seu inverso, ele é
denominado de unitario:

Ul =U-1. (1.1.4.12)

9. ORTOGONAL - Um operador O num espaco vetorial real é denominado orto-
gonal, se:

oo, = & ou ooy = oy . (1.1.4.13ab)

10. DETERMINANTE - Dado um operador T, representado na forma matricial t{,
o seu determinante ¢ dado por:

det (T) = | ¢/ | = ¢ T/, (1.1.4.14a)

onde TV é o cofator de t]. (Veja-se a definicdo de cofator dada anteriormente.) Conforme

veremos no Capitulo 2, se (A) e (B) sao duas matrizes, entao:
det (A B) = det (A) . det (B). (1.1.4.14b)

Transformagao de Similaridade. Seja T um operador linear definido num espago
vetorial E e sejam {e;} e {€;} duas bases do mesmo, relacionadas pela expressao (1.1.1.2a).
Sendo tf a representacao de T na base e, determinemos sua representacao na base eé.
Aplicando-se o operador T na expressao (1.1.1.2a) e usando-se a expressao (1.1.4.2), teremos:

Téj = T6i8§ = (TGZ)SZ

7
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S Jk _ m i k _ m i
ektj— em t; s, — tjemsk— em t;" S

o= e (B s -t sh) = 0.

J

Como e, sao vetores L.I., a terceira expressao anterior permite escrever que:

m 1k __ m ot
sp oty = s

Usando-se a expressao (1.1.4.5), teremos:
(ST)r = (TS)r.

Em notacao compacta matricial, teremos:

Diagonalizagao de Operadores: Autovetores e Autovalores. Seja T um ope-
rador linear. Se x é um vetor nao nulo e t é um escalar, tal que:

Tz =tz (1.1.4.16a)

entao dizemos que x é um autovetor (“eigenvector”) e t um autovalor (“eigenvalue”) do
operador T.

Calculo de Autovetores e Autovalores. Em termos de componentes, a expressao
(1.1.4.16a) pode ser escrita na seguinte forma matricial:

(TP — t&)a? =0, (1.1.4.16b)

onde 5; é a matriz identidade I. Essa equacao (1.1.4.16b) s6 tem solugao nao nula para x se,
e somente se:

det(T' — t1I) = 0. (1.1.4.16¢)

A equagao (1.1.4.16¢) é uma equagao algébrica de grau n na incognita t e é denomi-
nada de equagao caracteristica ou equacao secular. As raizes dessa equacao sao os
autovalores t de T. Se essas raizes (autovalores) forem todas distintas, entdo a expressao
(1.1.4.16b) dara n autovetores linearmente independentes. Se existirem j (j < n) raizes
iguais (t; = to2 = .. = t;), entdo existirdo j autovetores distintos para esse mesmo
autovalor. Nesse caso, diz-se que ha degenerescéncia. Com relacao as n raizes (t1, to, ... t,)
(distintas ou nao), podemos demonstrar que:

(autovalores de T*) = (autovalores de T),  (1.1.4.17a)
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tr (T) =t + to + ... + t,. (1.1.4.17c)

| Exercicios 1.1.4]

EX.1.1.4.1| Se S é um operador que transforma uma base ortonormada em uma
outra também ortonormada de um espago vetorial real (E), demonstre que:

a) A matriz (S) é ortogonal; b) (S)' = (S)~ !; ¢) Nao existe diferencga entre indices
contra- e covariante.

a) Consideremos as bases ortonormadas de E, isto é:
(&, &) = 05,  (ex, €) = Opr .

Usando-se a expressao (1.1.1.2a), na primeira equagao acima, e usando-se a segunda, teremos:

(&, &) = &5 = (sF ey, s5 er) = s s (ex, €r) = F 85 Okr = s§ Sfa
sf 32—? = 05,
que mostra que (5) é ortogonal, conforme a expressao (1.1.4.13a).
b) Partindo-se da expressao anterior, vira:
sk s;—? = b5 — s sé—‘? = (sb)! s;—? =05 — (858% = &5.

Em notacao matricial compacta, teremos:
Sst=1 — S tSss =517 - S =51
c¢) Usando-se a expressao (1.1.1.1a) em (1.1.3.9b), resultara:
(z, €j) = xz; = (2" e ;) = ' (e, ¢5) = x' 6y = 7.

EX.1.1.4.2| Seja H um operador hermitiano e U um operador unitario. Demonstre

que:

a) Os autovalores de H sdo reais e seus autovetores correspondentes sao ortogonais;
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b) O operador U preserva o produto escalar, é ortogonal (se K = R) e é também
normal.

al) Para H, a equacao de autovetores (autovalores) é dada pela expressao (1.1.4.16a):
Hx = hxz, (x=autovetor, h = autovalor).

Sendo H um operador hermitiano, as expressoes (1.1.4.9a) e (1.1.4.11) permitem escrever
que:

(Hz, 2) = (v, H ) = (z,H ) .

Usando-se as propriedades 3 e 3’ da Defini¢ao 1.1.3.1 e a expressao (1.1.4.16a) nas equagoes
acima, vira:

(hz, z) = (&, he) —  h*(x,2) = h(x,2) — (" — h)(z, x) = 0.

Se x # 0, entdo (z, x) # 0, logo: h* = h , resultado esse que mostra que os autovalores
de H sao reais.

a2) Se x e y sao autovetores de H e hy e hy os correspondentes autovalores distintos,
isto é:

Hx = hx e Hy=hy,
entao, de acordo com o item anterior, temos:
(Hz y) = (i y) = h(zy),
(x, Hy) = (v, hay) = ha (z, y) .
Sendo H hermitiano, as expressoes anteriores nos mostram que:
(Ha, y) = (&, Hy) — Mz y) = h(z,y) — (= hy)(ry =0.

Como hy # hg, entao (z, y) = 0, resultado esse que indica que os autovetores correspon-
dentes a autovalores distintos de um operador hermitiano sao ortogonais.

bl) Usando-se as expressoes (1.1.4.9a) e (1.1.4.12), teremos:
Uz, Uy) = (z, U Uy) = (2, U ' Uy = (z,9).

b2) Consideremos as seguintes expressoes:
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Uzx = v, e Uy = z.

Considerando-se, sem perda de generalidades, uma base ortonormada (g;; = &;;), as ex-
) ) 1J ij /)y
pressoes acima sao escritas da seguinte maneira:

U = X5 Uj, Zi = Yk Uk -

Usando-se as expressoes (1.1.3.9¢), (1.1.3.12b) e o fato de considerarmos ser a base ortonor-
mada, efetuemos o seguinte produto escalar:

(U Z, Uy) = (% Z) = UV Zp = Tj Uj; Yk Uk = Uj; Uki Tj Yk -
Usando-se o resultado do item anterior nas expressoes acima, vira:
Uz, Uy) = (x,y) — uj Up Tj Yo = Ojk T Yp  —  (Wjs ug; — ) j yp = 0.
Como x e y sao vetores quaisquer, da expressao acima podemos escrever que:
(uji Uks — (5j ) =0 - Uj; Uki = Ojk -

Usando-se a expressao (1.1.4.13b), o resultado acima indica que a matriz (U) é ortogonal.

b3) Consideremos a seguinte equagao:
vu-t'=U0U"1'U=1.
Usando-se a definigao de operador unitério (expressao (1.1.4.12)), na equagao acima, vira:
UuUt = U U .

Esse resultado mostra, segundo a expressao (1.1.4.10), que U é um operador normal.
EX.1.1.4.3| Se A e B sdo dois operadores, demonstre que: (AB)! = B'A" .
Sotugao]

Usando-se as expressoes (1.1.4.5) e (1.1.4.7), teremos:

(AB); = ai 0 = (af)' ()" = (b)' (a)" = (B'A)],
(AB); = [(AB)])  —  [(AB)]] = (B'A)].

Portanto, usando-se a linguagem matricial compacta, teremos:

(AB)! = B'A'.
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Problemas (1.1)

1.1.1 Dadas as matrizes (A), (B) e (C), demonstre que:
a)tr (ABC) = tr (BCA) = tr (C A B);
b) (A B )l = CT Bf AT .

1.1.2 Se (S) e (A) sao, respectivamente, matrizes simétrica e antissimétrica, demons-
tre que:

a) Qualquer matriz (M) pode ser escrita na forma: (M) = (S) + (A);

b) tr (A) = 0;

¢) (A2 = (S).

1.1.3 Demonstre que o produto de duas matrizes unitarias ¢ também unitario.

1.1.4 Encontre uma base ortonormada para o espaco R* gerado pelos vetores:
(1,1,0,0),(1,-1,1,1),(-1,0,2,1) .

1.1.5 Demonstre as expressoes (1.2.4.17a,b,c).



Capitulo 2

2.1 Tensores
2.1.1 Produto Tensorial de Espacos Vetoriais

Definicao 2.1.1.1 - Produto Tensorial de 2 Espacos Vetoriais. Sejam E e
F dois espagos vetoriais, definidos sobre o mesmo corpo K e tendo, respectivamente, as
dimensoes n e m. Denomina-se produto tensorial entre esses dois espacos vetoriais o
espago vetorial de dimensao n X m, denotado por:

E®F,
formado por elementos do tipo:
t = 1®uy, (reE e yeF),

e denominado de tensor.

Componentes de um Tensor. Sejam {e;} e {f;} as bases respectivas de E e F.
Usando-se a expressao (1.1.1.1a), teremos:

t=2y = (@e) W f) =2ye®f;, (21.11a)
ou:
t =1tie® f;.  (2.1.1.1b)
Nessa expressao, os elementos:

{e; ® f;}, (21.1.1c)

formam a base do espaco vetorial £ ® F, e
tv = 2ty (2.1.1.1d)

sao os componentes do tensor t, composto de m X n nimeros.

O espaco vetorial E ® F' definido acima é o dual do produto cartesiano E* x F* e,
algumas vezes, esse produto é considerado como a definigdo de £ ® F. (Registre-se que se
denomina produto cartesiano entre dois conjuntos A e B o conjunto de pares ordenados
(v, B),coma € Ae € B.)

Definicao 2.1.1.2 - Poténcia Tensorial de Espacos Vetoriais. Seja E um es-
paco vetorial de dimensao n e E* o respectivo espacgo dual, ambos definidos sobre o corpo
K. Denomina-se poténcia tensorial entre p réplicas de E e ¢ réplicas de E* o seguinte
produto tensorial:
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EQEQER .. QEQLE QLE ®..0 B = QP FE 1 E*.
Cada elemento desse espago é um tensor misto do tipo (p, q), definido por:
t = 21)®xp Q.. ° Tp @ v @ u® @ ul@ |
com:
(), T@), - Tp) €EE e (u®, u®, . u) e B,

Componentes de um Tensor Misto. Sejam {e;} e {7 (z)} as bases respectivas
de E e E*. Usando-se as expressoes (1.1.1.1a) e (1.1.2.5a), teremos:

t = Z(1) X Z(2) X ... R Z(p) (9 u(l) X u(2) L& U,(q) =

= 2y e ® 3y € ® . @ 2y €, @ U & (2) ® ) & (2) @ . @ uf & (x)

ou:
i1 o ip (1), 2 (@) , , J1 J2 Ja

t Ty Tay - Ty Uy Ujy U €y ® €, @ . ® €y, @ (2) @ e” (2) @ ... ® e (2) ,

ou:

t= 1 e R, ® .. Qe @ (2) @R (2) @ .. @ (z) . (21.1.2a)

J1J2---Jq
Nessa expressao (2.1.1.2a), os elementos:

{e, ®e, ®...Qe @& (2)@e? () ®...®e (x)}, (2.1.1.2b)
formam a base do espago vetorial F @ F® F ® ... ® FE Q E* @ E* ® ... ® E* , e:

iti.dp iy i ip (1) (2), (9)

sao os componentes do tensor misto t, composto de n? © ¢ nimeros.

Propriedades do Produto Tensorial. Considerando-se as operagoes (+) e (®)
entre os tensores de todos os tipos, observa-se que eles formam uma algebra: fechada com
relac@o a essas duas operagoes e a segunda delas (®) é associativa e distributiva com relacao
a primeira (+). Por exemplo, se (X, y, ... ) € E, (u, v, ... ) € E* e (a, 3, ... ) € K, entao:

lLa)z @YeEF®E, Hu®uveE" QFE, c)z@ueFE®FE, duxrecEQFE;

22) (z +yYQu =2Qu +yQu; b (u+v)®r =u®zr +vc;



25
a)r®u+v) =z2u + v, u®@E +y =ur +uly,;
da)(ar)@u = a(z®@u) = 2@ (cu); b) Pfur =0udr) =u® (fx).

Mudanga de Base. Sejam {¢;} e {¢/ (z)} as bases respectivas de E e E*. Sejam,
ainda, {€;} e {&™ (x)} aquelas bases transformadas segundo as expressoes (1.1.1.2a,b) e
(1.1.2.4a,b), isto é:

Tomemos o seguinte tensor:
t=tle®e,@c" (1) = e, Qe @™ (x) . (21.1.3)

Usando-se as expressoes (1.1.1.2b) e (1.1.2.4a) na expressao (2.1.1.3), vira:

57 o © 8] & @ sk, & (1) = T 8 ® 8 © &7 (3)
ST 87 sk ey @ en & (1) = B & ® eq © & (1)
(8 s 57 sk — ) G ®en ®E™ (z) = 0.

Como os vetores do conjunto {€; ® é; ® ™ (x)} sao L.I. (vide Exercicio (2.1.1)), teremos:

o= sPshsk ol (21.1.4)

Tipos Especiais de Tensores

1. Contravariante: ¢t  [Tipo (p, 0)];

2. Covariante: t;;, ;. [Tipo (0, q)];

3. Vetor: t*  [Tipo (1, 0)];

4. Forma Linear: t;  [Tipo (0, 1)];

5. Escalar: ¢ [Tipo (0, 0)].

6. Euclidiano - Nao hé distingao entre indice co- e contravariante: tV = t; =t/ .
7

. Relativos ou Pseudo-tensores - Quando, numa mudanca de base, eles se trans-
formam segundo a relagao:
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70102...0p  _ Quw 41 d2 dp A1 d2 dg 4c102...0p
b1b2...bq - S 861 SCQ Scp Sbl Sb2 qu td1d2n_dq 9 (2115)

onde S é o determinante da transformacao definida pela expressao (1.1.1.2a), isto é:

e w é um numero inteiro relativo, denominado grau do pseudo-tensor.
7a. Densidade Tensorial: w = 1 ;

7b. Capacidade Tensorial: w = — 1.

Exercicios (2.1.1)

EX.2.1.1.1| Demonstre que os vetores do conjunto {&; ® €, ® &™ (z)} sao L.I.

Suponhamos que o tensor t € F ® E ® E* seja nulo, quaisquer que sejam os vetores
€ @ en ®E™ (x) , isto é:
st st sk t/ ey ®en @E™ (z) = 0.

7 m

Como €; ® e; ® €™ (x) sdo quaisquer, essa igualdade s6 se verifica se:

sPstskt = 0.
Usando-se a Definicao 1.1.1.2b, a expressao acima demonstra que os vetores do conjunto
{e; ® en @ ™ (x)} sao L.I.

2.1.2 Algebra Tensorial

Defini¢ao 2.1.2.1 - SOMA. Sejam t e r dois tensores de mesmo tipo (p, q) e o0s
escalares a e b. Chama-se de soma tensorial entre t e r ao tensor s, também de mesmo
tipo (p, q), definido por:

ivig..ip
J1j2---Jq

= a )2 pr o (21.2.0)

J1j2---Jq jije.--Jq

Definigao 2.1.2.2 - PRODUTO EXTERNO (TENSORIAL). Sejam t e r
dois tensores de tipo (p, q) e (m, n), respectivamente. Chama-se de produto externo
(tensorial) entre t e r ao tensor p, de tipo (p + m, q 4+ n), definido por:

1112...0p11%92...0m __ ,1192...%p  §192...0m
]1j2jq]1j2jn - t]l_]Q_]q j1j2-~~jn ' <2122)
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Definigao 2.1.2.3 - CONTRACAO. Seja t um tensor de tipo (p, 4). Chama-se
de tensor contraido de t ao tensor c, de tipo (p - 1, q - 1), obtido quando se iguala
um determinado indice contravariante a um indice covariante, e soma-se sobre esse indice.
Assim:

plrizeip _yiisededp o itdaedpr (2.1.2.3)

J172---Jq J1J2..ir...Jq J1J2--Jg—1

Defini¢do 2.1.2.4 - PRODUTO INTERNO (CONTRAIDO). Sejam t e r
dois tensores de tipo (p, q) e (m, n), respectivamente. Chama-se de produto interno
(contraido) entre t e r ao tensor i, de tipo (p + m - 1, ¢ + n - 1), obtido quando
se iguala um determinado indice contravariante (covariante) de um deles a um certo indice
covariante (contravariante) do outro, e soma-se sobre esse indice. Assim:

1192 0p i199..0m 201020k 0p d149...0m 102 0p—14m

Eirgody Tivgodn = Civjood  Titgodemdn = bijpderna »  (2.1.2.4a)
1192.0p  d109..0m  _ 401%92...0p 119200k im 1192 0prm—1 -

tj1j2~~jq J1j2.--jn tjljZ--~jk-~~jq Tjijo.in = YJij2.dg—14n (2‘1‘2‘4b>

Definicao 2.1.2.5 - CRITERIO DE TENSORIALIDADE. Seja q um tensor
cujo tipo se quer determinar e t um tensor de tipo (p, q). Para se determinar o tipo do
tensor q multiplica-se o mesmo por t e realiza-se m contragoes. Se o resultado obtido for
um tensor s do tipo (k, n), entdao q é um tensor do tipo (k + m - p, n + m - q).

Definigao 2.1.2.6 - SIMETRIA. Seja um tensor s contravariante (covariante). Se
dois indices contravariantes (covariantes) podem ser trocados sem alterar o valor do mesmo,
ele é dito simétrico com relacao a esses indices.

Quando todos os indices de s podem ser trocados aos pares sem alterar o seu valor, ele é dito
completamente simétrico.

gl = gt oy s g = S .. (2.1.2.5b)
Defini¢ao 2.1.2.7 - ANTISSIMETRIA. Seja um tensor a contravariante (cova-
riante). Se dois indices contravariantes (covariantes) podem ser trocados alterando o sinal
do mesmo, ele é dito antissimétrico com relacao a esses indices.

a = —aI ou a_ = —aj. . (2.1.2.6a)

Quando todos os indices de a podem ser trocados aos pares alterando o seu sinal, ele é dito
completamente antissimétrico.
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Observe que para um tensor completamente antissimétrico, o sinal de seu componente
dependera do nimero de permutacoes. Assim, para um numero par de permutacoes, o
componente conservara o sinal; para um numero impar, trocara de sinal. Isto é facilmente
visto tomando-se uma permutacao fundamental, por exemplo: 1, 2, 3, ..., p, fazendo-se
as permutacoes e usando-se a definicao de antissimetria completa. Observe-se, ainda, que,
se o componente de um tensor antissimétrico tiver pelo menos dois indices repetidos, esse
componente é nulo. Por exemplo:

1 = — ¢ = 0.

Exercicios (2.1.2)

EX.2.1.2.1| Demonstre que a simetria (antissimetria) com relacao a dois indices é
invariante por uma mudanga de bases.

Essa demonstracao podera ser feita com um tensor de segunda ordem, sem perdas
de generalidades. Assim, usando-se a expressao (2.1.1.4) e considerando-se que os s s@o
escalares, teremos:

mn M N 1] N oM 4]
t = s, s;tV = s7 5" 1Y

Se o tensor considerado for simétrico (t¥ = %) ou antissimétrico (¥ = — /'), a expressdo
(2.1.1.4) nos garante que:

I

<

st 9 = s? s it = ¢nm

mn __ n o.m 41y __ n .m v mm
t LT U —

A resolucao desse exercicio mostra que nao podemos definir simetria (antissimetria) com
relagao a dois indices, um contravariante e o outro covariante, pois essa propriedade nao sera
preservada depois de uma mudanca de bases.

EX.2.1.2.2| Calcule o nimero de componentes independentes de um tensor comple-

tamente simétrico (antissimétrico). Estude o caso particular de um de segunda ordem.

De um modo geral um tensor p vezes contravariante (covariante) tem n? compo-
nentes, onde n é dimensao do espaco vetorial. Contudo, se o tensor for completamente
simétrico (antissimétrico), o nimero de componentes independentes serd menor.

a) Se o tensor (a) for completamente antissimétrico seus componentes independentes

deverdo ter todos os indices distintos e na ordem natural e o seu nimero (N£%) sera obtido
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agrupando-se n elementos p a p e que se distingam apenas pela natureza, tratando-se por-
tanto de uma combinacao:

ca _ (p — __nl
ina = Cn = (n—p)! p! -

Esses componentes independentes serao denotados por:
alarez-ap) oy U(a1as...ap) (a1 < ay < ... < ap).

al) No caso de um tensor de segunda ordem, teremos:

ca  _ CQ o n! _ n(n=1) (n=2)! _ n (n-1)
ind n T (n=2)!20 (n—2)! 2 2 :
b) Se o tensor (s) for completamente simétrico, o nimero de componentes indepen-
dentes serd C? acrescido do nimero de elementos diagonais, isto ¢, aqueles que tém o mesmo
indice.

bl) No caso de um tensor de segunda ordem, teremos:

z’ifd:CZ—i—n:w_i_n:%.

2.1.3 Simbolos de Kronecker e de Levi-Civita, Determinante
Definicao 2.1.3.1 - Delta Generalizado de Kronecker. No item 1.1.1., defini-
mos o simbolo delta de Kronecker da seguinte maneira:

o =0 = 6pp =1, (m=mn) e 0" =0 =70, =0 (m#n).

n

Agora, vamos definir o Delta Generalizado de Kronecker 6;1;22% da seguinte
maneira: os indices superiores e os inferiores podem ter qualquer valor de 1 a n. Se pelo
menos dois indices superiores ou dois inferiores tém o mesmo valor, ou se os indices supe-
riores nao sao o mesmo conjunto dos indices inferiores, esse simbolo sera nulo. Se todos
os Indices superiores e inferiores sao separadamente distintos e os indices superiores sao o
mesmo conjunto dos nimeros inferiores, esse simbolo terd o valor + 1. Sera + 1 se entre
o conjunto dos indices superiores e o dos inferiores houver um nimero par de permutagoes;

serd - 1 se o nimero de permutagoes for impar.

Exemplos:

§l28 _ g123 _ 4

123 _ §123 __ 113 _ §123 __
123 312 5213 - 5321 - 17 5123 - 5456 = 0.

?

Definicao 2.1.3.2 - Simbolo de Levi-Civita. O simbolo de antissimetria
completa de Levi-Civita "192% ou £4,q,...q, ¢ definido da seguinte maneira:
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ai1a2...ap __ a1a2...ap
= 512...p e

Usando-se a Definicao 2.1.3.1, o simbolo de Levi-Civita pode ser definido da seguinte
maneira:

€192 (g4 0, a,) = 0, se pelo menos dois indices forem iguais;  (2.1.3.1a)

gt1az.-ap (6111,12.“%) = 4 1, se os indices formarem um nimero par de permutagoes a partir
da permutacgao fundamental 1,2, ..., p; (2.1.3.1b)

g1z -ap (8a1a2map) = — 1, se os indices formarem um nimero impar de permutagoes a
partir da permutacao fundamental 1,2, ....,p;  (2.1.3.1c)

Exemplos
el (ey1) = €2 () = ... = €™ (enn) = 0, €2 (epn) = —&? (e91) = + 1
' (e122) = ' (e121) = 0, gl? (e123) = 31 (e312) = — g1 (€213) = +1;
€1 (e1933) = 0, € (c1934) = €™ (eg143) = % (312) = — *P* (eq1ma) = + 15

Defini¢do 2.1.3.3 - Determinante. Por defini¢do chama-se determinante |d!|,
comi=]j=1,2, .. n,aseguinte equacao:
j _ _ ajag...an J1 2 n
| d] | = d = emeondy di ..dy , (2.1.3.2a)

an

ou:
(& | = d = oy, d2 5 .. dv . (2.1.3.2D)

As expressoes (2.1.3.2a,b) tomarao um novo aspecto, considerando-se que a quanti-

dade:

biba...bn
d ghib2 ,

serd igual ao determinante d, a menos de sinal, se a permutacao by, by, ..., b, for impar, e
igual a d, se a permutacao for par. Por outro lado, segundo a Definicao 2.1.3.2, podemos
escrever a seguinte igualdade:

b1b2...b _ aias...a b1 b2 b
d ghbebn — cmaran gh bz b

Multiplicando-se a expressao acima por €p,p,..5,, Obteremos o seguinte resultado:
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bibs...by, __ aias...an ,Jb1  Jba bn,
Ebiby...by, d g = Ebibg...by € da1 da2 ..d

an *
Usando-se o Exercicio 2.1.3.1d, que sera resolvido mais adiante, isto é:

biba...bn, __
Ebyby..by, € b2 = n'

9

podemos escrever que:

. i aiaz...a b1 bo b _ i b1ba...b al a2 a
d = =i €hbyb, € mdy d? o dyr = e " Caragean Ay dpe o dyt . (2.1.3.2¢,d)

E oportuno destacar que o determinante d pode ainda ser representado pela seguinte notacao:

% 1 b b b an
| & | = d = L epy b Cararay A d2 L den | (2.1.3.2¢)

| dj' | = d = L €b1b2"'b" ga1a2..-0n dblal db2a2 dbnan , (2132f)

n!

onde j é o indice de linha e i o indice de coluna.

Definicao 2.1.3.4 - Cofator. Tomemos a definicao de determinante dada pela
expressao (2.1.3.2). Entao:

dl| = d = eaoon gl @2 dn o= dl emoetn @2 Ldi o= di DY, (2.1.3.3a)

Qn

onde:

D = gmaz.an diz Lodr (2.1.3.3b)

an
é denominado o cofator do elemento di'. E claro que se pode escrever expressoes analogas
para cada um dos elementos do determinante d. Portanto, de um modo genérico, podemos
escrever que:
d = d" D! . (i=indice mudo, m = indice livre) (2.1.3.3¢c)
Multiplicando-se a direita a expressao acima por 9, e usando-se a expressao 1.1.1.3b, vira:

d§m = dr Di §m  —  dom = d" D (2.1.3.3d)

E oportuno observar que quando se faz na expressao (2.1.3.3d) m = n, e realiza-se a soma
nesse indice, teremos:

dém = dr D), — d"D! =dn. (2.1.3.3e)
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2.1.4 Tensor de Levi-Civita

Definicao 2.1.4.1 - Tensor de Levi-Civita. O tensor completamente antis-
simétrico de Levi-Civita 1,,4,. 4, (7“%%) é definido da seguinte maneira:

Naias...an = \/| g | €aras...an — ﬁ €ajag...an s (2‘1‘4-13)

nalag...an — /| g/ | 6alag...an — ‘1 | 8alag...an , (2141b)
AYARY

onde:
| g | = médulo de det (g;;) e | ¢ | = médulo de det (g) .

Observe-se que podemos usar o tensor métrico g;; (g”) para definir uma forma
mixta do tensor de Levi-Civita, da seguinte maneira:

a162...p a1y

asco
Mopir.bn = 9 -

g . gapcp nclcz.A.cpprrl...bn ) (2141C>

bpt1.--bn

ﬂalag...ap = ga101 ga202 gapcp nc1cg...cpbp+1...bn . (2141d)

Exercicios (2.1.3)

EX.2.1.3.1| Mostre que, para i, j, k, r, s, t, = 1, 2, 3, teremos:

a) ek g, = 0L 67 6F + 6107 68 + 0 5] oF — 6L 61 6F — &1 6] oF — &1 67 oF

ijk _ i Sk J Sk .
b) e Eist = 52 5t - 515 53 )
C) €ijk Eijt = 2 (ﬂ{ )
d) &Tijk Eijk = 6 .

la) Usando-se a Definigao 2.1.3.2, teremos:

ijk _ gijk g123 _ ijk
e e = Ora3 0,50 = Oyt -

Agora, usando-se a Defini¢ao 2.1.3.1, resultara:
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S e = O 01 = 0 = 5 0) 0t + 000 0% + 01 6] 6 — 0%6) of — 6107 oF — 6} oL

1b) Partindo-se do resultado anterior e fazendo-se r = i, resultard: (Lembrar que:

om = 3ed, o) = b )
eF eiy = 0061 8F + 07 6] F + 6Ll 6F — &1 6] oF — 61 6] F — 6j 61 oF =
— 36108 + 6/ 0% + k5] — 816k — 36] 68 — oF 6l = 61 6F — &) oF .
1c) Partindo-se do resultado anterior e fazendo-se s = j, vira:
eh ey = 61 oF — ol 6F = 36F — oF = 26F.
1d) Partindo-se do resultado anterior e fazendo-se t = k, viré:

8ijk€ijk = 25’,; =6 = 3.

E oportuno registrar que para um espaco vetorial de dimensao n, pode-se demonstrar
que:

ai1az...an _ |
9 €ajag..an, — M- .

EX.2.1.3.2| Use a Definicao 2.1.3.3 para calcular um determinante de segunda ordem.

Segundo a expressao (2.1.3.2), para um determinante de segunda ordem, isto é, com
i, j =1, 2, tem-se:

d=|d| =eld & =e¥d &+ ¥dyd? =
= el dt @ + A d3 + 2 dyd? + e2dLd3.
Sendo e = ¢2 = 0ec!? = — &2 = 1, teremos:
d = |d| = didy - dydi,
o que coincide com o calculo tradicional, isto é:

dy d

g d%] — -

d=|dz|:[



34

EX.2.1.3.3| Demonstre que:

det (AB) = det (A) . det (B) .

Inicialmente, fagamos A . B = C' . Assim, usando-se a expressao (1.1.4.5), vira:

¢ = a bF.

)

Usando-se a expressao acima e a expressao (2.1.3.2), teremos:

| soras..an Ll 2 n  __ ~ojag..an o1 10 2 1B n  1,0n
]| = exezom el cZ ok = MO moap b oag b2 .oap byr —
T a1a9...0n o1 2 n 51 1,02 Bn a1a...0n o1 2 n 811,52 Bn
| = ¢ ap, ag, ... ap bgl b2 .. br = ¢ A, Q5,3 €pp,.3,07 Do b .

Por fim, usando-se novamente a expressao (2.1.3.2), teremos:
det(C) = det (AB) = det (A) . det (B) .

EX.2.1.3.4| Demonstre a Regra de Cramer.

Dado o sistema de equacoes lineares, nao-homogéneas:
y' = dial,  (df = matriz (n x n)),

determinemos z7. Multiplicando-se & esquerda a equagao acima por D" e usando-se as
expressoes (2.1.3.3d) e 1.1.1.3b, teremos:

)

Dy = D dia) = doft o) = da™.

Se d # 0, a expressao acima resultara em:

expressao essa que traduz a Regra de Cramer.

EX.2.1.3.5| Demonstre que:

a) O simbolo de Levi-Civita (¢*%2%) ¢ uma densidade tensorial;

b) O simbolo de Levi-Civita (g4,4,..a,) ¢ uma capacidade tensorial.

a) Tomemos o seguinte determinante (p X p):
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j— a
S = |sp|
Usando-se a Definicao 2.1.3.2, teremos
Q ~di1a42...ap __ b1b2...b az ap
S e Po= ¢ P syl sy S
a1as...ap, __ Q\— 1 aip a2 ap b1bs...b
€ o= (9)7 1 sy s sy € P

Usando-se o fato de que S S = 1 e a expressio (2.1.1.4), verifica-se que £71%-% ¢ uma
densidade tensorial.

b) Tomemos o seguinte determinante (p X p):

_ b
S - | Sa ’
Usando-se a Definicao 2.1.3.3, teremos:
S eaiy.a, = € biosh2 bp
dida...ap — Ebiba..bp Say Say - Sap o
— — 1 b1 b b
Caa.a, = (5) Sk 82 .. S Ebiby..by

Usando-se a expressao (2.1.1.4), verifica-se que £4,4,...q, ¢ uma capacidade tensorial.

EX.2.1.3.6 | Tomando-se a expressao (1.1.3.1), isto é:
95 = (e ),

demonstre que, nos espacos euclidianos (det | g;; | # 0) , tem-se:
a) gi; ¢ um tensor covariante de segunda ordem, conhecido como tensor métrico;
b) det | gij | = ¢ é um pseudo-escalar de peso 2;

¢) v/— g é uma densidade escalar;

1
d) ( V- > ¢ uma capacidade escalar.

a) Consideremos a mudanga de base definida pela expressao (1.1.1.2a):

5= — gt o.
e = sie;.

Usando-se a expressao (1.1.3.1) para essa nova base, e considerando-se a expressao (1.1.1.2a),
teremos:
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g5 = (&, &) = (5" em, ST en) = s7' 5% (em, €n) -

Usando-se novamente a expressao (1.1.3.1), resultara:

o m n
95 = 5; 55 Gmn

o que demonstra que o tensor métrico é um tensor covariante de segunda ordem.

b) Expressando-se o resultado obtido no item anterior sob a forma de determinante,
Vira:

det | gij | = det| 7" s5 Gmn | -
Considerando-se o resultado dos Exercicios (1.1.4.1) e (2.1.3.3), teremos:
g=>59,

o que demonstra que g ¢ um pseudo-escalar de peso 2.

¢) Multiplicando-se o resultado anterior por (-) e extraindo-se a raiz quadrada, te-
remos:

V=7 = 5v=3.

o que demonstra que y/— ¢g é uma densidade escalar. Observe-se que, quando o espago for
estritamente ou propriamente euclidiano (¢ > 0), teremos:

Vi =5V,

d) Tomando-se o inverso do resultado anterior, teremos:

1 1

(v=a) =s"'(v=a)

- 1 /7 .
o que demonstra que ( vV—g ) é uma capacidade escalar. Observe-se que, quando o

espago for estritamente ou propriamente euclidiano (¢ > 0), teremos:

-1

(vi) ' =5 ()

EX.2.1.3.7| Demonstre que, partindo-se da expressao (2.1.4.1a), obtém-se a ex-
pressao (2.1.4.1b).

Tomemos a expressao (2.1.4.1a):
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Naias...ap, = \/’ 9| €aragan = ﬁ €arag...an > (I)

Segundo a expressao (1.1.3.10b), podemos escrever que:

nb1b2---bn _ gb1a1 gb2a2.“gbnan Navas...an - (H)

Por outro lado, segundo a expressao (2.1.3.2e), temos:

biai gb2a2 gbnan .

. , 1
det (gﬂ) = 9 = .1 bbby €aras..an 9

b1ba...b

Multiplicando-se a expressao acima por & » e usando-se o Exercicio 2.1.3.1d, vira:

bibo..bp  __

/ b
g e = €ajag..an 9

g™ .. gbnan o (TID)
Usando-se as expressoes (I) e (II) em (III), resultara:

b1ba...bn

n — g/ 8blbg...bn | g ’ . (IV)

Agora, considerando-se a expressao (1.1.3.11), ou seja:
P =10 - Jdg=1 - g Iylgl =1,
a expressao (IV) ficara:

bibo.bn _ bibo.bn — 1 _biba.bn

| g | €

que representa a expressao (2.1.4.1b).

Problemas (2.1)

2.1.1 Dé um exemplo de aplicacao do critério de tensorialidade.

2.1.2 Se A;; é um tensor antissimétrico, demonstre que:
(5;. ok + ot 5;?) A = 0.

2.1.3 Seja um tensor A;j. Mostre que o nimero N de componentes independentes
desse tensor vale:

N = "(n‘f'l?))!("'*‘z)’

se A;j; ¢ completamente simétrico;



—1) (n -2 . .
N = nl 3), m =2 seA;;r ¢ completamente antissimétrico;

2.1.4 Demonstre que:

Lo = (n—1)6; (k=12 ., 0

a1a2...apbpi1...b . . ajaz...ap
II. ¢ pYp+ n Eblbz...bpbp+1...bn = (n p)' €b1b2...bp ;
— 1 g2 n
I1I. Eirig.in — n! (51»1 5@'2 (51-”, s
2.1.5 Se os elementos de um determinante |d]| = d sao fungbes das varidveis

..., n"), demonstre que:

B8 . .
S o= Dy g% (& Dl =dd)).

Q
8
°
@



Capitulo 3

3.1 Algebra Exterior
3.1.1 Algebra Exterior de ordem dois

Definicao 3.1.1.1 - Produto Exterior de dois vetores. Sejam x e y dois
vetores do espaco vetorial E de dimensao n, definido sobre o corpo R. Denomina-se produto
exterior desses dois vetores o tensor denotado por x A y, denominado bivetor ou 2-vetor,
e definido por:

TNy =r2®y —yx, (3.1.1.1a)

e que satisfaz as seguintes propriedades:
LaAN(y+2) =zxzANy+zAhz; (+yAz=zAz+yAz; (3.1.1.1b)
22a(xANy) = (ax) Ny = AN (ay); (3.1.1.1c)
3.z ANz = 0; (3.1.1.1d)
4xAhNy = —yAxz, (3.1.1.1e)

onde (x, y, z, ...) € Eea € R.

Componentes Estritos de um 2-vetor. Seja {e;} a base de E e (2%, ?) os
componentes de (X, y) € E nessa base. Entao, segundo a expressao (1.1.1.1a), o produto
exterior dado pela expressao (3.1.1.1a) serd escrito na forma:

s ANy = ('e)@(We)— (YWe)@ (e =2yeRe — 2" ye Qe .

Trocando-se, no segundo termo da expressao acima, i por j, e usando-se a expressao (3.1.1.1a),
Vira:
tANy =2 ye®e —alye®e = (@'y —Ty)e e, (3.1.1.2a)

expressao essa que mostra que x A y é um tensor contravariante antissimétrico de segunda
ordem.

Para obtermos os componentes estritos desse tensor dado pela expressao (3.1.1.2a),
vamos decompor a mesma da seguinte maneira:

TNy = g,(wiyj —dy)e@e + L (@Y - y)e®e;.

J 1>

Trocando-se o i por j no segundo somatorio, teremos:
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= X @y —dy)(e®e — e Qe .
<j

i

Usando-se a expressao (3.1.1.1a) e lembrando-se a defini¢do de determinante, resul-
tard:
i

T 7

Y= i;j [ x’ 51' ] (ei Aej) . (3.1.1.2b)

Nessa expressao, o conjunto {e; A e;} é linearmente independente (LI). Observe-se que se
nao for considerada a restrigdo i < j , a expressao (3.1.1.2b) apresentara a seguinte forma:

1) %

TAYy = 5% [; yj 1 (e; Nej). (3.1.1.2¢)
i, J Y

Definicao 3.1.1.2 - Espaco de 2-vetores. Seja E um espaco vetorial de dimensao
n, definido sobre o corpo R, e de base {e;}. O subespaco de E @ E ( = ®? E) dos tensores
contravariantes antissimétricos de segunda ordem, gerados pela base {e; A e;}, é chamado
de espaco de 2-vetores - A? E. Este espaco consiste de elementos do tipo:

(@ax) A (by),
onde (a, b) € Re (x, y) € E, e tem a seguinte dimensao:

dim N2 E = €2 = n@=b

n 2

Observe-se que a Algebra dos elementos de A? E é conhecida como Algebra de Grassmann,
em virtude de haver sido iniciada pelo matematico alemao Hermann Giinther Grassmann

(1809-1877), em 1844.

Mudanca de Base no Espaco A\? E. Neste item, vamos ver como se transformam
os componentes estritos de um 2 — vetor numa mudanga de base. Segundo a expressao
(3.1.1.2a), todo 2 — vetor é um tensor contravariante antissimétrico de segunda ordem e,
portanto, segundo a expressao (2.1.1.4), teremos:

mn __  __ inm  __ m on 41j
t t sp 55t
Agora, vamos decompor essa expressao da seguinte maneira:
o= 3 st st 4 X s sT

. .2 ) )
1<) 1> ]
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Trocando-se o i por j no segundo somatorio e observando-se que o tensor t é antissimétrico
(t7 = — 1), teremos:

. — ‘Z'sf”s?tij + ‘Z'Sgﬁs?tﬁ = 'Z'(sfsn — st
v <y 7 > 1<)

Usando-se a definicao de determinante, resultara:

e cn = 3 [m ﬂw‘. (31.13)
P < g J j

Definicao 3.1.1.3 - Produto Exterior de duas formas. Sejam fe g 2 — formas
do espaco vetorial E*, dual de E. Denomina-se produto exterior dessas duas formas o
tensor denotado por f A g, denominado 2 — forma, e definido por:

fAg=f®g—gxf, (3114

e que satisfaz as mesmas propriedades da Definigao (3.1.1.1).

Componentes Estritos de uma 2-forma. Seja {¢’ (x)} a base de E* e (f;, g;) os
componentes de (f, g) € E* nessa base. Entao, segundo a expressao (1.1.2.5a), o produto
exterior dado pela expressao (3.1.1.4) serd escrito na forma:

fAg = (fiet(x)®(ge ()~ (g5¢ (v) ® (fie' (v) =
= figie (x)@e (x) — figie (x) @& (x).

Trocando-se, no segundo termo da expressao acima, i por j, e usando-se a expressao
(3.1.1.4), vira:

fANg = figie(x)®@e (x) — fjge (x)®@e (x) =
= (figj — fig)e () @& (x), (3.1.1.5a)

expressao essa que mostra que f A g € um tensor covariante antissimétrico de segunda ordem.

Para obtermos os componentes estritos desse tensor, vamos decompor essa ex-
pressao da seguinte maneira:

frhg = (figp — fia)e (@)@ (x),

fhg = z';j (figp — fjg) e (x) @& (z) + Ej (figi — fig) e () @€ (2).

Trocando-se o i por j no segundo somatoério, teremos:
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f/\g = i;j (f,gj — fj gz) €i (l’)@gj (l’) + ]gl(fj 9i — fz gj) Ej (x)®€z (I) =

= X (figg — fig) (@@ @) - @) e (r).

i< J

Usando-se a expressao (3.1.1.1a) e lembrando-se a definigdo de determinante, resultara:

fhg= ¥

? J

Hj gj] (@) A (2)] . (3.1.15D)

Nessa expressao, o conjunto {¢" (z) A €/ (z)} é linearmente independente (LI). Observe-se
que, se nao for considerada a restriao i < 7, a expressao (3.1.1.5b) apresentara a seguinte
forma:

fAg =12 ZEJ [ J]:; 5; ] €8 (x) A&l (x)] . (3.1.1.5¢)

Definicao 3.1.1.4 - Espacgo de 2-formas. Seja £* um espaco vetorial dual de E; e
de base {&’ (x)}. O subespago de E* @ E* ( = ®? E*) dos tensores covariantes antissimétricos
de segunda ordem gerados pela base {¢' (z) A & ()}, é chamado de espago de 2-formas
- A\? E*. Este espaco consiste de elementos do tipo:

(a f) A (bg),
onde (a, b) € Re (f, g) € E*, e tem a seguinte dimensao:

dim \2 B = 2 = nl=l

n 2

Observe-se que no espaco definido acima é possivel construir uma Algebra Exterior de ordem
dois, que é o dual daquela do \? E.

Mudanca de Base no Espago A\? E*. Neste item, vamos ver como se transformam
os componentes estritos de uma 2 — forma numa mudanca de base. Segundo a expressao
(3.1.1.5b), toda 2 — forma é um tensor covariante antissimétrico de segunda ordem e, por-
tanto, segundo a expressao (2.1.1.4), teremos:

3 _ r ST A |
fan = — fam = S Sn fw
Agora, vamos decompor essa expressao da seguinte maneira:

Jmn = 25%3%]2] + ZS;—nS%fU

1< J 1>

Trocando-se o i por j no segundo somatério e observando-se que o tensor f é antissimétrico
(fij = — fji), teremos:



fmn

7
2. Sp
m
i< J j >

Usando-se a Defini¢ao (2.1.3.3), resultara:

S
S

IS~

z |
1<

Exercicios (3.1.1)

EX.3.1.1.1 | Encontre a identidade de

Consideremos o seguinte determinante:

si fiy + X shosy

43
fii

)

3.3

0

Jacobi envolvendo 2 — vetores.

A= |2 28 a2m |,
y oyt oy
onde a segunda e terceira linhas sao formadas pelos componentes de vetores arbitrarios (x
Y
e na primeira linha estao os componentes de um 2 — vetor t¥ = z' 3 — a7 y* . Desse
modo, o determinante acima ¢é escrito na forma:
wiyl — iyt piyk — ahyl gy — amy
A = x? " ™|,
j k m
Yy Y Y
ou:
xi 7 i,k QM Y ki m, i
y Ty xy ry Yy
A = ! zF ™| — x! ok ™
j k m j k m
vy v ooy
Como as duas primeiras linhas desses determinantes sao multiplas, eles sao nulos. Portanto:
A= |2l 28 2| =0.
j k m
vy oy

Desenvolvendo-se esse determinante pela regra de Laplace, teremos:

xk

yk

m

xm

m

x
Y

xJ

m

A:t”[

-

yJ

Joc

x xk
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Usando-se a expressao (3.1.1.2b), teremos:
A = gk gtk ogim gk =0,
expressao essa que representa a identidade de Jacobi. Esse exercicio nos mostra que a

condicao necessaria para que um tensor antissimétrico de segunda ordem seja um 2 — vetor
é que seus componentes satisfacam a identidade de Jacobi.

3.1.2 Algebra Exterior de ordem p

Definigao 3.1.2.1 - Produto Exterior de p vetores. Sejam p vetores x(j),
Z(2), ..., T(p) pertencentes ao espago vetorial E de dimensao n, definido sobre o corpo R.
Denomina-se produto exterior desses p vetores o tensor (P) contravariante de ordem p
completamente antissimétrico denotado por x(1y A z(2) A ... A () denominado p — vetor, e
definido por:

P =azmyANag N AEg)y = 01ap " T(ay) @ T(ay) @ oo ® T(e,) =
= M2 % 3,y ® T(ay) @ ... @ T(q,) , (3.1.2.1a)
e que satisfaz as seguintes propriedades:
L (azxqy +bxe) AN x@y Ao A ag) =
= a(zay ANz Ao Axg)) + b(ae Axgy A Axg) s (3.1.2.1b)
2.2y N z2) A ... ANz = 0, se para qualquer par i # j, x4 = 2 ; (3.1.2.1¢)

3. 21y A x@) A ... \ T, troca de sinal se qualquer z(;) trocar de sinal,  (3.1.2.1d)

onde (z(1), T(2), .- T(p)) € Ee (a, b) € R.

Exemplo. Consideremos o caso do 3—wvetor. Entao, segundo a expressao (3.1.2.1a),
teremos:

Ty N T N T@) = giik Ty ® x(5) & Tx) , comi, j k=12, 3.

Efetuando-se o somatorio indicado pelos indices repetidos e usando-se as expressoes
(2.1.3.1a,b,c), obteremos:

) Are) Are) = eV ) @ 1) @ xgry + 78 29) ® 1) @ T+ 13 @ () @ TRy =



45
= a0y @ 2@ @ 2y + £ 1) @ 2(3) @ T(R) +
+ M o) ® ) ® xgy + € 1) @ 23) @ Ty +

+ & 26 @ e @ ey + M aE @ T0) @ TR =

= P a0 @ e ®rE + P rn ®TE @ re) + 2P e M) @ T(@E) +

+ e o) @ we @ r) + M we) @ re) @) + e ©ra) © o) =
= T(1) @ T2) @ T3) — T(1) @ T3) @ T2y — T(2) @ T1) @ Tz) +
T T2) @ T3 @ Ta) — Te) ® ) Ty + Te) O Ta) @ T,
ou:
Tay Axe) AN TE) = Ta) @ Te) Q@ Te) + Te) ® Ta) @ Te) + Te) O Ie) © 2a) —
— ) O T) B TE) T ) O TE) QT — Te) O T QT -

Componentes Gerais e Estritos de um p-vetor. Seja {e;, } a base de E e (xl(’zm)

os componentes de (z(,,)) nessa base, com i, j, k =1, 2, ... , p. Entao, segundo a expressao
(1.1.1.1a), o produto exterior dado pela expressao (3.1.2.1a) serd escrito na forma:

a1a2...ap

b
P = xqy ANxgy N oo N = 019, (xb1 ) ) ® (IEZ()ZQ) €hy) ® ... ® (ZB(ZP) ebp) =

(a1

_ g¢ai1a2...ap 61 ba bp
612 .p (al) LL'(a2) :L‘(ap) €b1 ® 6b2 ® ® ebp 5

P = Ty N T N o NZp) = Phrbz--bp €y & €p, @ ... @ e, , (3122&)

onde:

Pty = g gh gl gl (3.1.2.2b)

ap)

sdo os componentes gerais de P. Porém, de acordo com a Defini¢ao (2.1.3.1) de 85 5",

podemos escrever que:

b1 b2 bp  _ sbiba.bp io ip . . .
$(a1) ZE(a2) .I(ap) — 57’122 ’Lp CL‘(al) $(a2) :E(ap). (21 < 712 < ..o < Zp) .

Desse modo, a expressao (3.1.2.2b) tomara a seguinte forma:
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bibs..b, __ £01G2...0p biba..bp iy i ip _ sbiba. by a1a2...ap 47 12 ip
P r= 512...p 5z‘112...ip Liay) Tag) =+ T(ap) — 5i1i2...ip (512---1) T(ar) T(ag) - x(ap)) ’

phibzby — ghbabe piviaeiy (37 9 9¢)

ivin...ip
onde:

PiliQ...ip — 6a1a2"'ap 11

sao os componentes estritos de P.

Levando-se a expressao (3.1.2.2¢c) na expressao (3.1.2.2a), teremos:

P = Ty N T N o NTp) = piiz-ip (5?1111;21217 €y @ €py @ ... @ ey, .

Aplicando-se a expressao (3.1.2.1a) aos vetores da base, a expressao acima tomara o seguinte
aspecto:

P =xzmy Azg Ao ANxgy= P e, Ney, Ao Ne, o (3.1.2.2¢)

Escrevendo-se os componentes estritos de P, dados pela expressao (3.1.4.2d), em termos de
determinante (expressao (2.1.3.2)), a expressao acima resultard em:

26211) 322(21) x(’i)
O N
P = Ty AT N oo NZp) = @) (2) 2) €y N ey, N oo Ney (3.1.2.2f)
To) Loy o L)
com i < iy < .. < 14, . Observe-se que se nao for considerada esta restrigao entre os

indices i, a expressao (3.1.2.2f) apresentard a seguinte forma:

33211) xﬁ) x?{)
i N - N ¥

P = Ty AT N o ATy = I% @) (2) @) €y N ey N oo ANej, . (3.1.2.2g)
o) T o L)

Definicao 3.1.2.2 - Espaco de p-vetores. Seja E um espaco vetorial de dimensao
n, definido sobre o corpo R, e de base {¢;}. O subespago de p (p < n) réplicas de E
(EQ E® ..® E =" E) dos tensores (P) contravariantes completamente antissimétricos
de ordem p gerados pela base ({e;, A ey, A ... Ae}, i1 < g < ... < ip) é chamado de
espacgo de p-vetores - AP E. Este espaco consiste de elementos do tipo:

agy Ty N ag) Te) N N ag) Tp)
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onde (ay, ag), -, Ap)) € R e (xq), X@), ..., X)) € B, e tem a seguinte dimensao:

dim N' E = CP = ™

p! (n—p)! °

Definicao 3.1.2.3 - Espaco de n-vetores. Seja E um espago vetorial de dimensao
n, definido sobre o corpo R, e de base {e;}. Por sua vez, o subespaco de n réplicas de E
(EQE® ..®E =@ "E) dos tensores (P) contravariantes completamente antissimétricos
de ordem n gerados pela base ({e;;, A ey, A ... Aei}, i1 < g < ... < 1iy,) ¢ chamado de
espago de n-vetores - \" E. Este espaco consiste de elementos do tipo:

P = zay Az N o ANy = P2 e ANey, Ao Ae, . (3.1.2.3a)
Para esse tipo particular de espago, tem-se:
dimA\"E = C) = 1.

Em vista disso, esse tipo de tensor tem apenas um componente, obtido pela expressao
(3.1.2.2f), fazendo-se p = n:

xﬁ) :EEZI) . xz’l‘)
ng) x’é) :Ul(g)
P = ra) Nxo N .o NZp) = e, Neiy, N Ne;, (3.1.2.3b)
i1 ip in
o) T o T
comi; < ip < ... < i,. Observe-se que, se esta restricao nao for considerada, a expressao

(3.1.2.3b) tomara o seguinte aspecto:

1 12 in

1 xé) xg) ng)
P =z Ao Ao ANy = — ei, Nei, N ... Neg,,  (3.1.2.3¢)
Ty Ty - T
Exemplo. No caso em que n = 3, tem-se:
N
rAyANz = |y v Pl injAE.  (3.1.23d)
AT

Mudanca de Base no Espago A’ E. Neste item, vamos ver como se transfor-
mam os componentes estritos de um p-vetor numa mudanca de base. Segundo a expressao
(3.1.2.2a), todo p-vetor é um tensor contravariante completamente antissimétrico de ordem
p e, portanto, segundo a expresao (2.1.1.4), teremos:
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Pbiba.bp 32_11 sbg SZ_’; paraz..ap

Usando-se os componentes estritos do tensor P dados pela expressao (3.1.2.2d), teremos:

Pilj2--dp — gl g2 Jp §4192--4p pajas..a
P Po=sph SR s 0y it P v (3.1.2.4a)
comj; < Jo < o < Jp o€ i <l < o < G
Em termos de determinante (expressao (2.1.3.2)), a expressao acima serd escrita na
forma:
2 I»
Sy Sy - S
— = = = 8]1 8]2 S.jp .. .
pidp = | Sip S Sip | pitieiy o (31.9.4D)
a2 Jv
Si Sk .. S

comjy < jo < e < Jpoedp < iy < o < iy

Definigao 3.1.2.4 - Produto Exterior de q formas. Sejam q formas "), f2),
9 pertencentes ao espaco vetorial E*, dual de E. Denomina-se produto exterior dessas q
formas o tensor (Q) covariante completamente antissimétrico de ordem q denotado por f(
A f2 A A 9 denominado g-forma, e definido por:

Q = fONFAOAN LA FO= 55@;1 a fla) g fl) g | © fld =
= Eajas...aq f(al) & f(a2) & .. Q f(aq) , (3125)

e que satisfaz as mesmas propriedades da Definicao 3.1.2.1.

Componentes Gerais e Estritos de uma g-forma. Seja {e’ (z)} a base de
e (fb(;lj)) os componentes de (f(%)) nessa base. Entdo, segundo a expressio (2.1.2.5a), o
produto exterior dado pela expressao (3.1.2.5) serd escrito na forma:

Q= fONFAOA LASfOD =
= 012 (fi) e (1) ® (fr? &) (1) ® .. ® (o e (x)) =
5i12a2q aq fbfl) fba2) fjp) e @t R ... ® e ,
Q= fONFON AFO = Qup @2 ® .. @ch, (3.1.26a)

onde:
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Quibosy = 0250 o o) fi02 L F99 0 (3.1.2.6b)

sdo os componentes gerais de Q. Porém, de acordo com a Definigao (2.1.3.1) de 4,74 , |
podemos escrever que:

P gl e = g f f R < < <)
Desse modo, a expressao (3.1.2.6b) tomara a seguinte forma:
OQnitsy = Oilitay O, 15 137 o 7 = O, Odkatag B F57 o 1)
Qb1b2...bq = 21;;22 quq Q’Ll’LQ g (3126C)

onde:

Qili2~~~iq = (5clfa2q ag f“ f(a2 . fi(qaq), (11 < g < ... < iq), (3126(1)

sao os componentes estritos de Q.

Levando-se a expressao (3.1.2.6¢) na expressao (3.1.2.6a), teremos:
Q = fONFONLAFD= Quiyiy Gy P @™ @ .. @b

Aplicando-se a expressao (3.1.2.5) aos vetores da base, a expressao acima tomard o seguinte
aspecto:

Q= fOANFONLAFD= Qpipi, e N2 A AT, (3.1.2.6e)

Escrevendo-se os componentes estritos de Q, dados pela expressao (3.1.4.6d), em termos de
determinante (expressao (2.1.3.2)), a expressao acima resultard em:

1 1 1
Q = fOAFOA A f@O= I A A N N . (3.1.2.60)
AN P X
comi; < iy < ... < 14 Observe-se que, se essa restricao nao for considerada, a expressao
(3.1.2.6f) tera o seguinte aspecto:

1) ) (1)
fi”  f f
I D

1q

@ 4® & ,
Q = fONF@ A A= 1| S St Sl e agn . (31.2.68)

fz'(lq) fi(;]) fi(qq)
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Definicao 3.1.2.5 - Espaco de g-formas. Seja E* o espago vetorial dual de E, e
de base {&’ (z)}. O subespaco de q (¢ < n) réplicas de E* (E* @ E* @ ... ® E* = @1 E¥)
dos tensores (Q) covariantes completamente antissimétricos de ordem q gerados pela base
({e" (x) ANe2 (x) A ... AN} iy < dg < ... < 14,) é chamado de espago de g-formas -
A? E*. Este espaco consiste de elementos do tipo:

a(l) f(l) /\ a(2) f(2) /\ /\ a/(q) f(Q) ,
onde (a); a®, ... a@)c Re (fY 2 .. f9) c E* etem a seguinte dimensdo:

dim \Y E* = Cl = ™

n ¢! (n—q)! -

Definicao 3.1.2.6 - Espago de n-formas. Seja E* um espago vetorial dual de E,
e de base {¢' (z)}. O subespago de n de réplicas de E* (E* ® E* @ ... ® E* = ®@" E*) dos
tensores (Q) covariantes completamente antissimétricos de ordem n gerados pela seguinte
base, isto é: ({e" (z) Ae? (z) A ... Ae™} iy < iy < ... < 1,), é chamado de espago de
n-formas - \" E*. Este espaco consiste de elementos do tipo:

Q = fONFAAN AL = Qirigin EFANE2ZA LA™ . (3.1.2.7a)
Para esse tipo particular de espago, tem-se:

dim \" E¥ = C) = 1.
Em vista disso, esse tipo de tensor tem apenas um componente, obtido pela expressao
(3.1.2.6f), fazendo-se ¢ = n:

o
Q= fONFON Afm= | il ol Sl ngia A aen (3.1.27h)

g

comi; < iy < .. < 1i,. Registre-se que com a nao consideracao desta restricao entre os
i, a expressao (3.1.2.7b) tomara a seguinte forma:

1
fi(l ) fi(l) fi(l)
(2) f(2) . f(2)

Q= fONFOALAfW= L1 o i in e A AL ANEm L (3.1.2.7¢)
Z'(171) fi(;l) fi(:)

Mudanca de Base no Espaco A\? E*. Neste item, vamos ver como se transformam
os componentes estritos de uma g-forma numa mudanca de base. Segundo a expressao
(3.1.2.5), toda g-forma ¢é um tensor covariante completamente antissimétrico de ordem q e,
portanto, segundo a expressao (2.1.1.4), teremos:
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Qv 5 =52 52 .57 Q
biba..bg T by Zby " Op, ¥a1G2.-.ap

Usando-se os componentes estritos do tensor Q dados pela expressao (3.1.4.6d), teremos:

Vo - 01 02 Ap  £i149...0
Qj1j2~-~jq =55 S5 Sﬂv 6111@2---Zq Qala?"'aq ? (3'1'2'70)
comj; < Jo < o < Jg o€t < g < o< g

Em termos de determinante (expressao (2.1.3.2)), a expressao acima sera escrita na
forma:
i1 11 i1

S S = oo SE

g2 Ja
12 12 12
— S§= §= ... 87
. J1 J2 J L
Fde = * | Qiviaiy »  (3.1.2.7d)
sd g4 .. g4
n J2 Jaq

comyj; < Jo < oo < Jgo€ iy < ing < oo < iy
3.1.3 Produto Exterior entre p-vetores (formas)

Defini¢ao 3.1.3.1 - Produto Exterior de dois p-vetores (formas). Sejam
p1 — vetor (forma) a e ps — vetor (forma) B dois p — vetores (formas). Por definigao,
chama-se de produto exterior entre eles ao (p; + p2) — vetor (forma) oo A 3, que satisfaz
as seguintes propriedades:

l.aANp =0, se:p; + pp > n;  (3.1.3.1a)

22aN(B+7) =aAB+any;, (a+B)Ay =aAy+6A7y; (3.1.3.1b)
B.aN(BAy) = (anNP)ANy;  (3.1.3.1c)

LaAB = (-1 BAa. (3.1.3.1d)

Ilustremos essa propriedade 4, usando-se as expressoes (3.1.1.1e) e (3.1.3.1c). Com
efeito:

(AN hNaz) ANB = — (a1t ANag A B A ag) =
= (1) (@ ABAasANas) = (=1 BA (a1 Aas Aag) .
Usando-se o resultado anterior, teremos:
(ar Nag ANag) A(Br A B2) = (—1P B A(ar Aag Aag) A B =

= (=123 (= 13BLAB)A (et Aag Aasg) = (=132 (B A Ba) A(ar A ag A as) .
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Definicao 3.1.3.2 - Determinante. Seja A uma transformacao linear de um
espaco vetorial E de dimensao n sobre si mesmo (A: E — E). Seja ainda o espago vetorial
A" E. Define-se Determinante de A - det A = | A | - a seguinte expressao:

Aoy N o NAay, = Al (aa Ao ANay),  (3.1.3.2)

onde a; A ... A i, € A" E. Observe-se que essa definicao é completamente independente da
representacao matricial de A.

Exercicios (3.1.3)

EX.3.1.3.1| Use a expressao (3.1.3.2) para demonstrar que: | AB| = | A|.|B|.

Partindo-se da expressao (3.1.3.2) e usando-se a definigdo de produto de operadores,
teremos:

| AB | (a1 A .. Nay) = ((AB)ag) A ... A ((AB) o) = A(Bag) A ... N A(Ba,) =
= |A|(BagAN..NBa,) = |A]|.|B| (g A ... N\Nay),

portanto:

|AB| = |A].|B].

EX.3.1.3.2] Relacione a expressao (3.1.3.2) com o determinante de uma matriz (a;;)

n X n.

Seja {e;} a base de E. Entao, segundo a expressao (2.1.4.2), teremos:

— J
Ae = e a; .

Por outro lado, usando-se a expressao (3.1.2.2f), vira:

Aey Ao NAey, = |al |(es Ao Ney), (lal| = A,

(2

resultado que coincide com a expressao (3.1.3.2).

3.1.4 Dualidade

Definigao 3.1.4.1 - Operacao Dual (x) (Hodge). Sejam os espagos vetoriais
AP Ee \"PE, debases { e;, Aej, A... Ney, fed e, Ney, A... Ae;, }, respectivamente.

Define-se a operagao “x”, denominada operagao dual (Hodge), entre esses espagos a
transformacao linear:
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*: NP E — ANPE, (p=0,1,2, .. n)

L' | _iptiipta.in
e Nei Ao Ne] = (LT e i e A e A e, (31.4)
onde | ¢ | é o médulo de g’ = det(g¥). Observe-se que, como C2 = C" P 0s espagos

AP E e A"P E tém entao a mesma dimensao, o que mostra que os mesmos sao isomorfos.
Observe-se, ainda, que, embora tenhamos escolhido uma base para definir a operagao (x),
ela é realmente independente de qualquer escolha de base.

Componentes do Dual de um p-vetor. Seja a um p —vetor dado pela expressao
(3.1.2.2¢,g):

_ 1 itigedp o, , A
a = Jo Pep N €y o N\ €, .

Usando-se a Definicao 3.1.4.1, vira:

1
p!

1 [ | o' | ipriipia-in

*o = K| o L= p)t Siria.ip

a2t ey N ey, . N ey = attees N e, NN

Usando-se as expressoes (2.1.3.14c) e (2.1.4.1b), teremos:

Vil

1192 dplp+1tp+2.-in . . . . . .
= g€ Qiyig. iy Cipiq N Cipypy N oo N €4y,

_ 1 1 ivigeipipitipraein o 1 o , ,
o= [p! n plotitptzetn g ] € N €ipy N N € (3.1.4.2a)

Considerando-se que x a € A" P E, as expressoes (3.1.2.2¢) e (3.1.2.2g) permitem escrever
que:

xa = o 1 o (ra)irriitedne, L Ae, A Aeg, o (3.1.4.2D).

Portanto, comparando-se as expressoes (3.1.4.2a,b) e usando-se a expressao (3.1.4.1b), verifica-
se que os componentes de x o sao dados por:

ioatipaain — NI iio. i 1 idnipipi1.i
(* Oz) pHlipt2.in  — g € viaedplptiodn oy o g = S Vi2eplptein o (3‘1‘4‘20)

Observacgoes

1. Podemos fazer um desenvolvimento equivalente ao anterior para tratar a dualidade
e a operagao (x) para as ¢ — formas. Desse modo, se ¢ for uma g — forma, os componentes
de seu dual serao dados por:

VI0gl j1ig...i 1 irig...i
(% D)igirigronin = Y Civigeigigrrin @1 =0 Mivigigigyrin @1 (3.1.4.3)
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2. Se a e # sdo p — vetores (q — formas) e a e b sao escalares, entao:

x(aa +b0pB) =axa) +bxp). (3.14.4)

Exercicios (3.1.4)

EX.3.1.4.1|Seja e, = e; A ey, A ... A e, Demonstre que:

Sk ep — (_1)p(n*p) + @ ep ,

onde s é a assinatura da métrica.

Usando-se a expressao (3.1.4.1), teremos:

*k €y = MG L gipaiprain (€1 A €in Ao N ] (D)

(n — p)! 11%2...9p
Por outro lado, considerando-se que:
[eipﬂ AN €ip+2 VANRTVAN ein] S /\n—p FE y

e usando-se novamente a expressao (3.1.4.1), verifica-se que [lembrar que: n — (n — p) = p|:

_ VgL e les Aejy Ao Aej,]

* [eip+1 A 67;p+2 VANRSAN ein] o ipt1ipsa...in

Em vista disso, a expressao (I) anterior ficara:

_ M Ip1ipt2.-in _J1J2.--Jp . : j =
**Ep = = ot Cinineip Cipi1ipta..in e A ega A A 6]1,] B
Y v Giperiper Jipeai nn X

= = pp! ki Gkaiz - Gkpip Jiprrjpr1 Jiprajprz - Gingn
ipti-inkike..kp ~j1j2.-dpipt1---J . ; j
X g'P n P e pop " [6.71 N €j2 ANRRA e]p] ’ (H)

Considerando-se que:

Ipt1.inkike. kp

1
Gkriy Gkaiz -+ Gkpip Jipi1jpi1 Jiprajpra -+ Jinjn € o Cip+1dpta-dnitiz.ip 1

a expressao (II) ficara:
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>k €, = Lg | % gJ1d2--Jpip+1p+2--n

A C— 5jp+1jp+2---jni1i2---ip [ejl A\ €jy VANAN ejp} .

Permutando-se os indices do segundo ¢, a expressao acima ficara:

— L4 1 (n—p P iz dpdptie-d
*k €, = T~ n = p)lp! (_1> ) <_1) € PP € i ip g1 [ejl A €jy N N ejp] :

Usando-se o resultado do Problema (2.1.4), a expressao anterior tomard a forma:

ey = L o (CDP0) (= p)l DI ey, ey Aegy A Aeg]

Por fim, trocando-se (j1j2...7,) por (iyis...i,) e usando-se ainda o resultado do Pro-
blema (2.1.4), teremos:

e, = L2 ‘ o (LT (= p)l e g e Ae A Ae] =
_ % L (=1)P=P) (n—p)l pl [es, A ey Ao Ay

Usando-se a expressao (1.1.3.15), teremos:

*k e, = (—1)pnp) + e

P p -

A partir dessa expressao, podemos, simbolicamente, escrever que:

(W = (1P L ()T = (e s
E importante destacar que no caso do R?, em que p = s = n , temos:
G2 =1 = ()7 =%

EX.3.1.4.2|Sejam (u, v, w) 1 —wvetores pertencentes ao espaco vetorial E*. Demons-

tre que:
a. * (UAvV) = uXv;
b.x (uANvAw) = (uxv).w,

onde u X v e (u X v) . w representam, respectivamente, o Produto Vetorial e o Pro-
duto Misto da Algebra Vetorial.

a. Seja (e;) uma base de E®. Entao, nessa base, podemos escrever:
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u:u161+u262+u363, U:Z)161—|—11262+U363.

Usando-se as expressoes (3.1.2.1b,c,d), teremos:

x(uAv) = x[(ut ey + u?ey + udez) A (Ve + v2ey + v3es)] =
= x[(utv? — w?ol)e; Aey + (W v — W ol)er Aeg + (WP 03 — wdv?) ey Aeg] =
= (u' v —w? v x[e; Aeg] + (ul 0¥ — wd o) x[er Aes] + (U 0P — ud v?) x[ea Aes) .
Considerando-se que a base de E® seja ortonormada, isto é: (e;, e;) = d;; = 6 e usando-se

as expressoes (3.1.4.1) e (2.1.3.1b,c), vira:

_ 1 .3 _ 533 _ _
x[er Neg] = Goay C12 €3 = 0% €310 €3 = €310 €3 = €3,
1 2 _ 522 _ _
*[er Nes) = G2y 13 €2 = 0% eq13 €2 = Eg13 €3 = — €g,
1 1 _ sl _ _
* [62 A\ 63] = B2 €93 €1 = 1) €123 €1 = €123 €1 = €71 .

De posse desses resultados, podemos escrever que:
x(uAv) = (WPod — wd o) e + (WBol — wv¥) e + (W — wrol)es.

Usando-se a definicao de produto vetorial entre dois vetores da Algebra Vetorial, verifica-se
que:

x(uAv) = uxuv.

b. Usando-se a expressao (3.1.2.3d), teremos:

u' ow? ou?
xfuAhvAw = | o8 v 3 | x[er Aey Aeg].
wh w? w?
Considerando-se que a base de E* seja ortonormada, isto é: (e;, e;) = d;; = 6 e usando-se

as expressoes (3.1.4.1) e (2.1.3.1b,c), vira:
*[61/\62/\63] = ﬁélgg =1.

Portanto:



o7

ut u? ol
x[uANvAw = | v' v? V3
wh w? w?

Usando-se a definicao de produto misto entre trés vetores da Algebra Vetorial, verifica-se
que:

x(uANvAw) = (uxv).w =(uww) .

EX.3.1.4.3| Seja o escalar 1 (0 — vetor). Calcule * 1.

Usando-se a expressao (3.1.4.1), vira:

‘ /

g
* 1 = Y €ijinin €y N iy Ao Ng,

Usando-se o resultado do Problema (2.1.4.III), isto é:

_ 1 2 n
Eivigin = N0 05 .. O]

in

teremos:

*1 = /|d et NeaN..Ne,.

Observe-se que se considerarmos o escalar 1 como uma 0 — forma, entao:

*x1 = \/mgl(:c)/\&tg(x)/\.../\en(x).

3.1.5 Produto Interno entre p-vetores (formas)

Defini¢ao 3.1.5.1 - Produto Interno de dois p-vetores (formas). Sejam «
e (8 dois p — vetores (formas) de mesma ordem. O produto interno («, [3) entre eles é
definido de modo que tenhamos:

LaAxf) = (a B) (1), (3.15.1)
2.aN(xB) = BA(xa). (3.15.2)

Exercicios (3.1.5)

EX.3.1.5.1|Sejam u e v 1 — vetores pertencentes ao espaco vetorial E3. Demonstre

que:
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uN(xv) = (u.v) (eg Aes Aeg),

onde (u . v) representa o Produto Escalar da Algebra Vetorial.

Seja (e;) uma base de E3. Entao, nessa base, podemos escrever:
u=1ue + ule +ules, v =0vle + v2es + v2es.

Usando-se a expressao (3.1.4.4), teremos:

uA(xv) = (ute + uley + udez) Ax(vhe + v2ey + v¥e3) =
= (uley + uley + udes) At xep + v2xey + v¥xes). (D)
Considerando-se que a base de E® seja ortonormada, isto é: (e;, e;) = d;; = 6 e usando-se

as expressoes (3.1.4.1) e (2.1.3.1b,c), vira:

ke = oy (P eaNe + effesNe) = j(emeaNey + emesNen) =
= %(512362/\63 + ez ea Neg) = ea Aes,
N — ﬁ(a?el/\eg + elesNe) = L (el Nes + espes Aey) =
= —%(812361/\63 + e13e1 Neg) = —ep Nes,
* €3 = ﬁ(s}szel/\eg + el ey Ney) = %(612361/\62 + ez ex Nep) =
= S (ciser Nes + erser Aea) = e Aey.

Tomando-se os resultados acima e considerando-se as expressoes (3.1.1.1b,c,d,e), a expressao
(I) tomaré a forma:

uN(xv) = (ut ey + uPes + udez) AN(vhea Aes — vier Aez + viep Neg) =
_ 1l 2 2 3,3 _
= u v e Ney Aeg U v eg ANeg ANesg + u v’ e ANeg ANeyg =

= (u' o' + u?v? + uP0) (e Aex Aes) .

Usando-se a definicao de produto escalar entre dois vetores da Algebra Vetorial, verifica-se
que:
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uN(xv) = (u.v) (ex Aeg Aes).
Considerando-se que:
xleg Neg Neg] = 1,

podemos escrever que:

Problemas (3.1)

3.1.1 Demonstre a expressao (3.1.4.4).

3.1.2 Expresse em termos de Algebra Exterior as seguintes expressoes da Algebra
Vetorial:

a. Ax (BxC) = (A.C)B — (A.B)C ;
b.(Ax BYyx (CxD) = (AxB.D)C — (AxB.C)D .
3.1.3 Demonstre a expressao (3.1.5.2).

3.1.4 Seja um espaco quadridimensional de base ortonormada: (e1, es, e3, e4). Cal-
cule os seguintes produtos (x):

axe; (i=1,224); box(ene) i#j (1,j=1,2,3 4);
c.x(e; NejNey), 1#7#k (1,j,k=1,2 3, 4);
dox(e;Nej Nep, Nep), i#jFk#m (1,), k m=1,2, 3 4).

3.1.5 Sejam: u um g — vetor, a uma p — forma e # uma (p — q) — forma. Se:
Br = a(uNhzx), Yzum(p-—q)—vetor,
demonstre que:

(anNB)u = (eu) NS + (=)PaA(fu).



Capitulo 4

4.1 Diferenciacao Exterior
4.1.1 Formas Diferenciais

Definigao 4.1.1.1. Define-se forma diferencial w de grau p (p-forma) a ex-
pressao:

w = > Wiriy..i, (@, 2%, ., &) da™ ANda™ A LA da, (4.1.1.0)
1 <i1 <ig < .oip < n

onde os coeficientes a;;, ., sao funcoes de classe C* (infinitamente diferenciaveis) das

varidveis (!, 22, ..., 2™) e completamente antissimétrica nos indices.

Observacao

De modo geral, uma forma diferencial ¢ definida em variedades diferenciaveis
(differentiable manifolds), conforme veremos mais adiante.

Exemplos. Para o R3?, temos:

1. 0-forma (escalar): f = f(}, 22, 2%);

2. 1-forma (Pfaffiana): w;, = a; do' + ay dv® + az dz? ;

3. 2-forma: wy = agp dz' A dx? + a3 dat A dxd + agy da? A da?

4. 3-forma (volume): w3 = ajo3 dz' A dz? A da® .

Exercicios (4.1.1)

EX.4.1.1.1| Sejam as seguintes formas:

a = adr + asdy + a3dz e [ = byde Ndy + bydx ANdz + by dy N dz,

calcule: a A (3.

Usando-se a Definigao (3.1.3.1), teremos:
aNf = (ardr + aydy + az dz) AN (byde Ndy + by dx Ndz + by dy N dz) =
= a1 bgdx Ndy Ndz 4+ as by dy Ndx Ndz + az by dz N dx Ady ,

aANfB = (agbsg — ay by +azby)de ANdy Ndz.
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4.1.2 Diferenciacao de Formas

Definicao 4.1.2.1. Sejam « (p — forma), B (¢ — forma) e (a, b) € K (corpo).
Define-se diferenciagcao exterior d como uma operagao que transforma uma r — forma
numa (r + 1) — forma, com as seguintes propriedades:

lLdlao + b ) = ada + bdf; (4.1.2.1a)

22dlaNp) = (do) NB + (-1)PandB; (41.2.1Db)

3. Lema de Poincaré: dda = d*>a=0, Va. (4.1.2.1c)

Observacgoes

1. A operacao d é completamente independente de qualquer sistema de coordenadas;
2. A operacao d é unica.

3. No caso particular em que fe g sao 0 — formas e a e 3 sao 1 — formas, teremos:
a)d(fg) = df g + fdg, (4.1.2.1d)

b)d(f o) = df N + fda, (4.1.2.1e)

c)dlaNpP) = daNp — aNds. (4.1.2.1f)

Exemplos. Para o R3, temos:

1. Seja a 0 — forma f: f = f(x, y, z). Entdo, do Célculo Elementar podemos escrever
df (1 — forma) da seguinte maneira:

df = %dﬁ%—%d@;%—%dz: fodr + f,dy + f.dz.

2.Sejaal—formaw: w = fide + fydy + f3dz, com f; fungoes diferenciaveis
de (x, y, z), entdo dw é uma 2 — forma dada por:

3.5¢jaa2— formaa: o = fidyNdz + fodzNdz + fsdx ANdy, com f;
fungoes diferenciaveis de (x, y, z), entdo d o é uma 3 — forma dada por:

da =dfindyNdz +dfoNdzNde + dfsNdx Ndy.
Propriedades de d. Vamos demonstrar as propriedades da Definicao (4.1.2.1)

em alguns casos particulares. Inicialmente, demonstremos a propriedade representada pela
expressao (4.1.2.1.1b):

dlanp) = (da) N3 + (1) aNdp

Sejam « e (3 as seguintes formas:
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a = fdry Ndry, N... Ndx;,, (3 = gdxr; Ndxrj N..Ndz .
Usando-se as expressoes (3.1.3.1a,b,c,d) e a Definigao (4.1.2.1), teremos:

alNB = fgdry Ndry, N ... Ndxg, \gdr; Ndr;, A ... Ndzj,,
da = df Ndxrg N dxge A ..o N dg,, df = dg A\ dxj Ndxj, A ... N\dxj, ,
dla N B) = d(fg) N dx;, N dxie A ..o A dx, N gdey, Adog, Ao Ndr;, =

= (fdg + gdf) Ndxy, Ndxyy, N ..o Ndx, N dxj, A dxg, AN dxg, =
= (df Ndx;y Ndxi, N .o Ndx) A (g dey, Adzg, AN dxg,) +
+ (= )P (f dwiy AN dzgy Ao Adzg) A (dg A dzj, A dxj, Ao A dy,)
dlaNp) =daNnp + (—1)Pands.

Observe-se que a demonstragao acima foi feita considerando que as formas eram
monomiais. No caso geral, isto é, para formas polinomiais, a demonstracao é feita usando-se
a linearidade dada pela expressao (4.1.2.1a).

Agora, demonstremos a propriedade representada pela expressao (4.1.2.1c):

|Lema de Poincaré]

1. Inicialmente, facamos a demonstracao para uma 0 — forma w = f(x,y, 2), onde
y ¢é derivavel até segunda ordem, ou seja, ela possui as seguintes derivadas:

fmu fya f27 fx:cy fmy - fya:y fmz - fzry fyya fyz - fzya fzz

Para essa forma e conforme vimos anteriormente, teremos:
dv = df = fodox + f,dy + f.dz.
Usando-se a Definigao (4.1.2.1) e o Calculo Elementar, vira:
d(dw) = d(df) = dfs ANdz + df, ANdy + dfs Adz =
= (foo dz + fody + [oo dz) Ndz + (foy dv + fyy dy + foy d2z) Ndy +

+ (for dx + fy. dy + f.. dz) Ndz,
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d(dw) = (fay — fro) AT Ady + (for — foe) dz Adr + (fye — fo) dy A dz .
Como as derivadas cruzadas sao iguais, teremos:
d(dw) = d(df) = 0.
2. Agora, facamos a demonstracao para uma p-forma monomial, ou seja:
w = fdr; Ndxy, N... Ndxg, .
Usando-se a Defini¢ao (4.1.2.1), teremos:
d(dw) = d(df N dx;, N dx, N ... Ndxg,) =
= d(df) du;, N dxyy N ..o Ndxg, — df N d(dzg, A dzg, AN dxg)

Ora, como d(df) = 0, conforme demonstramos anteriormente, basta agora demonstrar que:

d(dx“ VAN dl’w VANTVA d.%'ip) = 0.

Vamos fazer essa demonstracao por inducdo. Se w = f = x;, entdo d(dz;) = 0,
Vi.Sew = dx; A dx;,, entdo, usando-se esse resultado, vird: d(dw) = d(dx;; A dx,) =
d(dxy) N\ dzg — dx; A d(dxe) = 0. Continuando esse raciocinio, pode-se assumir que:

d(dl‘jl A dsz VANRAN dePil) =0.
Portanto, usando-se a Defini¢ao (4.1.2.1) e os resultados obtidos acima, teremos:
d(dl’ll A d.ﬁCiQ VANRTVAN dl’ip) = d(dl'“) AN dl’iQ VANRYIVAN dl'ip — dl‘il/\ d(dl’w N ... /\d.ﬁCip) =0.

Isso completa a demonstracao do Lema de Poincaré para o caso em que w é uma p— forma
monomial. No caso geral, isto é, para formas polinomiais, a demonstracao ¢é feita usando a
linearidade dada pela expressao (4.1.2.1a).

Observacgoes sobre o Lema de Poincaré
1. Uma forma «, para a qual da = 0 , é dita fechada.
2. Uma forma (3, que pode ser escrita como 3 = da para algum «, é dita exata.

3. O Lema de Poincaré - dda = 0 - significa que uma forma exata é fechada e,
portanto, pode ser enunciado da seguinte maneira:

Se w é uma p — forma para a qual existe uma (p — 1) — forma « tal que
doa = w,entaodw = 0.
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4. Inversa do Lema de Poincaré, também conhecida como condicdo de integra-

bilidade:

Se w é uma p—forma (p > 1) tal que dw = 0, entao existe uma (p — 1)— forma
a (ou o + do), tal que w = da .

4.1. A demonstragao desse Lema para p > 1, conforme se pode ver na Bibliografia
citada no fim da Parte 1, é muito complicada, porque ha muitas solu¢oes. Assim, o resultado
apresentado acima ¢ valido somente para dominios nao muito complicados topologicamente.
Em vista disso, afirma-se que:

Uma forma fechada é apenas localmente exata.

4.2. A Inversa do Lema de Poincaré é usada em Fisica para mostrar a existéncia
de potenciais.

Exercicios (4.1.2)

EX.4.1.2.1| Usando o R? e as coordenadas cartesianas (z, y, 2), escreva os ope-

radores diferenciais (gradiente, rotacional, divergéncia e laplaciano) em termos de formas
diferenciais.

Na solugao desse problema, usaremos o Calculo Diferencial, as Defini¢oes (3.1.3.1) e
(4.1.2.1), as expressoes (3.1.1.1b,c,d,e) e alguns resultados do Exercicio (3.1.4.2), tais como:

*dr = dy Ndz; xdy = dz Ndr; xdz = dz Ady;
*x (de Ndy) = dz; *(dz Ndx) = dy;  +(dy Ndz)=dz; *dx ANdy Ndz = 1.

Gradiente(V). Seja a 0 — forma f(x, y, z) que corresponde a uma funcao escalar.
Calculando-se o seu diferencial, teremos:

Comparando-se o resultado acima com a operagao gradiente (V) definida na Anélise
Vetorial, conclui-se que:

V =4d
Rotacional (V x). Seja a 1 — forma w dada por:

w = fl(xayaz) dx + f2(x7y72> dy + fg(x,y,z) dZ,
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que corresponde a uma funcao vetorial f, cujos componentes no espaco vetorial de base
(dx, dy, dz) sdo fi1, f2 e f3. Calculando-se o seu diferencial, teremos:

dw = dfi Adz + dfs Ady + dfs A dz =

do = (5L dv + SLody + 9L de) Ada + (52 do + ZLdy + 22 dz) Ady +

+ (5L de + ZLody + GLodz) A dz,

P P
dw = (a];f a];l

) dx A dy + (%’2 - %)dz/\d:r—k (af3 — 8f2)dy/\dz.

Agora, calculemos o operador (x) da expressao acima:

xw = (L — Zhy s (de Ady) + (5L — L8« (dz A da) +

*w = (%J;?’ — %f)dm + (%];1 — %J;B')dy—l— (8L — 90y gy

Comparando-se o resultado acima com a operagao rotacional (V x) definida na Andlise
Vetorial, conclui-se que:

V x = xd
Divergéncia (V .) Consideremos a 1 — forma w dada no item anterior:

w = fl(xayaz) dr + fQ(xayVZ) dy + fg(l',y,Z) dZ7

e calculemos » w:
*w = fixdr + foxdy + f3xdz,
*w = fidy Ndz + fodz Ndx + fyde Ady.
Calculando-se o diferencial da expressao acima, resultara:

dxw = d(fidy Ndz + fodzNdx + fydx Ndy) =

dfinNndyNdz + dfoANdzNdx + d fs Nde ANdy =
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= (2L dzx + 8f1 dy + %];1 dz) AN dy N dz +

+(%dm~l— %—’;dyjt %dz)/\dz/\da:%—

+ (%L dx + %f?’ dy + %L dz) Adx A dy,

drw = (FL + GL 4 Sy de ndy A dz.

Aplicando-se a operagao x ao resultado anterior, vira:

Q

*xdxw = (83]; + @J;Z + %)*(dz/\dy/\dz) = 9h 4 9h 4 9

Comparando-se o resultado acima com a operagao divergéncia (V .) definida na Andlise
Vetorial, conclui-se que:

’V. = *d*‘

Observacgoes sobre a Divergéncia

1. Para o caso de espagos cujas métricas tém s # n, define-se uma generalizagao da
divergencia - a coderivada ¢ - da seguinte maneira:

§ = (=)Px tdx. (41212

Essa operagao transforma uma p — forma em uma (p — 1) — forma .
2. Uma forma «, para a qual éa = 0 , é dita cofechada.
3. Uma forma (3, que pode ser escrita como f = da para algum «, é dita coexata.

Laplaciano (A). Sejaa 0— forma f(z, y, z) que corresponde a uma fungao escalar.
Calculando-se o seu diferencial, teremos:

xdf = P wde + 2 wdy + 2L xdz =

x dy 0z
wdf = GLdyndz + §Ldznde + §Lxdendy.

Agora, calculemos o diferencial da expressao acima:
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dxdf = d(3L) Ady A dz +

+ d(GE) Adz Ade + d(5L) A de A dy

dxdf = (3 dov + ;21 dy + ;21 dz) Ady A dz +

2 2 2
—I—(aigxda: + gy{dy—l— 88ygzdz)/\dz/\dx+

+ (24 de + 2L dy + T de) Ade A dy,

dxdf = (54 + 54+ $h)ydendy ndz.

Aplicando-se a operacao x ao resultado anterior, vira:

w(dxdf) = (54 + ngch + gQZ£)*(dxAdyAdz) = (&4 + ng + gzzg).

0 x? 0 x? y?

Comparando-se o resultado acima com a operagao laplaciano (A) definida na Andlise
Vetorial, conclui-se que:

A= xd«d|

Observacoes sobre o Laplaciano

1. Para o caso de espagos cujas métricas tém s # n, Georges de Rham (1955) definiu
o operador Laplaciano (Ag) da seguinte maneira:

Ap = (d+ 6)* =ddé +dd. (4123)

Essa operagao, que leva uma p — forma numa p — forma, tem as seguintes pro-
priedades:

dAR:ARd; *AR:AR*; 5AR:AR5

2. Para 0 — formas, Ag reduz-se ao operador usual de Laplace-Beltrami: A.

3. No R2. onde a métrica usual permite identificar 1-formas com vetores e x~ 1 = %
) )

esse operador de Rham aplicado a vetores é o operador A de Laplace-Beltrami, com o sinal
trocado. Assim:

—.

AA=-Ap=—-Wdé+d)A =—[d(=) (xd*) A + (xd) (xd) A],

AA=VV.A-VxVxA. (4124)
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EX.4.1.2.2| Use o Lema de Poincaré e demonstre que:

—

1.V (Vf) =02 V.(Vxf) =0.

1. Usando-se o resultado do Exercicio anterior e o Lema de Poincaré, teremos:
Vx(Vf) = (xd)df = xddf = 0.

2. Usando-se o resultado do Exercicio anterior e o Lema de Poincaré, teremos:

—

V. (Vxf) = (dx)~df = d«2df .

Considerando o resultado do Exercicio (3.1.4.1), ou seja:

teremos:

—

V. (Vxf) =ddf =0.

EX.4.1.2.3| Use a Definigao (4.1.2.1) e demonstre que:

L.V (fg) = gVf + fVg;
2.V x (fA) = Vfx A+ fVXA;

-,

3.V.(fA) = Vf. A+ fV.A.

Para resolvermos esse Exercicio, vamos usar os resultados obtidos no Capitulo 3 e
no Exercicio anterior, quais sejam:

1. Como f e g sao 0 — formas, a expressao (4.1.2.1d) nos daré:

V(fg) < d(fg) = df g+ fdg,
V(fg) = gVf + fVg;

2. Usando-se a expressao (4.1.2.1e), teremos:



V. (fA) o «(dx(fa)]) = (df Axa + fdxa)) = = (df Axa) + f+[dxa)],

V.(JA) =V f. A+ fV.A.

3. Usando-se a expressao (4.1.2.1e), teremos:

-,

V x (fA) < *d(fa) = x(df Na + fda) = x(df Na) + [ [x (da)],

-,

Vx(fA) = VfxA+ fVXA.

4.1.3 Aplicagoes e Mudancga de Variaveis
Definigao 4.1.3.1. Define-se uma aplicagao (mapping) 1 como uma regra que
assinala a cada ponto x = (2!, 2%, ... 2™) € E™, um ponto y = (y*, y?, ... y") € E", isto &
v: B — E': x - y.
Desse modo, podemos escrever que:

yo= yi(a!, 2™, i=1,23, ..,n (413.1)

Observacoes

1. Uma aplicagao ¢ é dita diferenciavel se as fungoes coordenadas definidas por
(4.1.3.1) sdo continuamente diferencidveis (C'*);

2. Uma aplicacao ¢é dita um-a-um se um e somente um ponto em E™ corresponde
a um e somente um ponto em E"™;

3. A aplicacao inversa ¢y~ ! de 1) existe se ¢ é um-a-um, e é denotada por:
p~t: E*  —  E™,

4. De um modo geral, a aplicacao ¢ é definida entre variedades diferenciaveis, quando
se estuda espagos vetoriais que nao sejam euclidianos (E").

Definicao 4.1.3.2. Dada a aplicacao v : E™ —  E", define-se 9* como
uma aplicagao (pullback) que transforma cada p — forma o € FP(E™) em uma p — forma
a* € FP(E™), isto é:

Yt FPEM)  —  FP(E™). [y = y(x)]  (41.3.2)

Observacao

A idéia basica da aplicagao ¥* é fazer a substituicao:
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i oy j
dy = dej,

e usar as regras da Algebra Exterior.
Exemplos. Consideremos as seguintes formas:

1.0 — forma: f. Entao:
Vf = fou,
onde (o) é a composigao de fungoes (regra da cadeia) do Célculo Elementar.
2.1— forma: a = a;(y) dy' . Entao:
vra = aly(x)] §5 da

3.2~ forma: B = dy' A dy? . Considerando-se que: y* = y'(z!, 2%) (i=1, 2),
teremos:
8y1 L?/? 8y2

B = r(dyt Ady?) = (95 dot + 2 da?) A (2 dot + 2 da?) =

= (% o _ v a—f) do! A dz? = gg gz% do' A dz?

VB = P (dyt A dy?) = Jdxt A da?

onde J é o jacobiano do Célculo Elementar, dado por:

) oyt oyl 1 1

J = oW, v*) 92T B2 o Y Y
I B I /Tt N B VLN Vo

61‘1 an x x

Propriedades de ¢*. A aplicagdo ¢*, definida pela expressao (4.1.3.2), tem as
seguintes propriedades:

LY"(a + B) = Y*a + ¥*F, (4.1.3.2a)

2.0 (a N B) = (Wa) AN @W*)F, (4.1.3.2b)

3. ¢Y*(da) = d(¥*a), (4.1.3.2¢)

4.5¢¢: ™ — FE", Y: B — E' e Yo¢: E" —  FE" entao:

(o @)a = (¢* o) ou (o) = ¢*op*. (41.3.2de)

Observacoes

1. Na expressao (4.1.3.2a), as formas « e § devem ter o mesmo grau, enquanto na
(4.1.3.2b) elas podem ter graus diferentes.
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2. A expressao (4.1.3.2c) mostra que a diferenciagao exterior d é invariante por uma
transformacao de coordenadas.

3. As expressoes (4.1.3.2d,e) representam a regra da cadeia para as derivadas
parciais do Calculo Elementar.

Vamos verificar as trés primeiras propriedades de 1* no seguinte caso particular.
Seja a aplicacao 1 definida por:

v E™ —  E", r = u + v, y =u — v,
e as seguintes formas:
a =zxzyder e [ = ydy.

1. Propriedade representada pela expressao (4.1.3.2a):

Prla + B) = ¢t + ¢p

Para os valores dados acima, teremos:
vra = Yi(eydr) = (u + v)(u — v)du + v) = W — v?) (du + dv),
VB = v ydy) = (u — v)dlu —v) = (u— v)(du — dv),
Va + B) = vraydr + ydy) = (u + v)(u — v)du + v) + (u — v) (du — dv) =
= (u* — v?) (du + dv) + (u — v) (du — dv) .
Comparando-se os resultados acima, verifica-se que:
Ve + B) = Yo + Y75

2. Propriedade representada pela expressao (4.1.3.2b):

Prlanp) = @ra) A (¥7)8

Considerando-se os mesmos dados e resultados do item anterior, vira:
Y (aANp) = Y(eyde ANydy) = (v + v)(u — v)dlu + V) A (u — v)dlu — v) =

= (u* — v?) (du + dv) A (u — v) (du — dv) = V*a AYP*3.
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3. Propriedade representada pela expressao (4.1.3.2¢):

P*(da) = d(y )

Para os valores de « e 1*«a dados acima e considerando-se as propriedades do produto
exterior entre formas (Defini¢ao (3.1.1.3)), teremos:

da = d(zy dr) = d(zy) Nde = (v dy + ydx) Nde = — xdx ANdy,
d*a) = d[(u* — v?) (du + dv)] = du* — v?) Adu + du? — v*) Adv =
= Qudu — 2vdv) Ndu + udu — 2vdv) Adv = 2(u+ v) du A dv
P da) = Y (—xzdr Ndy) = — (u + v)du + v) ANd(u — v) =

= —(u + v) (du + dv) A (du — dv) = 2(u + v)du A dv = d(¥*a) .

4. Propriedade representada pela expressao (4.1.3.2d):

(Y o 9)'a = (¢ o Y")a

Para verificar essa propriedade, consideremos uma 0 — forma f e as regras de com-
posicao do Célculo Elementar. Entao:

(o) f = fol(bog) = ¢*(foy) = (¢"cd)f.

Exercicios (4.1.3)
EX.4.1.3.1|Se o« = x dy , calcule *«, para a seguinte aplicacao:

v: E' —  E?: ot —  (z =ty = 13).

Usando-se a Defini¢ao (4.1.3.2), teremos:

Va o= ()% dt = (1) 2 () dt = 3ttdt.

EX.4.1.3.2| Dada a aplicacgao:
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v: R —  R*: (pf) — (x = pcosh, y = psend),
calcule:

LyY*E = *[X (2, y) dz + Y (z, y) dy] ;
2. ¢*(dx A dy) .

1. Usando-se as Definigoes (4.1.3.2) e (3.1.1.3), vira:
VE = X'(p,0) (55 dp + 57 dO) + Y'(p,0) (5L dp + % dF) =

X'(p,0) (cosb dp — sen® df) + Y'(p,0) (senb dp + cosh df) =

= [X'(p,0) cosb® + Y'(p,0) senb] dp + [ — X'(p,0) senf + Y'(p,0) cosd] db ,

V'E = R(p,0)dp + O(p,0) do ,
onde:
R(p,0) = X'(p,0) cosd + Y'(p,0) send ,
©((pb) = — X'(p,0) senf + Y'(p,0) cosh ,
X =¢*X = Xoyp Y =¢Y =You.
2. Usando-se os resultados do item anterior, podemos escrever:
U (de A dy) = (£ dp + g dO) A (5L dp + G dO) =

= (g—i% - %—;g—g)dp/\dﬁ = (cost p cost® + senb p senB) dp A db ,

V*(dx Ndy) = pdp Ndb.

Observe-se que p representa justamente o jacobiano da aplicacao dada.

4.1.4 Variedades e Sistemas de Coordenadas

Até aqui, consideramos a Diferenciagao Exterior d sobre os espagos vetoriais eucli-
dianos E™ e, também, usamos as coordenadas cartesianas (z', i = 1, 2, ..., n). Isso significa
dizer que trabalhamos num subconjunto aberto de E" ou, equivalentemente, que esse
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espaco foi embebido num plano. Contudo, existem espagos geométricos que nao podem
ser considerados como subconjuntos abertos de E™. Por exemplo, a superficie S? de uma
esfera do R? nao pode ser embebida em um plano. Assim, considerando-se que a operacao
d independe de sistemas de coordenadas, segundo a expressao (4.1.3.2c¢), vamos estudar
essa operacao d naqueles espacos geométricos que sao, genericamente, conhecidos como
variedades (manifolds). Para isso, vamos antes apresentar algumas definigoes.

Definigao 4.1.4.1. Um espago topoldgico ET é um par (FE, T), onde E é um
conjunto nao vazio de pontos e T é uma familia de subconjuntos abertos U; (i € I) de E
satisfazendo as seguintes condigoes:

1.E, 0 eT (0= conjunto vazio);
2. N U € T (JclI, J=finito);

ieJ
3. U U, e T (JcClI).
i€ J
Os elementos de E sao chamados de abertos e T de topologia do ET.

Exemplo. Seja um espaco topolégico simples constituido por quatro elementos:
E = {a,b,c,d} .

Enquanto a seguinte familia de subconjuntos abertos:

T = {{a}, {a.b}, {a, b, d}, B, 0},

forma uma topologia, pois satisfaz as condigoes da Definigao (4.1.4.1), o mesmo nao acontece
com a familia de subconjuntos abertos:

T = {{a}, {a.b}, {b, c. d}, B, 0},

pois:

{a, b} N {b, ¢, d} = {b} ¢ T.

Observacgoes

1. Os mais conhecidos espagos topoldgicos sao: a reta (R), o plano (R?), o espago
(R?) e a superficie esférica (S?).

2. Um espaco topoldgico (E, T) é dito um espago topolégico de Hausdorff -
ETH quando:

Ve,ye B, 3 (UV)eT — UNV =0 (xeU yevV, x#y).

3. Dois espagos topolégicos (F;, T;) (i = 1, 2) sdo chamados homeomérficos ou
topologicamente equivalentes se:
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df: B, — FEy, tal que (f, f~ ') sao continuas.

Nesse caso, a aplicagao bijetiva f é chamada um homeomorfismo.

4. Um espago topolégico (E, T) é dito compacto, se ele é um ETH e se cada
cobertura tem uma subcobertura finita. Registre-se que uma familia de abertos dada
por U = (A; |1 € I) € E é chamada cobertura de E, se:

Ai 7é @, E = U Ai7
el

e de subcobertura, se:

Definicao 4.1.4.2. Uma base para uma topologia T é uma colecao B de seus
abertos (B C T) tal que qualquer membro U de T pode ser obtido como uma uniao dos
elementos de B.

Observacao

No caso da reta (R), uma base possivel é aquela formada por todos os intervalos
abertos:

(a, b) = {z]a <z < b}.
Exemplo. Seja o espago topoldgico constituido por trés elementos:
E = {a, b, ¢} .

Sejam, também, as seguintes familias de subconjuntos abertos:

T = {@, {b}, {a, ¢}, {a, b, ¢} :E},

B ={0 {b}, {a, ¢} }.

Verifica-se que T define uma topologia em E, tendo B como uma possivel base.

Com efeito, para verificar que T define uma topologia, temos de ver se ela satisfaz
as condicoes da Definigao (4.1.4.1). Assim:
a) E,0eT;
b) {b} N{a, ¢} = 0eT;
c){b} Nn{a, b, ¢} = {a, ¢} €T ;
d) {a, ¢t n{a, b, ¢} = {b} €T;
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e) {b} U{a, ¢} = {a, b, ¢} €T;
f) {a, ¢} U{a, b, ¢} = {a, b, c} €T.

Por outro lado, para mostrar que B define uma base de T, vamos usar a Defini¢ao

(4.1.4.2). Assim:

a) {0, {b}, {a, ¢} }(= B) c {0, B, {b}, {a, ¢} }(= T);
b){b} = {bub;

¢){a, ¢} = {a, c}UD;

d) {a, b, ¢} = {b}U{a, ¢}.

Definicao 4.1.4.3. Um conjunto M de pontos é denominado uma variedade
(manifold) se cada ponto p € M tem um conjunto aberto (vizinhanga) U que é homeomér-
fico a um conjunto aberto em algum E", ou seja, se se pode definir uma aplicagao ¢ um-a-um
em K™

6. U — U C E",

com U’ um aberto em E".
Observacoes

1. A variedade M é um espaco topolégico de Hausdorff localmente “quase” eu-
clidiano;

2. A variedade M tem a mesma dimensao n em todos os seus pontos;

3. A variedade M tem uma base que é enumeravel. E oportuno registrar que um
conjunto X ¢é dito enumeravel quando existe uma aplicacao:

f+ N — X

onde f é bijetiva e N é o conjunto dos niimeros naturais.

Definigao 4.1.4.4. Define-se uma carta (ou sistema de coordenadas locais) c
em uma variedade M como um terno ¢ = (U, 1, n), tal que:

1. U C M é aberto;

2¢9: U — U = ¢{U) C E™é aberto e ¢ é um homeomorfismo;
3.n (>0) € Z é a dimensao de c.

Observacgoes

1. Daqui para a frente, desde que nao haja perigo de confusao, uma carta sera
denotada por (U, ).

2. O homeomorfismo ¢ pode ser definido no sentido inverso ()~ '), isto é, de um
conjunto aberto de E"” para alguma vizinhanca de um ponto p € M. Neste caso ele é chamado
uma parametrizagao.
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Definigao 4.1.4.5. Duas cartas (U, 1) e (Ua, 1) sao ditas C*-compativeis
quando:

LouUiNUy, =0 ou U NUy#0;

2. as aplicacoes:
Proy b (Ui Nl — (U Ny,
Yooy i (U Ny — (U NUsy),

sao de classe C*, ou seja, existem as k primeiras derivadas.
Observacoes

1. Seja 1; uma aplicacdo que leva qualquer ponto P € (U; N Uy) em um aberto
de E™ (¢1(U,)), digamos o ponto (z!, 22, ..., z"), e 1, uma aplicacio que leva o mesmo
ponto P em um outro aberto de E™ (15(Us)), digamos o ponto (y', 42, ..., y™). As relagoes
funcionais definidas abaixo:

oty 't BT — B, [y = yi(a)), i=1,2 ..,n (41.4.1a)

Yrovy ' EM — B [2F = 2i(y), j=1,2,..,1] (4.1.4.1b)

sao chamadas de transformacoes de coordenadas. E importante destacar que se o de-
terminante da matriz jacobiana que caracteriza cada uma dessas transformagcoes for maior
que zero, isto é:

det(o oy ') > 0 ou det(yy oty ') > 0,

a variedade M é dita orientavel. Se o determinante for negativo, M é dita nao-orientavel,
como acontece, por exemplo, com a fita de Mobius e a garrafa de Klein.

2. Os sistemas de coordenadas usualmente considerados (cartesiano, polar, eliptico,
etc.) formam um sistema de fungoes coordenadas. Esta é uma distingao relevante, uma
vez que tal sistema necessita de um numero diferente de cartas para “plotar” a variedade
M. Contudo, enquanto o sistema cartesiano (x, y) é bastante para “plotar” o R? o mesmo
nao acontece com o sistema polar (r, ¢), pois a coordenada ¢ nao se relaciona com um
homeomorfismo, ja que os pontos ¢ = 0 e ¢ = 27 sao coincidentes. E oportuno observar
que a mais popular singularidade na Fisica - a singularidade de Schwarzschild - nao é
real, ela decorre da escolha de um sistema de coordenadas.

Definicao 4.1.4.6. Define-se atlas sobre uma variedade M a reuniao de cartas

(U;, ¢;) C*-compativeis que cobre M, isto é:

U U = M.

i€ I
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Observacgoes

1. Se todas as cartas sao relacionadas por aplicagoes lineares em suas intersecgoes,
teremos um atlas linear.

2. Toda variedade compacta pode ser coberta por atlas finitos, isto é, um atlas com
um numero finito de cartas.

3. O espaco euclidiano E™ é uma variedade cujo atlas é composto de uma tinica carta.
Neste caso, esse espaco é automaticamente orientavel.

Exemplo. Seja a circunferéncia S! definida por:
St = {(z,y) eR?|2*> + 3> = 1}.
Consideremos uma aplicacao 1); ' definida pela coordenada polar:
[t (0o <2 — S ¢ — (xr = cosp, y = seng) .

Verifica-se que ¢ ! ndo é homeomorfica, pois o ponto (1, 0) sobre S' é o mesmo para dois
valores de ¢ (0, 2m). Porém, se considerarmos a aplicagao:

Tt 0<p<2r) — SL ¢ — (xz = cosp, y = send) .
verifica-se que:
P00 << 2r)=U =8 —-1{(1,0}, UcSs".
Desse modo, o par (U ,1) representa uma carta em S'. Porém, como U nao cobre toda a

variedade S', precisamos encontrar uma outra carta. Assim, consideremos a aplicacio 15 *
definida por:

sl (—m <o <) — S, ¢ — (x = cosp,y = send) .
Entao:
sl (-r<dp<m)=V=8 —{(-101} VcCs,
define uma nova carta dada por (V, 12). Ora, como:

U u VvV = St

entao essas duas cartas constituem um atlas para a variedade S', de acordo com a Definicao
(4.1.4.6).

Definicao 4.1.4.7. Um atlas definido em uma variedade M ¢ dito diferenciavel
se todas as transformagoes de coordenadas sao aplicagoes diferencidveis (C'™).
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Observacao

Tomemos as transformagoes de coordenadas definidas pelas expressoes (4.1.4.1a,b).
Diferenciando-se as mesmas e usando-se a regra da cadeia, vira:

52' _ Oyt Bxd
k = oxzi oyk -
. . . - i
Essa expressao indica que ambos os jacobianos das transformacoes de coordenadas - ggj e

oxd

ok " sao diferentes de zero.

Definicao 4.1.4.8. Um atlas diferenciavel em uma variedade M ¢é dito um atlas
maximal ou completo, quando nao pode estar contido propriamente em nenhum outro
atlas diferenciavel em M.

Definicao 4.1.4.9. Define-se uma variedade diferenciavel como sendo uma va-
riedade topolégica M com um atlas diferencial completo ou maximal.

Exemplo. O R" é uma variedade diferenciavel e o seu atlas é constituido de uma
unica carta:

U = (R",I), I(identidade): R — R",

onde as fungoes coordenadas dessa carta sdo as coordenadas candnicas (z', 2%, ..., z").
Observe-se que quando R" é considerada como uma variedade diferencidvel ela é entao conhe-
cida como um espago afim.

Definicao 4.1.4.10. Sejam M e N duas variedades diferencidaveis. Uma aplicacao
continua f : M — N é dita diferencidvel em um ponto p (p € M) se dadas as
cartas (U , g) de M e (V' , h) de N, a aplicagao definida por:

hofog™: gU) — AV),

é diferenciavel (€ C*) no ponto g(p) .
Observacgoes
1. A aplicagio h o f o g~! estd definida em g[f~'(V) U U] .
2. A aplicagao f é dita diferenciavel se ela é diferenciavel em todos os pontos de M.

3. Se f é uma bijecao e sua inversa f~! é também diferencidvel, entao f é denominada
difeomorfismo. E interessante destacar que uma variedade diferenciavel é difeomorfica ao
espago E", o que significa dizer que ela se comporta localmente como E™.

Definicao 4.1.4.11. Seja M uma variedade diferencidvel e N um subconjunto de
M (N CM). Entao N é chamada de subvariedade diferencidvel de M se, para todo
ponto p € N, existe uma carta (U , f) do atlas de M, tal que:

pelU — [f(p) =0e€kb™;
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FUNN) = fU) N E™.

Definicao 4.1.4.12. Sejam M e N duas variedades diferencidveis. A aplicacao
diferencidvel f : M — N ¢ dita uma imersao se as cartas (U , g) (¢ : U — U’ C E™)
e(V,h)(h:V — V' CE"(m < n))podem ser escolhidas de tal modo que:

hofog™h :gU) — AV),

é uma inclusao, isto é, quando consideramos que E™ como E™ x {0} C E™.
Observacgoes

1. A representacao de f em coordenadas locais é dada por:

2. Se:
a) f(M) C N é uma subvariedade de N ;

b) f: M — f(M)éum difeomorfismo,
entdao f é denominada um mergulho (“imbed”) e, conseqiientemente, se diz que M estd
mergulhada em N.

Exemplos

1. A aplicacao f definida por:
f: E' — E*  f(z) = (cos2mx, sen 2rzx) ,
¢ uma imersao com f(E') = S' C E? . Assim, se diz que o circulo (S') estd imerso

(embebido) e ndao mergulhado no plano.

2. A aplicagao definida por:
f: E' — E3  f(xr) = (cos2mw, sen 27z, ),

¢ um mergulho. Assim, se diz que a hélice f(E') est4d mergulhada ou embebida no espago.

E oportuno destacar que as superficies nao-orientéveis (sem fronteiras), tais como a fita de
Mébius e a garrafa de Klein, sdo imersas ou embebidas no F*.

4.1.5 Campos Vetoriais e Tensoriais sobre Variedades

Defini¢ao 4.1.5.1. Seja p um ponto de uma variedade M e R(M) o conjunto de
todas as funcoes com valores reais, definidas e diferenciaveis em alguma vizinhanca de p.
Define-se um vetor tangente V, no ponto p como a aplicagdo (operador):

V, : R(M) — E',
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que satisfaz as seguintes condicoes:
L Vy(af + bg) = aVu(f) + bVp(9), Ya, beK; V fge RM), (41.5.1a)
2. Vp(f.9) = f(p) Volg) + g(p) Vp(f) . (Regra de Leibniz)  (4.1.5.1b)

Observacgoes

1. Sendo a expressao (4.1.5.1b) uma conseqiiéncia da expressao (4.1.2.1b) (lembrar
que f é uma 0 — forma), resulta entdo que a aplicacao V, é uma derivada.

2. Para uma constante c, tem-se: V,(¢c) = 0. Vejamos como demonstrar essa
afirmagao. Fazendo-se f = ¢g = 0 em (4.1.5.1a), teremos V,(0) = 0. Considerando-se
f =g = lem (4.1.5.1b), vird V(1) = 2 V,(1) — V,(1) = 0. Por fim, colocando-se
f = 1,9 = 0ea=#0,aexpressao (4.1.5.1a) resultard: V,(a) = 0.

Exemplo. Seja x(p) = (z!, 2%, ..., ") um sistema de coordenadas local vélido

em alguma vizinhanca de p € M. Usando-se o Calculo Elementar, é facil ver que a aplicacao
definida por:

() = R(M) — E',

satisfaz as expressoes (4.1.5.1a,b).

Definigao 4.1.5.2. O conjunto 7,,(M) de todos os vetores tangentes a M no ponto
p ¢ denominado espago tangente.

Observacoes

1. O espago T,(M) é um espaco vetorial gerado pelos vetores tangentes a todas as
curvas que passam por p € M. Ele tem a mesma dimensao de M, nao importa quao curvado
seja M, e é isomorfo a E™. Registre-se que os vetores tangentes sao comumente chamados
vetores ou ainda vetores contravariantes.

2. Para um sistema de coordenadas local (z%) vélido em alguma vizinhanca de p € M,
as aplicagoes (operadores) { ;2; = 0; } formam uma base natural ou base coordenada
do espago vetorial T,,(M). Saliente-se que quando M = E*  ; é o conhecido operador V:

2.1. Qualquer vetor V,, € T,(M) pode ser escrito da seguinte forma:

p

E oportuno notar que a expressao (4.1.5.2a) tem sua génese no desenvolvimento em série de
Taylor de uma dada funcao f(x). Com efeito, considerando-se um ponto (x = p + v)
muito préximo de p, o desenvolvimento de Taylor de f(x) serd dado por:

fo=p+v) = flp) + v U8B -+ ., (41.52b)
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d(f(z) .. - £ Assi . .
onde =% |, _ , representa a inclinagao de f(x) no ponto p. Assim, se tivermos uma varie
dade n-dimensional com coordenadas z*, poderemos ter n dire¢oes diferentes, de modo que
o segundo termo da equagao (4.1.5.2b) torna-se:

i 0(f(z)
oz®

v =p -

Em vista do exposto acima, o termo:

i 0
oz

(%

e—p, (4.15.2c)

idéntico a expressao (4.1.5.2a), é denominado derivada direcional.

2.2. Quando uma variedade M é embebida em um espago vetorial, um vetor tangente
V, € T,(M) pode ser considerado como um vetor velocidade no tempo ¢ = 0, para um
ponto que descreve uma curva 7(t) passando através de p no tempo nulo [ y(0) = p|. Essa
curva ¢ associada a uma derivada direcional que indica a taxa de variagao no tempo 0 de
uma funcao f definida sobre M:

(@), = 9, _ o fy(®)] . (4.1.5.2d)

2.3. Para uma transformacao de coordenadas (z — Z (x)), a regra da cadeia do
Célculo Elementar nos mostra que:

0 923 0
2 = %25 9 (4.1.5.2)

3. Segundo vimos no tépico (1.1) do Capitulo 1, um espago vetorial admite sempre
um espago vetorial dual. Ora, sendo T),(M) um espago vetorial, o seu dual - T;(M) - serd
constituido pelas aplicacoes lineares:

w, : T,(M) — E'.

Esse espaco é denominado espacgo cotangente de M em p, e seus elementos sao chamados
covetores, ou vetores covariantes, ou ainda 1 — formas. Esse espago tem a mesma
dimensao de T,,(M). E oportuno salientar que, conforme vimos ainda no item (1.1), dada
uma base arbitréria { e; } de T,(M), existe uma tnica base { &/ } de T)*(M), chamada sua
base dual, com a propriedade dada pela expressao (1.1.2.2a), ou seja:
e (e;) = 6. (4.1.5.3)
3.1. Na Mecanica Classica, o espaco tangente corresponde ao espago de velocidades

§* e o espaco cotangente ao espaco dos momentos p;, ambos relativos ao espaco das
configuracgoes ¢'.

4. A reuniao dos espagos T)y(M) para todo p ¢ denominada espago fibrado (“bun-
dle”) tangente 7% (M) sobre M:
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(M) = U T; (M)
Definigao 4.1.5.3. Seja f € C®°(U,E') e p € U C M . Define-se a diferencial de
f em p o numero (df), dado por:
(df)p « T,(M) — E,

v — (df),(v) = v(f), VveT,(M). (4.1.54)

Observacoes

1. Consideremos um sistema de coordenadas locais (x) em uma vizinhanca de p.

Segundo vimos acima, { (3, } formam uma base para T,(M).

1.1. Segundo a expressao (4.1.5.2a), para v € T,(M) podemos escrever:

v = d (%), (d€K).

Aplicando-se a expressao (4.1.5.4) ao resultado acima, vira:

(df)p<v) = (df)p[ai (aii)p] = a (ggfz')p - (df)p (aii)p = (g;)p- (4.1.5.5a)

Em particular, se fizermos f = 2/ (z/ : M — E"), a expressao (4.1.5.5a) nos da:

(da?), (Z)p = (%), = 6.  (4.1.5.5b)
Comparando-se as expressoes (4.1.5.3) e (4.1.5.5b), verifica-se que {(dz'),, ..., (dz™), } é
a base do espaco dual TZ;"(M ). E oportuno destacar que esse resultado nos mostra que as
formas diferenciais dz‘ nao sio os incrementos da varidvel z?, como indicam alguns
textos cldssicos do Célculo Elementar, e sim, elas representam uma aplicacdo (operador)
linear.

1.2. Para uma transformacao de coordenadas: Z — T (x), a regra da cadeia do
Célculo Elementar nos mostra que:

dz' = 9% dz/ . (4.1.5.5c)

2. Considerando-se que (df), € T;(M) e usando-se o resultado acima, podemos
escrever:

(df), = a; (d2?),, (a; € K). (4.1.5.6a)

Usando-se a expressao acima no lado esquerdo da expressao (4.1.5.5a) e usando-se, também,
a expressao (4.1.5.5b), vira:
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p = a (dxj) (a(z«i)p = aj 55 = a; .

(df)y (52

Em vista disso, a expressao (4.1.5.5a) tomara a seguinte forma:

df)y = (2L), (dz?),,  (4.1.5.6b)

que representa a expressao usual para a diferencial de uma fungao real do Calculo Elementar.
Esse resultado explica por que os membros do espago cotangente sao também chamados de
1-formas.

Definicao 4.1.5.4. Define-se um campo de vetores X em uma variedade dife-

renciavel M como uma aplicacao X que associa a cada ponto p € M um vetor tangente
X, € T,(M):

X :peM — X,eT,(M).

Observacoes

1. Seja (2!, 2%, ... ") um sistema de coordenadas locais em um conjunto aberto
U C M, entao V p € U, teremos:

X

p

X’L

p 8331

(4.1.5.7a)

onde X/ sdo os componentes de X relativamente ao sistema (z).

2. Seja f o conjunto das fungoes diferencidveis em M [f € R(M)]. Entao, usando-se
a expressao (4.1.5.7a), teremos:

(XP)y = X} 2

p Oxt 1P

(4.1.5.7D)

3. No item (2.1) do Capitulo 2, estudamos os tensores definidos em espagos vetoriais
euclidianos e seus respectivos espagos duais. Agora, podemos generalizar o que foi estudado
nesse item, definindo tensores em variedades diferenciaveis. Assim, considerando-se as
bases desses espagos ({e;} e {e/(z)}) e, também, a expressio (4.1.5.5b), podemos fazer a
seguinte correspondéncia:

e; — aiﬂ el(z) — dat.

Portanto, a expressao (2.1.1.2a) serd escrita da seguinte maneira:

_ ilig...’ip o
t = tj1j2---jq Ox'1 ®

® da”? ® ... @ dxle . (4.1.5.8a)

8J3’2

3.1. Para uma transformagao de coordenadas T — Z (x), teremos:

~Gp  __ 9z 9z92 9z 9zt Hxd2 Az ,cica...cp
b_ T 0z 9xc2 Tt 0zP grb1 Gxb2 T Ppba didz...dg (4158b)

e,

Q"l Q‘
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Registre-se que a maioria dos livros sobre Calculo Tensorial apresenta a expressao acima
como a definicao de tensor.

Definicao 4.1.5.5. Sejam X e Y dois campos de vetores de uma variedade dife-
rencidvel M e f uma funcao diferenciavel também de M [f € R(M)]. Define-se comutador
entre X e Y da seguinte maneira:

X, YI(f) = (XY = YX)(f) = XY() =Y X(f), (4159

e que satisfaz as seguintes propriedades:
L.[X, Y] = =[Y, X]; (4.1.5.9a)
2.[aX +0Y, Z] = alX, Z] + b[Y, Z]; Yabe K, (4.1.59b)

3. (X, YL, Z1+ Y, 2], X] + [[Z, X],Y] = 0 ; (Identidade de Jacobi) (4.1.5.9¢)
4.0fX, 9Y] = fglX, Y]+ fX(9Y —gY(f)X; Vf,ge RM). (4.1.59d)
Observacoes

1. Uma Algebra satisfazendo as expressoes (4.1.5.9,a,b,c,d) é denominada Algebra
de Lie.

2. O produto (operador) XY definido abaixo:

(XY)f = X(Vf) = X' (v 2Ly = X1 90 2L 4 Xiyi 2L

nao pertence ao espaco tangente devido a presenca do ultimo termo na expressao acima.

Definicao 4.1.5.6. Seja uma variedade diferenciavel M e um conjunto aberto U da
mesma, isto é, U C M. Um conjunto { X; } de m campos vetoriais é chamado uma base
local (“local frame”, “comoving frame” ou “vielbein”) se, para qualquer p € U, { X, } é
uma base de T,(M). Isto significa que cada X,); é um vetor tangente de M em p e que o
conjunto deles ¢é linearmente independente.

Observacgoes

1. Qualquer conjunto de m campos de vetores linearmente independentes pode ser
usado como uma base local. Para algumas variedades existe uma base global, enquanto que
para outros, somente base local. Registre-se que, quando m = 4, a base local se denomina
tetrada.

2. Uma base local { X; }, diretamente relacionada a um sistema de coordenadas
locais definido em U, é dita holonémica, ou coordenada, se:

X, X,)(f) =0, YfeRM). (415.10a)

No caso contrario, isto é:
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[X:, X,)(f)#0,  (4.1.5.10b)

ela é dita nao-holonémica ou nao-coordenada.

2.1. Se (z!, 2%, ..., 2™) s@o coordenadas sobre U, entdao o conjunto de campos de
vetores tangentes:

0
{ ozt

» 1 VpelU,

forma uma base coordenada ou base holondémica, considerando-se que ela satisfaz a
expressao (4.1.5.10b), em virtude da igualdade das derivadas cruzadas conforme se demonstra
no Célculo Elementar. Cada elemento dessa base ( 8‘?61-) representa um vetor tangente a linha
coordenada ao longo da qual somente x' varia, enquanto as outras coordenadas permanecem
fixas.

2.2. No caso de uma base nao-holonémica o comutador de quaisquer de seus elementos
pode ser expandido nessa mesma base, isto é:

(Xi, Xj] = CF X, (41.5.11)

onde ij sao chamados os coeficientes de estrutura da Algebra correspondente.

2.3. Dada uma base nao-holonémica { X; }, é sempre possivel escrevé-la em alguma
base coordenada, ou seja:

Exemplos

1. Seja (z, y, z) um sistema de coordenadas cartesianas no E®. A base holonomica
‘. 0 e} o) .
correspondente ao mesmo sera: (aTw Py E) que representam, respectivamente, vetores
ortonormados tangentes aos eixos coordenados x, y e z, isto é: (é,, é,, €,). Observe-se
que esse sistema representa a carta (E® | I), onde I é a identidade:
.3 3
I+ B — E, (z,y,2) — (29 2).
2. Seja (r, #) um sistema de coordenadas polares de E?. A base holonémica corres-
pondente a esse sistema sera: (%, %) que representam, respectivamente, vetores tangentes
as retas concorrentes passando na origem, e as circunferéncias centradas também na origem,
isto é: (&,, €p). Registre-se que esse sistema representa a carta (E? , f), onde:

f:E* — E? (r,0) — (x = rcosl, y = rsend),
onde:

0<r < oo, 0<6<2m.
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3. Seja (r, 0, ¢) um sistema de coordenadas esféricas do E3. A base holonomica

(. (0 9 D .
correspondente ao mesmo sera: (5, 26 a?) que representam, respectivamente, vetores tan-
gentes as retas concorrentes passando pela origem, as circunferéncias centradas na origem
e situadas no plano (x, y), e as circunferéncias centradas na origem e situadas no plano

perpendicular ao plano (z , y) e contendo o eixo dos z, isto é: (€, €, €s). Note-se que esse
sistema representa a carta (E3 | f), onde:

f:E} — E3 (r,0,¢) — (v = rsen cosp, y = r senb) seng, z = r cosd) ,
onde:
0<r < oo, 0<6<m, 0<op<2m.
3.1. Para o sistema de coordenadas esféricas definido acima, a base definida por:

o)
XT:57 X9:

3 =

1 8
) X¢ T r senf 9¢

Sl

é uma base nao-holonomica cujos coeficientes de estrutura sao obtidos por intermédio da
expressao (4.1.5.11), da seguinte maneira.

[Xra XH} = ;GXT + C§9X9 + C;«be = [%’ %%] = %(l %) B %889 (%) -
= tdm 0@ e = —rG&) = 12X = ChXo + Ol Xo + Oy X,
Portanto:
o = Cfe = 0 Ofe = —%-
De modo analogo, podemos mostrar que:
Clo = =5 Chy = — i -

e os demais coeficientes sao nulos.

Exercicios (4.1.5)

EX.4.1.5.1| Para o sistema de coordenadas esféricas (r, 6, ¢) definido por:

f o, ¢ — (x = rsenlcosp, y = r senf seng, z = r cosh) ,

Uy ) = (r= VAT AT 20 =g (YY), 6 = 1

z

8

))



89

encontre as bases holonomica e dual.

a) Base holonémica. Usando-se a regra da cadeia (expressao (4.1.5.2e)) para a
transformacao de coordenadas f considerada, vira:

9 _ 9z 9 9y 90 9z 0 _ 9 9 9
or ~—  Or Ox + or Oy Or 0z COS¢ sent oz + Sen¢ sent Oy + cost oz
9 _ oz 9 9y 0 9z 0 _ 0 o _ 9
6 = o0 ox T 960y T o009 " cost) cosgp - + 1 cost send By r senf 5,
9 _ 0z 0 9y 0 9z 0 _ _ 9 9
96 — 96 9T 865y T b9 92— r senf seng - —i—rsen@cosgzﬁay + 0.
Em termos matriciais, podem escrever:
9 9 0
o sent) cosp  senb) seng cost % 9
7 = r cost) cosp 1 cosh send — r send @ = v @
76 — r senf) sen¢ 1 senb cos¢ 0 = >
Em termos de vetores tangentes, teremos:
€y senf) cos¢p  senb seng cost) .
€p | = r cost) cosp 1 cosh send — r sent €y
€ — r senf) seng 1 senf cosp 0 é.

Considerando-se que a base (é,, é,, €,) é ortonormada, o produto escalar entre os vetores
da base holonomica calculada acima é dado por:

(€., €.) = sen?d cos’p + sen’@ sen® ¢ + cos?0 =
= sen?6 (sen’¢ + cos’¢) + sen?d = sen? + cos?0 = 1,
(€, €9) = 17 c0s*0 cos*p + 12 cos’l sen*¢ + r? sen*d = r? |
(€5, €5) = 1% sen?d sen’¢p + 12 sen®d cos’¢p =1r? sen®d
(€., €y) = (€y, €) = r senb cosl cos*p + r senfl cosh sen?¢p — r senb cosd = 0,
(€, €5) = (€, &) = — 1 sen®d seng cosp + r sen®d send cosp = 0,

(€y, €3) = (€, €9) = — 1 senb cosl seng cosp + r* send cosh cosp seng = 0 .
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Verifica-se, portanto, que a base holonémica (€,, €p, €y) é ortogonal, porém nao ortonormada.
Para torna-la ortonormada, basta dividir o segundo e terceiros vetores, respectivamente, por
r e r senf, os famosos parametros de Lamé. Assim, a base holonomica ortonormada do
sistema de coordenadas esféricas sera:

(€, L&, —Ltsey) = (6, €9, € .)

b) Base dual. Para obtermos essa base, vamos usar a expressao (4.1.5.6b) para a
transformacao de coordenadas f~! considerada e a seguinte expressao:

d% (tg_lz) = 71 _:zz .
Desse modo, teremos:
dr = §ode + Sdy + §dz = fdr + Ydy + 2dz =

= sen# cos¢ dx + senf sen¢p dy + cosf dz ,

do = 82 de + L dy + 9L dz =

/2 2
zx d zy z°t +y o
——dr + ———dy — Y—dz =
72 A/22 + y2 r2 \/z2 + y2 Y 72

= % (cost cosp dx + cost seng dy — senf dz) .

dp = Gode + G dy + G2 dz = — zlode + 55 dy + 0dz =

— _1 (_ Sen¢ dx + COSQb d'y + OdZ)7

r seng

Em termos matriciais, podem escrever:

dr senf) cos¢p  senf seng cost dx
do | = % cost) coso % cost) sen¢p — % senf dy
d¢ T slenH sengb r slenB COS¢ 0 dz

Agora, vejamos se essa base dual é ortonormada. Para isso, inicialmente, vamos mostrar que

a base dual (dz , dy , dz) é ortonormada. Com efeito, usando-se os resultados dos exercicios
(4.1.2.1) e (3.1.5.1), isto é:

xdr = dy Ndz, xdy = dzNdx, xdz = dx ANdy, *(dxANdyANdz) =1,

(da, dB) = * (da A * df)

teremos:
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(dz, dr) = % (de AN xdx) = x (de ANdy Ndz) = 1,
(dz, dy) = (dy, dz) = * (dev Ndz Ndzx) = — (de ANdx Ndz) = 0,
(dx, dz) = (dz, dz) = % (de Ndx Ndy) = 0,
(dy, dy) = * (dy Ndz Ndx) = x(de Ndy Ndz) = 1,
(dy, dz) = (dz, dy) = * (dy Ndz ANdy) = 0,
(dz, dz) = x(dz ANdx Ndy) = *x(de Ndy Ndz) = 1.
De posse desses resultados, teremos:
(dr, dr) = sen®d cos’¢ + sen?d sen’d + cos’d = 1,
(dr, d) = (do, dr) = % (senf cosp cosl cosp + senl seng cosh seng — cosh senf) = 0,
(dr, dp) = (d¢, dr) = ﬁ (senf cosp sengp + senb send cosp) = 0,
(df, df) = =& (cos*§ cos’dp + cos®6 sen’¢ + send) = =% .

(dgb, d¢) = m (86n2¢ + COS2¢) = 1

r2 sen20

(df, dp) = (dop, df) = -~ (— cosl seng cosd + cosh send cosp) = 0 .

r2 senf

Verifica-se, portanto, que a base dual (dr, df, d¢) é ortogonal, porém nao ortonormada. Para
torna-la ortonormada, basta multiplicar o segundo e terceiros covetores, respectivamente,
por r e r sen#, os famosos parametros de Lamé. Assim, a base dual ortonormada para o
sistema de coordenadas esféricas sera:

(dr, r df, r senf do) .

Observacgoes complementares
As técnicas usadas nesse problema nos permitem demonstrar que:

1. Entre as bases ortonormadas dual e holonomica, existe a seguinte correspondéncia:

~

dr —é.; (rdf) — é; (rsenfdp) — é,.

2. Para a base dual ortonormada (dr, r df, r senf d¢), podemos escrever:
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xdr = rdf Nrsend dp, * (r sendd dp) = dr Ar df, x (rdf) = r senf dp A dr,

* (dr Ardf) = r senf do), x (r senf dp N dr) = rdf, x(rdd Ar senf dp) = dr,
*x (dr Nrdf A rosenf dp) = 1.

3. Para o sistema de coordenadas polares (r, #) definido por:

f: (8 — (x = rcosh, y = rsenb),
FUiy) — (P = VE R = ()
podemos demonstrar que a base dual ortonormada vale:

(dr, r df) .

EX.4.1.5.2| Usando a Definicao (4.1.2.1) e os resultados dos Exercicios (4.1.2.1) e

(4.1.5.1), obtenha o gradiente, divergente, rotacional e laplaciano, em coordenadas esféricas

(r, ¢, 0).

a) Gradiente. Seja a funcao escalar f(r, 6, ¢) . Segundo o Exercicio (4.1.2.1), o
gradiente dessa (0 — forma) serd dado por:

Vf=df.
Do Calculo Elementar, podemos escrever que:
Vi =df =5 dr+ G do+ 5 do.

Em termos da base dual ortonormada do sistema de coordenadas esféricas, a expressao acima
é escrita na forma:

df = Ghdr + 13 (rdf) + o5 35 (r send do) .

Por outro lado, em termos da base holonomica ortonormada desse mesmo sistema, podemos
escrever:

o, . 10/ 2 o7 -
Vf - Er r o6 ©0 + r senf O¢ €o

b) Divergéncia. Seja o vetor A. Segundo o Exercicio (4.1.2.1), a divergéncia desse
vetor serd dada por:
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V. A=x%d+A.

Portanto, para calcularmos essa divergéncia vamos, inicialmente, considerar a 1 — forma
associada a esse vetor, isto é:

A= A dr + Agrdd + Ay r send do .

Assim, usando-se os resultados do Exercicio (4.1.5.1) e a Definigao (4.1.2.1), teremos:
* A = x (A dr + Agrdd + Ay r send do)
= A, xdr + Agx (rdf) + A, x (r send dop) =

= A, rdd Nrsend dp + Agr sentd dp Ndr + Agdr Ardf,
d*x A = d(r* A, senf) do A dp + d(r senf Ap) dp A dr + d(r Ay) dr A df =

1 90(r? Ay)

& A5 dr A df A rosenf dp + —— G(SESZA")TdQ/\Tseangb/\dT—F

+Tslen9%rsen9d¢/\dr/\rd9 =

(7"% a(TZTAr) + r slene 8(56752 2e) + r slenG %) (d?” AT de r Sene d(b) ’

xdxA = (%2 a(TZTAT) 4 L DenbAg) 4 104

T send 90 Tsend 09 ) *x (dr A r senf dp N\ r df) .

Portanto:

VA’: %%(TQA,J + ﬁ%(sen&flg) + TSIGHQ%(AQS)

¢) Rotacional. Seja o vetor A. Segundo o Exercicio (4.1.2.1), o rotacional desse
vetor serda dado por:

VxA=xdA.

Portanto, para calcularmos esse rotacional vamos, inicialmente, levaremos em con-
sideracao a 1 — forma associada a esse vetor, isto é:

A= A dr + Agrdf + A, r sent do .

Usando-se a Defini¢ao (4.1.2.1) e o resultado do Exercicio (4.1.5.1), vira:
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dA = d(A,) dr + d(r Ag) df + d(r senb A,) dp =

= (%edr + % do + % do ) Adr+

+ ( 3(7‘ Ae dr + 3(%%40) do + 3(?”8(;49) d@) A dO +

O(r senf Agy) d@) /\d¢ _

O(r senf Ay) o(r sen9 Ag)

= L (b ndr) + ki B (rsent d A dr) +

1 A Ag) (dr Ar df) + —— 8(5;9) (r sen® do A r df) +

+ 1 80’ A‘P (dr A7 senf do) + —— 8(567(1999 29) (p d A r senf do)

1 (‘9(36"9A¢’) — %)*(rde/\rsenedqﬁ)%—

*dA = o a0 96
+%(361n€ 85?; — %)*(rsen@dgb/\dr)—l—
+ (YA ) s (dr A df)
Cih = (R )
+%(selne 85(1; _ W)rdg + %(W — %)Tserﬁd(b.
Em termos da base holonomica ortonormada, teremos
VA= e (0 — ) + 1 (ke B = T+ (%,

d) Laplaciano. Seja a funcao escalar f(r, 6, ¢). Segundo o Exercicio (4.1.2.1), o
laplaciano dessa (0 — forma) serd dado por:

Af =xdxdf.

Do Calculo Elementar, podemos escrever que:

df = Sbdr + 55 d0 + 55 do.
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Usando-se o resultado do Exercicio (4.1.5.1) e a Defini¢ao (4.1.2.1), teremos:

wdf = Uwdr + 2% (rdf) + rslenH%*<Tsen0d¢) -

= 9L (rdo Arsenf dp) + L (r senf do A dr) + Tsleneg—f;(dr/\rdé),

1

dxdf = d(%ﬁ(rd&/\rsenﬁd@ + 1 55 (rsenf do A dr) + rsene%(dr/\“w)) -

= i@(ﬁ%) (dr N7 df A1 senb dp) + Tslene%(lserw%) (rdd A r senf do A dr) +

— rZ or r

+ma%(%(rsen€d¢/\dr/\rd0) =

2
_ (725(7425) + m%(seng%) + r2816n293712£)(drArdQArsen0d¢),

xdxf = ( L9 (2 g) + = ;ene % (senf %) + = Slen29 g%’; ) * (dr A r dONr senfdo).

Portanto:

= 1 0 (,29f 10 of 12
Af T rZ or (T 87') + r2 senf 00 (S@TLQ 60) + r2 sen20 0¢?

4.1.6 Variedades Riemannianas

Definicao 4.1.6.1. Seja 7,(M) o conjunto de campos de vetores diferenciaveis.
Define-se uma métrica Riemanniana a forma bilinear (tensor covariante de ordem 2)

definida por:

g + Tp(M) xT,(M) — R,
X, Y) — gX Y),

com as seguintes propriedades:
1. g,(X, X) > 0 (positiva-definida);
2.9,(X,Y) = g,(Y, X) =< X, Y >, onde <, > = produto escalar ou interno;
3.(X,Y) =0, VXeT,(M) < Y =0.
Observacoes

1. A métrica é dita indefinida, quando:
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(X, X) =0 nao implica X = 0.

2. Sendo a métrica uma forma bilinear, é suficiente conhecer seus valores sobre uma
base. Assim, seja a base local { X(,); } de uma variedade M. Portanto, a métrica g, sera
dada pela matriz n x n:

Iwii = I Xwyi» X@)j) = <Xy, Xp)y >, (41.6.1)

que é simétrica (gp)i; = Y(p)si) € invertivel (det(gwp)i; 7 0).
2.1. Seja uma mudanga de bases descrita pela matriz v:

Xoyi = 7% Xy - (41.6.2a)

Segundo a expressao (1.1.4.15), a matriz da métrica se transforma da seguinte maneira:

i = (7 9 7—1)”, . (4.1.6.2b)
3. Teorema de Gram-Schmidt. Qualquer métrica admite sempre uma base
ortonormada { ¢; }, isto é:

g(ﬁi, Ej) = Nij »

onde 7;; é uma matriz diagonal com P sinais positivos (+) e N sinais negativos, sendo
P+ N =n:

ni; = diag(1, 1, ..., 1, =1, =1, ..., —1).

Esse Teorema permite dizer que para qualquer matriz g, simétrica e de determinante nao-
nulo, existe sempre uma matriz invertivel v, tal que:

(’YT 9p ’Y_l>.. = Nij -
Y
3.1. Conforme vimos no Capitulo 1, a assinatura s de uma métrica é dada por:
s = P — N. Quando s = 0, a métrica é positiva-definida. Assim, estritamente falando,
somente nesse caso ela recebe o nome de métrica riemanniana ou produto escalar.
Quando s # 0, teremos a pseudométrica riemanniana, conforme vimos acima.

4. Teorema de Sylvester. A assinatura de uma métrica s nao depende da escolha
da base ortonormal.

5. Segundo vimos anteriormente, o espago vetorial 7),(M) induz o espago vetorial
T3 (M) como seu dual. Desse modo, dada uma base arbitraria { e; } de T,(M), existe uma
base { ¢/ } de 15 (M), chamada sua base dual, com a propriedade dada pela expressao
(1.1.2.2a), ou seja:
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e (e5) = 6. (4.1.6.3)

(2

5.1. Essa base dual serd holonomica, se ela for uma 1 — forma exata, isto é, se
existem 0 — formas 2’7, tal que:

e = di?  —  ddd¥) = 0.
5.2. Para essa base dual { ¢/ } podemos definir a seguinte métrica:
g9 = g*(e', 7). (4.1.64)
Conforme mostramos na expressao (1.1.3.11), essa métrica é reciproca da métrica g,y isto é:
g9 gir = 0. . (4.1.6.5)
5.3. Essa métrica dual sera ortonormada, se:
gr(&, &) = ni =y . (4.1.6.6)

6. Usando-se a expressao (4.1.5.8a), podemos escrever para a métrica g a seguinte
expressao:

g = gijda* @ da? . (4.1.6.7a)
Registre-se que a notagao usual para essa métrica é a seguinte:
ds* = gy da* dx? . (4.1.6.7b)

6.1. Seja uma curva parametrizada () definida em M cujo vetor tangente sobre a

mesma ¢ dado por X = f%. O seu comprimento serd dado por:
d? = <dp, dz>=<Xd\ Xd\>=<X, X> d\2 = g(X, X) d\2.

Se a métrica for positiva-definida (g()? C X ) > 0), entdo o comprimento de um elemento
da curva «y sera:

dt = \Jg(X, X)dx. (4.1.6.7¢)

Quando a métrica é indefinida, teremos:

dt = \|g(X, X)| d\.  (4.1.6.7d)
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7. Uma métrica estabelece uma relacao entre campos vetoriais e covetoriais, ou seja,
ela pode ser definida como uma aplicagdo univoca (um — um) que transforma vetores em
1 — formas (covetores):

9X, ) = X, VXeT,M), XecRM).

7.1. Se { e; } for uma base arbitraria de T,(M), entdo:

g(X, 61') = X(el) = Xl = g(Xjej, 61') = Xj <€j7 e, > = ngji;

onde X; é chamada a imagem contravariante de X. Considerando-se a simetria de g;; e a
expressao (4.1.6.5), observa-se que:

"X = g"gi X7 = 0FXT — XF = gMX;.  (4.1.6.8b)

As expressoes (4.1.6.8a,b) nos mostram que o tensor métrico g;; e seu reciproco g% funcionam,
respectivamente, como abaixadores e levantadores de indices.

Exemplos

1. Para o sistema de coordenadas polares (r, 6), a métrica correspondente (obtida
usando-se a expressao (4.1.6.1) e o Exercicio (4.1.5.1)), sera dada por:

Gr = (€, &) = 1;  gog = (€p, €) = 1% gg = (€, €) = 0,

9 g =1 — g7 =1 ¢"%ge =1 — ¢ = 5.

Em termos matriciais, teremos:

10 i _ |10
gz]_o,rZu g_or%

Destaque-se que essa métrica também pode ser obtida por intermédio da expressao (4.1.6.2b),
considerando-se que, para o sistema cartesiano (z , y , z), a sua métrica é a matriz unitaria.

2. Para o sistema de coordenadas esféricas (r, 0, ¢), a métrica correspondente (obtida
usando-se a expressao (4.1.6.1) e o Exercicio (4.1.5.1)) sera dada por:

9rr = (é;w gr) = 1 gog = (597 g@) = TQ; 9op = (€¢, 6_:;5) = r2 86712&;

go = (€, €) = 0; g = (€, €) =0,  goy = (€, €5) = 0.
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Em termos matriciais, teremos:

1 0 0
gi; = 0 T2 0
0 0 r2sen?d

E oportuno destacar que essa métrica também pode ser obtida por intermédio da
expressao (4.1.6.2b), considerando-se que, para o sistema cartesiano (z , vy, z), a sua métrica
é a matriz unitaria. Destaque-se ainda que, usando-se a expressao (4.1.6.5), a métrica asso-
ciada a base dual desse sistema de coordenadas sera dada por:

B 1 0 0
g7 = 10 T% 0
0 0 r2 sen20

Definicao 4.1.6.2. Define-se uma variedade Riemanniana a toda variedade dife-
renciavel M sobre a qual é definida uma métrica Riemanniana.

Observacoes
1. Se a métrica for nao-Riemanniana, a variedade é chamada nao-Riemanniana.

2. Teorema de Whitney. E sempre possivel definir pelo menos uma métrica Rie-
manniana sobre uma variedade diferenciavel arbitraria.

Defini¢ao 4.1.6.3. Seja X(M) um conjunto de campos de vetores X de uma va-
riedade diferenciavel M. Define-se conexao afim V sobre M a seguinte aplicagao:
Vi X(M)x X(M) — X(M), (41.6.9a)
(X,Y) —  Vx( ), (4.1.6.9b)

com as seguintes propriedades:
1. Vixygv(Z2) = fVx(Z) + gVy(Z2), (4.1.69¢)
2.Vx(Y + Z) = Vx(Y) + Vx(Z2), (4.1.6.9d)
3.Vx(fY) = fVx(Y) + X(f)(Y), (41.6.9)

onde X, Y, Z e X(M)ef, gc R(M).
Observacoes

1. A conexao afim V é dita simétrica, se:

%)

50 1= 1,2, ..., n), define-se:

2. Para uma base local (0; =
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Vo ;) = TE & . (4.1.6.10D)
3. Para uma base dual (dz, i =1, 2, ..., n), define-se:
Vo, (dz?) = — T d*,  (4.1.6.10¢c)

4. Para uma base arbitrdria { e; } e sua correspondente base dual { 6 }, define-se a
forma de conexao w; da seguinte maneira:

Ve, €5 = Wiler) e,  (4.1.6.11a)

€k

onde:
Lot =Ty 6%, (4.1.6.11b)
2. Wij + Wy, = dgija Wij = Gik w;-“ . (416116)
3.d0 + winG) = 0. (416.11d)

Definicao 4.1.6.4. Dado um campo de vetores X, define-se um campo de tensores
VX, chamado derivada covariante ou derivada absoluta, da seguinte maneira:

VX(Y, w) =<w, Vy(X)>, (4.1.6.12a)

onde < , > significa produto interno e w é uma 1 — forma.
Observacgoes

1. Para uma base local (9;) e sua correspondente base dual (dz'), segundo a expressao
(4.1.5.8a), podemos escrever:

VX = V,;X'"0; ® da? .
Usando-se as expressoes (4.1.6.3) e (4.1.6.12a), e considerando-se que X = X* 9, vira:
VX' = VX(9;, da') = <dz', Vy,(X¥ ) > =
= <dz', Vo, (X¥) O + XF Vy, () >=<da’, 9; XF Op + XFT70m > =
= 0; X* (' O) + T X¥ (da' 0,) = 05 XF 6} + Iy XF 6L, .
Portanto:

VX! = Xi = 0;X" + T X*.  (41.6.12b)
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1.1. Para um covetor X;, a sua derivada covariante é obtida usando-se a expressao
(4.1.6.10c). Assim, teremos:

2. Seja (t) uma curva definida em M, isto é:
y(@t) : [a, ) e R — M.

Para um campo de vetores X definido em uma vizinhanga aberta de y([a, b)), a sua derivada
covariante ao longo de v ¢ dada por:

2.1. Para uma base local (0;) e considerando-se que:

X = X9, =%y,

teremos:

Vi(X) = (&5 4 1k X 9] . (4.1.6.13a)

dt ij dt

2.2. Um campo vetorial X é dito ser transportado paralelamente ao longo de
uma curva suave y(t) em uma variedade diferencidavel M, se:

Vi(X) = 0. (41.6.13Db)

2.3. A conexao afim V é dita métrica se o transporte paralelo de X ao longo de
toda curva diferencidvel em M preserva o produto interno, ou seja:

Vxg = 0. (4.1.6.14)

3. Para toda variedade Riemanniana, existe uma unica conexao afim V que é
métrica e simétrica. Assim, dada uma base local, tem-se:

Uy =T = 56" (0 gmj + 95 Gim — O gij) »  (4.1.6.15)
que sao conhecidos como os simbolos de Christoffel, coeficientes da conexao V,

conexao de Levi-Civita ou conexao Riemanniana.

Definigao 4.1.6.5. Seja X(M) um conjunto de campos de vetores X de uma va-
riedade diferenciavel M e V a conexao afim sobre M. Define-se torsao T e curvatura R
dessa conexao, respectivamente, as aplicacoes definidas por:
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T : X(M) x X(M) —  X(M), (416.16a)
T(X,Y) = Vx(Y) — Vy(X) — [X, Y], (4.1.6.16D)
R: X(M)x X(M) x X(M) — X(M), (41.6.17a)
R(X, Y)(2) = Vx(Vv(2)) = Vy(Vx(2)) = Vixy(Z), (41.6.17b)

onde (X, Y, Z) € X(M).

Definicao 4.1.6.6. Define-se o tensor torsao TZ’; de uma conexao afim V em uma
variedade diferencidavel M como a aplicagao:

T : X*(M)x X(M)x X(M) — R(M), (4.1.6.18a)
definida por:
Tw, X,Y) =<w, T(X, Y)>. (4.1.6.18b)

Observacoes

1. Para uma base local (9;) e sua correspondente base dual (dz'), as expressoes
(4.1.6.16b), (4.1.6.18b) e (4.1.6.10b) nos permitem escrever que:

Th = T(da*, 0;, 9;) = <da*, T(8;, 9;) > =
= <da*, Vy, (8;) — Vo, (0;) — [0; 0;] > .
Usando-se as expressoes (4.1.6.3) e (4.1.6.10a), teremos:
Th = <da, 7 Op — T%0p > = T} (d2*0,) — T (d2Fo,) .
Por fim, usando-se a expressao (4.1.6.3), vira:
TE = Tomgh — Tnst  —  Th =Th —Th.  (41.6.180)

E oportuno esclarecer que, quando a variedade é Riemanniana, o tensor tensao é nulo, uma
vez que Ffj é simétrico.

Definigao 4.1.6.7. Define-se o tensor curvatura R;, de uma conexao afim V em
uma variedade diferenciavel M como a aplicagao:

R : X*(M)x X(M) x X(M) x X(M) — R(M), (4.1.6.19%)
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definida por:

Rlw, Z, X, Y) =<w, RX, Y)Z>. (4.1.6.19b)

Observacgoes

1. Para uma base local (9;) e sua correspondente base dual (dz?), as expressoes
(4.1.6.17b), (4.1.6.19b), (4.1.6.10b) e (4.1.6.3) nos permitem escrever que:

i = R(da', 9;, Oy, 0) = < dai, R(Dy, Oy) 0; > =
— < da', (Vo, Va, — Vo, Vo, — Vio. o) 0 > =
= < dx', Vg, (Vo, 0;) — Vo, (Vo, 0;) > = <da’, Vo, (T} Om) — Vo, (T} 0n) > =
= <dr', (Vo 1) O + T2 (Vo On) — (Vo T) 0u — T3, (Va, 8,) > =
= <dr’, (Vo T7) O + TR Ty 8 — (Vo Tp) 8, — T T3, 8, > =
= O Iy} (d2’ Op,) + T T, (da 9,) — 0, T} (da' 9,) — T} I, (do* 0,) =
= O I3 0, + T Iy, 01 — 00 T3 0) — TF TG, 0%

Por fim, teremos:
1.1. O tensor curvatura R},d, conhecido como tensor de Riemann-Christoffel,
satisfaz as seguintes propriedades:
a) Riy, + Ry + Rj, = 0. (Primeira Identidade de Bianchi) (4.1.6.20Db)
b) Ry + Ripps + Riygmi = 0. (Segunda Identidade de Bianchi) (4.1.6.20c)
d) Rije = gim Rty = — Rjine, Rijre = — Rijok,  Rijee = Rpeij - (4.1.6.20e,f,g)

2. A partir do tensor curvatura R;k@, define-se:
Ry = R, , (Tensor de Ricci) (4.1.6.21a)

R = ¢g* Ry . (Curvatura Escalar)  (4.1.6.21b)
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3. Para uma base arbitrdria { e; } e sua correspondente base dual { 6 }, define-se a
forma de curvatura ()} da seguinte maneira:

R(ei, ej) e = (e, ;) e, (4.1.6.22a)

onde:
LQi = Ry, 0°F N6 (4.1.6.22b)
2.0 = dwi + wp AWf . (41.6.22¢)

E importante registrar que, no 4-espaco, as formas de Cartan - wh e Qf - reduzem-se
drasticamente. Assim, existem somente seis (6) formas de conexao w;- em comparagao Com
os quarenta (40) simbolos de Christoffel I, e somente seis (6) formas de curvatura €
em comparagao com os vinte (20) componentes do tensor de Riemann-Christoffel R;M
ou dez (10) do tensor de Ricci R;;.

Exercicios (4.1.6)

EX.4.1.6.1 | Para um sistema de coordenadas polares (r, 6), calcule as conexdes de
Cartan.

Solugao

Para o sistema de coordenadas polares (r, 6), vimos que:

10 s [1 0
gzj—or27 g_OTL2

a) Forma de conexao Usando-se as expressoes (4.1.6.11c) e (4.1.6.22¢), teremos:

dg,r = d(1) =0 = 2w, — w, =0,
dgee = d(r?) = 2rdr = 2w — wy = rdr.

Sendo:

entao:
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b) Forma de curvatura

Usando-se a expressao (4.1.6.22c) e os resultados anteriores, vira:
O = dom + Wi AW = d0) + W AWl =0+ 0 =0,

T

Q) = dwf + W) Awf = dE) + ViAW, = dE)Adr + 0 =—LdrAdr =0.

Problemas (4.1)

4.1.1. Usando o conceito de diferenciacao exterior:

a) Calcule da, onde:

al)a = 2> ydyANdz — x2dx ANdy; a2)a = 2z yde + 22 dy;
ald)a = 2yzdyANdz + rydz Nde — x zde ANdy .

b) Demonstre que:

b1)V.(AxB) = A.VxB - B.VxA;

b2)V x (fA) = VXA 4+ V[fxA.

4.1.2. Para o sistema de coordenadas cilindricas (r, 6, z) definido por:

f:ml 2 — (x =rcosh,y = rsenb, z = z),

8 |

Uiy ) - (r= VET RO =g (D),

0<r < oo, 0<e<2nr — 0 < z < 00,

encontre: a) as bases holondmica e dual; b) as formas do gradiente, divergente, rotacional e
laplaciano; ¢) a métrica correspondente g;;; d) a derivada covariante de g*.

4.1.3. Mostre que o simbolo de Christoffel I}, nao ¢ um tensor do tipo (1,2).

4.1.4. Para o tensor de Riemann-Christoffel R;'M, demonstre as propriedades
representadas pelas expressoes (4.1.6.20b,c,d,e,f,g).

4.1.5. Para as formas de Cartan (conexao wj- e curvatura Qz), demonstre as pro-
priedades representadas pelas expressoes (4.1.6.11c,d) e (4.1.6.22¢), e calcule essas formas
para o sistema de coordenadas esféricas.



Capitulo 5

5.1 Integracao Exterior
5.1.1 Integracao de Formas

Definicao 5.1.1.1. Dada uma variedade M e um intervalo fechado I € E',
define-se um segmento de curva I' ou (1 — segmento) como a aplicacao:

r:171=/ab — M.

Definicao 5.1.1.2. Sejaw uma 1— forma em uma variedade M e I' um 1—segmento.
Define-se a integral de w sobre I' como:

Jrw = Jug @ = gy Do = [ow (@) ) dt, (51.1.1a)

onde (*) é a operacao dada pela Definigao (4.1.3.2).
Observacgoes

1. Seja f = (fl(:L‘, y,2), folz, y,2), f3(z, vy, 2) ) uma funcao vetorial continua
em uma regiao D do espaco R? e seja w a correspondente 1 — forma, dada por:

w = fide + fady + f3dz.

Usando-se o Célculo Vetorial Elementar, a expressao (5.1.1.1a) é escrita da seguinte forma:

Jrw = J[pr fide + fody + f3dz = frf,dF:

= [V @) + 0y + fi) 2] dt

fio= file(®), y), 20) (= 1.2,3), 2(0) = %0 y/() = %2.2(0) = 5P
No Célculo Vetorial Elementar, essa integral é conhecida como integral de linha ou cir-

culacao. Na Fisica, um dos exemplos mais conhecidos dessa integral ¢ o trabalho 7 de
uma forca F' ao longo de uma curva I':

T = [ F.dr.

2. Seja fuma 0 — forma e I' uma curva (1 — segmento) que vai do ponto a ao ponto
b-TI' = [a, b]. O operador fronteira 0 aplicado a I' - JI" - é definido como:
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or =b — a,
e a integral de f sobre OI' como:
for f = f(b) — f(a). (5.1.1.1b)

Definicao 5.1.1.3. Dada uma variedade M e um retangulo fechado D € E2,
define-se uma superficie suave S ou (2 — segmento) como a aplicagao:

S:D=Juv] — M (@<u<b c<v<d).

Observacgoes

1. Essa superficie S é formada por curvas-arestas, que sao os 1 — segmentos
0 S1, 0 Sz, 0 8S3 ed Sy, definidos por:

0 S1(u) = S(e, u), 0 8S2(v) = S(b, v), (5.1.1.2a,b)
0 Ss(u) = S(d, u), 98S4v) = S(a, v), (5.1.1.2¢,d)

onde o sentido de percurso se da no crescimento das varidveis u e v.

2. Define-se o operador fronteira 0 aplicado a S - 9 S - pela expressao:
0S =08, + 9SSy — 983 —98S,. (5.1.1.2¢)

Os sinais de menos na frente de 9 S3 e 0 S, significam que devemos inverté-los quando se
efetua um percurso num s6 sentido pelas curvas-arestas de D.

Definicao 5.1.1.4. Sejanp uma 2— forma em uma variedade M e S um 2—segmento.
Define-se a integral de 7 sobre S como:

Isn = [Ipm = [IpSn =[5 in(SuS ) dudv. (51.13)

Observacoes

1. Seja f = (fl(x, v, 2), f2x, vy, 2), f3(z, y, 2) > uma funcao vetorial continua
em uma regiao D do espaco R? e seja 1 a correspondente 2 — forma, dada por:

n = fidy Ndz + fadz ANdx + f3dx Ady.

Do Calculo Vetorial Elementar, temos:

[Js F.dS = JJsf.@dS = £ [[p, fidydz £ [[n fodzdz £ [[g fsdvdy,
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onde R,., R., e R,, representam as projegoes de S sobre os planos yz, zx e Xy, respectiva-
mente, e os sinais das integrais do segundo membro sao determinados pela posicao relativa
entre o vetor unitario 7 e os eixos coordenados (z , y, z). Desse modo, a expressao (5.1.1.3)
serd escrita na forma:

—

[fsn = [fs (fidyANdz + fodz Nde + fsde Ady)= [[gf.dS,

que representa, no Calculo Vetorial Elementar, um tipo de integral de superficie. Na
Fisica, ele representa o fluxo de um campo vetorial através de uma superficie.

Defini¢ao 5.1.1.5. Seja w uma 1 — forma e 0 S a fronteira de S. Define-se a
integral de w sobre 0 S como:

Josw = Jog, w+t Jos, w + [ s, w0t [ g5, w =

= Josw = Jog, Wt [as, w — [as, w— [as, w. (5.1.1.4)

Exercicios (5.1.1)

EX.5.1.1.1| Calcule [ w , nos seguintes casos:

a)w = xdy — ydr; T : (x,y) — (cost, sent), 0<t<2m.

b)w = 2?dr + ydy + zyzdz; T : (v, 9y, 2) — (¢t t), 0<t<1.
Solucao

a) Segundo a expressao (5.1.1.1a), teremos:

Jr(@dy — ydz) = f[0,27r] " (zdy — ydz) =

= [ [cost d(sen t) — sent d(cost)] = [eT[cos®>t + sen®t]dt = [T dt = 2 .

b) Tomando-se ainda a expressao (5.1.1.1a), teremos:

Jr (@*dx + ydy + zyzdz) = Jo, 1y I (2?2 do + ydy + xyz dz) =

3 2 4
=h@ e M =[5+ 5] =Gt =§

EX.5.1.1.2| Calcule [[g 7, nos seguintes casos:

a)n = xdy Ndz + ydx Ady;
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S:(z,y) — (w+v,u—vuw), 0<u<l,0<v<1.

b)n = zydy Ndz + xdz Ndr + 3xzdx A dy;

S : (v, y,2) — (u,v,u> +v*), 0<u<1,0<v<1.

Solugao

a) Inicialmente, calculemos S* n:

S*(xdy Ndz + ydx ANdy) =

= (u + v)dlu — v) ANd(uw) + (v — v) dlu + v) ANd(u — v)

(u + v) (du — dv) A (udv + vdu) + (u — v) (du + dv) A (du— dv)

(u + v) (udu Ndv — vdoANdu) +(u — v) (—duANdv + dv A du)

(u + v)(u + v)du ANdv—2 (u—v)du Adv=1[(u + v)?—2u + 2v]duA dv

S* (zdyNdz + ydz ANdy) = (u* + 2uv + v2 — 2u+ 20)du A dv.

Usando-se a expressao (5.1.1.3), teremos:

[[s(@dyNdz + yde Ndy) = [[pS* (xdy Ndz + ydx A dz)

= [o o (W 4+ 2uv + v — 2u+ 20)dudv =

= S = 2u + 2uw) du] (V¥ 4+ 20) dv =

:fi(%—2.%+2.%+v2+20)dv:fi(v2+30—§)dv—

(SN

b) Inicialmente, calculemos S* 7:

S* (rydy Ndz + xdz ANdr + 3zzdx Ady) =

S* (uwv dv A d(u? + v*) + uwd(u® + v¥) Adu + 3u(u® + v?) du A dv

wo dv A (2 udu + 2vdv) +u (2 udu + 2 vdv) Adu+ (3 u® + 3uv?) du A dv =

2utvdo ANdu + 2uvdv Adu + Bu® + 3w?) du Adv =

= Bu® + 3w? — 2vu?v — 2ww) du Adv .
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Usando-se a expressao (5.1.1.3), teremos:

[[g (xydy Ndz + xdz ANdx + 3zzdx ANdy) =
= [[pS* (xydy Ndz + xdz Ndx + 3xzdx A dy) =

= LRG3 w? — 2uPv — 2ww) dudo =

5.1.2 Teorema Generalizado de Stokes

Seja a uma p— forma e D um (p 4+ 1)-dominio orientado com uma fronteira 9 D
cuja orientacao ¢ induzida pela de D. O Teorema Generalizado de Stokes afirma que:

Jpda = [opa. (51.2.1)

Observacoes

1. O Teorema Generalizado de Stokes, também conhecido como Teorema
de Barrow-Newton-Leibniz-Gauss-Ostrogradski-Green-Stokes-Poincaré, pode ser
demonstrado em uma variedade diferenciavel M. Neste caso, D e 9 D recebem o nome
genérico de cadeia.

2. Se aw é uma p — forma e B uma q — forma, as expressoes (4.1.2.1b) e (5.1.2.1)
nos permitem obter a generalizacao da integracao por partes, ou seja:

Jpdlanp) = [pdaNp + (=1)PandB) = [op (@anp). (5.1.2.2)
3. O operador fronteira 0 satisfaz a seguinte propriedade:
Jd.0 =0. (51.23)

Intuitivamente, essa propriedade é entendida da seguinte forma: uma curva que limita uma
superficie nao tem pontos extremos; a superficie que limita um volume nao tem borda.

3.1. Uma cadeia C, para a qual 0 C = 0, é dita um ciclo.

3.2. Uma cadeia C, que pode ser escrita como C = 9 B para algum B, é dita uma
fronteira. Em vista da expressao (5.1.2.3), temos:

0C = 90B) = 0. (5.1.24)

A expressao acima é equivalente ao Lema de Poincaré:
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dda) = 0 < 9@OB) =0.

Exemplo

Verificar o Teorema Generalizado de Stokes no caso particular em que o é uma
1 — forma dada por:

a = filz, y, 2)de + folz, y, 2) dy + fs3(z, y, 2) dz .

Consideremos uma transformacao T que muda « para um novo sistema de coorde-
nadas (u , v). Entao, segundo a Defini¢ao (4.1.3.2), teremos:

o = f(u, v)du + g(u, v) dv,
onde f e g sdo fungoes diferencidveis de (u, v). Usando-se a Defini¢ao (4.1.2.1), teremos:

dle) = df Adu + dgndv = (L du + 8L dv) Adu + (82 du + % dv) A dv,

da*) = (% — g—i) du N dv .

Usando-se a Definigao (5.1.1.4), a expressao (4.1.3.2¢) e o resultado anterior, vira:
[Isda = [[p(da)* = [[pda’) = [[p (52 — ) dudv =

= [[pLdudv — [[p %L dudo.

Para resolvermos as integrais duplas acima, vamos trata-las como integrais iteradas.
Inicialmente, lembremos que o 2 — segmento S tem as fronteiras Js,, Js,, Js, € s, € que 0
correspondente retangulo D (a < u < b; ¢ < v < d), decorrente da transformagao T, tem
as fronteiras 0 Di(u) = D(c, u), 0 Ds(v) = D(b, v), 0 D3(u) = D(d, u) e 0 Dy(v) =
D(a, v) . Assim, teremos:

[Ip g—zdudv = /¢ (fb Lgé?;’”) du) dv = [?I(v) dv .

C a

Como v é uma constante na integral I(v), o integrando é uma derivada ordindria em
relacao a u. Portanto, de acordo com o Teorema Fundamental do Calculo, teremos:

9g(u,v
I(U) = fZ ggu ) du = g(b7 U) - g((l, U)a
conseqiientemente:

[fp % dudv = [?g(b, v)dv — [¢gla, v)dv.
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Sobre a curva 9 Dy, du = 0, entdo o* = g¢g(b, v) dv. Portanto, usando-se a
Definigao (5.1.1.2), resultaré:

fg g, v) dv = [yp, @ = [yg, .
De modo anélogo, teremos:

[Ega, v) dv = Jop, " = Jag, .
Em vista disso, podemos escrever que:

IIp % dudv = [y, @ — [, .

Um raciocinio anélogo ao que foi considerado acima nos mostra que:

Os resultados obtidos acima e mais a Defini¢do (5.1.1.5) nos levam a verificar o
Teorema Generalizado de Stokes. Com efeito:

Jsda = [as @ + [og, @ — [og, @ — [Jps, @ — [gda = [s5 .

Exercicios (5.1.2)

EX.5.1.2.1| Use o Teorema Generalizado de Stokes para demonstrar:

a) O Teorema Fundamental do Caélculo ou Teorema de Barrow-Newton-
Leibniz - [ df = f(b) — f(a);

b) O Teorema de Gauss-Ostrogradski - [, V . Adv = [s A.dS;

c) O Teorema de Stokes - [ V X A.dS = f/_l'dz

a) Teorema de Barrow-Newton-Leibniz - Seja f uma 0 — forma e
consideremos D = [a, b] cuja fronteira é 9D = 0J([a, b]) . Entao, usando-se as expressoes
(5.1.1.1b) e (5.1.2.1), teremos:

S df = Jodf = Jogauy [ = F(b) = fla).
b) Teorema de Gauss-Ostrogradski - Sejam os seguintes vetores:

A = Az, y, 2) T + Aylz, y, 2) 9 + Az, y, 2) 2,
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ds = dydzz + dzdry + drdy 2.
Seja ¢4 a 1 — forma correspondente ao vetor ff, isto é:
pa = Ag(z, y, 2)de + Ay(z, y, 2)dy + A.(z, y, 2) dz .
Segundo vimos no Exercicio (4.1.2.1), temos:

* o4 = Ay dyNdz + Aydz Nde + A, dx N\ dy,

. DA
dx pa = (% + Fr + %2)de Ady A dz
Escolhendo-se & = % ¢4, o Teorema Generalizado de Stokes nos permite escrever que:

Jvd(x¢a) = [ (x0a) —

Jv (% 4 % g 2y qr Ndy Adz = g Apdy Ade + Ay dz Ade + A, de A dy .

Usando-se a notacao do Célculo Vetorial, teremos:
[y V.Adv = [4A.dS .
c) Teorema de Stokes - Sejam os seguintes vetores:
A = Az, y, 2) & + Aylw, y, 2) 9 + Az, y, 2) 2,
dS = dydz 3 + dzdx g + dr dy 2,
dl = dz i + dy§ + dz 2 .
Seja ¢4 a 1 — forma correspondente ao vetor ff, isto é:
pa = Ag(x, y, z2)de + Ay(z, y, 2) dy + Az, y, 2) dz .

Segundo vimos no Exercicio (4.1.2.1), temos:

doa = (%= — F2)dy Adz + (% — Sy dende + (52 — %) de Ady.

Escolhendo-se @ = ¢4, o Teorema Generalizado de Stokes nos permite escrever que:

fsd¢A = frqﬁA -
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Js (B = Sy dy Adz + (% — GE)de ndr + (G — Ge)de Ady =

= [pAydr + Aydy + A, dz.

Usando-se a notacao do Calculo Vetorial, teremos:

J¢V xA. dS = [ A.dl.

EX.5.1.2.2| Considere um campo de forca descrito pela 1 — forma:

a = 2z + y)de + zdy.

Encontre o trabalho 7 realizado por esse campo para mover uma particula do ponto A (1, -2)
ao ponto B (2, 1) ao longo de qualquer curva.

Solugao
Inicialmente, calculemos dao:

da = d[(2x + y)de + zdy] = 2dex ANdx + dy Ndx + de ANdy =

= —drxANdy + de Ndy = 0.

Portanto, segundo o Lema de Poincaré, essa forma é fechada. Vejamos se ela é exata.
Para isso, procuremos a 0 — forma 7(z, y) de modo que tenhamos:

dr = %dx+8—;dy: (2x + y)dx + z dy,

a = B

S=2r4+y — 7=20"+yz+ fly),

or — 1(r,y) =22 + vy + C.

=T - T =u1xzy + g(z)

Usando-se o Teorema Generalizado de Stokes e o Teorema Fundamental do Calculo,
Vira:

[pdr = [op7 = [57 = 7(B) = 7(4) = [+ 2y + Cloy — [ + 2y +Clo, -,

T=4+24+C-14+2-C — 7=7.

5.1.3 Derivada de Lie

Definicao 5.1.3.1. Seja (X1, Xs, ... X,—1) um conjunto de campos de vetores sobre
uma variedade M e o uma p — forma. Define-se o operador produto interno de « por X,

a (p—1) — forma diferencial ixa dada por:
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(z'Xa) (Xl, XQ, Xp—l) = OZ(X,Xl, ng Xp—l) s (5131)

com as seguintes propriedades:
1) ix 1y = ix + iy ; (5132&)

3) Se o e 3 sd@o p — formas e a € R, entao:
ix(ao + B) = ixa + ixf; ix (aa) = aixa; (5.1.3.2¢,d)
4) Se o é uma p — forma e  uma q — forma, entao:
ix(a ANB) = (ixa) NG + (— 1P aA (ixB); (5.1.3.2¢)

5) Se a é uma p — forma e f uma 0 — forma, entdo:

irx a = ix(fa); (5.1.3.2f)
6) Se  é uma 1 — forma e f uma 0 — forma, entao:

ixa = o(X); ix(f) = 0. (5.1.3.2g,h)

Observacgoes

1. Seja o uma p — forma escrita em termos da base { dz’ } :

O = Qg dz™ A dx? ... A dz® |

e seja ainda X = X* ;2 | onde { 7% } ¢ uma base natural de T,,(M), dual de { dz* }, entéo:

ixa = ﬁ X" gy, dz Adx® A oA da . (5.1.3.3a)
1.1. Seja a 1 — forma df, dada por:

df = 2L dat,

entao:

ixdf = X' 2L =<X,df >= X(f), (5.1.3.3b)

onde < , > é o produto escalar ou interno.

Definigao 5.1.3.2. Seja o uma p — forma escrita em termos da base { dz’ }:
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O = Qg dx™ A dx?? ... A dzv .
Define-se a Derivada de Lie de o em relacao a X - Ly« - como:
Lya = X(i,..q,) dz" A da™ . Ada™ + (0, X*) oy, da™ A dz® . A da®r +
+ (0 X*) g, dz™ A dx® A daz' +
..+ (0, XF) Qiyig..iy 1k Az A da™ o ANdz' . (5.1.3.4)

Observacgoes

1. Para a 0 — forma f, as expressoes (5.1.3.4) e (5.1.3.3b) permitem escrever que:

Lxf = X(f) = ixdf = X' 2L =<X,df >. (5.1.3.5)

Comparando-se a expressao acima com a expressao (4.1.5.2a), que define a derivada dire-
cional, verifica-se que elas sao equivalentes. Desse modo, podemos dizer que:

A Derivada de Lie de uma funcgao é a derivada direcional.
2. Paraa 1— forma a = «a; da?, segundo as expressoes (5.1.3.4) e (5.1.3.5), teremos:
Lyxa = X(aj)de? + (0; X') oy do? = X' (0; o) da? + (0; X') o da? .
Usando-se as expressoes (5.1.3.2d,e) e (5.1.3.3b), obtém-se os seguintes resultados:
ix da = ixlda; A dz'] = ix[(0j0y) da? A da']
ix da = 0jay (ixda?d) A dx' — (950 da?) A (ixda') = X7 0ja; dat — X' 0 da? .
diixa) = d(X' «;) = (0; X9) aj dz* + X' (0 a;) da? .
ix da + d(ixa) = X7 9;ou da' + (9; X7) o dx* = X' Qo da? + (0 X') a; da? .
Comparando-se esse resultado com o de Ly« calculado acima, verifica-se que:
Lya = ix doa + d(ixa) = (ix d)a + (dix)a — Lxa = {ix, d}a,

onde { , } indica o operador anti-comutador.

2.1. A expressao acima vale para uma p— forma «. Desse modo, podemos apresentar
a seguinte definigao.

Definicao 5.1.3.3. Seja a uma p — forma. Define-se a Derivada de Lie de «
como:
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Lxa = (ixd)a + (dix)a = (ixd + dix)a = {ix, d}a. (5.1.3.6)

Observacao

A expressao acima mostra que os operadores d, iy e Ly satisfazem a chamada
identidade de homotopia:

LX = iX d + d?;X, (5137&)

com as seguintes propriedades:
a) Lx .d = d. Lx; Lx .ix = ix .Lx; (5.1.3.7Tbc)
b) [Lx, Ly] = Lix, yy; [Lx, iy] = dx,v); (5.1.3.7de)
¢) [[Lx, Ly|, Lz] + [[Lz, Lx], Ly| + [[Ly, Lz], Lx] = 0;  (5.1.3.7f)
d) Lx(a + B) = Lxa + LxfB; Lx(aa) = aLxa; (5.1.3.7g)
e X(a ANB) = LxaANB + aNLxfB; (5.1.3.7h)
= X f; Lx df = d(X f); (5.1.3.71)
g) LfXOé = fLxa + df Nixa;  (5.1.3.7k)
h) Ly 1y = Lx + Ly; Lox = a Ly, (5.1.3.71m)
i) Lx a = dla(X)] + (da)(X) . (5.1.3.7n).

)
) L

—

Observacao
A expressao (5.1.3.7n) é conhecida como Identidade de Cartan [Burke (1985)].

Definigdo 5.1.3.4. Para o tensor T, *;", a Derivada de Lie é definida da
seguinte maneira:

(LxT)pzgr = X5 0Ty — (0uX ) Tyoersr — (0uX %) Ty — . =
ap a1a2...0p 1k a1az2...ap ai1asz...ap
- (ak?X ) Tb111)22 b ' <8b1Xk) b2 b + (abQXk) Tblk‘...bq + +
+ (00, XF) Tyip2or . (5.1.3.8a)

Observacao

Para o tensor métrico g;;, tem-se:
(Lx9)ij = Xi; + Xj.+, (5.1.3.8b)

onde a virgula (,) representa a Derivada Covariante. Registre-se que, quando Lyg = 0,
temos a chamada Equacao de Killing, que representa uma isometria, definida como uma
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transformacao de uma variedade em si propria que preserva a métrica. Essa transformacao
¢ também chamada de movimento.

Exercicios (5.1.3)

EX.5.1.3.1| Use a Defini¢ao de Derivada Covariante, dada pela expressao (4.1.6.12c¢),
para demonstrar a expressao (5.1.3.8b).

Usando-se as expressoes (5.1.3.8a) e (4.1.6.8a), teremos:

(Lxg)i; = X* 0y g5 + (8; X*) giy + (07 X*) g, (D)
0; Xi = 0; (gks Xk) = X* 0; gri + (0, Xk) g — (0, Xk) gei = 0; X; — Xk i ki »
61- Xj :81 (gkj Xk) = Xk (91 gkj -+ (61 Xk) gkj — (82 Xk) gkj :a, Xj — Xk 61 gkj s

Levando-se essas duas tltimas expressoes na expressao (I) e lembrando que o tensor g;; é
simétrico, vira:

(Lxg)ij = X* Ok gij — 05 gk — Oi gry) + 0: X; + 0; Xi . (ID)
Tomemos o simbolo de Christoffel, dado pela expressao (4.1.6.15):

F?j = F?z’ = %gkm (0% gmj + O Gim — Om gij) — 2 Ffj = ¢" (0 Gmj +0j Gim — Om Gij),
2 FZ’ Xe=g"" X4 (0; gmj + 0; Gim — Om Gij) = X™ (0i gmj + O0; Gim — Om Gij)
21“;“]- X, = X* g + 05 g — O gij) —

—T5 X — T Xy, = XF Ok gy — 05 gk — 05 gre) - (II0)

Levando-se (III) em (II), e usando-se a expressao (4.1.6.12¢), vira:

(LXg)ij = 81 Xj — FZ Xk + 8j Xz — F?z Xk — (LXg)’Lj = 4, + X@j .
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5.1.4 Derivada Convectiva e Integragao sobre um Dominio Mével

Existem situagoes onde a evolucao de sistemas fisicos pode ser vista como um fluxo
em alguma configuracao espacial apropriadamente escolhida, como acontece, por exemplo, na
Mecanica dos Fluidos e nos problemas de transporte de um modo geral, tanto classico quanto
quantico. Neste caso, a existéncia de um fluxo sugere imediatamente o uso da Derivada de
Lie relativa a velocidade V para a generalizacao do conceito de Derivada Convectiva d;,
importante no tratamento de problemas de fluxo, uma vez que este é descrito por um campo
vetorial V de velocidades.

Definicao 5.1.4.1. Seja aw uma p — forma. Define-se a Derivada Convectiva de
« - 0; @ - COMO:

5,5 o = 875 o + LV a . (5141)

Observacgoes

1. Para a 0 — forma £, as expressoes (5.1.4.1) e (5.1.3.5) permitem escrever que:
S f =0 f+Lvf=0f+Vidf=0f+WV.V)f. (5142a)
2. Para a p — forma «, as expressoes (5.1.4.1) e (5.1.3.6) permitem escrever que:
va =0a+ Lya = 0ha + iy (da) + d(iy a) . (5.1.4.2b)
Definicao 5.1.4.2. Seja o uma p — forma e consideremos um dominio D que se

move com uma velocidade V. Define-se a taxa de variacao da integral de o ao longo de D,
como:

5t fD a = fD 5t a . (5143&)

Observacoes

1. Usando-se as expressoes (5.1.4.3a) e (5.1.4.2b), teremos:
o fpa = [pOha+ [piv(da) + [pd(iva).
Usando-se o Teorema Generalizado de Stokes, dado pela expressao (5.1.2.1), vira:
0 [pa = [pda+ [pivda + [4piva. (5.1.4.3b)

1.1. A expressao acima generaliza as formulas do Calculo Vetorial relativas a inte-
gracao sobre dominios de dimensoes 1, 2 e 3. Por exemplo, na dimensao 2, ela corresponde
ao Teorema de Helmholtz:

— -,

4fgA.dS = [ (VV.A - Vx(VxA)).d5. (51430
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Problemas (5.1)

5.1.1. Dada a 1 — forma w:
w=2zyzdr + 2> zdy + 2*ydz,
calcule [ w, para:
r: (z,y, 2) — (ru, su, tu), 0<u<l1.
5.1.2. Para cada uma das 1 — formas w dadas abaixo, verifique se elas sao fechadas,
e quais sao exatas.

a)2xydr + 2> dy + 2z dz;

b) (—ydz + z dy) .
NGEX
c) eV (de + idy);
d) (z cos 9;2— senx) y dr + % dy ]
5.1.3. Use o Teorema Generalizado de Stokes para demonstrar:
a) Teorema de Green: [, (fAg — gA f)dV = §,(f Vg — gV f).dS.
b)V = % [op (@dy ANdz + ydz ANde + zdz A dy) .

5.1.4. Demonstre as propriedades da Derivada de Lie - L.

5.1.5. Demonstre o Teorema de Helmholtz:

—

dfgA.dS = [4(VV.A - Vx(VxA)).dS.
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Capitulo 6

6.1 Mecanica
6.1.1 Introducao: Geometria dos Espacos Fisicos

Até o Capitulo 5 apresentamos os aspectos formais do Célculo Exterior. A partir
deste Capitulo 6 e nos dois Capitulos seguintes, vamos apresentar algumas aplicacoes fisicas
desse Céalculo: Mecanica, Termodinamica e Eletrodinamica. Contudo, para entendermos a
relevancia do Calculo Exterior precisariamos estudar a Geometria dos Espacos Fisicos.

Entendemos por Geometria a ciéncia do espacgo, ou melhor, dos espacos que sao
adotados para estudar os fenomenos fisicos. Nao é nossa intencao analisar essa geometrizagao.
Esta pode ser vista, por exemplo, nos excelentes livros citados na Bibliografia - Parte 2:
[Aldrovandi e Pereira (1995); Schutz (1995)].

Geometrizar um certo fenomeno dinamico [Videira (1987)], como a gravitagdo, ou
o eletromagnetismo (ou qualquer outro fenomeno significa incorporar o campo (ou o poten-
cial) associado a esse fendmeno dinamico numa dada estrutura geométrica, isto é, o objeto
dinamico campo (potencial) terd de ser parte constituinte de uma certa variedade. Esse é
o objetivo quando buscamos geometrizar um certo campo (potencial).

Isto implica que devemos escolher ou postular o tipo de variedade de acordo com
as necessidades fisicas. Desse ponto de vista,a Geometria devera depender estritamente do
tipo da dinamica que precisa ser incorporada. Poderemos fazer isso definindo uma Geome-
tria, isto é, uma variedade, e dependendo dessa escolha verificar que tipo de dinamica
ela comporta ou, partindo de certos aspectos denamicos inferir qual deve ser a Geometria.
Em outras palavras, esse acoplamento entre dinamica e geometria exige que a estrutura
geométrica do sistema fisico a ser descrito seja postulada de anteméao ou inferida [Videira,
Rocha Barros e Fernandes (1985)]. De qualquer modo é claro que a estrutura geométrica
devera ser suficientemente complexa e rica para que possa comportar a dinamica necessaria.

Conforme podemos ver nos textos citados acima, a geometrizacao dos processos
fisicos leva-nos a usar variedades com uma Geometria muito mais complicada, mais rica,
que a Riemaniana denominadas de variedades fibradas. Nestas variedades os objetos geo-
meétricos basicos sao as p — formas e usa-se o Céalculo Exterior, conforme vimos no Capitulo
3. As atuais teorias de gauge, por exemplo, baseiam-se na Geometria Fibrada.

Vejamos, agora, sem muita preocupac¢ao com o rigor matemético (sobre este, ver
Capitulo 4) as propriedades matemadticas e geométricas essenciais de entes que chamamos
de variedades, variedades diferenciaveis e variedades fibradas, objetivando o estudo
da Mecanica, objeto deste Capitulo.

Em Fisica usamos a palavra espaco para definir, muitas vezes, intuitivamente e de
modo pouco rigoroso um conjunto de pontos (coordenadas) usados para descrever a dinamica
de um dado sistema. As suas propriedades sao definidas, muitas vezes, baseadas em nossa
experiéncia cotidiana (Aldrovandi e Pereira, op. cit.). E dificil de imaginar um problema
fisico (Schutz, op. cit.) que nao envolva alguma espécie de espaco continuo. Ele pode ser
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um espacgo euclidiano 3-dim, um espaco-tempo 4-dim de Minkowski, um espaco de fase em
Mecanica Classica ou Mecanica Quantica, o espaco de estados de equilibrio termodinamico
(ver Capitulo 7), ou outro espaco ainda mais abstrato. Todos esses espacos tém diferentes
propriedades geométricas, mas eles partilham algo em comum, algo que tem a ver com o fato
de serem espacos continuos, em vez, digamos, de serem redes de pontos discretos.

Um dos objetivos primordiais da Geometria Diferencial é o de estudar as propriedades
comuns a todos esses espacos fisicos continuos criando um substituto matematicamente pre-
ciso para o ente espaco continuo. Veremos a seguir como isso ¢ feito definindo primeiramente
variedade e variedade diferenciavel.

6.1.1.1 Variedade (”Manifold”)

Seja R™ o conjunto de todas as énuplas de ntmeros reais © = (z1, T2, ..., T,). O
conjunto desses "pontos” x constitui uma variedade (”manifold”), que indicaremos por
M, se cada ponto x de M tem uma vizinhanca aberta que tem um mapeamento continuo 1—1
sobre um conjunto aberto de R™ para um dado n. Isto significa que M ¢é localmente seme-
lhante a R™. A dimensao de M é igual a de n.E importante que a definicao envolva somente
conjuntos abertos e nao a totalidade de M e R", porque nao se pretende restringir a topologia
global de M. Notemos que s6 se exige que o mapa seja 1 — 1, sem que haja necessidade
de preservar comprimentos ou angulos ou qualquer outra nocao geométrica. Comprimento
nao é nem definido nesse nivel de geometria, e encontramos muitas aplicacoes fisicas nas
quais nao desejamos introduzir a nogao de distancia entre pontos numa variedade. Nesse
nivel geométrico elementar (”primitivo”) pretendemos somente assegurar que a topologia
de M permaneca idéntica a de R". Entendemos por topologia o conjunto de elementos
estruturais basicos minimos responsaveis por propriedades qualitativas gerais de um dado
conjunto ou espacgo. Estes seriam: pontos, conjuntos de pontos, mapas entre conjuntos de
pontos, propriedades geométricas que nao dependem de tamanhos que sao comuns a esferas,
toros, etc. (Aldrovandi e Pereira, op. cit.)

6.1.1.2 Variedade Diferenciavel

Nao procuraremos dar aqui uma definicao rigorosa de variedade diferenciavel,
como fizemos no Capitulo 4. Vamos mostrar somente as propriedades essenciais que carac-
terizam essa variedade, tendo em vista o objetivo deste Capitulo. Desse modo, consideremos
que (1, 2, ... ) = ()i =1, 2, .. » seja um conjunto de variaveis continuas indepen-
dentes, que implica dz;/0z, = &F, que sdo as coordenadas de pontos que descrevem as
propriedades de uma certa variedade. Suponhamos que seja possivel descrever a variedade
em questdao por um novo conjunto de coordenadas (y1, y2, ... Yn) = (Y;)j = 1,2, .. n que
sejam fungoes das antigas, isto é, que y; = y;(x;) (4, 7 = 1, 2, ... n). Se essa descri¢ao
é, sob todos os aspectos, equivalente a antiga nés devemos ser capazes de obter as varidveis
x como fungbes das novas varidveis y, isto é: x; = x;(y;). Desse modo, nada é perdido
quando efetuamos a transformacao x — y. Se quisermos podemos recuperar tudo por
uma transformagao inversa y —  x. Tais transformagoes denominam-se biunivocas ou
1 — 1. Se as transformagoes de coordenadas y;, = wy;(z;) e x; = x;(y;) e as derivadas
parciais de primeira ordem, 0x;/0yy e Oy;/0xy, forem continuas dizemos que a variedade é
diferenciavel.
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6.1.1.3 Espacos Fisicos Continuos

Esses espacos sao variedades diferencidveis com propriedades matematicas adicionais
as que foram definidas acima. Por exemplo, em Fisica Classica Nao-Relativistica os espago
fisico é 3-dim vetorial onde se define uma distancia ou norma cartesiana entre dois pontos
(Capitulo 1). Em outras palavras, ¢ uma variedade diferencidvel com propriedade veto-
rial e com norma cartesiana. Ele denominado Espaco Euclidiano e indicado por E3. A
Geometria desse espago é dita Geometria Euclidiana. A norma adotada neste espaco define
uma métrica conhecida como métrica euclidiana. O tempo ¢ é uma ”coordenada” comple-
tamente independente das coordenadas espaciais que fazem parte da Geometria Euclidiana
de E3. As transformacoes entre referenciais inerciais newtonianos sao realizadas segundo as
transformacoes de Galileu, que formam um grupo chamado de grupo de Galileu.

Com o advento da Relatividade Restrita Einsteniana um novo espaco fisico foi postu-
lado onde as trés coordenadas espaciais e o tempo fazem parte de uma nova variedade 4-dim
com uma norma pseudo-euclidiana (ou pseudo-norma) (Capitulo 8). Esse espa¢o 4-dim
¢é conhecido como Espago de Minkowski onde a métrica é dita métrica de Minkowski e a
Geometria é denominada de Geometria de Minkowski. Nesta o tempo e o espaco estao indis-
soluvelmente ligados. As transformagoes entre os referenciais inerciais newtonianos descritos
por quatro coordenadas, trés espaciais e uma temporal, sao feitas por intermédio de trans-
formagoes de coordenadas denominadas de transformacgoes de Lorentz. Descobriu-se que
o espago de Minkowski é feito sob medida para acolher o formalismo das Equacgoes de
Maxwell e assim descrever os fenomenos eletromagnéticos, conforme veremos no Capitulo

8.

Na sua tentativa de construir uma teoria relativistica para a gravitacao, o fisico
germano-norte-americano Albert Einstein (1879-1955; PNF, 1921), foi, provavelmente, leva-
do a uma descricao geométrica dessa classe de fenomeno. Notemos que uma representacao
geométrica do fenémeno gravitacional ja havia sido sugerida pelo matematico alemao Georg
Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) em sua Tese para o cargo de Privatdozent da Uni-
versidade de Gottingen, na Alemanha, em 1854 [Boyer (1968)]. Das quatro interagoes fisicas
fundamentais (gravitacional, elétrica, fraca e forte) apenas as duas primeiras sdo de longo
alcance e, portanto, com manifestagoes globais. Como o Universo é eletricamente neutro,
devemos esperar que a estrutura em larga escala do espaco fisico 4-dim deveria ser deter-
minada pelo potencial gravitacional. FEinstein teve sucesso em sua descricao geométrica
da dinamica gravitacional. A sua teoria é denominada de Geometrodinamica ou, também,
impropriamente de Relatividade Geral. FEinstein mostrou que a descricao dos fenomenos
gravitacionais pode ser feita em uma variedade pseudo-Riemanniana espago-temporal
4-dim [Bassalo, Cattani e Nassar (1999)].

6.1.1.4 Espaco Tangente

Indiquemos por M™(z) uma variedade n-dimensional onde x = (z1, T2, ..., Ty).
Numa variedade podemos ainda manter a imagem de um vetor como uma seta tangente
a curva. Entretanto, agora, devemos perceber que somente vetores num mesmo ponto
P € M"(z) podem ser somados juntos. Vetores em diferentes pontos nao possuem
nenhuma relagdo uns com os outros. Os vetores estao contidos, ndo em M™(z), mas em um
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espago tangente a M"(z) no ponto P denominado de T'Mp ou, simplesmente, T'M. Para
variedades comuns tal como, por exemplo, a superficie de uma esfera, o espaco tangente é
facilmente visualizado como um plano tangente a esfera no ponto P. Para variedades mais
abstratas essa visualiza¢ao pode ser muito mais dificil (Schutz, op. cit.). Nds usamos o termo
vetor para indicar um vetor em um dado ponto P de M™(z). O termo campo vetorial
refere-se a regra que define um vetor em cada ponto de M™(zx).

6.1.1.5 Espaco Tangente Fibrado

Consideremos duas variedades M e N formadas por elementos a e b, respectivamente.
Definimos produto de espagos M x N ou produto cartesiano de espagos (Schutz,
op. cit.) como sendo uma variedade formada por pares (a, b) com a em M e b em N. Se
as dimensoes de M e N forem, respectivamente, m e n, a dimensao da variedade resultante
M x N serd igual am + n.

Uma variedade particularmente interessante é formada pelo produto M X TMp,
ou seja, combinando uma variedade M com todos os espacos tangentes T'M,. A uniao dos
espagos tangentes a variedade JI'Mpp < 3y em diferentes pontos possui a estrutura natural
de uma variedade diferencidvel, cuja dimensao é duas vezes maior do que a dimensao de M.
Essa variedade diferenciavel é denominda de espago fibrado tangente, feixe de fibras
("fiber bundles”) ou, simplesmente, fibrado e é designada por FFM. A variedade M é, em
geral, conhecida como variedade base.

Consideremos o caso mais simples possivel (Schutz, op. cit.): uma variedade 1-dim
M, uma curva y = y(x), e seus espagos tangentes que sao as linhas tracejadas tangentes
em cada ponto da curva, conforme Figura 1. Como as tangentes se estendem para longe
infinitamente em ambas as direcoes elas se interceptariam umas com as outras e também
com a curva y = y(x). Como essses pontos de contacto nao teriam nenhum significado
e tornariam muito confusa a figura resultante, a melhor descricao é mostrada na Figura 2
onde as tangentes ou os espacos tangentes sao desenhados como retas tracejadas paralelas
entre si: desse modo elas nao se interceptariam e a atravessam a curva y(z) nos pontos onde
elas seriam tangentes.
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Infelizmente essa descrigao nao mostra o fato de que cada elemento de T'M é tangente
a curva y(x) (ou M), mas esse é o prego que devemos pagar para ter uma melhor clareza da
uniao entre as variedades em questao. As linhas verticais de T'M representam vetores, com
certos "comprimentos” e sendo tangentes a M nos pontos P. Em cada ponto da Figura 2
passa um e somente um vetor em um e somente um ponto de M. Assim, somos levados a
definir uma nova variedade F'M, formada por todos os vetores tangentes em todos 0s pontos,
que é 2-dim. Como dissemos acima, ela se denomina fibrado tangente, feixe de fibras
("fiber bundles”) ou fibrado. Cada vetor tangente V(P) num ponto P (ou x) é dado por
V(z) = y(x) 0/0x. Assim, o fibrado F'M é formado pelos pares [z, V(z)].As fibras sao

os espacos tangentes a variedade base M.

E oportuno lembrarmos aqui que a geometria dos fibrados é fundamental para a mo-
derna Teoria de Gauge (Videira, op. cit.; Videira, Rocha Barros e Fernandes, op. cit.) usada
para investigar a estrutura de Particulas Elementares. Nessa teoria o fibrado é constituido
pelo produto topoldgico (cartesiano) entre dois tipos de variedades: a variedade base espago-
temporal M(x), que leva em conta as simetrias externas, e as variedades tangentes (fibras)
que levam em conta as simetrias internas. A ligacao entre essas simetrias é feita por um
operador chamado de ”"conexao” ou potencial de gauge. O operador quantico unitario
U que depende de x e de graus internos de simetria [Moriyasu (1983)] ¢ dado por:

U = exp|—iqOF) Ft], (6.1.1.5.1)

onde ©F(z) ¢ um parametro que depende da variedade base M (x), que é uma fungao continua
de x, F}, sao geradores do grupo interno de simetria e q é a constante de acoplamento para um
grupo arbitrario de gauge. A transformagao dada pela Equagao (6.1.1.5.1), denominada de
transformacao de gauge, é formalmente idéntica a de uma rotacao espacial se identificarmos
o parametro ©%(z) com os angulos de rotacio. Quando a particula vai de um ponto z para
um outro z + dz na variedade espaco-temporal o ”angulo” ©%(x) no espago interno "roda”
de um valor dO*(z) = ©F(x + dr) — ©F(x). Pode-se mostrar (Moriyasu, op. cit.) que
existe um operador A, (u = 1,2,3,4) que gera essas transformagoes internas dado por
A, = 0, ©%x) Fy. Ele é uma generalizagao do potencial vetor A, do eletromagnetismo
(Capitulo 8). Ele é um "operador de conexao” (ou s6 ”conexao”) entre a variedade-base
espago-temporal M (x) e o espago interno das particulas (”fibras”) e a conexao A é 1— forma
(Capitulo 3), um objeto geométrico fibrado. Esse tipo de teoria se presta para a descrigao,
nao apenas do eletromagnetismo, como também de fenomenos envolvendo as interacoes forte
e fraca que sao de curto alcance.

No caso do eletromagnetismo o grupo interno de simetria é o grupo de fase U(1) e o
operador de gauge U, definido pela Equacao (6.1.1.5.1), é dado por U = exp[— i ¢ A\(x)]
mostrando que o espago interno de uma carga elétrica consiste de todos os possiveis valores
de uma fase A\(x) de sua fungdo de onda. Pode-se mostrar que U é responsdvel por uma
transformagao de gauge familiar do eletromagnetismo: A, — A;L = A, — 0, MN(z) (Capitulo
8). Como o operador de gauge roda o espago interno isso sugere uma interpretacao geométrica
para a transformacao de A,. Como A, ¢ um campo externo, o campo transformado A; é
o campo visto por um observador no sistema de coordenadas que foi rodado. No caso de
interagao forte o grupo de simetria é o SU(3). € no caso da interagao eletrofraca o grupo
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de simetria é o SU(2) x U(1).
6.1.2 Mecanica Lagrangiana em Variedades

Com sabemos [Goldstein (1959)] a Mecanica Lagrangiana descreve o movimento de
um sistema dinamico assumindo que o mesmo é descrito por n coordenadas generalizadas
independentes ¢ = (q1, q2, .., qn) onde ¢; = ¢;(t), supondo vinculos holénomos. O
espago n-dim M™(q) descrito pelas coordenadas generalizadas ¢, que é denominado espago
configuracional possui a estrutura de uma variedade diferenciavel.

A evolugao temporal do sistema mecanico conservativo é obtida resolvendo as equa-
coes de Lagrange que sao dadas por:

d/dt 0L)dg. , — OL/dg; = 0, (6.1.2.1)

onde ¢;, ; = 0¢;/0t, L = L(g;, qi, t) é a funcao de Lagrange ou Lagrangiana dada
por L = T(q;, qit) — V(&, Git), sendo T a energia cinética e V' a energia potencial.

A evolugao do sistema dinamico com o tempo é descrita por uma curva ¢(t) na
variedade M"(q).

6.1.2.1 Espaco Tangente

Como dissemos antes, numa variedade podemos ainda manter a imagem de um vetor
como uma seta tangente a curva. E que somente vetores num mesmo ponto P € M"(q)
podem ser somados juntos. Vetores em diferentes pontos nao possuem nenhuma relacao uns
com os outros. Os vetores estao contidos, nao em M™(§), mas em um espago tangente a
M™(q) no ponto P denominado de T'Mp ou, simplesmente, TM. O termo vetor indica um
vetor em um dado ponto P de M™(q) e o termo campo vetorial refere-se a regra que define
um vetor em cada ponto de M™(q).

E f4cil verificar que a velocidade generalizada @; = 0¢/0t é um vetor tangente a
variedade M"(q), ou seja, ¢, € TM [Arnold (1987)]. A Lagrangiana L é uma fungao de ¢;
e ¢, assim é uma funcao sobre o T'M.

6.1.3 Mecanica Hamiltoniana Simplética

A descrigao de um sistema dinamico feita pelo Formalismo Hamiltoniano comeca
com a Lagrangiana L(q, ¢.) que ¢ fungao das varidveis ¢. O momento generalizado p' é
definido por p = 0L/0¢; e a Hamiltoniana H(q, p) é dada por: H = p ¢, — L. A
Lagrangiana L sendo fungao de ¢'e ¢, ¢ uma funcao sobre o fibrado F'M.

Na Mecanica Hamiltoniana o espago de fase ou espago configuracional descrito
pelas coordenadas (¢, p) é uma variedade diferencidvel M?"(q, p) = M?" de dimensao par
igual a 2n. Assim, a Mecanica Hamiltoniana obedece a Geometria de um espaco de fase de
2n-dim.

6.1.3.1 Variedade Simplética

Seja M*" uma variedade diferencidvel de dimensao par. Chamamos de estrutura
simplética em M?" a 2 — forma diferencial fechada w, nao degenerada em M?". O par
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(M?", wy) é denominado variedade simplética.

Na variedade M?"(q, p) a 2— forma definida acima vale wy = dp'A d§ = dp; A dg’
é fechada e nao degenerada, ou seja, dwy = 0. Como conseqiiéncia vemos que 0 espaco
de fase Hamiltoniano [M?"({, p), ws] é uma variedade simplética (Arnold, op. cit.). A
2 — forma wo é chamada de forma simplética.

6.1.3.2 Fibrado Cotangente e sua Estrutura Simplética

Seja M = M"(q) uma variedade diferencidvel n-dimensional com coordenadas .
Uma 1 — forma no espago tangente T'M no ponto ¢ chama-se vetor cotangente a M no
ponto ¢. O conjunto de todos os vetores cotangentes a M no ponto ¢ forma um espaco linear
n-dimensional conjugado no espaco tangente T'M. Este espago linear de vetores cotangentes
designa-se por T * M e é denominado de espago cotangente a variedade M no ponto ¢.

De modo analogo ao caso do fibrado tangente F'M, definimos a reuniao dos espagos
cotangentes T« M a variedade M em todos os seus pontos ¢ do fibrado cotangente de
M e representa-se por F'x M. Este espaco tem a estrutura natural de uma variedade de
dimensao 2n. Um ponto de F'« M é uma 1 — forma no espago T'M em qualquer ponto ¢.

O fibrado cotangente F * M de M?**(q, p) tem uma estrutura simplética natural
(Arnold, op. cit.). Nas coordenadas (g, p) esta estrutura simplética é dada pela 2 — forma
wy = dp ANd§ = dp; A dg'. Em F x M temos a I-forma w! dada por 0 = pdi = p; dq’
conhecida como forma de Liouville. Notemos que a 2 — forma wy é nao degenerada, ou
seja, dw? = 0 e que wy = dw.

Observacoes

(a) Consideremos o sistema mecanico Lagrangiano com variedade configuracional
M(q) e a funcao de Lagrange L. Verifica-se que a velocidade generalizada Lagrangiana §; é
um vetor tangente a variedade base M (q), ou seja, ¢; € T'M enquanto o momento generalizado
p = 0L/0¢ . é um vetor cotangente (Arnold, op. cit.), ou seja, p = OL/0G, € T = M.

(b) O espago de fase (¢, p) é um fibrado cotangente F x M da variedade M (q) e a
Hamiltoniana H(p, ¢) é uma fungao sobre esse fibrado (Schutz, op. cit.).

6.1.4 Campos Vetoriais Hamiltonianos

Com o intuito de simplificar a notacao no estudo de campos vetoriais na variedade
M*(p, q) ("espago de fase”) vamos considerar somente p = p(t) e ¢ = ¢(t), omitindo os
indices 7 = 1, 2, ..., n dessas variaveis. As equacoes de movimento de um sistema dinamico
no formalismo Hamiltoniano comega com o Lagrangiano L(q, ¢ ) que é fungao da varidvel
q(t). O momento p definido pela expressao p = 0L/0q¢ ; e a Hamiltoniana pela expressao
H= p¢, — L = H(p, q). As equagoes dinamicas sao dadas por:

d/dt (OL/0g,) — OL/Oq = 0, (6.1.4.1)
e o momento p definido pelas equagoes:

0H/0q = —dp/dt e O0H/Op = dq/dt. (6.1.4.2a,b)
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A funcdo Hamiltoniana H(gq, p) tem como diferencial a 1 — forma:
dH = (0H/0p) dp + (0H/Jq) dq.  (6.1.4.3)

Derivando a expressao (6.1.4.3) em relacdo ao tempo ¢, e usando as expressoes
(6.1.4.2a,b), vira:

dH/dt = (OH/dp) dp/dt + (DH/dq) dq/dt = — (DH/3p) DH/dq + (DH/dq) OH/ddp = 0,

resultado esse que indica o valor de H ¢é conservado ao longo de cada curva integral dada
por: [¢ = q(t), p = p(t)].

Consideremos em M?" a 2— formaw, = dfAdpeacurvalg = q(t), p = p(t)] que
é solugao das equagdes (6.1.4.2a,b). Vamos mostrar que, se o vetor tangente (campo de ve-
locidade vetorial) a essa curva ¢ definido por [segundo as expressoes (4.1.5.2a) e (6.1.4.2a,b)]:

Uy = dfdt = (dg/dt) (9/0q) + (dp/dt) (9/0p) =
= (0H/dp) (0/9q) — (9H/dq) (0/9p),  (6.1.4.4)
entiio wy obedece a seguinte condigio:
Lpw, = 0, (6.1.4.5)

onde U = Uy e Ly é a Derivada de Lie [ver expressao (5.1.3.6)].

Ora, levando em conta que a Derivada de Lie de uma p — forma com respeito a
um campo vetorial Uy é dada por [ver expressao (5.1.3.7n)]:

Ly wpy = dlwp(U)] + (dwyp)(U)
e que dw, = 0, pelo Lema de Poincaré [ver expressao (4.1.2.1c)], teremos:
Ly wy = dlwe(U)].  (6.1.4.6)
Porém, como [ver expressao (3.1.1.1a)]:
w(U) = dfAdf = dg@dp — dp @ dg,  (6.1.4.7)
entao (Schutz, op. cit.):
wo(U) = (dg/dt) dp — (dp/dt) dg .  (6.1.4.8)

Usando as expressoes (6.1.4.2a,b;3), a expressao (6.1.4.8), ficara:
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wo(U) = (0H/dp) dp + (0H)/dq) dqg = dH .  (6.1.4.9)

Levando a expressao (6.1.4.9) na expressao (6.1.4.6) e usando o Lema de Poincaré
[ver expressao (4.1.2.1¢)], teremos:

LUH Wy — d(dH) = 0,

o que demonstra a expressao (6.1.4.5). O campo vetorial Uy que satisfaz essa expressao é
conhecido como campo vetorial Hamiltoniano. Por outro lado, esse mesmo campo gera
um grupo uniparamétrico (Aldrovandi e Pereira, op. cit.) denominado de fluxo Hamilto-
niano.

Derivando a expressao (6.1.4.3) em relacao ao tempo t, e usando as expressoes
(6.1.4.2a,b), vira:
dH/dt = (0H/0p) dp/dt + (0H/0q) dq/dt =
= — (0H/0p) (0H/dq) + (0H/0q) (0H/0p) = 0 — dH/dt = 0, (6.1.4.10)

resultado esse que indica que o valor de H é conservado ao longo de cada curva integral
le = qt), p = p(t)].

Vejamos agora uma outra maneira de escrevermos a relagao entre Uy e dH. Cal-
culando o produto interno iy [expressao (5.1.3.1)] da 2 — forma ws, teremos (Aldrovandi e
Pereira, op. cit.):

igwy, = dH ,  (6.1.4.11)

resultado esse que estabelece um isomorfirmo entre campo de vetores (Uy) e 1 — formas
(co-vetores) (dH) sobre a variedade M?". Em outras palavras, o produto interno (iz) gera

uma correspondéncia um-a-um entre campos vetoriais e 1 — formas sobre a variedade
M2,

6.1.4.1 Evolugao Temporal

Aplicando o campo vetorial [vide expressao (6.1.4.4)]:
Un = (0H/0p) (9/0q) — (0H/dq) (8/0p) ,

em um fungao qualquer diferencidvel F'(q, p), usando as expressoes (6.1.4.2a,b) e a defini¢ao
de parénteses de Poisson ({}) [Goldstein (1959)], obteremos:

Un F' = (9H/dp) (0F/0q) — (0H/dq) (OF/9p) = {F, H} =

= (OF/dp) (dp/dt) + (OF/dq) (dq/dt) = dF/dt —
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dF/dt = UyF = {F, H} . (6.1.4.1.1)

A expressao (6.1.4.1.1) representa a equagao de movimento conhecida como Equagao
de Liouville. Portanto, "o campo vetorial Uy faz fluir a funcao F' ao longo do tempo”, e
representa exatamente o papel do gerador de transformagoes infinitesimais no tempo (Al-
drovandi e Pereira, op. cit.).

Observacao

O operador Uy é conhecido em Mecanica Estatistica como operador de Liouville.
As fungdes F'(q, p) sdo observdveis cldssicos ou fungoes dinamicas. A fungao H(q, p) "pre-
side” a evolucao temporal do sistema fisico: dizemos que H(q, p) é a funcdo geratriz do
campo vetorial Ug.

A evolugao temporal de F'(q, p) é obtida resolvendo a expressao (6.1.4.1.1), ou seja,
usando a expansao de Euler, a expressao (6.1.4.1.1), e as propriedades do { } (Goldstein, op.
cit.):

F(t) = Flq(t), p(t)] = F(0) exp(t Un) =
= FO)[1 + tUy] + (tUg)?/2) + ..] =
= F(0) + t{F(0), U} + (£2/2) {{F(0), H}, H} + ... =
— Fleap(t Hy) q(0) , exp(t Uy) p(0)] . (6.1.4.1.2)

Como a Derivada de Lie de uma funcao qualquer F'(q, p) dada por (5.1.3.71)
Lyy F = Upg F e considerando a expressao (6.1.4.1.1), poderemos escrever que:

Lyany F = Uy F = {F, H} = dF/dt. (6.1.4.1.3)

Se a fungdo F' é uma constante de movimento, isto é, dF'/dt = 0, entao, de acordo
com a expressao (6.1.4.1.3), {F, H} = 0, o que significa que L comuta com H. Além disso,
Lyy F = 0. Ora, como mostramos que Ly gy wo = 0 [expressdo (6.1.4.5)] e considerando
que wy = dq A dp, concluimos que 2 — forma ws é uma constante de movimento.

Aplicando a expressao (5.1.3.7h) [Lx (« A = (Lx a) AN + a A (Lx )] para
o caso geral (wy)" dado por:

(Wo)® = Wy Awa A owy = (=)™ dg* ANdg*> A ... dg" A dpy Adpy A ... dp, , (6.1.4.1.4)

e usando a expressao (6.1.4.5), concluimos que wy também é uma constante de movimento.
Observacao

Quando n = 1, temos que wy, = dg A dp que é a 2-forma-drea do espaco de
fase, e sua conservacao temporal é simplesmente o Teorema de Liouville para um grau
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de liberdade. No caso geral n, a conservagao temporal de (w)"™ pelo fluzo Hamiltoniano
representa o Teorema Geral de Liouville. Note que os sistemas dissipativos violam esse
Teorema.

6.1.4.2 Transformagoes Canodnicas

A escolha das coordenadas ¢ e p para estudar um sistema dinamico nao é tnica.

Podemos escolher outrad coordenadas P = P(q, p) e @ = (g, p) para descrever o
mesmo sistema. Nas coordenadas (¢, p) temos H(q, p) e as equagoes de movimento sao
dadas (6.1.4.2a,b). Se com as transformagdes P = P(q, p) e Q@ = Q(q, p) as novas

equacoes de movimento forem dadas por:
OH*/0Q) = —dP/dt e OH*/OP = dQ/dt, (6.1.4.2.1a,b)

onde H* = H(Q, P), dizemos que a transformagao de coordenadas (¢, p) — (Q, P)é
uma transformacao candnica.

Para garantirmos que as expressoes (6.1.4.2a,b) e (6.1.4.2.1a,b) estejam satisfeitas ¢
necessario que os fluxos Hamiltonianos em ambos os sistema de coordenadas obedecam a
Derivada de Lie dada pela expressao (6.1.4.5). Isto implica que devemos ter:

walq, p) = dgNdp = dQ NdP = wy(Q, P). (6.1.4.2.2)
A condigao necessdria e suficiente para isso é que (Schutz, op. cit.):
(0Q/0q) (OP/0p) — (0Q/0p) (OP/0q) = 1. (6.1.4.2.3)

Observacao

As varias formas de transformacoes candénicas podem ser vistas, por exemplo, em
Landau et Lifchitz (1973) e Goldstein, op. cit.



Capitulo 7

7.1 Termodinamica
7.1.1 Lei Zero da Termodinamica

Definicao 7.1.1.1. Um sistema termodinamico - uma parte isolada do Universo
que ¢é objeto de estudo - ¢é caracterizado por parametros termodinamicos que sao quan-
tidades macroscépicas (X;) medidas experimentalmente. Um conjunto desses parametros
define um estado termodinamico representado por uma funcao f, satisfazendo a equacao:

fG) =0, i=1,2,...n.  (Equagao de Estado)

Observacgoes

1. A menos que seja especificado ao contrario, um estado termodinamico representa
sempre um estado de equilibrio, ou seja, um estado que nao muda com o tempo. Na
descricao de cada um desses estados ha certas fungoes que representam um papel importante
e que se denominam variaveis de configuracao. O conjunto de estados de equilibrio de um
sistema tem a estrutura de uma variedade diferencidavel de um espaco vetorial de dimensao
finita, e as variaveis de configuracao representam um sistema de coordenadas locais desse
espaco. Essas variaveis sao de dois tipos: extensivas, se dependem ou sao proporcionais a
um fator de escala global do sistema; intensivas, se nao dependem.

1.1. No caso de um gés, as varidveis de configuracao sdo: pressao P (intensiva),
volume V (extensiva), e temperatura 7" (intensiva).

1.2. Costuma-se representar a equacao de estado termodinamico de um gas - a fungao
f (P, V,T) - por uma superficie (variedade) no espaco tridimensional: P—V —T. A projecao
dessa superficie nos planos coordenados (P — V), (P —T) e (V — T) dao, respectivamente,
os seguintes diagramas: diagrama P — V', diagrama P — T e diagrama V' — T

1.3. Para um gas ideal, a equagao de estado foi obtida pelo fisico francés Emile
Clapeyron (1799-1864), em 1834, conhecida como a Equagao de Clapeyron:

PV =nRT, (7111)

onde R = 8,315joule/K é a constante universal dos gases e n é o nimero de moles.

2. Quando ha mudancas nas condigoes externas de um estado termodinamico, devido
a interacao do sistema com o resto do Universo, diz-se que o mesmo sofreu uma trans-
formacao. Esta é dita quasi-estatica quando ela ocorre lentamente de modo que em
qualquer instante o sistema pode ser considerado aproximadamente em equilibrio. Ela é dita
reversivel se o sistema retrocede no tempo quando as condigoes externas também retro-
cederem. Enquanto toda transformagao reversivel é quasi-estatica, a situacao inversa nem
sempre é verdadeira. As trajetérias ['(¢) seguidas pelo estado termodinamico numa trans-
formagao (quasi) reversivel recebem nomes especificos, como isotérmicas (I' = constante),
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isobaricas (P = constante), isovolumétricas ou isométricas (V' = constante),
adiabaticas (calor constante), etc.

Lei Zero da Termodinamica

Existe uma forma especial de interacao entre dois sistemas, chamada contacto
térmico, na qual os estados de equilibrio do sistema combinado deles constituem um sub-
conjunto de um conjunto de pares de estados de equilibrio dos sistemas iniciais. Por exemplo,
se p1 € o estado de equilibrio do primeiro sistema e ps 0 do segundo, quando os dois sistemas
sao levados a um contacto térmico os mesmos tenderao a um estado de equilibrio (gqi, ¢2),
onde ¢; ¢ um novo estado de equilibrio do primeiro sistema e g2 do segundo. Desse modo,
diz-se que os dois sistemas estao em equilibrio térmico. Em 1909, o matematico alemao
Constantin Carathéodory (1873-1950) apresentou um conceito matematico para a tempe-
ratura ao desenvolver o seguinte raciocinio. E um fato experimental que se dois corpos estao
em equilibrio térmico deve existir uma relacao entre seus parametros termodinamicos. Por-
tanto, se os corpos 1 e 2 estao em equilibrio térmico, assim como os corpos 2 e 3, entao
1 e 3 também deverao estar em equilibrio térmico. Desse fato, Carathéodory concluiu que
existe uma temperatura empirica que é a mesma para todos os corpos em equilibrio térmico.
Em outras palavras, isso significa dizer que a classe de equivaléncia de todos os sistemas em
equilibrio térmico é chamada temperatura abstrata, e o sistema escolhido que dé o valor
numérico da mesma é chamado termoémetro. Esse postulado de Carathéodory foi mais
tarde reconhecido como a Lei Zero da Termodinamica:

Dois sistemas em equilibrio térmico com um terceiro estao em equilibrio
térmico entre si.

7.1.2 Primeira Lei da Termodinamica

Definicao 7.1.2.1. Define-se o trabalho elementar w realizado por um sistema
termodinamico como a 1 — forma diferencial linear, dada por:

w=undr + .. + v,dr,, (7.1.2.1a)

onde v; sao fungoes definidas no espaco dos estados de equilibrio do sistema termodinamico.
O trabalho total IV realizado por um sistema ao longo de qualquer curva v (quasi) reversivel
¢é dado por:

W(y) = [,w. (7.1.2.1b)

Observacoes

1. No caso de o sistema termodinamico ser um gas, teremos:

w=+PdV, (7121cd)
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onde o sinal mais (4) refere-se ao trabalho realizado pelo gés, e o sinal menos (—), sobre o
gas.

2. Experimentalmente, observa-se que o trabalho realizado por (ou sobre) um sistema
termodinamico depende do tipo de transformacao. Portanto, para um ciclo, teremos:

fw#0 <= dw#0.

Esse ultimo resultado deriva do Teorema Generalizado de Stokes [ver expressao (5.1.2.1)].

Definicao 7.1.2.2. Define-se a quantidade de calor elementar, ou simplesmente
calor elementar o adicionado ou retirado a um sistema termodinamico, como a 1 — forma
diferencial linear, dada por:

a = ANdX + CdY, (7.122a)

onde A e C sao funcoes definidas na variedade dos estados de equilibrio e X, Y sao as
variaveis de configuracao. O calor total () adicionado ou retirado por um sistema ao longo
de qualquer curva 7 (quasi) reversivel é dado por:

Observacgoes

1. Para um gas, considerando-se as variaveis de configuracao V, T ou P, T, teremos,
respectivamente:

o = AV dV + CV dT, (7122C)
a = ApdP + Cpdl . (7.1.2.2d)

1.1. Até a metade do Século XIX, pensava-se que o calor fosse uma forma fechada,
isto é, acreditava-se que existia uma funcao C', chamada caldrico, representando o “total
de calor em um sistema” tal que:

a =dC. ( ddC = 0 [Lema de Poincaré (4.1.2.1¢)] — da = 0 )

Acreditava-se, portanto, que o “caldrico” em um sistema seria alterado pela quantidade de
calor adicionada ao mesmo. Tal crenca levou a uma confusao entre os conceitos de “calor” e
“temperatura’. Assim, os partidarios da teoria do “caldrico” supunham que a temperatura
de um corpo ‘“refletia o total de calor que ele continha”. Essa mesma crencga levou-os a
apresentar o conceito de “calor latente”. Com efeito, de um modo geral, quando se adiciona
calor a um corpo ele aumenta a sua temperatura. No entanto, existem situacoes em que
o calor adicionado apenas aumenta o volume ou altera a pressao do sistema considerado,
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mantendo a temperatura constante, como acontece, por exemplo, na fusao do gelo e na va-
porizacao da agua. Parecia, portanto, que o calor estava “latente” ou “escondido”. Em vista
disso, historicamente, as fungoes Ay e Ap representam, respectivamente, o calor latente
de dilatacao (relativo ao volume) e o calor latente de compressao (relativo a pressao).
Registre-se que o caldrico foi proposto pelo quimico francés Antoine Lavoisier (1743-1794),
em 1777.

1.2. As fungoes C'y e Cp representam, respectivamente, a capacidade calorifica a
volume constante e a capacidade calorifica a pressao constante. Quando a capaci-
dade calorifica é referida a unidade de massa ou a de mol, ela se denomina calor especifico
c. Essas fungoes sao ligadas por uma expressao obtida pelo médico alemao Julius Robert
Mayer (1814-1878), em 1842, conhecida como Relagao de Mayer:

1.3. Experimentalmente, observa-se que o calor total de um sistema depende do tipo
de transformacao. Portanto, para um ciclo, teremos:

Q) = ¢§,a#0 <= da#0.

Esse resultado mostra que « é uma forma nao fechada.

2. Um reservatodrio de calor, ou simplesmente reservatério, ¢ um sistema tao
grande que o ganho ou a perda de uma certa quantidade de calor nao muda sua temperatura.

3. Um sistema ¢ dito isolado termicamente se nao hd nenhuma troca de calor
entre ele e o ambiente externo. O isolamento térmico de um sistema pode ser conseguido
envolvendo-o por uma parede adiabatica. Assim, qualquer transformagao sofrida por um
sistema isolado termicamente é dita transformacao adiabatica. Em nosso mundo coti-
diano, o isolamento térmico é aproximadamente conseguido por uma garrafa de Dewar
ou garrafa térmica. Este tipo de garrafa foi inventada pelo fisico e quimico inglés James
Dewar (1842-1923), em 20 de janeiro de 1893.

Primeira Lei da Termodinamica

Até aqui, vimos que as 1 — formas w e a nao sao fechadas. Contudo, experimental-
mente, observou-se que a sua soma ¢é fechada, isto é:

dw + o) = 0.

Em vista do Lema de Poincaré [ver expressao (4.1.2.1c)], a expressao acima pode ser
escrita na forma:

w4+ a=dU, (7.1.24a)
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onde U é uma fungdo bem definida sobre um sistema termodinamico (determinada a menos
de uma constante aditiva) conhecida como energia interna.

Consideremos um sistema termodinamico que sofre um determinado processo de
transformagao que o leva de um estado (1) a um outro estado (2). Entao, as expressoes
(7.1.2.1b), (7.1.2.2b), (7.1.2.4a) e o Teorema Fundamental do Calculo nos mostram
que:

Jow+ [ya=[1dU — U2 —U@1) -W =Q, (7.1.24b)

onde () representa o calor total fornecido ao sistema pelo processo e W o trabalho total
realizado pelo sistema em decorréncia desse mesmo processo. Contudo, enquanto ) e W
dependem do mecanismo como o sistema é levado do estado (1) ao estado (2), a expressao
(7.1.2.4b) mostra que a variavel de estado U nao depende daquele mecanismo. Esse resultado
traduz a Primeira Lei da Termodinamica:

A energia € conservada num sistema termodinamico.

Observacgoes

1. A expressao (7.1.2.4b) mostra que o calor ) é uma grandeza fisica derivada
e nao fundamental, uma vez que ela é calculada pela diferenca entre a energia interna
(U) e o trabalho (W). Contudo, historicamente, o calor @ foi estudado como uma grandeza
fundamental nas célebres experiéncias realizadas por Mayer, pelo fisico inglés James Prescott
Joule (1818-1889) e pelo fisico e fisiologista alemao Hermann von Helmholtz (1821-1894), na
década de 1840, para a determinacao do equivalente mecanico do calor J. Com efeito,
nessas experiéncias, eles estudaram o comportamento adiabatico (@ = 0) de um sistema
quando recebe uma quantidade externa de trabalho. Assim, tomando-se () = 0 na expressao
(7.1.2.4b), resultara:

W= U@2) - U1).

Esse resultado significa dizer que se um sistema isolado termicamente é levado de um estado
(1) a um outro estado (2) por aplicacdo de um trabalho externo, o total desse trabalho é
sempre 0 mesmo nao importa como esse trabalho foi aplicado. Recordemos que Joule estudou
a producao de calor pela passagem da corrente elétrica em um fio condutor, assim como pela
agitacao da agua colocada em um recipiente, por intermédio de pas acionadas por um peso
suspenso em uma corda que passava por uma polia. Como resultado de suas pesquisas, Joule
constatou que:

A quantidade de calor capaz de aumentar a temperatura de uma libra de dgua de 1°F ¢é
equivalente a forca mecanica representada pela queda de T72 libras pelo espago de um pé.

2. Quando um géas recebe uma certa quantidade de calor (« > 0), é realizado um
certo trabalho w sobre o mesmo, provocando uma variacao de sua energia interna U. Por-
tanto, de acordo com as expressoes (7.1.2.1d) e (7.1.2.4a), para esse sistema termodinamico,
a Primeira Lei da Termodinamica ¢ escrita na forma:
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a = PdV + dU. (7.1.24c)

A expressao acima pode ser interpretada como uma relacao entre varias 1 — formas em uma
variedade bidimensional cujas coordenadas sao (V, U), sobre a qual a fungao P = P(V, U)
(Equagao de Estado) é definida.

3. Sabemos, experimentalmente, que a 1 — forma a nao é fechada, ou seja: da # 0.
Contudo, vejamos a condi¢ao para que a mesma seja fechada. Para isso, procuremos uma
1 — forma @, dada pela expressao:

Q = PdV + dU ,

tal que: d@Q = 0. Portanto, usando-se a expressao acima, o fato de que P = P(V, U) eo
Lema de Poincaré [expressao (4.1.2.1¢)], teremos:

dQ = 0 = dP ANdV + ddU = [(38)y dV + ($5)v dUJ A dV  —

0= GF)vdunady — (25 =0.

Portanto, para que @) seja fechada é necessario que (85)‘/ seja sempre nulo, o que, contudo,

ainda nao foi observado para nenhum gas.

4. Capacidades Calorificas: ('y,, C'p. Consideremos a energia interna U definida
em uma variedade bidimensional cujas coordenadas sao (V, T'). Entao:

dU = (E)rdv + (%)y dT .
Levando-se a expressao acima na expressao (7.1.2.4c), teremos:

= PdV + () dV + () dT = (&)v dT + [(Z%)r + p] dV .

Q

Para o caso de uma transformagao em que o volume V' permaneca constante, vira:

o5}

(@)v = (§7)v dT".

Q

Desse modo, comparando-se a expressao acima com a expressao (7.1.2.2c) e usando-se a
expressao (7.1.2.4c), verifica-se que:

(a)y = CvdT = (L) dl' — Cy = (%), (7.1.25a)
()y = dU — dU=Cydl. (7.1.2.5b)

Consideremos, agora, a energia interna U definida em uma variedade bidimensional
cujas coordenadas sao (P, T'). Entao:
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dU = (8)r dP + (%%)p dT .

Levando-se a expressao acima na expressao (7.1.2.4¢), teremos:

a =PdV + (9%)rdP + (%)p dT .

Para o caso de uma transformacao em que a pressao P permanega constante, vira:

(@)p = PaV + (2¥)p dT .

oT

Diferenciando-se a expressao (7.1.1.1), no caso em que a pressao P é constante, e substi-
tuindo-se na expressao acima, vira:

(@p = nRdT + (¥&)pdl = 0 R + ($%)p] dT .

Comparando-se a expressao acima com a expressao (7.1.2.2d) e usando-se a expressao (7.1.2.3),
verifica-se que:

()p = Cpdl = R + Cy)dTl = [n R + (&)p| dT —

Cy = (%) . (7.1.2.6a)
Usando-se a expressao (7.1.2.5a) obtém-se:

Cv =

m‘m
SIS

v = (%)p. (7.1.2.6b)

E oportuno registar que esse resultado indica que a energia interna U de um gas
ideal s6 depende da temperatura: U = U(T). Ele foi obtido experimentalmente por Joule,
em uma das experiéncias que realizou para a determinacao do equivalente mecanico da calo-
ria, conhecida como a expansao livre de um gas. Nessa experiéncia, ele mergulhou dois
recipientes, ligados por uma valvula, um evacuado e o outro contendo ar a uma pressao de
~ 20 atm, num calorimetro pequeno, contendo o minimo possivel de agua e isolado termica-
mente. Apés medir a temperatura inicial (7;) da dgua, Joule abriu a vélvula, produzindo a
expansao livre do ar, e tornou a medir a temperatura final (7) da dgua. Ele observou que
nao houve nenhuma variacao da temperatura, ou seja:

AT =T; =T, = 0.

Ora, como a expansao do ar foi livre, ele nao realizou nenhum trabalho externo, ou
seja: P dV = 0. Portanto, considerando-se que o calorimetro estava isolado adiabatica-
mente (« = 0), a expressao (7.1.2.4c) nos mostra que:

dU = 0 — U = constante, nas transformacoes isotérmicas.
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Essa mesma conclusao sobre a dependéncia U(T") foi obtida por Joule e pelo fisico
inglés William Thomson (1824-1907), posteriormente Lord Kelvin (1892), em uma experiéncia
que realizaram, em 1862, conhecida como experiéncia do tampao poroso. Nessa ex-
periéncia, a expansao livre usada por Joule é substituida por uma expansao de um gas,
também adiabdtica, através de uma parede porosa (tampao), que reduz a pressao do gés.
Assim, inicialmente, o gas tem um volume V; e uma pressao P;; depois da expansao ele passa
a ter um volume V; e uma pressao Py. Desse modo, o trabalho total (W) realizado nessa
expansao sera:

W =PF(0-V)+ P (Vs =0) =P Vy = BV.

Ora, considerando-se que a expansao é adiabatica (o« = 0), a expressao (7.1.2.4c¢) nos mostra
Y Y
que a variacao da energia interna ocorrida na expansao porosa ¢ dada por:

Up - U = -W=PRV, — PV, — U + BV, =U; + P V; = constante.

Essa fungao foi definida pelo fisico-quimico norte-americano Josiah Williard Gibbs (1839-
1903), em 1875, e denominada “funcao calor sob pressdo constante”, e representa a troca
de calor nas reacgoes quimicas. Seu conceito como uma funcao de estado foi introduzido
pelo fisico-quimico alemao Richard Mollier (1863-1935), em 1902, e o nome entalphia H
para essa funcao foi cunhado pelo fisico holandés Heike Kamerlingh-Onnes (1853-1926; PNF,
1913). Assim:

H=U+PV. (7127a)

Diferenciando-se a expressao acima e usando-se as expressoes (7.1.1.1), (7.1.2.3) e
(7.1.2.5b), resultara:

dH = dU + d(PV) = dU + dn RT) = Cy dT+ n RdT = (Cy + nR)dT —
dH = CpdT . (7.1.2.7b)

5. Calores Latentes: Ay, Ap. Consideremos a energia interna U definida em uma
variedade bidimensional cujas coordenadas sao (V, T'). Entao:

AU = ()r av + () dT' .

Levando-se a expressao acima na expressao (7.1.2.4¢), teremos:

a =PdV + (E)rdV + (X dl = (Y dT + () + p] dV .

Para o caso de uma transformacao em que a temperatura 1" permaneca constante, vira:

Q

()r = [(5v)r + p] dV.
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Comparando-se a expressao acima com a expressao (7.1.2.2¢), teremos:
(@)r = AvdV = [()r + pldV — Ay = (¥)r + P.  (7.1.2.8a)

Consideremos, agora, a energia interna U definida em uma variedade bidimensional
cujas coordenadas sao (P, T'). Entao:

Levando-se a expressao acima na expressao (7.1.2.4¢), teremos:

a =PdV + (9)rdP + (%)p dT .

Diferenciando-se a expressao (7.1.1.1) e substituindo-se na expressao acima, vira:

a =nRdT — VdP + ()rdP + (&)pdT = [n R+ (3%)p] dT + [(3%)r — V] dP .

Para o caso de uma transformacao em que a temperatura 7' permaneca constante, vira:

() = [(§F)r — V]dP.

oP

Comparando-se a expressao acima com a expressao (7.1.2.2d), teremos:

(a)r = ApdP = [(&)r — V]dP — Ap = (%)r — V. (7.1.2.8Db)

6. Teorema de Reech: v = % Diferenciando-se a expressao (7.1.1.1), vira:

PdV + VdP = nRdT = £Yaqr — & 4 40 — 4 (q)
Para uma transformagao isotérmica (T = constante), teremos:
(7)r = —v, (1)
Essa equacao diferencial representa a transformagao isotérmica. Para uma transformacao
adiabatica (o = 0), as expressoes (7.1.1.1), (7.1.2.3), (7.1.2.4¢) e (7.1.2.5b) nos mostram
que:

0=dU + PdV = Cvdl' + nRT % = Cydl + (Cp — Cy) T % —

Too (Gt = - - D

Cv v

Usando-se a expressao (I), vira:
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Wyl (-1 - (D), =L 1

Essa equacao diferencial representa a transformagao adiabatica. Dividindo-se as equagoes
(III) e (II), teremos o teorema demonstrado pelo engenheiro naval francés Ferdinand Reech
(1805-1884), em 1844, conhecido como Teorema de Reech:

(

e
<‘*‘J

o (7.1.2.9)

v = @5

Sl
EE
]

Esse teorema significa que 7 é obtido pela relagao entre os coeficientes angulares das trans-
formacoes adiabatica e isotérmica que passam em um mesmo ponto, no diagrama (P — V).

6.1. Esse teorema resolveu uma questao que ficou polémica por muito tempo, qual
seja, a do calculo da velocidade do som no ar. O fisico e matematico inglés Sir Isaac Newton
(1642-1727), em 1687, havia afirmado que a velocidade do som ¢ era dada por:

= (L), p =1, % = PV = constante.

No entanto, durante mais de 100 anos, o valor experimental calculado para c era cerca de
15% maior que o dado pela Férmula de Newton. Foi o matematico francés Pierre Simon
de Laplace (1749-1827) quem, em 1816, corrigiu esse erro ao mostrar que a propagacgao do
som no ar é um processo adiabatico e nao isotérmico, como considerou Newton e, portanto,
o valor de ¢ que ele encontrara deveria ser multiplicado por 7, ou seja:

Esse resultado concordou com a experiéncia, pois para o ar, /7 = /1,4 ~ 1,18.
7.1.3 Segunda Lei da Termodinamica

Vimos anteriormente que a Primeira Lei da Termodinamica, que trata do prin-
cipio geral de conservagao de energia, reconhece o calor como uma forma de energia. Assim,
segundo essa lei, qualquer processo em que a energia seja conservada em cada instante pode
ocorrer em dois sentidos: em seqiiéncia temporal ou invertendo-se tal seqiiéncia, ou seja, o
processo seria reversivel. Contudo, a experiéncia mostra que os processos observados na
escala macroscopica tendem a ocorrer num so6 sentido, isto é, sao processos irreversiveis. As
primeiras observagoes sobre esse tipo de processo foram feitas pelo fisico francés Nicolas Sadi
Carnot (1796-1832), em 1824, ao descrever sua famosa maquina de calor. Esta méquina
descrita por Carnot é uma maquina ideal, sem atrito, que realiza um ciclo completo, de
modo que a substancia usada - vapor, gas ou outra qualquer - é levada de volta a seu estado
inicial. Esse ciclo completo, mais tarde denominado de ciclo de Carnot, é composto de
duas transformacoes isotérmicas e duas adiabdticas, da seguinte maneira. Inicialmente, o
gés (ideal) encontra-se em um estado caracterizado por (P, Vi, T1). Ele entao é expandido
isotermicamente até o estado (P, Vs, T1), ao receber a quantidade de calor (Q; > 0)
do exterior. Em seguida, ele é expandido adiabaticamente até o estado (Ps, V3, T3), sem
troca de calor com o exterior. A partir dai, ele é comprimido. Primeiro, isotermicamente,
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levando-o ao estado (Py, V4, T3), ocasiao em que ele fornece a quantidade de calor (Q2 < 0)
ao exterior e, finalmente, o ciclo é completado com uma compressao adiabética que o leva ao
estado inicial (P, Vi, T1), sem troca de calor. Ora, como nas transformacoes isotérmicas a
energia interna é conservada, segundo as expressoes (7.1.1.1), (7.1.2.2b) e (7.1.2.4c), teremos:

Q= [1PdV =nRTy [1% =nRTin, (IV)
Qo = [3PsdV = nRT, [3% =nRT M. (V)
Como as transformagoes (2 — 3) e (4 — 1) sdo adiabéticas, usando-se as expressoes
(7.1.1.1) e (II), vira:

L = —~vE — In(PVY) = constante — T V7 ~ ! = constante ,

nVy Tt =nve vyt =mnvy !

Y

Br-t-d@rt - E-B W

O rendimento 1 de uma méaquina ideal que realiza esse ciclo reversivel serd (lembrar
que Q2 < 0):

p o= QtQ

Q1

Assim, usando-se as expressoes (IV), (V) e (VI), teremos:

Va V3
nRTlﬁnvl—nRTgénV— T T

n = 4—>77:T;1—>T]:1—% (VII)

nRTlén%

Por outro lado, temos:

p o= @-l@l o, 1@l (v

Q1

Comparando-se as expressoes (VII) e (VIII), vira:

Qo L= 0. (7131)

E oportuno observar que esse rendimento identifica-se com a poténcia motriz do fogo
referida por Carnot, conforme pode-se concluir de suas palavras:

A poténcia motriz do fogo (calor) é independente dos agentes empregados para produzi-la;
sua quantidade € determinada somente pelas temperaturas dos corpos entre 0s quais, no
resultado final, ocorre a transferéncia do calorico.
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O estudo do ciclo de Carnot visto acima mostra que para uma certa quantidade
de calor ser convertida em trabalho ha necessidade de haver duas fontes: uma quente e uma
fria. Para que esse calor fosse convertido integralmente em trabalho, a fonte fria nao deveria
existir, ou seja, sua temperatura deveria ser nula. Foi isso que Kelvin afirmou em 1851:

E impossivel realizar um processo (ciclico) cujo inico efeito seja remover calor de um
reservatorio térmico e produzir uma quantidade equivalente de trabalho.

As conseqiiéncias imediatas desse enunciado de Kelvin sao as seguintes:

a) A geragao de calor por atrito a partir de trabalho mecanico é irre-
versivel.

b) A expansao livre de um gis é um processo irreversivel.

Um outro tipo de processo irreversivel foi estudado pelo fisico alemao Rudolf Julius
Emmanuel Clausius (1822-1888). Assim, em 1850, ele afirmou que:

E impossivel realizar um processo (ciclico) cujo inico efeito seja transferir calor de um
corpo mais frio para um corpo mais quente.

Observe-se que, mais tarde, com o desenvolvimento da Termodindmica, mostrou-se
que os enunciados de Clausius e de Kelvin sao equivalentes e, hoje, sao traduzidos pelo
Teorema de Carnot:

a) Nenhuma mdquina térmica que opere entre uma dada fonte quente e uma dada fonte fria
pode ter rendimento superior ao de uma mdquina de Carnot: 1y < ng .

b) Todas as maquinas de Carnot que operem entre duas fontes (quente e fria) terao o
mesmo rendimento:

MR = MNr-

Em 1854, Clausius comecou a pensar que a transformacao de calor em trabalho e
a transformacao de calor em alta temperatura para calor em baixa temperatura poderiam
ser equivalentes. Em vista disso, propos que o fluxo de calor de um corpo quente para um
corpo frio (com a conseqiiente transformacao de calor em trabalho) deveria ser compensado
pela transformacao de trabalho em calor, de modo que o calor deveria fluir do corpo frio
para o quente. Desse modo, Clausius introduziu o conceito de valor de equivaléncia
de uma transformacao térmica, que era medido pela relagao entre a quantidade de calor
(AQ) e a temperatura (T') na qual ocorre a transformagao. Por intermédio desse conceito
fisico, Clausius pode entao fazer a distingao entre processos reversiveis e irreversiveis. Assim,
assumindo arbitrariamente que a transformacao de calor de um corpo quente para um frio

tenha um valor de equivaléncia positivo, apresentou uma nova versao para o seu enunciado
de 1850:

A soma algébrica de todas as transformacgoes ocorrendo em um processo circular somente
pode ser positiva.
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Em 1865, Clausius propos o termo entropia (do grego, que significa transformacao),
denotando-o por S, em lugar do termo valor de equivaléncia, que havia usado em 1854.
Portanto, retomando suas idéias sobre esse novo conceito fisico, considerou um ciclo qual-
quer como constituido de uma sucessao de ciclos infinitesimais de Carnot e chegou ao célebre
Teorema de Clausius. Em notacao atual, usando-se a expressao (7.1.3.1), esse teorema é
escrito na forma:

S 4 8% 44 8% 4 = §%8 = $45<0, (7.132)

onde o sinal de menor (<) ocorre para as transformacoes irreversiveis e o de igualdade (=),
para as reversiveis.

Segunda Lei da Termodinamica

Até aqui, apresentamos o desenvolvimento histérico-empirico da Segunda Lei da
Termodinamica. Agora, vejamos como essa lei foi tratada formalmente, via formas dife-
renciais exteriores, gragas aos trabalhos pioneiros de Carathéodory, em 1909, referido ante-
riormente, e do fisico alemao Max Born (1882-1970; PNF, 1954), em 1921. Conforme vimos,
essa lei deriva do comportamento de um sistema termodinamico quando nao é permitida a
troca de calor. Assim, se considerarmos esse sistema em um ambiente adiabatico, onde nao
hé troca de calor () com o exterior, isso significa dizer que, nesse ambiente, o sistema segue
caminhos I' (fungdes continuas e seccionalmente diferencidveis), as chamadas curvas nulas,
definidas como segue.

Definicao 7.1.3.1. Seja uma 1 — forma « definida no R" e dada por:

a =A(z)dd", i=1,2,..,n  (7.1.3.3a)

onde z'(t) ¢ o vetor tangente.
Observacao

Uma curva reversivel nula para a 1 — forma « (calor elementar) é denominada curva
adiabatica reversivel.

Exemplos

1. Encontre uma curva nula I' para a 1 — forma o« = x dy + dz definida no R3.
Para essa forma, segundo a expressao (7.1.3.3a), teremos:

A1:O, AQZI', A3:1
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Sem perda de generalidades, vamos encontrar uma curva nula I' para essa 1 — forma, que
ligue a origem O = (0, 0, 0) ao ponto @ = (a, b, ¢), e que seja composta de varios
trechos retos representando curvas nulas. Inicialmente, observamos que um deslocamento
sobre o eixo dos x, ou paralelamente a ele, serd uma curva nula para «, pois, como para
esse deslocamento y = z = 0 (ou constante), teremos: dy = dz = 0, logo: a« = 0.
Portanto, indo da origem O ao ponto A = (— 7,0, 0) durante o intervalo 0 <t < 1, essa

curva (O — A) serd uma curva nula para a. Em seguida, vamos desse ponto A ao ponto
B = (=, b, c)segundo a reta:

Ft) = (- & (t-1Db+(t—1)c) (1<t<2)
Para essa curva (A — B), calculemos a expressio (7.1.3.3b):
fewy @ = [ (Aie(®)] #1(1) + As[e(t)] #2(t) + Agla(t)] () ) dt
Jra = J(0x0 = §xb+ 1xc)d =0.

Esse resultado mostra que (A — B) é uma curva nula para «. Por fim, vamos do ponto B
ao ponto () segundo a reta:

)= (-§¢+@t—-2@+ 9 bec) (2<t<3).
Para essa curva (B — (@), calculemos a expressao (7.1.3.3b):

Jry @ = [ (Al[m(t)] a(t) + Aofx(t)] #3(t) + Asfz(t)] #3(t) ) dt
Jrmpa = J(0x(a+ £ —§x0+1x0)dt =0.

Esse resultado mostra que (B — @) é também uma curva nula para «. Portanto, uma curva
nula I'de aserd: (O — Q) = (O — A) + (A — B) + (B — Q). Esse exemplo nos mostra
que quaisquer dois pontos do R? podem ser ligados por intermédio de uma curva nula para
al— formaa = zdy + dz, para a qual vale:

dao = de Ndy; aANda = (dz + xdy) Nde Ndy = de ANdy Ndz #0 .

2. Se « = df, sendo f uma 0 — forma, o Teorema Fundamental do Calculo
nos mostra que para dois pontos A e B de uma curva nula teremos:

0= [rdf = [5df = f(B) — f(4) — f(A) = f(B).
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Vimos acima que existem 1 — formas para as quais dois pontos do espago no qual
elas estao definidas podem ser ligados por curvas nulas. Contudo, em 1909, Carathéodory
demonstrou o seguinte teorema:

Seja o uma forma diferencial linear com a propriedade de que para qualquer ponto
arbitrario P existem pontos @), arbitrariamente prozimos de P, que nao podem ser ligados a
P por intermédio de curvas nulas de o. Entao, localmente, existem funcgoes f e g, tais que:

a = fdg. (7.1.3.4)

Essa expressao, contudo, nao determina f e g completamente.

Esse teorema permitiu ao proprio Carathéodory, assim como, mais tarde, a Born,
apresentarem uma formulacao axiomatica da Termodinamica, considerando-se os enunciados
de Clausius e de Kelvin sobre a segunda lei dessa parte da Fisica. Por exemplo, segundo
esses enunciados, ha certos tipos de trabalho realizados sobre um sistema termodinamico
isolado adiabaticamente, tal como um violento movimento, que nao pode ser recuperado por
intermédio de uma transformacao adiabatica reversivel. Essa afirmagao significa que essa
situagao pode ocorrer em pontos préximos do estado de equilibrio, que é, exatamente, a
situacao descrita pelo Teorema de Carathéodory. Ou seja, existem estados termodinamicos
vizinhos que nao podem ser ligados por uma curva adiabética reversivel nula.

Por outro lado, segundo vimos anteriormente, usando o conceito de entropia S,
Clausius havia mostrado que a variagao liquida de S em torno de qualquer ciclo é zero.
Como ele definiu S como a relagao entre a troca de calor (AQ) e a temperatura absoluta
(T') numa transformagao isotérmica (vide expressao (7.1.3.2)), Carathéodory identificou f
com T, a temperatura absoluta (varidvel intensiva), que é sempre positiva, e g com S
(varidvel extensiva), que é determinada a menos de uma constante. Assim, na formulagao
de Carathéodory-Born, a Segunda Lei da Termodindmica tem o seguinte enunciado:

Na vizinhanca de qualquer estado de equilibrio de um sistema existem estados de equilibrio
proximos que nao podem ser ligados por curvas adiabdticas reversiveis nulas da
1 — forma « - calor elementar:

a = TdS. (7.1.35)

Observacoes

1. Funcoes (Potenciais) Termodinamicas. O uso combinado das Primeira e
Segunda Leis da Termodinamica, dadas pelas expressoes (7.1.2.4c) e (7.1.3.5), isto é:

TdS = PdV + dU, (7.1.3.6)

permite estudar as transformagoes do estado de um sistema termodinamico como funcao de
duas varidveis independentes, por intermédio das chamadas Fungoes (Potenciais) Ter-
modinamicas: U, H, F, G.
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1.1. Variaveis Volume (V') e Entropia (5): Energia Interna - U. Usando-se a

expressao (7.1.3.6) e considerando-se que U = U(V, S) , teremos:
dU = —PdV + TdS = (F)sav + () dS —
P=— (%) T=(%),. (7.137ab)

1.2. Variaveis Pressao (P) e Entropia (5): Entalpia - H. Diferenciando-se a
expressao (7.1.2.7a) e usando-se a expressao (7.1.3.6), teremos:

dH = dU + d(PV) = dU + PdV + V dP —

dH = VdP + TdS. (7.1.3.8a)

Considerando-se H = H(P, 5), vira:

1.3. Variaveis Volume (V) e Temperatura (7'): Energia Livre (Funcao de
Helmholtz) - F. Em 1877, o fisico e fisiologista alemao Hermann Ludwig von Helmholtz

(1821-1894) desenvolveu o conceito de energia livre F, definida por:
F=U-TS5. (7139a)

Diferenciando-se a expressao acima, usando-se a expressao (7.1.3.6) e considerando-se que
F = F(V, T), resultara:

dFF = dU — d(T'S) = dU — T dS — SdTI' = — PdV — SdI =

S = —(25), . (7.1.3.9by)

1.4. Variaveis Pressao (P) e Temperatura (7'): Entalpia Livre (Fungao de
Gibbs) - G. Em 1875, Gibbs desenvolveu o conceito de entalpia livre G, definida por:

G =H—-TS5. (7.13.10a)

Diferenciando-se a expressao acima, usando-se as expressoes (7.1.3.6) e (7.1.3.8a), e conside-
rando-se que G = G(P, T), teremos:
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dG = dH —d(T'S) = dH —TdS — SdT = VdP — SdT = (25)rdP + (2)pdT —

V= (%) S =-(%)p. (713.10byc)

2. Relacoes de Maxwell. Em 1870, o fisico e matemético escocés James Clerk
Maxwell (1831-1879) deduziu relagoes entre as varidveis termodinamicas (P, V, T, S) e suas
derivadas parciais. Vejamos algumas dessas relagdes. Vamos partir da expressao (7.1.3.6) e
calcular a sua diferenciacao exterior. Considerando-se o Lema de Poincaré [ver expressao
(4.1.2.1¢c)] (dd = 0), teremos:

d(T dS) = d(P dV) + d(dU) — dT AdS = dP AdV . (7.1.3.11)
Supondo-se S = S(P, T) eV = V(P, T), a expressao (7.1.3.11) ficara:

dT A [(22)r dP + (2)p dT] = dP A[(%%)r dP + (%¥)p dT] —

(3)r dT A dP = (3%)p dP AT — [(3)r + (3F)p] dP AT = 0 —
(85)r = = ($r)p . (7.1.3.12a)

que representa uma Relacao de Maxwell.

Agora, considerando-se S = S(T, V) e P = P(T, V), a expressao (7.1.3.11)
ficard:

dT A [(Z)y dT + (Z)rdV] = [(B)v dT + () dV]AdV  —

() dT AdV = (B)y dT AdV  — [(E)r — (L)W]dT AdV =0 —

() = (), (7.1.3.12b)

que representa uma outra Relagcao de Maxwell.

Agora, considerando-se T' = T(P, S)eV = V(P, ), a expressao (7.1.3.11) ficara:

[(55)s dP + (55)p dS] A dS = dP A [(3%)s dP + (9%)p dS] —

(55)s dP N dS = (55)p dP AdS — [(§F)s — (§g)p] dP A dS = 0 —

Wyp,  (7.1.3.12¢)

—~
Q)‘Q)
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que representa, também, uma outra Relacao de Maxwell.

E interessante destacar que, em 1929, Born apresentou um diagrama mnemonico
para obter algumas relagcoes de Maxwell. Esse diagrama consiste de um quadrado com
flechas apontando para cima ao longo das duas diagonais. Os lados sao denominados com os
quatro potenciais termodinamicos (F, G, H, U), nessa ordem, partindo de F' colocado na
parte de cima do quadrado e seguindo a direcao dos ponteiros do relégio. Os dois vértices a
esquerda sao denominados V e S, de cima para baixo, e os dois da direita, T e P, também
de cima para baixo. Para usar esse diagrama, consultar Callen (1960).

3. Outras Relacoes Termodinamicas. Tomando-se a expressao (7.1.3.6), divi-
dindo-a por T e calculando a sua diferenciacao exterior, obteremos:

ddS = d(£ydv + d(L)dUu — 0 = TL_Pdl pqy _ LT A dU .

Considerando-se U = U(T, V) e P = P(T, V), vira:

LUEE) dT + (L)r dVIANAV — L dT NdV — L dT A [(E)v dT + (2E)rdV] = 0 —
7 G v — F — 7 Gpr]dT AdV =0 —
T (2 — P = (%), . (7.1.3.13)

Agora, vamos obter uma outra relacao termodinamica. Assim, tomando-se a ex-
pressao (7.1.3.6), dividindo-a por P e calculando a sua diferenciagdo exterior, obteremos:

d(%)dS = d(dV) + d($) dU — BIEZTIE ANGS = 0 — L dPAdU —
LdT AdS = &% dP A (T dS — dU) .
Considerando-se U = U(T, S)e P = P(T, S), resultara:

LdT ANdS = % [(R)sdT + (Z)r dS| A [T dS — (3%)s dT — (9%)r dS] =

= & T (E)sdl' NdS — ()s (9%)r dT A dS — (28)r (9F)s dS A dT) —

LdT ANdS = 5 [T (s — (ZB)s (B)r + (L) (K)s] dT A dS  —

T(5)s — P = (57)s (55)r — (5s)r (§p)s - (7.1.3.14)

Por fim, uma outra relagao termodinamica sera obtida partindo-se do produto exte-
rior dT" A dS e considerando-se T = T(P, S), S = S(T, P)e P = (T, S). Desse modo,

teremos:
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dT A dS = [(85)s dP + (95)p dS] A dS = (25)s dP N dS =
= (gp)s AP N(57)p dT + (g3)r dP] = (55)s (g7)p dP A dT =
= ()5 (B)p (R)s dT + (25)p dS) A dT = (95)s (95)p (25)p dS A dT  —
1+ (55)s (52)p (59)r) dT A dS — (§5)s (52)p (55)r = — 1. (7.1.3.15)

7.1.4 Terceira Lei da Termodinamica

Vimos que a Segunda Lei da Termodinamica nos permite determinar a entropia
(S) do estado de um sistema termodinamico a menos de uma constante aditiva. Em vista
disso, sua definicao depende da existéncia de uma transformacao reversivel ligando um estado
de referéncia escolhido arbitrariamente ao estado em estudo. Esses dois estados, contudo,
devem pertencer & mesma superficie (variedade diferencidvel) da equagao de estado. No
entanto, se considerarmos dois sistemas termodinamicos, ou estados meta-estaveis de um
unico sistema termodinamico, a equacgao de estado correspondente pode nao ser representada
pela mesma superficie. Desse modo, a Segunda Lei da Termodinamica nao permite
determinar, de maneira univoca, a variacao de entropia entre dois estados desses sistemas,
pois nao existe uma transformacao reversivel ligando esses estados. Essa univocidade so
podera ser garantida se houver uma temperatura na qual a entropia seja uma constante
universal. Vejamos como se chegou a essa temperatura.

Em 1819, os franceses, o quimico Pierre Louis Dulong (1785-1838) e o fisico Alexis
Thérése Petit (1791-1820), descobriram que:

Os atomos de todos os corpos simples tém exatamente a mesma capacidade para o calor.

Essa descoberta, que significa dizer que a capacidade calorifica dos corpos (Cp ou
Cy) é uma constante, ficou conhecida como a Lei de Dulong-Petit. Porém, com o de-
senvolvimento da Criogenia, com a qual foram obtidas temperaturas cada vez mais baixas,
verificou-se que Cp (Cy) diminuia & medida que a temperatura também diminufa.

Terceira Lei da Termodinamica

Em 1905, o fisico e quimico alemao Walther Hermann Nerst (1864-1941; PNQ, 1920)
demonstrou o hoje famoso Teorema do Calor de Nerst, segundo o qual a variacao de
energia total de um gas com a temperatura tende a zero na medida em que a temperatura
também tende para zero:

L~ 0 - C o« T (T — 0

A demonstracao desse teorema levou Nerst a apresentar a Terceira Lei da Ter-
modinamica:
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A entropia de um sistema termodinamico no zero absoluto (T = 0) € uma constante
universal, a qual pode ser considerada como nula: S(0) = 0.
Observacgoes

1. Em 1910, o fisico alemao Max Karl Planck (1858-1947; PNF, 1918) afirmou que a
capacidade calorifica dos solidos e liquidos tende a zero quando T — 0.

2. Em 1914, Nerst apresentou a hipdtese de que a capacidade calorifica a volume
constante (Cy) dos gases tende a zero quando a sua temperatura tende ao zero absoluto.
Isso significava dizer que a Terceira Lei da Termodinadmica também se aplicava aos gases.

3. O coeficiente de expansao térmica 3 de qualquer substancia se anula no zero
absoluto. Com efeito, tomemos a definicao de :

=L (9)p. (7141)
Usando-se as expressoes (7.1.2.2d) e (7.1.3.5), e considerando-se P = constante, teremos:
TdS = ApdP + Cpdl' — (L)p = 2 — = [Cp (EL)p. (7.14.2aD)

Usando-se as expressoes (7.1.3.12a) e (7.1.4.2a), vira:

(&2 = T (&)r ()p = T (F)p (2)r —
(&E)r = =T (5%)p = =T (Z)p (G- (7.1.4.2)

Agora, usando-se as expressoes (7.1.3.12a), (7.1.4.1) e (7.1.4b,c), teremos:

VB =(Gr == = = (Gpr Jo Cr F = =[5 (G F =

Q

= Jo GGr)p (Grpdl — VB = [(Gpely — [(GRrlr . (7.1.43)

Q

A expressao (7.1.4.3) nos mostra que:

6 — 0,se T — 0.



Capitulo 8

8.1 Eletrodinamica
8.1.1 Introducgao

No final do Século 19, dois formalismos matematicos se rivalizavam: a Teoria dos
Quatérnios apresentada pelo matematico irlandés William Rowan Hamilton (1805-1865)
em seu célebre livro intitulado Lectures on Quaternions, publicado em 1853, e difundido
pelo fisico e matemaético inglés Peter Guthrie Tait (1831-1901), em seu livro Elementary
Treatise on Quaternions, publicado em 1867; e a Analise Vetorial, apresentada, inde-
pendentemente, pelo fisico e quimico norte-americano Josiah Williard Gibbs (1839-1903) em
seu Elements of Vector Analysis, publicado em 1881, e pelo fisico e engenheiro eletricista
inglés Oliver Heaviside (1850-1925) que a usou em seu livro Electromagnetic Theory, cuja
primeira edi¢ao ocorreu em 1893. Registre-se que Gibbs foi influenciado pelo livro publicado,
em 1844, pelo matemético alemao Hermann Giinter Grassmann (1809-1877), que tem como
titulo Die Lineale Ausdehnungslehre - Ein neuer Zweig der Mathematik (" A Teoria
de Extensao Linear - Um novo Ramo da Matematica”). Esse livro pode ser considerado o
precursor do Célculo Vetorial ja que, as duas operagoes (produto interno e produto
externo) que ele define nesse livro para tratar dos hiperniimeros - uma generalizag o dos
nimeros complexos -, sao hoje conhecidos como o produto escalar e o produto vetorial
entre vetores.

A Teoria Eletromagnética, tema deste Capitulo, foi desenvolvida pelo fisico e mate-
matico escocés James Clerk Maxwell (1831-1879) em seu livro intitulado A Treatise on
Electricity and Magnetism, publicado pela primeira vez em 1873. Em seu desenvolvi-
mento, Maxwell usou os quatérnios Hamiltonianos, e suas célebres equagoes, com as quais
sintetizou todo o conhecimento tedrico e experimental sobre os fendmenos eletromagnéticos,
foram apresentadas em 8 equagoes envolvendo derivadas parciais. Conforme podemos ver
no livro citado acima, porém, com as notacoes atuais, tais equagoes tém as seguintes repre-
sentagoes (validas para o vacuo):

0B,/dr + 0B,/dy + 0B,/0z = 0, (8.1.1.1)

0E./0y — O0E,/0z = — 0B,/ot, (8.1.1.2)
0E,/0z — OE,/0x = — 0B,/ot, (8.1.1.3)
0E,/0x — O0E,/0y = — 0B,/ot, (8.1.1.4)

0E,/0x + 0E,/0y + O0E,/0z = p, (8.1.1.5)

0B./dy — OB,/0z = 0E,/ot + J,, (8.1.1.6)
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0B,/dz — 9B./dx = OE,/ot + J,, (8.1.1.7)
0B,/0r — OB,/0y = OE./0t + J., (8.1.1.8)

onde I,, £, e E,, B, B, e B, representam, respecticamente, os componentes cartesianos
dos campos elétrico e magnético, p é a densidade de carga elétrica, e J,, J, e J;, sao os
componentes cartesianos do vetor densidade de corrente elétrica.

As oito equagoes de Maxwell vistas acima, foram reduzidas para quatro por Heavi-
side, no livro referido acima e, para isso, ele usou a notagao do Célculo Vetorial (Kline, 1972),
e que, na notagao atual, apresentam o seguinte aspecto (ver os livros de Eletrodinamica
citados na Bibliografia - Parte 2):

V.B=0, VxE+ (1/¢)dB/ot = 0, (8.1.1.9,10)

—

V.E=4rmp, VxB = (1/c)dE/ot + (4n/c)J. (8.1.1.11,12)

Comparando-se as expressoes (8.1.1.1-8) e (8.1.1.9-12), vé-se as seguintes corres-
pondéncias: (8.1.1.1) — (8.1.1.9), (8.1.1.2-4) — (8.1.1.10), (8.1.1.5) — (8.1.1.11) e, por fim,
(8.1.1.6-8) — (8.1.1.12).

Na década final do Século 19 e no comeco do Século 20, um novo formalismo
matemadtico foi desenvolvido pelo matematico italiano Gregorio Ricci-Curbestro (1853-1925),
em 1892 (Bulletin des Sciences Mathématiques 16, p. 167), e pelo préprio Ricci e seu famoso
discipulo italiano Tullio Levi-Civita (1873-1941), em 1901 (Mathematische Annalen 64,
p. 125), conhecido inicialmente como Célculo Diferencial Absoluto. Contudo, com o de-
senvolvimento da Teoria da Relatividade Geral por parte do fisico germano-norte-americano
Albert Einstein (1879-1955; PNF, 1921), em 1916 (Grundlage der Allgemeinen Rela-
tivitatstheorie), esse novo tipo de Céalculo passou a ser denominado de Calculo Tensorial,
nome dado pelo préprio Einstein (Kline, op. cit.), uma vez que envolvia os entes matematicos
conhecidos como tensores, termo cunhado pelo fisico alemao Woldemar Voigt (1950-1919),
em 1898, em conexao com a elasticidade dos cristais (Whittaker, 1953).

Neste Capitulo, veremos que o Calculo Tensorial permite escrever as Equacoes
de Maxwell por intermédio de apenas duas expressoes:

O Fu + 0, Fyy + 0, Fy = 0, (8.1.1.13)
o, Frm = jr . (8.1.1.14)

onde F,, = 0, A, — 0, A, representa o Tensor Campo-Forga Eletromagnético [ver
a Definigdo (8.1.5.1)]. Observe-se que, conforme se pode ver no item 8.1.5, as expressoes
(8.1.1.13,14) representam, respectivamente, o grupo homogéneo [expressoes (8.1.1.9,10)] e o
nao-homogéneo [expressoes (8.1.1.11,12)] das quatro Equagoes de Maxwell.
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Por fim, as duas Equagoes de Maxwell vistas acima e escritas na linguagem tenso-
rial, podem ser escritas de uma maneira mais compacta, conforme veremos no decorrer deste
Capitulo, usando-se o formalismo das Formas Diferenciais, desenvolvido pelo matematico
francés Eli-Joseph Cartan (1869-1951), na primeira metade do Século 20. (Cartan, 1945).

Na conclusao desta introducao histérica sobre as Equagoes de Maxwell, é oportuno
dizer que tais equagoes também podem ser escritas por intermédio de apenas uma equacao,
usando a Algebra Geométrica Associativa, cujos trabalhos iniciais foram apresentados por
Grassmann em seu livro de 1844, referido anteriormente, e posteriormente completada pelo
matematico inglés William Kingdon Clifford (1845-1879), em 1878 (American Journal of
Mathematics 1, p. 350). Tal equagao é dada por (Ferreira, 2006):

V'(E+IB) =4xp — (1/¢)J], (81.1.15)

onde I é um pseudo-escalar, tal que I> = — 1,e V' = V + (1/c) 9/0t é o multive-
tor gradiente generalizado. Registre-se que, em Ferreira, op. cit., pode-se ver como a
expressao (8.1.1.15) contém as expressoes (8.1.1.9-12).

8.1.2 Formas Diferenciais da Eletromagnetostatica

Definigao 8.1.2.1. A Intensidade do Campo Elétrico £ é uma 1 — forma
diferencial linear:

E = Ey(z, y, z)de + Ey(z, y, 2)dy + E,(z, y, z)dz, (8.1.2.1a)

T = fl" E = fl" Ez(l', Y, Z) dx + Ey(xu Y, Z) dy + EZ(.T, Y, Z) dZ, (8121b)
onde I' é uma curva definida por:
r: [a,J]CR — R}:t€fa,b] — r=T@{). (8121c)

Observacoes

1. Na linguagem do Célculo Vetorial, a expressao (8.1.2.1a) representa o Vetor
Campo Elétrico E£:

E(f) = E,@ + E,) + E.2 = E, 0, + E, 8, + E, 9., (8.121d)
e é interpretado como a forga que atua uma carga elétrica unitéria (¢ = 1), colocada em

repouso no ponto 7.

2. Ainda na linguagem do Calculo Vetorial, a expressao (8.1.2. 1b) significa a cir-

culagao de E ao longo de T' e representa o trabalho 7 realizado por E sobre a carga
unitaria, ao longo de I':
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T= [ E=E|l = [,E.df. (8121
3. Experimentalmente observou-se que:
$r £ = 0.
Usando-se o Teorema de Stokes Generalizado [ver expressao (5.1.2.1)], teremos:
IpdE = §.E =0 — dE = 0. (8.1.2.1f)

Usando-se o Lema de Poincaré [ver expressao (4.1.2.1c)] (dd = 0), a expressao (8.1.2.1f)
permite escrever que:

E = —dv, (8121g)

onde V' é uma 0— forma denominada potencial elétrico. Na linguagem do Céalculo Vetorial,
a expressao (8.1.2.1g) é escrita como:

E =—-VV. (8121h)

E oportuno destacar que o sinal menos (—) deriva da Lei de Coulomb, formulada ex-
perimentalmente pelo fisico francés Charles Augustin Coulomb (1736-1806), em 1785. Por
exemplo, no vacuo, o campo elétrico Eeo respectivo potencial elétrico V', a uma distancia
7, criado por uma carga elétrica ¢ colocada na origem de um sistema de eixos ortogonais,
sao dados, respectivamente, por:

EF — _u %5 V = -4 %_ (8.1.2.1i,j)

4 T € 4 m €

3.1. Calculando-se a operagao (x) [ver Definigdo (3.1.4.1)] na expressao (8.1.2.1f),
teremos:

*dE = 0. (8.1.2.1k)
Usando-se a linguagem do Célculo Vetorial, a expressao acima é escrita na forma:

VxE=0. (81210

4. O uso de E como uma 1 — forma representando a circulacao E . dr mostra que
ela pode ser escrita da mesma maneira em qualquer sistema de coordenadas. Por exemplo,
em coordenadas esféricas (r, 6, ¢), teremos:

E = E.(r, 0, ¢)dr + Ey(r, 0, ¢)d0 + Eu(r, 0, ¢) do .
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Registre-se, contudo, que a tripla (dr, df, d¢) ndo forma uma base ortonormada, como
ocorre com a tripla (dz, dy, dz). E mais ainda, que a circulacdo wg | ' serd calculada
simplesmente por uma transformagao de coordenadas (“pullback”).

Definicao 8.1.2.2. A Densidade de Corrente Elétrica J é uma 2 — forma
diferencial linear:

J = Ju(x, y, 2)dy Ndz + Jy(x, y, 2) dz Ndx + J(z, y, z)de ANdy, (8.1.2.2a)
tal que:

I = [gJ=J]8 =
= [g oz, y, 2)dy Ndz + Jy(x, y, 2)dz Ndx + J.(z, y, z) de Ndy, (8.1.2.2b)

onde S ¢ uma superficie definida por:
S Ju,v]CR — R} (a<u<b c<v<d). (81.22c)

Observacoes

1. Aplicando-se a operagao (x) [ver Defini¢ao (3.1.4.1)] na expressao (8.1.2.2a), tere-
mos:

xJ = x[JpydyNdz + Jydz Ndx + J,de ANdy] =
= J,x(dy Ndz) + Jy* (dz ANdzx) + J, * (dx AN dy) —
*J = Jyde + Jydy + J.,dz. (8.1.2.2d)

Na linguagem do Célculo Vetorial, a expressao (8.1.2.2d) representa o Vetor Densidade
de Corrente Elétrica J:

J=xJ=Joi +J,§+J.2=J 0 + J,0, + J.0.. (81.22)

2. Ainda na linguagem do Calculo Vetorial, a expressao (8.1.2.2b) significa o fluxo
de J através de uma superficie S e representa a corrente elétrica / em um circuito elétrico:

I = [¢J =J|S = [gJ.ndS. (81.22f)

3. No estudo dos condutores, o fisico alemao Georg Simon Ohm (1787-1854), em
1825, observou experimentalmente que:
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J=0FE, (8122)

onde o é a condutividade elétrica do condutor, que é, via de regra, um tensor de ordem
2. Contudo, se o condutor for homogéneo e isotrépico, entao ¢ = constante.

3.1. Aplicando-se a operagao (x) [ver Defini¢ao (3.1.4.1)] na expressao (8.1.2.1a),
teremos:

*E = x[E,dv + E,dy + E, dz],
*FE = E, dyNdz + E,dz Ndex + E,dx ANdy. (8.1.2.2h)

Assim, para os condutores homogéneos e isotrépicos, as expressoes (8.1.2.2a,h) per-
mitem escrever a expressao (8.1.2.2g), em termos de formas diferenciais, da seguinte maneira:

J =06+E, (81.22i)

onde ¢ é a 0 — forma correspondente a condutividade elétrica o.

Definigao 8.1.2.3. A Densidade de Carga Elétrica () é uma 3 — forma dife-
rencial linear:

Q = pdex Ndy Ndz (8.1.2.3a)
tal que:
¢q=JyQ =Q|V = [,pdr AdyAdz. (81.2.3b)

Observacoes

1. Aplicando-se a operagao (x) [ver Defini¢ao (3.1.4.1)] na expressao (8.1.2.3a), tere-
mos:

*xQ = px(de Ndy Ndz) — *xQ = p. (8.1.2.3¢)
2. Na linguagem do Célculo Vetorial, a expressao (8.1.2.3b) é dada por:
q = [ypdV, (8.1.2.3d)

e ¢ representa a carga elétrica no interior do volume.

Definicao 8.1.2.4. O Deslocamento Dielétrico D ¢é uma 2 — forma diferencial
linear:

D = D,(z, y, z) dyN dz + Dy(z, y, 2) dz Ndx + D,(z, y, z) de Ndy, (8.1.2.4a)
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tal que:

Observacgoes

1. Aplicando-se a operagao (x) [ver Defini¢ao (3.1.4.1)] na expressao (8.1.2.4a), tere-
mos:

*D = x[D,dyANdz + D,dzNdx + D,dx Ady] =
= D, x (dy Ndz) + D, x (dz Ndx) + D, * (dz N dy) —
*D = D,dx + D,dy + D,dz. (81.24c)

Na linguagem do Célculo Vetorial, a expressao (8.1.2.4¢) representa o Vetor Deslocamento
(Indugao) Elétrico D:

D=xD=D,&+ Dy +D.2=D,8, + D,d, + D,9.. (81.24d)

2. Aplicando-se o Teorema de Stokes Generalizado [ver expressao (5.1.2.1)] ao
primeiro membro da expressao (8.1.2.4b), vira:

[¢sD = [ydD = [, Q@ — dD = Q. (8.1.2.4e)
Calculando-se a diferenciacao exterior [ver Definigao (4.1.1.1)]da expressao (8.1.2.4a), vira:

dD = d( D,(x, y, z) dy Ndz + Dy(x, y, z) dz Ndx + D,(x, y, z) de A dy)

Usando-se as expressoes (8.1.2.3a) e (8.1.2.4e), teremos:

dD = (%= 4 %o 4 ) gp Ndy Ade = pdr Ady A dz

Calculando-se a operacao (x) [ver Definigao (3.1.4.1)] na expressao acima e considerando que
*(dr Ndy Ndz) = 1, viré:

*xdD = (8813: + 88% 8£Z)*(d93/\dy/\dz) = p*x(dx Ndy Ndz) —

xdD = p. (8.1.2.4f)
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Considerando-se que ¥* = xx = 1 (no R?), a expressao (8.1.2.4f) poderd ser
escrita na forma:

xd (»x) D = (xd%) (xD) = p.

Usando-se a linguagem do Calculo Vetorial e expressao (8.1.2.4d), a expressao acima traduz
a Primeira Equacao de Maxwell (1873), para meios dielétricos:

V.D =p. (81.24g)
3. No estudo dos dielétricos, observou-se experimentalmente que:
D = ¢E, (8124h)

onde € é a permitividade elétrica do dielétrico, que é, via de regra, um tensor de ordem
2. Contudo, se o dielétrico for homogeéneo e isotropico, entao € = constante.

3.1. Para os dielétricos homogéneos e isotrépicos, as expressoes (8.1.2.2h) e (8.1.2.4a)
permitem escrever a expressao (8.1.2.4h), em termos de formas diferenciais, da seguinte
maneira:

D =éxE, (8124

onde € é a 0 — forma correspondente a permitividade elétrica e.

4. Aplicando-se o operador (%) [ver Definicao (3.1.4.1)] & expressao (8.1.2.1g) e
usando-se a expressao (8.1.2.4i), teremos:

*E = —xdV — 2 = —xav.

Diferenciando-se a expressao acima e usando-se a expressao (8.1.2.4e). vira:

=

dD = —dxdV — £ = —dxdV.

Aplicando-se o operador (x) [ver Definigdo (3.1.4.1)] a expressdo acima e usando-se a ex-
pressao (8.1.2.3c), resultara:

29 = —wdxdV — xdxdV = — L.

Na linguagem do Célculo Vetorial, a expressao acima traduz a Equagao de Poisson, que
foi apresentada pelo matematico francés Siméon Denis Poisson (1781-1840), em 1813:

AV = — 2. (8.1.2.4j)
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Definigao 8.1.2.5. A Intensidade do Campo Magnético H é uma 1 — forma
diferencial linear:

H = Hy(z, y, z)dv + Hy(x, y, 2) dy + H.(z, y, z) dz, (8.1.2.5a)
tal que:
I = ¢ H = §p Hy(x, y, z)de + Hy(z, y, 2)dy + H.(z, y, z) dz, (8.1.2.5b)

onde I' e I foram definidos, respectivamente, pelas expressoes (8.1.2.1c) e (8.1.2.2b).
Observacgoes

1. Na linguagem do Célculo Vetorial, a expressao (8.1.2.5a) define o Vetor Campo
Magnético H:

—

H(f) = H, & + Hyy + H.2 = H, 0, + H, 9, + H.9.. (8125¢)

2. Ainda na linguagem do Célculo Vetorial, a expressao (8.1.2.5b) significa a cir-
culagao de H ao longo de I' e representa a Intensidade de Corrente I que circula através
de uma superficie S limitada por I':

[ = §H = H|T = §.H.di . (8.1.2.5d)
A expressao acima decorre de uma observacao experimental feita, em 1820, independente-

mente, pelos fisicos, o dinamarqués Hans Christiaan Oersted (1777-1851) e o francés André

Marie Ampére (1775-1836). Com efeito, eles observaram que o campo magnético H é criado
toda vez que uma corrente I circula em um condutor.

3. Usando-se a expressao (8.1.2.2b) e o Teorema de Stokes Generalizado [ver
expressao (5.1.2.1)] na expressao (8.1.2.5b), vira:

3.1. Aplicando-se a operagao (*) [ver Defini¢ao (3.1.4.1)] a expressao acima, resultara:
wdH = xJ. (8.1.2.5)

Usando-se a linguagem do Calculo Vetorial e a expressao (8.1.2.2e), a expressao acima traduz
a Equacao de Ampere (1820):

VxH=J. (8125

Definicao 8.1.2.6. A Indugao Magnética B é uma 2 — forma diferencial linear:
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B = By(z, y, z)dy Ndz + By(z, y, z) dz Ndx + B,(z, y, z) de Ndy, (8.1.2.6a)
tal que:
0 =¢,B=DB|S =
= §¢ B.(z, y, 2) dy Ndz + By(z, y, z) dz ANdx + B.(z, y, z) de ANdy, (8.1.2.6b)

onde S foi definido pela expressao (8.1.2.2c).
Observacoes

1. Aplicando-se a operagao (x) [ver Definicao (3.1.4.1)] a expressao (8.1.2.6a), tere-
mos:

* B = x[Bydy Ndz + By,dz Ndx + B, dx Ady] =
= B,dr + B,dy + B,dz. (8.1.2.6¢)

Na linguagem do Célculo Vetorial, a expressao (8.1.2.6¢) representa o Vetor Indugao
Magnética B:

B=+%B=B,4%+ Byj+ B.2=DB,0 + B,d, + B.d,. (8126d)

2. Ainda na linguagem do Célculo Vetorial, a expressao (8.1.2.6b) mostra que o fluxo
de B através de uma superficie S que limita um determinado volume V' é nulo:

§¢oB = B|S = §sB.ndS = 0. (81.26e)

A expressao acima significa que as linhas de forca de B sio fechadas, conforme observaram,
o erudito francés Petrus Peregrinus de Maricourt [c.1240-¢.1270(1290)], em 1269, e o fisico
inglés Michael Faraday (1791-1862), em 1832.

3. Aplicando-se o Teorema de Stokes Generalizado [ver expressao (5.1.2.1)] a
expressao (8.1.2.6¢), vira:

§B=[,dB =0 — dB = 0. (3.126f)

Calculando-se a operagao (x) [ver Definigao (3.1.4.1)] na expressao acima e considerando-se
que x> = % x =1 (no R*) e que x 0 = 0, teremos:

*xd (%) B = (xd*) (*B) = 0.

Usando-se a linguagem do Célculo Vetorial e a expressao (8.1.2.6d), a expressao acima traduz
a Segunda Equacao de Maxwell (1873), para meios materiais:
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V.B =0. (8126g)

4. Usando-se o Lema de Poincaré [ver expressao (4.1.2.1¢)] (dd = 0), a expressao
(8.1.2.6f) permite escrever que:

B = dA, (8.1.2.6h)
onde A é uma 1 — forma denominada Potencial Vetor definida por:
A = Az, y, 2)de + Ay(z, y, 2) dy + Az, y, 2) dz, (8.1.2.61)

introduzido por Maxwell, em 1865. Na linguagem do Célculo Vetorial, a expressao (8.1.2.61)
representa o Potencial Vetor A:

—

A= A2+ Ay + A 2=A40+ A0, + A.0.. (81.26))

4.1. Aplicando-se a operagao (x) [ver Defini¢ao (3.1.4.1)] & expressao (8.1.2.6h), tere-
mos:

* B = xdA. (8.1.2.6k)

Usando-se a linguagem do Calculo Vetorial e as expressoes (8.1.2.6d.j), a expressao acima é
escrita na forma:

B =VxA. (81260

4.2. Em virtude do Lema de Poincaré [ver expressao (4.1.2.1¢)] (dd = 0), para
qualquer fungao 1, a expressao (conhecida como transformacao ‘gauge’):

A = A+ d, (8.1.2.6m)
satisfaz a expressao (8.1.2.6h), pois:
B = d(A + dv) = dA' + ddp = dA’' .  (8.1.2.6n)

4.3. Desde que Maxwell apresentou o potencial vetor ff, em 1865, este foi considerado
apenas como um artificio matematico, sem interpretacao fisica. Contudo, em 1959, os fisicos,
o israelense Yaki Aharonov (1932- ) e o norte-americano David Joseph Bohm (1917-1992),
apresentaram uma interpretacao fisica daquele vetor através da Eletrodinamica Quantica,
hoje conhecida como o efeito Aharonov-Bohm.

5. No estudo dos materiais magnéticos, observou-se experimentalmente que:

B = puH, (81260)
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onde i é a permitividade magnética do material magnético, que é, via de regra, um tensor
de ordem 2. Contudo, se esse material for homogéneo e isotrépico, entao p = constante.

5.1. Aplicando-se a operagao (x) [ver Defini¢ao (3.1.4.1)] & expressao (8.1.2.5a), tere-
mos:

*H = x[H,dx + H,dy + H, dz],
*H = H,dy Ndz + Hydz Ndx + H,dv Ndy. (8.1.2.6p)

Para os materiais magnéticos homogeéneos e isotrépicos, as expressoes (8.1.2.6a,p)
permitem escrever a expressao (8.1.2.60), em termos de formas diferenciais, da seguinte
maneira:

B =[+H, (8126q)

onde fi é a 0 — forma correspondente a permitividade magnética p.

6. Aplicando-se o operador de Laplace-Beltrami (ver Capitulo 4) & 1 — forma A
e considerando-se que (x)? = 1 (no R?), teremos:

AppA = —(do+0dd)A = —[d—)*xdx) A + (xd) (xd A)] .
Usando-se as expressoes (8.1.2.5d) e (8.1.2.6k,q), vira:
AppA=dxd*x)A — (xd)(xB) = d(xdx) A — (xd) (@ H) —
ALpA=dxd*x)A - pxdH) =d(xd*x) A — pxJ.
Considerando-se o ‘gauge’ de Coulomb:
(xdx) A =0, (V.A =0 (8126rs)
AppA=—pxJ. (81.2.6t)
Na linguagem do Calculo Vetorial, teremos:
AA=—puJ. (8126u)

7. Aplicando-se a divergéncia a expressao (8.1.2.6m) e usando-se o ‘gauge’ de
Coulomb - x d x) A’ = (xd*) A = 0 - resultara:

(xdx) A" = (xd*x) A+ (xd*x)dp — (xdxd)yp = 0. (81.2.6v)
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Na linguagem do Calculo Vetorial, vira:

Ay = 0. (81.26x)

8.1.3 Formas Diferenciais da Eletrodinamica

Definicao 8.1.3.1. O Campo-Forca Eletromagnético F' é uma 2 — forma dife-
rencial linear:

F =B + EAdt, (81.3.1a)
tal que:
Jooc F = [o0 (B + EAdt) = 0, (8.1.3.1b)
onde:

B = B,(z,y,z,t)dyNdz + By(x,y, z,t)dzAdx + B,(x,y,z,t)dzAdy , (8.1.3.1c)
E = E.(z, y, z, t)de + Ey(x, y, 2, t)dy + E.(z, y, z, t)dz, (8.1.3.1d)

e 0C' é a fronteira de um cilindro tridimensional C' gerado pelo deslocamento de uma su-
perficie cilindrica bidimensional S entre dois instantes de tempo (¢t € [a, b]).

Observacoes
1. Usando-se o Teorema de Stokes Generalizado [ver expressao (5.1.2.1)] na
expressao (8.1.3.1b), teremos:

Usando-se a expressao (4.1.2.1b) e considerando-se que B(z, y, z, t), a expressao (8.1.3.1e)
ficara:

(dB + BAdt + dEANdt — EAddt) = [dB + (B + dE)Adt] = 0, (8.1.3.1f)

onde o operador d significa uma diferencial com relagao as variaveis espaciais (z, y, z) e B é
obtido da forma B substituindo-se seus coeficientes por suas derivadas em relacao a variavel
t, isto é:

B =9 = 0B gy ndy 4+ PBugp nde + %= dr Ady . (8.1.3.1g)

2. Partindo-se da expressao (8.1.3.1f), podemos escrever que:

dB = 0, (81.3.1h)
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dE + B = dE + B = 0. (81.3.1i)

Considerando-se que x> = xx = 1 (no R*), x0 = 0ex J;, = 0O, *, as expressoes
(8.1.3.1h,i) tomam os seguintes aspectos:

xd (xx) B = (xdx) (xB) = 0, (8.1.3.1j)
«dE + 0, (*B) = 0. (8.1.3.1k)

Na linguagem do Célculo Vetorial, as expressoes acima traduzem, respectivamente, a Se-
gunda Equacao de Maxwell (1873), para meios materiais (conforme vimos acima):

V.B =0, (81310

e a Terceira Equagao de Maxwell (1873):

VxE+ 2% — 0. (8131m)

3. Integrando-se a expressao (8.1.3.1i) através de uma superficie S cuja fronteira
vale 9S = (), usando-se o Teorema de Stokes Generalizado [ver expressao (5.1.2.1)],
teremos:

JgdE + [¢B =0 — [¢dE + [¢0, B = 0. (81.3.1n)
3.1. Considerando-se S fixa, a expressao acima ficara:
Jc E + 0 [¢B =0. (813.10)
Usando-se as expressoes (8.1.3.1c,d), vira:
Jc(Epdr + Eydy + E.dz) + 0, [ ¢(B,dyNdz + BydzNdx + B.dxAdy) = 0. (8.1.3.1p)

Na linguagem do Caélculo Vetorial, a expressao acima traduz a célebre Lei de Faraday
(1831):

$oE.dl = — L [¢sB.dS. (813.1q)

3.2. Considerando-se que a superficie S se move com uma velocidade ‘7, e usando-se
as expressoes (5.1.4.3b) e (8.1.3.1i), teremos:

0 fJs B = [¢ B + [givdB + [ocivB = [0 B + [civ B —
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¢ B =06 [¢B — [oiv B.
Levando-se a expressao acima na expressao (8.1.3.1n), resultara:
Je B+ 0 JsB = JogivB =0 —
5 [¢ B+ [o(E — iy B) = 0. (813.1r)

Usando-se a expressao (5.1.3.3a) e a notacao do Célculo Vetorial, a expressao acima repre-
senta a Lei da Inducao de Faraday para um Circuito Mével:

—

$c(E — VxB).dl = -4 [¢gB.dS. (813.1s)
3.3. Chamando-se:
E = E — VxB, (813.1t)
a expressao (8.1.3.1s) tomara a seguinte forma:
$o E'.dl = — 4 [, B .dS,

que representa a Lei de Faraday para um Circuito Fixo, e o campo elétrico E' é relativo
ao sistema de laboratoério. Por outro lado, da expressao (8.1.3.1t), podemos escrever:

E=FE +VxB. (8131u)

A expressao acima nos mostra que quando um circuito estd em movimento, o campo elétrico
no laboratério (E’) é transformado para (E), que representa o campo elétrico relativo
ao referencial mével, isto é, preso ao circuito em movimento. E oportuno registrar que,
multiplicando-se essa expressao pela carga ¢ de uma particula carregada (por exemplo, o
elétron de condugao do material do circuito), ela traduz a famosa Férmula de Lorentz,
apresentada pelo fisico holandés Hendrik Antoon Lorentz (1853-1928; PNF, 1902), em 1892:

—

Fop = qE = q(E' + V xB), (813.1v)

onde (’) indica o sistema de laboratério.

4. Usando-se o Lema de Poincaré [ver expressao (4.1.2.1¢)] (dd = 0), a expressao
(8.1.3.1d) permite escrever que:

F =dd, (81.3.1v)

com ¢ dado por:
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d=A-Vdt, (8131x)

onde A é a 1— forma definida pela expressao (8.1.2.61) (Potencial Vetor) e V' éa 0— forma
definida pela expressao (8.1.2.1g) (Potencial Elétrico). As expressdes acima e mais a
expressao (8.1.3.1a) nos mostram que:

F=d®=dA—Vdt) =dA+ (—dV + A)Adt = B+ EAdt —
B =dA, E = —dV + A. (813.1yw)
Na linguagem do Calculo Vetorial, as expressoes acima sao escritas da seguinte forma:

B=VxA, E=-vv-2_  (813177)

Registre-se que a troca de sinal da 1 — forma A para o vetor A mostrada acima, decorre
do fato de que essas equagOes sao escritas na linguagem nao-relativista. [Lembrar (ver
Capitulo 1) que a assinatura s da métrica quadridimensional (x, y, z, t) relativista vale:
s =3 —-—1=2]

Definicao 8.1.3.2. O Campo-Fonte Eletromagnético G é uma 2 — forma dife-
rencial linear:

G =D - HAdt, (81.3.2a)
tal que:
Joc G = [oo (D — HAdt) = [oj, (8.1.3.2b)
onde:
D = D,(x,y,z t)dyNdz + Dy(x,y, z, t)dzAdx + D, (x,y, z,t)deAdy , (8.1.3.2¢)
H = Hy(z, y, z, t)dv + Hy(z, y, 2, t)dy + H.(x, y, 2z, t) dz, (8.1.3.2d)
j=Q — JAd, (8132)
Q = plx, y, z, t)de Ndy Ndz,  (8.1.3.2f)
J = Ju(z,y, 2z, t)dyNdz + Jy(x,y, z, t)dzAdx + J,(z,y, 2, t)deAdy , (8.1.3.2g)

e 0C e C foram definidos anteriormente.
Observacoes

1. Usando-se o Teorema de Stokes Generalizado [ver expressao (5.1.2.1)] e a
expressao (8.1.3.2e), a expressao (8.1.3.2b) sera escrita na forma:
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Joc G = [¢dG = [od(D — HAdt) = [¢] = [¢(@Q — JAdl) —
dG = j — dD — HAdt) = Q — JAdt. (8.1.3.2h)

Usando-se as expressoes (4.1.2.1b), (8.1.3.2f) e considerando-se que D(zx, vy, z, t), a ex-
pressao (8.1.3.2h) ficara:

[dD + (D — dH)Adt] = Q — JAdt, (81.3.2i)

onde o operador d significa uma diferencial com relagao as variaveis espaciais (z, y, z) e D é
obtido da forma D substituindo-se seus coeficientes por suas derivadas em relagao a variavel
t, isto é:

D =% = gy nde + 2Dvdy Ade + D= dr Ady . (8.1.3.2))

2. Partindo-se da expressao (8.1.3.2i), podemos escrever que:

dD = @, (8.1.3.2k)
dH — 8, D = dH —D = J. (813.20)

Calculando-se a operagao (x) [ver Defini¢ao (3.1.4.1)] nas expressoes acima e considerando-se
que x> = x* = 1 (no R¥) e x 9, = 0, *, teremos:

*xd (%%) D = (xdx) (xD) = @, (8.1.3.2m)
*dH — 0y (xD) = xJ . (8.1.3.2n)

Na linguagem do Célculo Vetorial, as expressoes acima traduzem, respectivamente, a Pri-
meira Equagao de Maxwell (1873) (conforme vimos acima):

V.D =p, (81.320)

e a Quarta Equacgao de Maxwell (1873), para meios materiais:

VxH -9 =]  (8132p)

3. Usando-se o Lema de Poincaré [ver expressao (4.1.2.1¢)] (dd = 0), a expressao
(8.1.3.2h) permite escrever que:

ddG = dj = d(Q — JAdt) = 0.
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Usando-se a expressao (4.1.2.1b) e considerando-se que Q = @ (z, y, z, t), a expressao
acima ficara:

dQ — JAd) = dQ + (Q — dJ)Adt = 0, (8.1.3.2q)

onde o operador d, no segundo membro da expressao acima, significa uma diferencial com
relagdo as varidveis espaciais (z, y, z) e Q é dado por:

Q = % dx Ndy N dz. (8.1.3.2r)
Considerando-se a expressao (8.1.3.2f), teremos:
dQ = dpNdendyndz = (§2dx + GPdy + §2dz)AdaAdyndz =0 . (8.1.3.2s)
Desse modo, a expressao (8.1.3.2q) ficaré:
dQ — JAd) = (Q —d)Adt =0 — Q — dJ = 0. (8.1.3.2t)

Calculando-se a operacao (x) da expressao acima e considerando-se que x> = * x = 1 (no
RB) € % 3t = at *, Vira:

*dx(xJ) — O(xQ) = 0. (8.1.3.2u)

Na linguagem do Caélculo Vetorial, a expressao acima traduz a famosa Equacao da Con-
tinuidade:

V.J+ 2 =0. (8132v)

Registre-se que a troca de sinal da 3 — forma @) para a funcao p mostrada acima, decorre do
fato de que essa equagao é escrita na linguagem nao-relativista. [Lembrar (ver Capitulo 1) que
a assinatura s da métrica quadridimensional (x, y, z, t) relativista vale: s = 3 — 1 = 2 ]
O resultado visto acima nos mostra que a Equagao da Continuidade ¢ traduzida pela
exXpressao:

di = 0. (81.3.2x)

8.1.4 Forma Diferencial da Lei de Conservagao da Eletrodinamica

Definicao 8.1.4.1. O Fluxo-Energia do Campo Eletromagnético S é uma
2 — forma diferencial linear:

S =ENH = S, dyndz + SydzNdx + S,de Ndy, (8.1.4.1a)
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onde E e H sao dados, respectivamente, pelas expressoes (8.1.3.1d) e (8.1.3.2d).
Observacoes

1. Calculando-se a operagao (x) [ver Defini¢ao (3.1.4.1)] na expressao (8.1.4.1a), vira:

xS = A(ENH) = %Sy dy Ndz + Sydz Ndx + S, de Ndy] —
xS = Spdr + Sydy + S.dz = S, + S,y + S, 2.

Na linguagem do Calculo Vetorial, a expressao acima traduz o famoso Vetor de Poynting
S, proposto pelo fisico inglés John Henry Poynting (1852-1914), em 1883:

S = FE xH. (814.1b)

2. Calculando-se a diferencial exterior da expressdo (8.1.4.1a) por intermédio da
expressao (4.1.2.1b), resultara:

dS = dEANH) = dEANH — EAdH . (8.1.4.1c)

Usando-se as expressoes (8.1.3.1i) e (8.1.3.2¢), a expressao (8.1.4.1c) ficaréa:
dS = —BANH — EAD + J) —

BAH + EAD + EAJ +dS = 0. (814.1d)

Calculando-se a operagao (x) [ver Defini¢ao (3.1.4.1)] na expressao acima e considerando-se
que x> = % * = 1 (no R%) e que x 9, = 0, *, teremos:

*x[k (*B) A H] + x [E A% (*D)] + % [E A x(%J)] + (xdx)xS = 0.

Usando-se a linguagem do Calculo Vetorial, a expressao acima traduz o famoso Teorema
de Poynting ou Teorema da Conservacao da Energia Eletromagnética:

B.H+E.D+E.J+V.S=0. (8l41le)

2.1. Usando-se as expressoes (8.1.2.4h) e (8.1.2.60) e considerando-se que € e p sao
constantes no tempo, a expressao (8.1.4.1e) ficara:

duw ¢ o J 4+ V.S =0, (8141

onde:
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Uom = S(eE? + pH?) = 3 (E.D+ H.B), (8.1.4.1g)

¢ a densidade de energia do campo eletromagnético, cuja 3 — forma correspondente
¢ dada por:

fem = 3 (EAND + HAB), (81.4.1h)
pois:

spem = 5 (#[EA+(:D)] + +[H A*(xB)] ) — tem = 5 (E.D+ H.B).

N[

2.2. Integrando-se a expressao (8.1.4.1d) sobre um volume V' limitado por uma su-
perficie A e usando-se o Teorema de Stokes Generalizado [ver expressao (5.1.2.1)], tere-
mos:

Jy(BANH + EAD) + [ EANJ 4+ §,S = 0. (81.4.1i)

Usando-se a linguagem do Caélculo Vetorial e considerando-se que € e pu sao constantes no
tempo, a expressao (8.1.4.1i) ficara:

Jy Qem qV + [LE.JdV = —§,S.dA. (8.1.4.1j)

A expressao acima, que representa o Principio da Conservacao da Energia, é interpretada
da seguinte forma: o primeiro termo do primeiro membro representa a taxa da energia
armazenada no interior de um certo volume V', o segundo termo d& a taxa de dissipagao de
energia (efeito Joule) sobre as fontes (sem histerésis) no interior de V, e o segundo membro
mede o fluxo da poténcia externa através da fronteira A que limita V.

8.1.5 Formas Diferenciais da Eletrodinamica no Espaco-Tempo

Consideremos o espago vetorial de Minkowski (4-dimensional) cujas coordenadas so:
() = (2!, 2% 23, 2*) = (x, y, 2, t) (c = 1), com a métrica (dual) definida por:

g(dzt, dz¥) = ¢g" = ¢, = diag(1, 1, 1, —1), (8.1.5.0a)
e que funciona como um levantador ou abaixador de indices, ou seja:
gv Vv, =V e gu, V¥ =1V,. (8.1.5.0b)

De acordo com a Defini¢ao (3.1.4.1) e as expressoes obtidas no item (4.1.5), podemos
escrever que:

*(dxt A dt) = da? A dx®; x(dxd A dat) = —dat Adt,  (8.1.5.0¢,d)
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onde (i, j, k) deve ser tomado na ordem ciclica de (z, y, z) oude (1, 2, 3).

Segundo vimos no Exercicio 4.1.2.1, o operador Laplaciano A é dado por:
A=—(dd+ dd),
onde a coderivada J é dada por:
§ = (=P rtxTdx.
Para o espago de Minkowski, o Exercicio (3.1.4.1) nos mostra que:
=1 - x =% = §=(—)PTrxdx. (81.50efg)

Nesse espaco, o operador Laplaciano, que é denominado operador d’Alembertiano O, ¢é
representado por:

O =—-(dé+6d, (8150

com 0 obtido pela expressao (8.1.5.0g).

Usando-se a expressao (4.1.2.1c) e o Teorema Generalizado de Stokes [ver ex-
pressao (5.1.2.1)], podemos escrever que:

JpdlanxpB) = [pldan B + (1) aAndxf] = [spah*p.
Considerando-se que « se anula na fronteira 0D e as expressoes (8.1.5.0e,g), teremos:

JdanxpB = [anxd (. (81.5.00)

Defini¢ao (8.1.5.1). - Tensor Campo-Forca Eletromagnético F),,. Conside-
rando-se o vdcuo (e um sistema particular de unidades: €, = p, = ¢ = 1) e
partindo-se das expressoes (8.1.2.4h,i), (8.1.2.60,q) e (8.1.3.1a,¢,d) podemos escrever que:

F =B+ ENdt =
= BydyNdz + BydzNdx + B.dxAdy + EydxAdt + EydyNdt + E, dzA\ dt - —
F = H,dyndz+ HydzNdx + H,dzNdy + E,dzN\dt + E,dyAdt + E.dzAdt . (8.1.5.1a)

Usando-se a métrica de Minkowski [proposta pelo matematico russo-alemao Hermann
Minkowski (1864-1909), em 1908] relacionada acima, a expressao acima serd escrita na forma:

F = 1 F, da* Adz”, (8.1.5.1b)
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onde o Tensor Campo-Forcga Eletromagnético F'ur é dado por:

0 H, -H, E,

| —H. 0 H, E,
F/JJ/ - Hy _ Hx O EZ . (8.1.5.1C)

~E, —E, —E. 0

Observacoes

1. Equagoes de Maxwell no Espaco-Tempo: Grupo Homogéneo. Esse grupo
¢ dado pela expressao (8.1.3.1e):

dF = 0. (8.1.5.1d)
Usando-se a expressao (8.1.5.1b) e a Defini¢ao (4.1.2.1), a expressao acima ficara:
dF = d(% F,, dzt A dx”) = % dF,, Ndz* A dx” =
= 5 (Oh Fuw + 0, By + 0 Fp) da* Ada ANda = 0 —
O Fup + 0, Foy + 9, For = 0. (3.1.5.1¢)

2. Usando-se o Lema de Poincaré [ver expressao (4.1.2.1c)] (dd = 0), a expressao
(8.1.5.1d) permite escrever que (veja-se as expressoes (8.1.3.1v,x)):

F = do, (8.1.5.1f)
com ¢ dado por:
® = A - Vdt, (8151g)

onde A é a 1— forma (tridimensional) definida pela expressao (8.1.2.61) (Potencial Vetor)
eV é a0 — forma definida pela expressao (8.1.2.1g) (Potencial Elétrico). Usando-se
a métrica de Minkowski referida anteriormente, vamos redefinir a 1 — forma ® pela
1 — forma A (quadridimensional):

d=A = A, de*. (81.5.1h)
Usando-se a Defini¢ao (4.1.2.1) e as expressoes (8.1.5.fh), teremos:

F = dA = d(A, da*) = (0, A, — 0, A,) do* Adx” . (8.1.5.10)

Comparando-se as expressoes (8.1.5.1b,i), vira:
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Fo, = 8,A, —8,4,. (815.1j)

E oportuno destacar que as Equacoes Homogéneas de Maxwell decorrem somente da identi-
dade:

dF = ddA = 0,

e nao de um principio variacional.

Definig¢ao (8.1.5.2). - Tensor Campo-Fonte Eletromagnético G,,. Conside-
rando-se o vicuo (e um sistema particular de unidades: ¢, = p, = ¢ = 1) e partindo-se
das expressoes (8.1.2.4h,i), (8.1.2.60,q) e (8.1.3.2a,c,d) podemos escrever que:

G =D - HANdt =
= D,dyNdz + DydzN\dx + D,dxNdy — HydxAdt — HydyN\dt — H, dzA dt  —
G = E.dyndz+ E,dzNdx + E.deNdy — HydeNdt — HydyNdt — H,dzAdt . (8.1.5.2a)

Usando-se a métrica de Minkowski relacionada acima, a expressao acima serd escrita na
forma:

G = 3 Gy da* Ndx”, (8.1.5.2b)
onde o Tensor Campo-Fonte Eletromagnético G, é dado por:

0 E. —-E, —H,

| - B, 0 E, — H,
G = E, - E, 0 —H |- (8.1.5.2¢)
H, H, H, 0
Observacgoes

1. Equagoes de Maxwell no Espago-Tempo: Grupo Nao-Homogéneo. Esse
grupo é dado pela expressao (8.1.3.2h):

dG =j = dj =0. (8152d)

Usando-se as expressoes (8.1.5.0c,d), calculemos a operagao (%) [ver Definigao (3.1.4.1)] da
expressao (8.1.5.1a):

x* F = H, *(dy Ndz) + H, x (dz Ndz) + H, » (dz A dy) +

+ B, x (de ANdt) + Ey* (dy ANdt) + E, x (dz ANdt) —
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*F = —Hyde Ndt — Hy,dy Ndt — H, dz A\ dt +
+E,dy N Ndz + E,dz Ndx + E, dx Ndy .

Comparando-se a expressao acima com a expressao (8.1.3.2a), usando-se também as ex-
pressoes (8.1.2.4h) e (8.1.5.2d) e considerando-se o vacuo (e, ainda, um sistema particular
de unidades: ¢, = p, = ¢ = 1), teremos:

G =+F — dxF) =j. (8152

2. Vejamos como se escreve a expressao acima na forma tensorial. Inicialmente,
calculemos  F'. Para isso, usemos as expressoes (3.1.4.3) e (8.1.5.1b). Desse modo, resultara:

* F = *(3 F do* A da¥) = 33 upe F*) da? A da” |

com a seguinte convencao para o tensor de Levi-Civita: 71934 = + 1. Agora, calculemos
o diferencial da expressdo acima por intermédio da Defini¢ao (4.1.2.1). Assim, teremos:

A(*F) = d[3(5 Nupe F*™) da? N dz®] = 57 €uupo dF™ A daf A da® —

d(x F) = 3 [€uvpo Or FF") da” A da? A dz” . (8.1.5.2f)

Considerando-se as expressoes (8.1.3.2¢,f,g) podemos escrever a 3 — forma j, da seguinte
maneira:

J = 3 leuwpo J*] dz” A da? A da®,  (8.1.5.2g)
onde o 4 — vetor j* = (f, — p). Portanto, comparando-se as expressoes (8.1.5.2f,g), vira:
o, Frm = jn . (8.1.5.2h)

3. Calculando-se a operagao () [ver Defini¢ao (3.1.4.1)] na expressao (8.1.5.2¢), tere-
mos:

*d*x F = x7.

Considerando-se que F' é uma 2 — forma (p = 2) e usando-se as expressoes (8.1.5.0e) e
(8.1.5.1f,h) , a expressao acima ficard:

SF = 0dA = x5, (81520

que representa uma equacao de movimento para A. Escolhendo-se, por exemplo, o ‘Gauge’
de Lorentz:
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§A =0, (8152
e considerando-se as expressoes (8.1.5.0h) e (8.1.5.2i) podemos escrever que:
(0d+dé)A =% — OA=—xj. (8152k)

Definicao (8.1.5.3). - A Acao Eletromagnética S[A] é uma 4 — forma definida
por:

SA] = [(-=3 FAxF — jANA), (8.1.53a)

onde F, A e j sao dados, respectivamente, pelas expressoes (8.1.5.1b), (8.1.5.1h) e (8.1.5.2g).
Observacgoes

1. Seja a transformagao ‘gauge’ dada por:
A = A+ dA.

Considerando-se as expressoes (8.1.5.3a), (8.1.5.1i), e o Lema de Poincaré [ver expressao
(4.1.2.1¢)] (dd = 0), teremos:

S[A] = S[A + dA] = [[-LdA + dA) Axd(A + dA) -

—JANA +dAN)] = S[A —[jiNndAN. (81.5.3Db)

Usando-se a expressao (4.1.2.1c) e o Teorema Generalizado de Stokes [ver expressao
(5.1.2.1)], podemos escrever que:

Jpd(GAN) = Jpldj AN+ (=1)P jAdA = Jop g AA.
Considerando-se que j (3— forma) se anula na fronteira D e a expressao (8.1.5.2d), teremos:
JiNndAN = 0.

Levando-se a expressao acima na expressao (8.1.5.3b), resultara:
S[A + dA] = S[4]. (8.1.5.3c)

A expressao acima indica que a S[A] é um invariante ‘gauge’.

2. Considerando-se S como um funcional de A, estudemos entao a sua variacao para
A" = A + a. Assim, usando-se as expressoes (8.1.5.1i), (8.1.5.3a) e mantendo-se somente
termos lineares em a, vira:
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S[A +a] — S[A] = [[-1d(A + a) A*xd(A + a) —
—JANA+ )] - [(—1dAANKdA — jANA) —
S[A 4+al — S[A]~ — [[§ (dAANxda + da N*dA) + jAal.
Usando-se as expressoes (3.1.5.2) e (8.1.5.0e,i), a expressao acima ficara:
S[A +a] — S[A] = [aAx(—0ddA + 7). (8.1.5.3d)
Considerando-se S estacionario, isto é:
S[A +a] — S[4 =0
e sendo a qualquer, expressao (8.1.5.3d) dara:
0dA = xj,

que reproduz a expressao (8.1.5.2i).
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