Instituto de Fisica
Universidade de Sao Paulo

CRONICA DOS POTENCIAIS VETOR E
QUANTICO.

Instituto de Fisica, Universidade de Sao Paulo, CP 66.318
05315-970, Sao Paulo, SP, Brasil

José Maria Filardo Bassalo, Paulo de Tarso Santos Alencar, Anténio Boulhosa
Nassar, Mauro Sérgio Dorsa Cattani

Publicacao IF
1675 /2013

25/02/2013

UNIVERSIDADE DE SAO PAULO
Instituto de Fisica
Cidade Universitaria
Caixa Postal 66,318
05315-970 - Sdo Paulo - Brasil



CRONICA DOS POTENCIAIS VETOR E QUANTICO

José Maria Filardo Bassalo e Paulo de Tarso Santos Alencar
Departamento de Fisica da UFPA,66075-900,Belém, Para, Brasil

Antonio Boulhosa Nassar

The Harvard-Westlake School, Science Department CA 91604
University of California, Department of Sciences CA 90024

Mauro Sérgio Dorsa Cattani

Instituto de Fisica da USP, 05389-970, Sao Paulo, Brasil

INTRODUCAO

Neste artigo, vamos apresentar o desenvolvimento histérico dos
conceitos dos potenciais vetor e quantico formulados, respectivamente, por
Maxwell e Bohm. Em suas concepc¢des iniciais, eles foram considerados
apenas como um artificio matematico. Contudo, enquanto o potencial vetor ja
apresenta uma grande evidéncia experimental (efeito Aharonov-Bohm) sobre
a sua interpretacédo fisica, o potencial quantico ainda aguarda a sua, muito
embora esse efeito e alguns resultados tedricos sinalizem a sua existéncia
fisica. Este artigo ja foi publicado na revista MensAgitat vol.1(2),pp.93-
108(2006) da Academia Roraimense e Paraense de Ciéncias. Estd sendo
publicado novamente como e-print no IFUSP para que ele tenha uma
divulgacéo mais ampla e mais agil pela internet.

1)POTENCIAL VETOR

As primeiras idéias sobre o potencial vetor A foram apresentadas pelo
fisico alemdo Franz Ernst Neumann (1798-1895), entre 1845 e 1847,12
quando analisou o processo de indu¢do magnética em um circuito devido ao
movimento relativo de magnetos ou circuitos proximos. Muito embora ele néo
haja definido o potencial vetor diretamente da expressao que calculou para
representar a forca entre dois circuitos (C,C')," infere-se que, na linguagem

atual, o potencial vetor de Neumann AN é representado por:"
A—meﬁy (2.1)
c cr '

onde |’ representa a corrente elétrica que circula em um circuito C', r indica
a distancia de um elemento de circuito ds’ de C' a um elemento ds do circuito
C, n"é o versor que indica o sentido de circulacdo de |', e ¢ é a velocidade da
luz no vacuo.



Independentemente de Neumann e quase ao mesmo tempo, 0
fisico alemdo Wilhelm Eduard Weber (1804-1891) iniciou, em 1846, suas
famosas publicacdes intituladas Elektrodynamische Maasbestimmungen
(""Medidas Eletrodinamicas”), concluidas em 1878, e compostas de sete
longos trabalhos.'® Na primeira dessas publicacdes, Weber formulou a sua
famosa lei da forca entre cargas elétricas em movimento, dada pela expressao:

ee 1(drY 2rd%
F=2121-—-| — | +=—|, 2.2
rz[ cz(dtj c? dtz} (22)
dr d?r

onde pm e pre3 representam, respectivamente, a velocidade e a aceleracdo

radiais relativas entre as cargas e, e e,, € C € uma constante que expressa a

relacdo entre as unidades eletrostatica e eletrodinamica da carga elétrica.!”’
e1e2
r.2

Nessa expressao, o termo dominante representa a forca de Coulomb,® e

os demais termos modificam essa forca a medida que as cargas elétricas
apresentam um movimento relativo."®!

Desse modo, usando a expressao (2.2), Weber passou a estudar
a forca entre dois circuitos (C,C"). No entanto, ele adotou a hipotese de que a

““corrente elétrica” (1) em um circuito era devido a igual nimero de cargas de
mesmo sinal que se movem com a mesma velocidade, porém em sentidos
contrarios. Essa hipbtese, contudo, divergia da hip6tese em vigor que
considerava aquela corrente como devida ao fluxo de “‘dois fluidos
elétricos”.™ Como Neumann, Weber também nao definiu o potencial vetor
diretamente. No entanto, da andlise que fez, em 1848, sobre dois circuitos

sem movimento relativo, pode-se escrever que, na linguagem atual, o
potencial vetor de Weber A, é traduzido por:"

. ! I;Vl:ﬁ!
=—[]| ——ds’, 2.3
A== (23)

onde as letras indicadas tém o mesmo significado da expresséo (2.1).

Conforme salientamos acima, o potencial vetor A n&do foi
explicitamente apresentado nem por Neumann nem por Weber, e sim, somente
pelo fisico alemdo Gustav Robert Kirchhoff (1824-1887), em 1857,"? ao
estudar a propagacdo de um distarbio elétrico ao longo de um condutor
perfeito. Desse modo, ele foi o primeiro a escrever explicitamente a expressao
(2.3) em forma de componentes. Além do mais, ele também afirmou que as

componentes da densidade de corrente induzida (J) poderiam ser obtidas
como a condutividade (o) multiplicada pela soma negativa do gradiente do
potencial escalar elétrico (®) e a derivada temporal do potencial vetor. Na
linguagem moderna, essa afirmacao tem o seguinte aspecto:

—

J=0E=0c(-VO- ), (2.4)

cat



expressdo essa que traduz a famosa lei de Ohm.*® Registre-se que Kirchhoff
atribuiu 0 segundo termo da express&o (2.4) a Weber.?!

Em seu trabalho, Kirchhoff generalizou a forma do potencial
vetor que decorre do trabalho de Weber [vide expressdo (2.3)], bem como

encontrou uma relacdo entre os potenciais A e ®. Em Iin%uagem atual, esses
. . N . .I5]
resultados obtidos por Kirchhoff tém os seguintes aspectos:

- 1.1 _ - - 100
Ay =EIV Frr Jav V-Ay« =< (2.5,2.6)

A idéia de potencial vetor voltou a ser objeto de estudo nas
pesquisas realizadas pelo fisico escocés James Clerk Maxwell (1831-1879)
sobre as “linhas de forca de Faraday’™ e os processos eletromagnéticos
gerais. Desse modo, entre 1861 e 1862, Maxwell analisou a existéncia de
tensdes e vibragcbes no meio éter (que ocupa 0 espaco vazio entre 0S COrpos
do Universo), associadas aquelas “‘linhas de forga” e relativas ao campo
magnético. Ao estudar as leis da Dindmica dessas tensdes e vibragdes, intuiu
qgue: A luz consiste nas ondulac¢des transversais do mesmo meio ambiente que
€ a causa dos fendbmenos elétricos e magnéticos.

Mais tarde, em 1865, Maxwell publicou o resultado de suas
pesquisas relacionadas com o carater eletromagnético da luz. Nessas
pesquisas, demonstrou que um disturbio eletromagnético em um meio uniforme
se propagava como se fosse uma onda caracterizada pela seguinte equacéo
(na linguagem dos quatérnios hamiltonianos*® e atualizada):

y(47zC+K%)(dd;AEV'+Vw)+V2AVI +VJ =0, (2.7)

7

onde u é a permeabilidade magnética, K é a capacidade indutiva
especifica, C & a condutividade especifica, ¥ é o potencial elétrico, e
dF dG dH
=—t—t—
dx dy dz
vetor A, , introduzido pelo préprio Maxwell que, por sinal, denotava-o por A 17

Obtida essa equacédo, Maxwell demonstrou que quando o0 meio é
nao condutor (C =0), a funcdo J é no maximo uma funcao linear no tempo (t)
podendo, também, ser constante ou nula. Desse modo, considerando que a
funcdo w € independente de t, Maxwell chegou a celebre equacao:

J , com F,G,H representando as componentes do potencial

-
V2A, +uK ddAw =0. (2.8)

t2

Examinando essa equacao, Maxwell percebeu que ela ja havia
sido observada pelo matematico francés Siméon Denis Poisson (1781-1840),
em 1818, ao estudar o movimento dos sélidos elasticos incompressiveis, e,
também, havia sido aplicada a Teoria da Difracdo pelo matemético e fisico
inglés Sir George Gabriel Stokes (1819-1903), em 1849. Desse modo, como a

equacio (2.8) correspondia a uma equacio de ondas, portanto, xK =v?, onde



v representava a velocidade de propagacdo dos disturbios eletromagnéticos
no meio ndo-condutor considerado. Em seguida, usando os valores de x e K

que haviam sido determinados experimentalmente por Weber e pelo fisico
alemédo Rudolph Hermann Arndt Kohlrausch (1809-1858), em 1857, Maxwell
obteve o seguinte valor para aquela velocidade: v=310.740km/s. Em vista
desse resultado, e considerando que a velocidade da luz no vacuo era da
ordem de 298.360km/s, valor esse obtido pelo fisico francés Jean Bernard
Léon Foucault (1819-1868), em 1850, Maxwell confirmou, por fim, a conjectura
que havia feito em 1861-1862: A luz € uma onda eletromagnética.

Antes de continuarmos com o trabalho de Maxwell sobre os
fendbmenos eletromagnéticos-6pticos (principalmente com o conceito do
potencial vetor, objeto principal deste artigo) que culminou com a publicacao de
seu ceélebre livro intitulado A Treatise on Electricity and Magnetism, em
1873, vejamos a contribuicéo de outros cientistas sobre esse mesmo tema.

Em 1863, o fisico dinamarqués Ludwig Valentin Lorenz (1829-
1891) desenvolveu a teoria matematica da luz usando os conhecimentos
basicos de sua época, como a teoria ondulatoria da luz formulada por Fresnel,
sem, contudo, considerar as propriedades bizarras do "‘éter luminifero”,
subjacente nessa teoria.'® Depois de trabalhar mais alguns anos em sua
teoria, Lorenz apresentou, em 1867,°°! a sua Teoria Eletromagnética da Luz,
na qual generalizou os conceitos de potencial elétrico ®(r,t) e potencial vetor

Z\(F,t), apresentando-os na forma (em notacéo atual):

1[‘]“ 'tr‘”c) o (2.9,2.10)

s p(r',t—r/c) 5., ~

o(f,t) = | . dF, ALY =

Nesse artigo, depois de mostrar que todos os fatos conhecidos
sobre eletricidade e magnetismo (nesse tempo todos quase-estaticos) sao
consistentes com 0s potenciais retardados definidos acima, Lorenz passou a
deduzir as equacdes dos campos respectivos (elétrico e magnético), mais tarde
obtidas por Maxwell — as famosas equa¢bes de Maxwell — e que eram
equivalentes as que havia obtido em 1863. Em seguida, ele discutiu a
propagacédo da luz em metais, em dielétricos, no espaco livre, e na auséncia de
cargas livres no interior de condutores. Na deducdo daquelas equacdes,
Lorenz estabeleceu que o0s potenciais retardados sdo solucbes de uma
equa(;[?aZ?] de onda e que devem satisfazer a seguinte condicdo (na notacao
atual):

- 10D
VA =-"=, 2.11
c ot ( )

expressdo que também seria obtida pelo fisico holandés Hendrik Antoon
Lorentz (1853-1928; PNF, 1902), em seu trabalho sobre a teoria
eletromagnética maxwelliana. Em vista disso, tal expressdo passou a ser
conhecida, erroneamente,'”? como o “gauge’ de Lorentz.

A teoria eletromagnética também foi objeto de estudo por parte
do fisiologista e fisico alemdo Hermann Ludwig Ferdinand von Helmholtz
(1821-1894) em uma série de artigos escritos entre 1870 e 1874.1° Nesses



artigos, ele analisou os potenciais vetor de Neumann ( A,) e de Weber (A, ), e
propds a seguinte expressio generalizada (em notacao atual):™

A4=—a+awx+ a a)A, = Av+a_) : (2.12)
onde « =1 d& o potencial de Neumann, « =-1, o de Weber, e:
1 = et 3z
p=—=[r-J(d°F. (2.13)
c
Em seus trabalhos, Helmholtz demonstrou ainda que:
V-Al=———, (2.14)

em que ®(r,t) representa o potencial eletrostatico instantdneo. A expressao
(2.14) nos mostra que quando « =-1 obtém-se 0 mesmo resultado de Kirchhoff
[vide expressdo (2.6)] e, formalmente, o mesmo resultado de Lorenz [vide
expresséo (2.11)]. Contudo, enquanto Kirchhoff trata com potenciais quase-
estaticos, Lorenz trabalha com potenciais retardados [vide expressdes
(2.9,2.10)].

Agora, voltemos a Maxwell. Em seu liviro A Treatise on
Electricity and Magnetism, de 1873, no qual ele apresentou suas célebres
equacdes, a segunda delas representa o fato experimental de que as linhas de
forca do vetor inducdo magnética B sdo fechadas, isto é: V-B=0(na
linguagem atual). Foi essa condi¢éao solenoidal que levou Maxwell a introduzir o
potencial vetor A (A, hoje). Vejamos como. Em 1871, ele havia demonstrado
que a "‘convergéncia” (hoje, divergéncia - V-) da “‘rotagcédo” (hoje, rotacional
- Vx) de uma funcéo vetorial (F) era nula, ou seja: V-(VxF)=0. Assim,
aplicando esse resultado a sua segunda equacgao, concluiu que (ainda, em
notacdo atual): B=VxA. Ainda em 1871, Maxwell demonstrou que a
“rotagdo” do gradiente de uma fungdo escalar (y) era nula, ou seja:
Vx(Vy)=0. Juntando os dois resultados, Maxwell apresentou em seu
Treatise a atual transformacéao de “gauge’:

A=A-Vy, (2.15)

com a seguinte observacéo:® “A quantidade y desaparece quando se usa a

equacdo [B=Vx A] e ela ndo se relaciona com qualquer fendmeno fisico”.
Desse modo, Maxwell introduziu o potencial vetor apenas como

um artificio matematico, sem apresentar uma expressdo analitica para ele.

Hoje, em qualquer livro texto que trata do assunto, mostra-se como se encontra

essa expressado analitica a partir da definicdo de B. Com efeito:[?*%!



J(F)

|3

B == [I)x =g Sr':vx[%j

— 4’ [=VxA. (2.16)
-7

[

Conforme vimos, Lorentz também trabalhou com a teoria
eletromagnética. Com efeito, em 1875, ele defendeu sua tese de doutoramento
na Universidade de Leiden, obtendo o grau summa cum laude, tendo como
tema central a Optica eletromagnética (titulo da tese: "Sobre a teoria da
reflexdo e da refracdo da luz’).”® A partir de 1892,*"! Lorentz comecou a
desenvolver a sua famosa teoria dos elétrons no trabalho intitulado La
théorie eletromagnétigue de Maxwell et son apllication aus corps
mouvants.?® Nesse trabalho, Lorentz mostrou que a solucdo da equacédo de
onda ndo-homogénea (em notacao atual):

1 0%F
¢ ot

—~V°F =5s(F,1), (2.17)

depende da posigéo da fonte s(r,t) em um instante anterior t'=t—r/c, ou seja:

F(F,t)=% %S(F’,t':t—r/c)dsf’. (2.18)

Em 1895, Lorentz usa esse resultado®® para encontrar as
soluces retardadas dos potenciais escalar ®(F,t) e vetor A(F,t), do tipo das
expressoes (2.9,2.10), e tomando como a fonte s(r,t), respectivamente, p(r,t)

e J(r,t). Contudo, somente em 190413 ¢ gue Lorentz demonstrou a expressao
(11). Ainda nesse trabalho, ele discute a arbitrariedade desses potenciais,
afirmando que os potenciais ®, e Aopodem corresponder aos mesmos

campos E e B, desde que satisfacam as relacdes:"

A=A -Vy, q>:q>0+%;g, (2.19,2.20)

e y satisfaca a equacao de onda ndo-homogénea,

1

V2 —C—lz;'g:v-/'iwgcbo, (2.21)

expressdo essa que decorre do hoje ‘gauge’ de Lorenz-Lorentz, dada pela
expressao (2.11).

Apesar de todo o uso formal do potencial vetor A, conforme
visto acima, ndo existia uma interpretacao fisica para ele. Somente em 1959,
os fisicos, o israelense Yaki Aharonov e o inglés David Bohm (1917-1992)
apresentaram essa interpretacdo por intermédio da Eletrodindmica Quantica,
hoje conhecida como o efeito Aharonov-Bohm. Nesse artigo, eles mostram
que a figura de interferéncia decorrente da difracdo de um feixe de elétrons que
atravessa um anteparo com duas fendas (experiéncia "‘tipo Young”) pode ser



deslocada desde que, entre as fendas e por tras delas, se possa concentrar um
campo magnético, de tal modo que este seja nulo na regido da “trajetoria” do
feixe de elétrons depois de difratado pelas duas fendas. Isto pode ser
conseguido, segundo esses fisicos, com um solendide longo de dimensfes
transversais microscopicas. Assim, uma corrente estacionaria no solenoide

gera um fluxo ¢ dado por:*23334
¢=]B-dS=(LA-dl, (2.22)

onde C é qualquer circuito envolvendo o solendide. Embora o campo de

inducdo magnética B seja nulo fora do solendide, o potencial vetor A, que
satisfaz a expresséo (2.16), deve permanecer finito em algum lugar ao longo do
circuito C, de modo que a expressao (2.22) possa ser satisfeita, seja qual for o
‘gauge’ [vide expressao (2.15)] escolhido. O solendide é envolvido por uma
barreira de modo que nao ha interferéncia ("overlap”) entre ele e as "“ondas”
eletrbnicas. Desse modo, inserindo-se uma escolha especifica do potencial
vetor na equacdao de Schrodinger (ver adiante essa equacao)
correspondente, por exemplo, ¥

A= (ijé (2.23)

2rr

em coordenadas cilindricas, uma solu¢do rigorosa daquela equacdo nos
mostra que as franjas formadas em um anteparo colocado atras do solendide
séo deslocadas dependendo do fluxo ¢.

Esse experimento proposto por Aharonov e Bohm mostra que,
embora o campo B seja nulo (e, portanto, também sera nula a parte magnética

da forca de Lorentz F_ correspondente, pois: F, ~99xB 2% a0 longo da
c

trajetéria do feixe de elétrons (de carga g e velocidade V), ele implica um

significado quantico especial para o potencial A que transcende seu “‘papel
classico” como mero artificio matematico para o calculo desse potencial, bem
como o do potencial elétrico [vide expressdo (2.4)].%° Mais adiante
mostraremos que a conexao entre 0s potenciais eletromagnéticos classicos

(®,A) com os efeitos ndo-classicos decorrentes desse experimento proposto é

feita por intermédio do potencial quantico proposto por Bohm, em 1952, do
qual trataremos a seguir.

3)POTENCIAL QUANTICO.

A Mecanica Quantica Nao-Relativista (MQNR) foi desenvolvida*®
entre 1925 e 1926 nos trabalhos dos fisicos, os alemaes Max Born (1882-1970;
PNF, 1954), Ernst Pascual Jordan (1902-1980) e Werner Karl Heisenberg
(1901-1976; PNF, 1932), o austriaco Erwin Schroédinger (1887-1961; PNF,
1933), e o inglés Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984; PNF, 1933). Essa
Mecanica é traduzida pela célebre equacédo de Schrodinger:?’!



h’ . Oy
——A+V |y =1h—, 3.1
( o jl// P (3.1)

onde y(r,t) € a funcdo de onda, A é o operador laplaciano e V(r,t) € um dado

potencial.
Depois da proposta dessa equacdo, surgiu uma questdo
intrigante, qual seja, a de saber o significado de , conhecida como funcgao

de onda de Schrédinger. Apesar de o proprio Schrodinger apresentar uma
interpretacdo para ela,’® a que hoje tem maior nimero de adeptos é a
formulada por Born, em 1926,*% que a considerou como uma amplitude de
probabilidade.

A essa interpretacdo de Born sobrepbs-se uma outra relevante
questdo. Serd sempre possivel observar uma grandeza fisica? A resposta a
essa pergunta foi dada por Heisenberg, ao apresentar, em 1927,1% o seu
famoso principio da incerteza:

E impossivel obter exatamente os valores simultaneos de duas variaveis, a ndo
ser dentro de um limite minimo de exatidao.

A essas propostas de Born e de Heisenberg seguiu-se um
formalismo matematico, a conhecida Mecanica Quantica Ondulatéria de
Schrédinger (MQOS),*Y segundo a qual os valores médios de uma
determinada grandeza fisica sdo calculados por intermédio de w. Em vista

disso, a questéo central dessa Mecanica seria relacionar essa fungéo de onda
com a medida do observavel desejado. Assim, desenvolveu-se a famosa teoria
do colapso da funcéo de onda. 1*?

As aplicacdes da relacdo de incerteza heisenbergiana e da teoria
do colapso da funcdo de onda discutidas acima foram (e ainda s&o!) motivo de
muita discussdo entre os fisicos, principalmente pelos paradoxos que delas
decorrem. Com efeito, a relacdo de incerteza heisenbergiana foi objeto de uma
grande discussao entre os fisicos, o germano-norte-americano Albert Einstein
(1879-1955; PNF, 1921) e o dinamarqués Niels Henrik David Bohr (1885-1962;
PNF, 1922), nos Quinto e Sexto Congressos de Solvay, de 1927 e 1930,
respectivamente.[*® Essa discussdo decorreu, basicamente, do fato de que
Bohr aceitava a interpretacdo borniana da MQOS, conhecida como a famosa
interpretagcdo de Copenhague, e Einstein ndo a aceitava. Ou, em outras
palavras: Bohr acreditava que w descrevia completamente a realidade fisica,

enquanto Einstein ndo acreditava.

Essa discussdo entre Bohr e Einstein foi retomada quando
Einstein e os fisicos, o russo Boris Podolsky (1896-1966) e o norte-americano
Nathan Rosen (1909-1955) afirmaram, em 1935,“¥ o hoje famoso paradoxo
de Einstein-Podolsky-Rosen ou paradoxo EPR:

Se, sem perturbar um sistema fisico, for possivel predizer com certeza (isto é,
com a probabilidade igual a um) o valor de uma quantidade fisica, entdo existe
um elemento da realidade fisica correspondente a essa quantidade fisica.

Esse paradoxo recebeu a imediata contestacdo de Bohr,
primeiro por intermédio de uma carta que escreveu a Revista Nature dois



meses depois da publicacdo do artigo dos trés fisicos, na qual dizia que nao
concordava com as conclusdes desse artigo, prometendo escrever um outro
mais detalhado, o que realmente ocorreu, ainda em 1935.1°

Um outro aspecto desse paradoxo EPR foi apresentado, também
em 1935, por Schrodinger, assim enunciado:

Seja uma caixa contendo uma substancia radioativa, um detector de radiacao
(um contador Geiger, por exemplo), uma ampola de gas venenoso (gas
cianidrico, por exemplo) e ainda um gato vivo. As coisas séo dispostas de

modo que haja cinquenta por cento de probabilidade de o detector registrar

uma desintegracéo (fixa-se uma duracao para o ensaio). Se isso acontecer, a

ampola quebra-se e o gato morre. Senao, continua vivo.

Os paradoxos que acabamos de registrar questionam o conceito
fisico basico da interpretacdo indeterminista de Copenhague da MQOS, qual
seja, 0 conceito da inseparabilidade quantica ou da ndo-localidade.*"! Alias,
essa interpretacdo ja havia sido questionada pelo fisico francés, o Principe
Louis Victor Pierre Raymond de Broglie (1892-1987; PNF, 1929), em 1926-
1927, a0 aventar a hipotese da existéncia de ““variaveis ocultas” necessarias
para evitar o indeterminismo da MQOS. A existéncia dessas ' variaveis”
proporcionaria uma relacdo entre as grandezas fisicas calculadas por essa
Mecénica e possiveis movimentos mais internos dos sistemas quanticos, de tal
modo que as médias das quantidades fisicas decorrentes desses movimentos
e calculadas por intermédio daquelas “‘variaveis” reproduziriam os valores
calculados quanticamente. Desse modo, tais variaveis” reporiam o
determinismo na Fisica.

A questdo do determinismo em Fisica, iniciada por de Broglie,
conforme vimos acima, foi retomada por Bohm, em 1952.1%) Nesses trabalhos,
Bohm apresenta uma nova interpretacdo para a equacdo de Schrodinger
para uma particula sob a acdo de um potencial V (F). Vejamos de que maneira.
Partindo da expressédo (3.1) e ao aplicar-lhe a seguinte transformacédo (em
notacao atual):>

w(T.t) = (7, 1) exp[iS(F,1)], (3.2)

onde ¢ e S sdo reais, Bohm obteve os seguintes resultados:

9 __Lvisiavgovs), (3.3)
2m

: Wlr, 7V
= — 2 V2% —¢(VS)? |+ —. 3.4
om gLV oS [+ (34)
Em continuag&o, Bohm considerou que (ainda na linguagem atual):

Vi
2m ¢

¢2 = p’ \7QB = %VS y VQB = (35'7)



onde p, Vy, Vos € S representam, respectivamente, a densidade de

probabilidade, a velocidade quantica, o potencial quantico e a acao
classica. Desse modo, substituindo-se as expressées (3.5-7) nas expressdes
(3.3-4), obteve:

8 )
Ep+v~(pVQB)=O, (3.8)

h%+Bm\7§B +V +VQBJ=0, (3.9)

expressdes essas que apresentam a mesma estrutura das equacgdes bésicas
da Dinamica dos Fluidos,®"respectivamente: equacdo da continuidade e
equacéo de Euler.?

Além do mais, ao aplicar o operador V a expressao (3.4), seguido
de uma manipulacao algébrica, Bohm demonstrou que:

d o _

%(mVQB) =V +V ). (o == 470 -V) (3.10-11)

dt ot

Assim, segundo Bohm, essa nova interpretacdo da equacédo de
Schrddinger para uma particula sob a acdo de um potencial V (F), traduzida

pela expressdo (3.10), indicava que, além desse potencial, a particula estaria

também sob a acdo de um potencial quantico V., responsavel por

“*possiveis movimentos mais internos dos sistemas quanticos”.®® Essa idéia
de um novo potencial fisico, que aproximaria a MQNR da Fisica Classica, foi
desenvolvida por Bohm e colaboradores,® assim como por outros fisicos, e se
constitui no que hoje se denomina Interpretacdo Causal da Mecanica
Quantica ou Mecanica Quantica de de Broglie-Bohm (MQBB).*® E oportuno
destacar que, nos trabalhos de 1952, Bohm conseguiu explicar o paradoxo
EPR usando a idéia desse novo potencial. Em vista disso, um grande desafio
gue se apresentou (e ainda se apresenta) para os partidarios da MQBB ¢é o de
encontrar uma interpretacao fisica para o potencial quantico de Bohm V,

Uma provavel interpretacéo fisica de V., seria a de que é este

potencial q]uem confere as propriedades quanticas ao movimento de uma
particula,®® conforme ficou evidenciado em diversos trabalhos nos quais foram
reproduzidas trajetérias quanticas”®”? de particulas. Por exemplo, C.
Philippidis, C. Dewdney e Basil J. Hiley, em 1979,® reproduziram
numericamente os experimentos de interferéncia de elétrons realizados por C.
Jonsson, em 1961.°% Mais tarde, em 1982,°% Dewdney e Hiley também
reproduziram numericamente as trajetérias seguidas pelos elétrons nos
processos de tunelamento. Ainda em 1982,'°Y Philippidis, Bohm e R. D. Kaye
explicaram o efeito Aharonov-Bohm usando essa mesma interpretacéo.
[Observe que a expresséo (3.10) nos mostra que, mesmo quando V =0, existe
uma forga resultante dependente de V. ]. Essa interpretagdo também seria

considerada por Dewdney, Peter R. Holland e A. Kyprianidis, em 1987, para
explicar correlacbes ndo locais em experimentos do tipo Stern-Gerlach.l®®
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Para maiores detalhes sobre essa e outras possiveis interpretacoes de V, ver

os textos indicados na Nota 55.
Na concluséo deste artigo, 0s autores registram que uma série de
resultados tedricos obtidos com a MQBB!®* confirmam a interpretacao fisica de

Ve referida acima. Para a obtencdo desses resultados, foram estudados

sistemas fisicos, conservativos ou nao-conservativos (sendo estes
dissipativos ou néao-dissipativos) representados pela equacdo de
Schrédinger, em seus dois aspectos, linear [expresséo (3.1.)] e ndo-linear.!

Dentre aqueles resultados, destacam-se: 1) os invariantes de
Ermakov-Lewis; 2) a evolucdo do pacote de ondas associado a particula livre
(PL) e ao oscilador harménico dependente do tempo (OHDT); 3) o
espalhamento de uma particula livre por uma barreira (po¢o) de potencial.

Em 1967,°® H. R. Lewis demonstrou que uma quantidade
conservada para o OHDT, caracterizado pela frequéncia w(t), é dada pela

expressao:
1. :
| =2 [Ge-aa) + ()1, (3.12)
o
onde q e «a satisfazem, respectivamente, as equacoes:

4+ (t)q=0, d+a)2(t)a=ai. (3.13-14)

3

Por outro lado, como as expressdes (3.12-14) também ja haviam
sido obtidas por V. P. Ermakov, em 1880,°7 o problema de determinar os
invariantes de sistemas fisicos dependentes do tempo passou entdo a ser
conhecido como o problema do invariante de Ermakov-Lewis (IE-L). Assim,
se para um determinado sistema fisico encontrarmos que:

d—|=0, d—l;to, (3.15-16)
dt dt
afirmamos, respectivamente, que ele possui ou ndo um IE-L.

Usando-se a MOBB® para os diversos sistemas fisicos
representados por equacdes de Schrédinger, linear e néo-linear,®® o calculo
de |, usando-se as expressfes (3.12-14), é realizado considerando-se o0s
conceitos de velocidade quantica e de potencial quantico [vide expressdes
(3.6-7)]. Desse modo, demonstra-se que alguns daqueles sistemas apresentam
IE-L, e outros nao.[*®

A técnica que utilizamos para resolver o problema do IE-L referido
€ ainda considerada para estudar a evolu¢do do pacote de onda associado a
um sistema fisico. Assim, para o caso da particula livre (PL), essa técnica
permite demonstrar que:

a’(t)y=a’ {1+2—§t+(1+—§2)t2] (3.17)
T

T

11



com:

2
L 2ma; b _¢ a0)=a, a0)=h, (3.18-21)
T

onde a(t) representa a evolucdo temporal do pacote de onda debroglieano
associado a PL e de largura inicial a,. E oportuno registrar que a evolugdo
temporal do pacote de onda schrodingeriano é dada pela expressao:®

a’(t)y=a’ [1+ gj , (3.22)
T

gue nada mais é do que um caso particular da expresséo (3.17) quando se faz
{=0—b,=0. Comparando-se as expressdes (3.17,22) observa-se que O

pacote de onda da PL, calculado pela MQOS, espraia mais lentamente do que
quando calculado pela MQBB.[™
Para o caso do OHDT, a evolucéo temporal de a(t), calculada pela

MQBB, é dada por:!®¥

a’(t) = azaz(t){“(zﬂ[j (t)J (1;4,” jUaga)” (3.23)

onde «(t) satisfaz a expresséo:

a(t) + o’ (Ha(t) =0. (3.24)

Ao aplicarmos a expressao (3.23) para um caso particular de w(t),

considerado por A. Mostafazadeh,!™ J. Y. Ji, J. K. Kim e S. P. Kim,l"@ C. F.
Lo, e G. S. Agarwal e S. A. Kumar, " verificamos que novos estados
espremidos ("“squeezed”)"™™ generalizados podem ser encontrados. Também
observamos que a MQBB descreve melhor a situacéao fisica considerada do
que a MQOS, uma vez que com MQBB podemos estabelecer uma conexao
direta entre as solucdes classica e quantica.

Por fim, vejamos o caso do espalhamento de uma particula por
uma barreira (poco) de potencial. No caso do tunelamento através de uma
barreira numa regido néo-dissipativa [V (x,t) =V,(0<x<L),V(x,t)=0,(x=0,L)],
verificamos que os tratamentos via MQOS e MQBB déo os mesmos resultados.
Contudo, enquanto a MQOS considera a continuidade da funcdo de onda

w(x,t)e de sua derivada espacial (%—V/) nos limites da barreira, a MQBB
X

considera condi¢des de contorno gerais envolvendo a continuidade da massa,
do momento linear e da energia. Essas grandezas fisicas sdo escritas em
termos das expressoes (3.6-7).

Por outro lado, estudando o mesmo tunelamento através de uma
barreira com borda agucada ( sharp-edged”) numa regido dissipativa,
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representada pela equacao de Kostin, a MQBB nos mostra que o coeficiente
de transmissao diminui.

Registre-se que o estudo do tunelamento por intermédio da MQBB
apresenta uma grande vantagem, pois é possivel deduzir expressdes gerais
para a probabilidade de transmissdo, e compara-las com os resultados
conhecidos da MQOS.[®!

No caso do espalhamento de uma particula por um poco de
potencial [V (x,t)=-V,(0<x<L),V(x,t)=0,(x=0,L)], a MQBB reproduz os
mesmos resultados da MQOS e, mais ainda, permite estudar o efeito
Ramsauer-Townsend,!””! em regides dissipativas kostiananas."

Do gue vimos neste artigo, podemos concluir que existe bastante
evidéncia tedrica que leva a uma provavel interpretacdo fisica dos potenciais

maxwelliano (vetor: A) e bohmiano (quantico: Vg )-

Notemos que a MQBB, assim como a MQOS, é incompleta e néao-
causal.[’®
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(t '
Vs (X, 1) :%[X—X(t)]+ X (1),

onde a(t) representa a largura do pacote de onda debroglieano e X (t) o seu centro,
conforme veremos mais adiante, ao tratarmos desse tipo de pacote.
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