Instituto de Fisica
Universidade de Sao Paulo

Solitons Hidrodinamicos de Korteweg-de
Vries.

Instituto de Fisica, Universidade de Sao Paulo, CP 66.318
05315-970, Sao Paulo, SP, Brasil

Mauro Sérgio Dorsa Cattani e José Maria Filardo Bassalo

Publicacao IF
1676 /2013

07/03/2013

UNIVERSIDADE DE SAQ PAULO
Instituto de Fisica
Cidade Universitaria
Caixa Postal 66.318
05315-970 - Sdo Paulo - Brasil



Solitons Hidrodinamicos de Korteweg-de Vries.

M.Cattani® and J.M.F.Bassalo?
YInstituto de Fisica, Universidade de Sao Paulo, Sdo Paulo, SP, Brasil
mcattani@if.usp.br
’Fundaco Minerva, Belém, Par4, Brasil
jmfbassalo@gmail.com

Resumo.Esse artigo foi escrito para alunos de graduacéo e pos- graduagéo
em Fisica e para alunos de Engenharia. Primeiramente mostramos como
construir a equacao diferencial ndo-linear de Korteweg e de Vries a partir
das equac0es basicas da hidrodindmica. Em seguida mostramos como
resolvé-la obtendo as ondas denominadas de solitons.

1) Introducéo.

Este € o primeiro de varios artigos sobre solitons que pretendemos
escrever para alunos de graduacao e pos-graduacdo em Fisica e de
Engenharia. Desse modo, nesses artigos, analisaremos o problema de modo
mais simples possivel, mas, sem perder o rigor matematico quando tal for
necessario. Visando apresentar somente o0s aspectos basicos do fenbmeno
nédo iremos fazer uma andlise demasiadamente extensa ou detalhada do
problema, tanto teoricamente como experimentalmente. Citaremos um
numero minimo de referéncias onde podem ser encontradas formulacdes
tedricas e comparacgdes com resultados experimentais.

Os fendmenos ndo-lineares si0 muito comuns na natureza' e uma
parte muito importante das pesquisas atuais em varios campos da Fisica. As
ondas solitarias, também conhecidas como solitons, resultam da ndo
linearidade de equac0es diferenciais que regem certos fenémenos fisicos.
Elas aparecem, por exemplo, em fluidos, mecanica, optica, estado solido e
biofisica. Veremos aqui somente “solitons hidrodinamicos” que se
propagam na superficie de fluidos sob a acdo de um campo gravitacional.
Faremos aqui somente o seguinte: deduziremos a equacao diferencial ndo-
linear de Korteweg-de Vries a partir das equacgdes da hidrodinamica e
obteremos as suas solugdes. Nao nos preocuparemos em estudar as
propriedades dos solitons hidrodindmicos. Essas propriedades e muitos
outros detalhes sobre tais solitons podem ser vistos no livro de Lonngrem e
Scott.?

O caso mais simples de onda ¢ um “pulso”, ou seja, uma onda néo-
periddica. Um pulso é chamado de soliton quando ele se propaga sem
mudar de forma e sem diminuir a sua velocidade de propagacéo. Em
outras palavras, € um pulso que se movimenta de modo estavel. Na Fig.1
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vemos um pulso se propagando com velocidade ¢ na superficie de um
liquido num campo gravitacional g.
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Figura 1. Pulso se propagando com velocidade ¢ na superficie de um liquido submetido
a um campo gravitacional g em um canal com profundidade h,.

A primeira observacdo detalhada de uma onda solitaria foi feita®
em1834 em um canal de navegacao pelo engenheiro escocés John Scott
Russel. Ela foi gerada pela proa de um barco que parou subitamente.
Russel acompanhou a propagacao do pulso, montado a cavalo, por uns 3
km ao longo do canal. Depois dessa distancia perdeu o pulso de vista nas
sinuosidades do canal. O pulso se movia, sem mudar de forma, com uma
velocidade constante ~ 14 km/h.

Durante muitos anos varios trabalhos forma feitos para explicar o
fendmeno, mas, as equacdes sendo nao-lineares eram muito dificeis de
serem resolvidas. A solucdo analitica exata so foi obtida em 1895 por
D.J.Korteweg e G.de Vries.* Eles mostraram que o movimento era regido
por uma equacao diferencial, que ficou conhecida com o nome de equacéo
de Korteweg-de Vries (KdV) contendo efeitos ndo-lineares e dispersivos.
Eles resolveram exatamente a equacdo obtendo uma familia de solucdes
estacionarias, sendo o soliton um caso particular.

Na Secéo 2 deduziremos a equacao de KdV usando as equacdes
basicas da hidrodinamica. Na Secédo 3 resolveremos a equacao de KdV
mostrando que o soliton € uma das solugdes particulares da mesma.

2)A Equacao de Korteweg-de Vries.

A deducéo da equacdo de KdV e a obtencdo de suas solugdes seréo
feitas seguindo um roteiro visto no artigo de Gratton e Delellis® onde s&o
usadas as equacdes basicas da Mecanica de Fluidos.

Consideremos um canal horizontal raso contendo agua que em
repouso tem uma profundidade h,. Vamos assumir gue um pulso esta se
movendo na superficie com um perfil mostrado na Fig.2. O sistema de
coordenadas (X,y) se move junto com o perfil. A velocidade de propagacao
v(X,y) do fluido é dada por

v(x,y) = u(xy) i + w(x,y) ] (2.1).
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Figura 2. Pulso se propagando com velocidade ¢, Yperil = Ysuperficie = Ys(X,t) = h(X) €
limy—. h(X,t) = hy. No ponto x a velocidade do fluido ao longo do eixo x € u(x,y) e
w(X,y) ao longo do eixo y. Longe da deformacéo v(x,y) = ¢ e nos pontos y = 0 temos
w(x,0)=0.

Supondo o fluido incompressivel (p = densidade = constante) e
irrotacional, temos div(v) = 0 e rot(v) =0, respectivamente:®

Bu/ox + Ow/ox = 0 (2.2)
ow/0x — Bu/dy = 0 (2.3).

Da incompressibilidade do fluido decorre —uh = ch,. Assim, numa
aproximacao de ordem zero para a velocidade u teriamos

Uo = — chy/h(X) (2.4).
vamos determinar u e w até a ordem um, ou seja,
u(x,y) =ue(X,y) +ui(X,y) +... e w(x,y) = wo(X,y) + Wi(x,y) +...
De (2.3) e (2.4) tiramos ow/0x = du/dy =~ Ou,/dy = 0 de onde vem
Owo/0x = 0, oU seja, Wy # Wo(X). Como lim _..W,(X,y) = O resulta que
Wo(X,y) = 0.
De (2.2) e (2.4) decorre, pondo h’(x) = dh(x)/dx:
Ow1/0y = —duy/dx = —choh’(X)/*(X) .
Como w,(x) = 0 integrando a equacédo acima verifica-se que
w(X,y) = Wi(x,y) = — ¢ hoh’(x)y/h*(x) (2.5).
Como Uy = Ug(X) = —Cho/h(X) , u = U, + U; € W = W+ Wy, onde W, = 0, de
(2.3) obtemos
O0u/0y = 0(u, +U1)/0y = Ouy/0y =0(Wo+tW,)/0X = OW1/0X,

ou seja, Ouy/0y = 0w1/0x. Desse modo, levando em conta a (2.5),



duy/dy = —¢ hoh’(X)y/h*(X)
que integrando da
ui(x,y) =~ Ay?/2 + K(x) (2.6),
onde
A = —ch, {h”(x)/h*(X) — 2h’(X)/h3(x)}

Levando em conta a conservacgéo do fluxo de massa devemos ter

—cho =[g"¥ u(x,y) dy = J" {u, + Ay*+ k(x)} dy,
ou seja,
U, h(x) +Ah%(x)/3 = k(x)h(x) = —ch,
de onde tiramos
k(x) = — chy/h — Uy, —Ah3(X)/3.

Usando esse fator k(x) e (2.6) e levando em conta que u = Uy+ U; temos
u(x,y) = ch{1/h + A(y*— h*/3)/2} (2.7).

Assumindo que o fluxo é estacionario e isentrépico® considerando
dois pontos quaisquer 1 e 2 ao longo do fluxo temos, de acordo com o
teorema de Bernouilli,

V212 + pu/p + &1 = V.22 + polp + ¢, = constante  (2.8),
onde p é a pressao e ¢ = gy é o potencial gravitacional. Pegando o ponto 1,
por exemplo, na superficie onde p; = pam € longe da origemonde v; =c¢, a
(2.8) fica escrita num ponto 2 genérico também na superficie onde y = h(x):

c?/2 + gy = (u? + W92 + gh(x) (2.9).
Assim, diferenciando (2.9) em relacéo a x,

0 = udu/dx + wdw/dx + gh’(x) (2.10).

Vamos agora escrever h(x) = hy[1 + €(x)] e definir o parametro ¢ = x/{ ,
onde { = “escala” = distancia caracteristica horizontal da perturbagao da

superficie do fluido, conforme mostramos na Figura 3. A altura §(x) da
perturbacdo é dada por §(x) = hye(X).
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Figura 3. Altura &(X,y) da deformacdo da superficie e o fator de escala .
Consequentemente, h”(x) = h,(de/dx) = hy(de/de)(de/dx), ou seja,

h"= (ho/0)(de/dl) = a(de/d ) (2.11),
onde a = (hy/0).
Admitiremos que a curvatura da superficie seja “suave”, ou seja, que
e(x) << 1, a = (hy/l) << 1 e que €(x) = de(x)/do =... = d"e(x)/d¢" (n = 2,...).
Levando em conta essas aproximacoes ds (2.5) obtemos,

w(X,h) = —ca(de/do) + (termos de ordem superior em a, €) (2.12),
e, assim
dw(x,h)/dx =~ —(c/0)a(d’e/de?) . (2.13).

Levando em conta somente termos até segunda ordem em o ¢ €(X)
vemos que a funcgéo u(x,y) definida por (2.7) fica escrita como

u(x,h) = —c{1— e+ (0*/3)(d’e/do?)} (2.14)
e que
du(x,h)/dx = —(c/t) {1— (de/do)(1-2€)+ (0/3)(d%e/do®)}  (2.15).
Substituindo (2.11)-(2.15) em (2.10) obtemos
(gho/c? — 1) (de/do) + 3e(de/do) + (o°/3)(d*e/de®) =0 (2.16).
Como sabemos® ondas superficiais em camadas liquidas pouco
profundas, ou seja, 2mhy/A — 0, onde A € o comprimento da onda, se
propagam sem se dispersar com velocidade ¢, =Vgh,. Assim, assumindo
que A ~ £ teremos gh,/c® = (co/c)* =~ 1. Desse modo fazendo
(Co/C)*—1 = (Co™—C?)/c® = (Co — C)(Cot C)/C* = 2Co(Co — C)/C? = 2(1 — clcy).

Substituindo esse resultado na (2.16) decorre:

(1- c/c, + 3e 12)(de/do) + (o°/6)(d*e/de’) = 0 (2.17).



A (2.17) foi obtida no referencial (x,y) que se move com velocidade
c em relacdo ao referencial fixo no laboratério (X",y"). Como X'=x + ct,
y' =y =h(x) =h(x— ct) e ¢’=x'/ no laboratério a (2.17) fica escrita na
forma
(clco)(de/dt) +(1+ 3e /2)(de/dg’) + (0%/6)(d%e/de®) =0  (2.18),

ou ainda, lembrando que a = ho/t, ¢, =\gho, T = ct/l ¢ € = &(x)/h,,
O&/0t + Ngho {1 + (3E/2h,) } (8E/0x ") +( he™Ngho/6) (8%¢/0x %) =0 (2.19),

que é uma outra forma de escrever a equacéo de Kortweg-de Vries.’

3) Solucdes da Equacao de KdV.

Mostraremos, seguindo ainda o artigo do Gratton e Delellis,” como
obter as solucdes da Eq.de KdV. E importante lembrarmos que as solucdes
séo obtidas levando em conta sempre que a amplitude perturbacéo da altura
€ = &/h, € muito pequena, ou seja, € << 1.

A primeira integracédo de (2.17) da

(2/3)0(d?e/dg?) = A + 4(clco—1)e — 3€° (3.1),
onde A = constante. Integrando o segundo membro de (3.1) obtemos
V(e) =B — Ae —2(clc—1)e + €° (3.2),
onde B =constante. Assim, a (3.1) fica escrita na forma
(2/3)a’(d*e/de?) = — dV/de (3.3).

A (3.2) é formalmente equivalente a equacdo que descreve 0 movimento de
uma particula em 1-dim submetida a um potencial V, interpretando € como
sendo a “coordenada” X do movimento, ¢ como “tempo” T e (2/3)o’ como
a “massa” M da particula. Nesse contexto a (3.3) torna-se,

Md?X/dT? = — dV/dX (3.4).

Com essa interpretacao (a?/3) (de/de)’corresponde a “energia cinética”

K = (M/2)(dX/dT)% Ainda com essa analogia, é evidente que (3.4) tem uma
integral primeira, correspondendo a energia mecénica E = K+ V do
movimento equivalente,

(o13) (de/de)* + V(€) = E = constante (3.5),
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ou seja, usando (3.2):
(02/3) (de/dp)? + B — Ae —2(clc—1)é + €= E (3.6).

Como a constante B pode ser escolhida arbitrariamente é sempre possivel,
sem perda de generalidade, fazer E = 0. Assim, de (3.5) e (3.6) com E =0,
obtemos

V(€) = (¢%/3) (de/dp)’ = — B + Ae + 2(clc—1)e’ — ¢ (3.7),

cujas solucdes dependem dos valores de A, B e c/c, . Assumindo ainda que

a funcéo e(o) seja tal que de()/dp = 0 em € = 0 teremos B = 0. Neste caso
escreveremos V(¢), pondo B =0 em (3.7), na forma

V(@ =e(e-e)(a-g=clc—a)a—b- (38),
onde, e=a—b =clc,—1-{(c/c,— 1)2 + A}l/Z ’
€= 0 e (39)
e3=a = clc, — {(clc, — 1)° + A}

onde €3, €, =0 e €3 580 as raizes de V(e) = 0.

3.a) Onda solitaria.
Assumindo que A =0 em (3.9) verifica-se de €; que a = b e de €3 que

C = Co(1 + a/2)*? (3.10)
e de (3.7) e (3.9),
(0?/3) (de/dp)? = (a—€) € (3.11).
Fazendo q = 3¢/’ a (3.11) fica dada por
(de/dq)® = (a—¢€) € (3.12).
Integrando a (3.12), obtemos

q=—(2Na) tgh™'[(1- (¢/a)*)"?] (3.13).

Lembrando que tgh™(z) = + sinh™[1/(1— z%)"?], ¢ = x/C e que 0. = ho/{ de
(3.13) teremos

e = a sech’[(3a/4h,2)"*X] (3.14).

Vemos de (3.12) que a perturbacéo € da altura dada por h = h, (1+ €) cresce
de 0 do ponto ¢ = —o0 até o valor maximo a em ¢ = 0 ¢ vai zero hovamente
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em @ = +oo. Desse modo notamos que a amplitude maxima da deformacéo
da superficie € €nax = a .Assim, como &(x,t) = h, €(X,t) 0 seu valor maximo
sera &, = h, , conforme ilustramos na Figura 3. Portanto, no sistema de
referéncia (X',y") fixo no “laboratdrio” teremos,’ a deformacio &(x, t),

E(x', t) = & sech’[(3&,/4hy°)*? (x— ct)] (3.15).

A (3.15) descreve uma “onda solitaria” que se propaga sem se deformar
com velocidade constante c e altura h(x’,t) dadas, respectivamente, por

¢ = Vgh, [1 + &/2h,]
e (3.14)

h(x",t) = ho {1 + (&o/ho) sech’[(3&/4h,’)" (x'— ct)] }
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Figura 4. Soliton com altura h(x",t) = h, + g(x’,t) se propagando com velocidade c.

Um soliton hidrodinamico (3.14) pode ser gerado, por exemplo, pela
compressdo ou descompressdo do liquido por um pistao,’ como mostra a
Figura 5.
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Figura 5. Modo de criar solitons com de compressdes e descompressdes do liquido.

Num litoral oceédnico a compressao ou descompressdo pode ser
gerada, por exemplo, por um abaixamento ou levantamento de uma placa
tectdnica, ou ainda, pela compressdo devida a queda de uma falésia sobre o
oceano. Esses processos podem gerar um maremoto denominado, na midia,
de “tsunami”. Uma estimativa de sua velocidade de propagacéo, supondo
que esteja se propagando onde h, = 6 km, é ¢ ~ Vgh, = 250 m/s ~ 900 km/h.



3.b) Ondas Cnoidais.

De acordo com Gratton e Delellis® resolvendo a EKdV (2.17) além
da onda solitaria, vista acima, aparecem ondas periddicas cujo perfil pode
ser expresso através de funcdes elipticas de Jacobi.? Na Figura 6 ilustramos
essas ondas que séo dispersivas e se propagam com velocidade
¢ ~ co(1— k*ho?/3) onde k = 2n/A e X é 0 comprimento de onda dado por
A = (2ho/3) |2 de/[e (e — a)( a — b —€)]*2.
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Figura 6. Ondas periddicas cnoidais se propagando no liquido.
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