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Prefacio

Este livro da continuidade aos Volumes 1, 2 e 3 do estudo da aplicacdo da
Matematica a Fisica, nos quais os autores trataram da solucdo das EquacGes
Diferenciais Ordinarias (EDO). No caso de coeficientes constantes, no Volume 1,
usamos 0s métodos usuais de solucdo: Método Geral (Operadores Diferenciais e Séries
de Frobenius) e Método das Transformadas (Laplace e Fourier). Nas EDO de
coeficientes variaveis, lancamos mao de algumas Funcdes Especiais (Bessel, Hermite,
Hipergeométricas, Laguerre e Legendre). O Volume 2 é composto de duas partes. Na
Parte | sdo resolvidas algumas das Equacdes em Derivadas Parciais (EDP) de uso
frequente em livros textos de Fisica: D Alembert, Fourier, Laplace, Poisson e
Schrdodinger. Na solucdo dessas equagdes usamos, basicamente, as técnicas da
Separacdo de Varidveis e da Funcdo de Green. A Parte Il trata do Célculo das
VariacGes. Depois de apresentarmos um pequeno histérico de como surgiu esse
Célculo, estudamos a Equacdo de Euler-Lagrange em trés situacdes: a) diversas
varidveis dependentes; b) diversas variaveis independentes; c) diversas variaveis
dependentes e independentes. Depois tratamos dos Multiplicadores de Lagrange, para
0 estudo dos problemas variacionais com vinculos. O Volume 2 é concluido com o
Método Variacional de Rayleigh-Ritz. O Volume 3, também é composto de duas
partes. Na Parte I, estudamos as EquacOes Integrais (EI). Iniciamos com uma
Introducdo Historica seguida de uma apresentacdo dos diversos tipos de EI. Segue,
entdo, as solucdes da Equacdo de Volterra e da Equacdo de Fredholm. A Parte | é
finalizada com um Capitulo destinado a estudar as aplica¢fes das EI a alguns topicos da
Fisica. A Parte Il é dedicada ao estudo das Integrais de Trajetorias Ndo Relativisticas.
Depois de uma Introducdo Histérica, apresentamos a definicdo de Propagador de
Feynman (PF) e de Integrais de Trajetoria seguido de seus respectivos célculos. A
Parte Il é encerrada com o célculo do PF de oito Equagdes de Schrodinger Néo
Lineares.

Como os Volumes 2 e 3, este Volume 4 também é composto de duas partes:
Parte | - Teoria de Grupos e Parte Il — Calculo Exterior. Para o bom entendimento de
cada tema abordado neste Volume 4, ele é acompanhado da resolucdo de alguns
exercicios. A Teoria de Grupos é dividida em 4 Capitulos. O Capitulo 1 é composto dos
seguintes itens: a) Defini¢cdes de Grupo; b) Alguns exemplos de Grupos importantes no
Estudo da Fisica (p.e.. o de RotacGes, o de Lorentz e o de Permutagdes); c)
Demonstracdes de teoremas importantes (p.e.: do rearranjamento e o de Laplace) e
definicdes complementares relacionadas aos grupos exemplificados; d) Estudo do
isomorfismo e homomorfismo entre grupos quaisquer. O Capitulo 2 tem 6 itens: a)
Definicbes de Representagdes de Grupos; b) Teoremas Fundamentais das
Representacdes com énfase nas Representacdes Irredutiveis, seguido do Lema de Schur
e do Teorema da Ortogonalidade e sua representacdo geométrica; c) Caréteres das
Representacdes e sua interpretacdo geometrica; d) Produto direto de Representacdes; e)
Bases de Representaces; f) Series e Coeficientes de Clebsch-Gordan. Os 6 itens do
Capitulo 3, tratam, respectivamente, de: a) Defini¢cbes de Grupos de Lie; b) Exemplos
de Grupos de Lie [O(n); U(n); SU(n); SL(n); M(u); C(2)]; c) TransformacGes
Infinitesimais e Parametros (Geradores) de Grupos; d) Constantes de Estrutura do
Grupo de Lie; €) Algebra de Lie e Operadores de Casimir; f) Teoremas Gerais das
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Algebras de Lie (Diagramas de Schouten). O Capitulo final (4) da Parte | trata da
Teoria do Momento Angular e é composto de dois itens: a) Representacdes Irredutiveis
do Grupo SU(2) (Spinoriais; Rotacionais; e Harmonicos Esféricos); b) Operador de

Momento Angular: b1,2) Orbital (L) (classico e quantico); b3) Algebra de L b4)
Auto-funcdes e auto-valores de L2 e de I:Z ; b5) Operador de Momento Angular Total:

J=L+S; b6) Operadores “escada”: éi; b7) Adicdo de Momentos Angulares; b8)
Operadores Tensoriais e Teorema de Wigner-Eckart.

A Parte — 11, que apresenta o Calculo Exterior, é composta de 5 Capitulos,
que sdo complementados com Problemas Propostos. Assim, o Capitulo 5, que trata dos
Espacos Vetoriais, € dividido em quatro itens: a) Definigdes e Propriedades; b) Espacos
Duais; c) Espacos Vetoriais Euclidianos; d) Transformacdes ou Operadores Lineares.
Os Tensores, objeto do Capitulo 6, tem também quatro itens: a) Produto Tensorial de
Espacos Vetoriais; b) Algebra Tensorial; ¢) Os Simbolos de Kronecker e o de Levi-
Civita, seguido do estudo de Determinantes; d) Tensor de Levi-Civita. O Capitulo 7
estuda a Algebra Exterior em seis itens: a) Algebra Exterior de Ordem 2; b) Algebra
Exterior de Ordem p; c) Produto Exterior entre p-vetores; d) Dualidade; e) Produto
Interno entre p-vetores. A Diferenciacdo Exterior € exposta no Capitulo 8, com seis
itens: a) Formas Diferenciais; b) Diferenciacdo de Formas; ¢) Aplicacdes e Mudancas
de Variaveis; d) Variedades e Sistemas de Coordenadas; €) Campos Vetoriais e
Tensoriais Sobre Variedades; f) Variedades Riemannianas. Por fim, o Capitulo 9, que
fecha o livro, desenvolve a Integracdo Exterior, em quatro itens: a) Integracdo de
Formas; b) Teorema Generalizado de Stokes; c) Derivada de Lie; d) Derivada
Convectiva e Integracao sobre Dominio Mével.

Registre-se que os indices onomasticos, as aplicacdes a Fisica e as
referéncias dos dois temas tratados neste livro podem ser encontradas nos dois livros
que os mesmos publicaram pela Editora Livraria da Fisica (ELF) - Teoria de Grupos e
Célculo Exterior , respectivamente, em 2008 e 2009 (também publicados como e-books
encontrados, respectivamente, nos sitios http://publica-sbi.if.usp.br/PDFs/pd1661.pdf e
http://publicasbi.if.usp.br/PDFs/pd1666.pdf ).

Um dos autores (MSDC) agradece a Maria Luiza Mattos Cattani pela
revisao gramatical e ortografia do texto.

Por fim, os autores agradecem a José Roberto Marinho, Editor da LF, pela
permissdo de usar os Capitulos contidos neste volume, e a Virginia de Paiva,
Bibliotecaria do Instituto de Fisica da Universidade Sdo Paulo (IF/USP) pela
diagramacéo deste e-book.

Belém e Sdo Paulo, 16 maio de 2014

José Maria Filardo Bassalo
Professor Titular Aposentado da UFPA e Membro da Academia Paraense de Ciéncias

Mauro Sérgio Dorsa Cattani
Professor Titular Aposentado do IF/USP e Membro Titular das Academias Paulista e
Paraense de Ciéncias
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PARTE |

TEORIA DE GRUPOS



CAPITULO 1

Grupo'

1.1 Primeiras Definicoes

Definicao 1.1.1 Um conjunto G consistindo dos elementos
a, b,c,... G = {ab,c,...} = {G, *}
¢ chamado de Grupo para uma dada operacdo — (*), se seus elementos
satisfazem as seguintes propriedades:

a)Vab € G,a*b=c &€ G (Condi¢cdo de Fechamento);

b) V a,b,c € G, (a*b)*c = a*(b*c) (Condic¢do de Associatividade;

c)dee G,talque: VaeG, a*e = e*a = a (e é chamado o
Elemento Unidade);

dVaeG Ja' tal que: a*a' = a'*a = e (a' échamadoo
Elemento Inverso de a).

Definicao 1.1.2 Se para V a,b € G tem-se a*b = b*a, diz-se
que o grupo ¢ Comutativo ou Abeliano.

Defini¢ao 1.1.3 O niimero de elementos de um grupo é
chamado de ordem do grupo. Os grupos podem ser finitos ou
infinitos.

Definicio 1.1.4 Um grupo cujos elementos sdo
caracterizados por um ndmero de parimetros continuos ¢ chamado

Grupo Continuo.

' Esta parte deste Capitulo foi ministrada pelo professor José Maria Filardo Bassalo
no Curso de Extensdo, realizado em 1985, na UFPA, sobre Teoria de Grupo.



Exercicio 1.1.1 Mostre que:
a) Sea,b € G, entdo para as equagdes:
a*x = b e y*a = b, tem-se, de maneira univoca:
X=a'*bey=b*tal;
b) Se a,b € G, entio:
(a*b) = b'* a’;
c) Sea € G e n é inteiro, por
definicdo, temos (Bak e Lichtenberg, 1967):

I)a" =_a*a*a* ... a¥ sen > 0;
n

IHa" =e, se n = 0;

-1 -1 -1 -1
IIha" =a *a *a*.a* ,sen<020,

entao:

(an)m = anm

1.2 Exemplos de Grupos
a) Conjunto Z . O conjunto dos inteiros positivos e
negativos forma um grupo infinito Abeliano em relagdo a adi¢do, pois:

Dab € Z; atb = b+a;

Il ab,c € Z; (a+tb) +c¢ = a+ (b+c);

IH3e=0¢€e Z; 0+ta=a+0 = a;

IV)Va e Z, Ja' = -a; a+ (-a) = (-a)+a=0.



b) Vetores no R® . O conjunto de vetores no espaco
tridimensional forma um grupo infinito Abeliano em relagdo a adicao
vetorial, pois:

)
)

Exercicio 1.2.1 a) Verifique as propriedades de grupo do
conjunto de vetores no R* , usando para
isso a regra do paralelogramo;

b) Mostre que o conjunto dos racionais (Q)
forma um grupo Abeliano em relagdo a
multiplicacdo.

c) Grupo de Rotacgdes. O conjunto de rotagdes de um
vetor no R? em torno do eixo dos z de um certo angulo 8, forma um
grupo continuo Abeliano denotado por 0(2). Vejamos como.

Por definicdo, temos:

I (x.y) = R (8) r(x.y)




A figura anterior nos mostra que:

X

x cos® + y senf

y' = —xsenf + ycosO .

As equagdes acima podem ser colocadas na forma matricial,
da seguinte maneira:

X' cosO send)(x X
(y'J - (—sene cosej(yJ - R(G)Lyj '

Mostremos, agora, que R(0) forma um grupo, com relacio a
seguinte operacdo definida por:

-

= RO 1" = RO, 1’

"= R(,)R®,)r = R(0,+6,)T,
onde:

cosO, send, cosO, senf,
R(6,) = ; R(6) = :

—senf, cosH, —senf;, cos0,

Usando a definicdo de produto de matrizes, vir:

cos0, senb, cosO, senb,
R(8,) R(8,)=

—senf, cos6, | | —senB, cosH,

c0s0, cosB; —send, send,icosO, send, +send, cosO,

..................................... e

—senB, cos0; —senb; cos6,icosB, cosO; —senb, senb,



B ( cos(6,+6,) sen(6,+6,)

= R(6,+86,).
—sen(8, +6,) cos(92+91)J ©:+9)
Portanto:

D) R(®) R(6) =R (6, + 8)) = R(6).
A regra da multiplicacdo de matrizes nos permite facilmente
mostrar que:

II) R(63) [R(62) R(6,) ] = [R(B3) R(62)] R(6,);
1) R(0) R(®) = R(O) R(0) = R(0);
IV)R(-8) R(8) = R(6) R(-0)) = R(0),

R(0) = cos0° sen(° B 1 0
~ | —sen0° cos0°) (O 1)°

onde:

Exercicio 1.2.2 Demonstre as propriedades II, III e IV do
grupo 0 (2).

d) Grupo de Lorentz. As Transformagdes de Lorentz da
Relatividade Restrita formam um grupo. Vejamos como. (Smirnov,
1970)

As Transformacdes de Lorentz a duas varidveis sdo definidas
por:
X' = yXx-vt)

-~
Il

onde:



V= [1‘2—;} e (1-p2) /2 p=Y.

Usando a representagdo matricial, teremos:

x' _ X X
t _ YC_Z Y t t

Assim, sejam duas Transformacdes de Lorentz L,(v) e Ly(v,)

e formemos o seu produto L,L,. Entio:

LL, = Y2 —¥,B,c Y —YBc _
_YaBy _vBo

7>
c c

Y21 + Y2 YiB,By =Y.YiBic = Y2viBac

=Y%M B_Cz _7271% Y2YiBaB + Yo

1 _(Bi+By)e
1+B,B,

(V271 (1+B+B D] - |
. B, +B,)

1+B,B,

Segundo a Relatividade Restrita, temos:



ERIRALE

portanto:

1 1
YoY, (L+B,B) = = > (1+B,B)) =
\/l_Bz \/l_Bl

1+ Y2 1+ 1Y2
_ c? _ c?

v,? v,? v,? v,? v.2v,?

_'2 _ 1 (1 22 T2
(=-2) ="4) 1=+ -2 - 20
Por outro lado, notemos que:
vii 1 (VP H2vvy) vy
—=— = 1-——=
c2  ¢2 vi2val  oviy c2
1+ Y2 =ViVa

c4 c2

2 2
v+ v, +2vv,

- vV, - 2 ) slvz
2+ 2 +2vv, I+—-=
c? c
Portanto:
1
Y (1 + BBy = T
_V3
o2

Por outro lado, temos:

Bic+PBc  vi+v,

1+BZBl 1+7V1V2 -
CZ




B B 1
4B (vt
c_ ¢ _ 02( 2V _ V3
BB YW c?
2
Por fim, temos:
1 — v
LLi =7 = L.
Vi
CZ

ou seja:
D) L,L,=L; L, L, LyeL(v).
A regra de multiplicacdo de matrizes permite mostrar que:
ID L; (L,Ls) = (LiLy) Ls;
M) LoL=Lly=L:Ly=L(0)= ((1) (1)) :

IV)L'L=LL"=Ly;L" =L (-v).

Exercicio 1.2.3 a) Mostre as propriedades I, IIl e IV do
Grupo  de Lorentz;
b) Mostre que as Transformacdes de Lorentz
espaciais formam um grupo. [Chame
v
—=p=th(a)J;
c
c) Mostre que o grupo de rotagdes 0(2) e o
Grupo de Lorentz L(2) deixam invariantes,
respectivamente:

X'2+y'2= x2 + yz e X'Z_y'Z: x2 — yz;
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d) Mostre que as Transformagdes de Poincaré
formam um grupo.

e) Grupo de Permutacoes S,, (Smirnov, 1980)

Definicao 1.2.1 Sejam n (> 1) objetos que numeramos

com os ndmeros inteiros 1, 2,3, ... , n. Com eles podemos formar n!
permutagdes. Seja uma delas:
1 2 3 ... n
P= E(P1P2P3...Pn).
P P, P; .. P

Tal permutacio significa que o elemento que estd na posicao
ou ordem indicada por P;, vai para a primeira posi¢do, o que estd na
posicdo ou ordem indicada por P,, vai para a segunda posi¢do, e assim

. 12 3y, .
sucessivamente. Por exemplo, a permutacio (3 ] 2] indica que a
permutagdo que quer se realizar, é obtida da permutagdo fundamental
(1 2 3), fazendo com que o seu terceiro elemento (3) ocupe a primeira
posicdo, o seu primeiro (1) ocupe a segunda posicdo e o seu segundo

elemento (2) ocupe a terceira posi¢do. Vejamos um segundo exemplo:

(1 23 4 SJ (abcde)=(eabcd).
512 3 4

Definiciio 1.2.2 Chama-se de Permutaciio Inversa P a
operacdo que significa fazer com que o primeiro elemento da
permutagdo fundamental ocupe a ordem ou posi¢ao indicada por Py, o
segundo elemento da permutacdo fundamental ocupe a ordem ou a

posicdo indicada por P,, e assim sucessivamente. Portanto:
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1 2

o 3405) o (1 2345
3251 4 4 21 5 3
1 2 3

P:£3 : 2] (abc)—>P'=(bca).

Da definicdo acima, é facil mostrar que (P!)"' =P.

Definicao 1.2.3 Chama-se Produto de Permutacoes PP, a

permutacdo obtida primeiro aplicando P, e depois P;. Assim, se:

1 2 1 2
Pl: 3 eP2: 3,
21 3 1 3 2

entao:

P1P2=123123=123.
21 31 23 3 21

Vejamos um outro exemplo:
1 23 45)(12345
(abcde) =
24153)\51234

[12345

= (eabcd) = (acedb).
24153

Por outro lado:
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(12345

1 35 4 2J (abcde)=(acedb) , entdo:

1 23 4 5)(1 23435} (123435
241 53)(51 234 U3542)
Definicao 1.2.4 Chama-se de Permutacdo Unitaria E, a

permutacdo na qual cada elemento € substituido por ele préprio. Ela é
representada por:

Exemplo 1.2.1 Mostre que o conjunto de permutacdes S;
forma um grupo.

O grupo S; é formado pelos seguintes elementos:

123 123 123 123
E= ; P = ; Py = ; Py = ;
123 213 132 321
123 123
P4= CP5= .
312 2 31

a) Propriedades de Fechamento:

12 12 12
PP, = > ) - ’| <k,
21 3)2 13 1 23
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5l)

1 2 3
APy =1, 1 3

Il
7~ N\
N —
Ll \S]
W W
N——
p—
W N
N W
N—
Il
W =
) )
N W
N——
Il
T

=
o8}
—_ W
~—
Il
Bas

-~
T
TN
o =
Ll \S]
W W
_
TN
U9 =
ol \S]
N W
~—
Il
TN
[SSTNSN
[\S I\
—_ W
~—
Il
ey

De maneira andloga, demonstra-se que:
P,P; = Ps; PoP> = E; PoP;3 = Py; PoPy = P3; PoPs = Py; P3Py =Py
P3P, = Ps; P3P3; = E; P3Py = Py; P3sPs = Po; P4Py = P3; P4P, = Py;
P4P3 = Py; P4P4 = Ps; P4Ps = E; PsPy = P,; PsP, = P3; PsP3 = Py;
PsP,=E e PsP5;=P,.
b) Propriedade Associativa:

(P1P,) P3 = Py (P,P3).
Em vista da propriedade anterior, temos:

(P1P2) P3 = P4P3 = Py,

Py (P,P3) = PPy =Ps.

¢) Elemento Unidade:
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PE=EP;=P;. (1=0,1,2,3,4,5).

Assim, por exemplo:

12 12 12

PE = 3 3) _ Nop
21 3)1 23 21 3
12 12 12

EP, = > > 3 =B,
123213 (213

d) Elemento Inverso:
PP, =PP' =E. (i=0,1234,5).
1

1 1

Assim, por exemplo, usando a Defini¢do 1.2.2, vira:

P;'p, = PP = E,

-1
123 123
Pl = = = Ps.
312 2 31

Entao, em vista do resultado anterior, temos:
-1 _ _ R - —
P, P, = PP =E; PP, =PP. =E.

As propriedades a, b, ¢ e d, permitem escrever a seguinte tabela
de multiplicacdo para o grupo S;.

E P, P, P Py Ps
E E P, P, Ps Py Ps
P, P, E Py Ps P, P
P, P, Ps E P, Ps P,
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P; P; | Ps E Py P,
P4 P4 P3 Pl P2 PS E
PS P5 P2 P3 P1 E P4

Exercicio 1.2.4 a) Termine a demonstracao das
propriedades do grupo Ss;
b) A tabela de multiplicacdo do grupo S;
mostra que ele ¢ ndo-comutativo.
Demonstre a afirmativa;
¢) Mostre que o conjunto de permutacdes
S, forma um grupo ndo-comutativo.

Vimos que dado um conjunto de n (> 1) elementos podemos
formar o grupo de permutagdes S,. Contudo, as permutagdes para
obter cada elemento (a partir do elemento anterior) desse grupo podem
ser um ndmero par ou nimero impar. O grupo formado entdo de todas
as permutacdes pares dos nimeros 1,2,.., n € chamado de Grupo
Alternado ou Alternativo A, cuja ordem (niimero de elementos) € n!/2
(Jansen e Boon, 1967).

Por exemplo, para os nimeros 1,2,3, as permutacdes formadas
de deslocamentos pares e impares, s3o:

123 | 132 | 231 | 213 | 312 | 321
123 | 213 | 123 | 132 | 123

12,3 12,3
par(0) | fmpar(1) | par(2)

fmpar(1) | par2) | impar(1)

Dado um elemento do grupo de permutacdes S,, podemos
formar um conjunto de permutacdes que se compde de subconjuntos
constituidos por Permutacdes Circulares ou Ciclicas.

Assim:
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1 23 45
(3 415 2}2(1’3) (2,45 = (245 (13).

Pois, como vemos, na permutacdo considerada existem duas

permutacdes ciclicas entre os niimeros 1 e 3, e 2,4 e 5 respectivamente,
ou seja: (1,3) e (2,4,5) — (5,2,4) — (4,5,2). Vejamos outros exemplos:

1 23 456
= 1,3,4 2,5,6 = 2’596 17394 s
( 36 41 2 5 J (1,3,4) (2,5,6) (2,5,6) (1,34

pois: (1,3,4) = (4,1,3) = (3.41) e (2,5,6) — (6,2,5).

Exercicio 1.2.5 Encontre as permutacdes ciclicas de
1 2 3 45 1 2 3 45 . 1 2 3 45
1 354 2)°1 3542 31 2 5 4)°

) Reflexao Espacial. O conjunto de reflexdes espaciais em torno
da origem forma um grupo. Seus elementos sio definidos por:

Ex,y,z) = (x,y,2) — E(T) = (1), (Identidade)
P(x,y,z) = (-Xx,~y,~z) — P(T) = (-7). (Paridade)

Exercicio 1.2.6 Mostre que:
a) E e P formam um grupo;

b) P’ = E.

g) Grupo Unitario U(1). O conjunto de elementos definido por:

glo) = e,
¢ um grupo continuo de um pardmetro (c). (Este € o grupo da

Eletrodindmica Quantica).
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Exercicio 1.2.7 Mostre que:
a) O conjunto {g(o)} forma um grupo;
b) O conjunto U(1) é unitério.

1.3 Teoremas Elementares e outras Definicoes

Teorema 1.3.1 - Teorema do Rearranjamento. Seja G
um grupo de ordem g com os elementos: E, Ay, A;,...,A,. Se A € um
elemento arbitrdrio desse grupo, entdo cada elemento ocorre uma e
somente uma vez na seqii€éncia EA, = Aj,Ax Ay, AzA,...., AAr.

Demonstracao:

Seja X qualquer elemento de G. Seja ainda XA, ' = A, ; entdo
XAAL = AA = X, logo X pertence a seqiiéncia dada. Por outro
lado, X ndo pode ocorrer duas vezes na seqiiéncia dada pois, se A,Ax =
X e AjAx = X, entdo A, = A,. Certamente 0 mesmo acontece para a
seqiiéncia: ALE = Ay, AAy, AA; ... AlA,. (E através desse teorema
que se constroéi as tabelas de multiplicagdo de um grupo finito).

Corolario 1.3.1 Se Jg, JAz ,JA3 ,...,JAk, sdo numeros tais
que cada elemento X do grupo correspondente a um nimero J entdo:

Exemplo 1.3.1 Construa a tabela de multiplica¢do do grupo
G={E, A,B} = {G, *}, dado abaixo:

A
A

oo | 3> || %
| > | |
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O elemento (2,3), isto é, segunda linha e terceira coluna nao
pode ser nem A e nem B, pois haveria repeticio da linha ou da coluna.
Assim: (2,3) = E. O mesmo ocorre para o elemento (3,2). O Teorema
1.3.1 permite concluir que: (2,2) = B e (3,3) = A. E fécil ver que essa
tabela goza da Propriedade Associativa, pois, por exemplo:

(E*A)*B = A*B= E,
E*(A*B) = E*E = E.

|| > | >

> oW W

o3> %
el -gleslfes)

Exercicio 1.3.1 Construa as possiveis tabelas de multiplica-
cdo do grupo G = {E,A,B,C} = {G,*},
indicado abaixo:

A| B | C
A

Q||| *
QW | > md|m

Definicao 1.3.1 Seja x qualquer elemento de um grupo. A
seqiiéncia: E, x, x2, X3,...., x" = E é denominada periodo de x e n é
chamado a ordem de x.

E ficil ver que o periodo de x forma um grupo Abeliano,
chamado Grupo Ciclico, sendo que x é chamado o gerador desse
grupo. As vezes, um tnico elemento ndo é suficiente para gerar o
grupo todo, precisando-se, entdo, de mais de um gerador. Assim, ao
nimero minimo de geradores requeridos para definir a estrutura do

grupo chamamos de grau (“rank”) do grupo. Ao conjunto minimo dos
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elementos que geram o grupo chamamos de base. Um grupo pode ter
mais de uma base.

Exemplo 1.3.2  Calcule os periodos do grupo de
reflexdo espacial, e determine suas ordens.

Conforme vimos, esse grupo é formado por
E, P. Sendo P’=E, entio ele é de ordem 2.

Exemplo 1.3.3  Calcule os periodos do grupo S;, e
determine suas ordens.

O grupo S; é formado por:
S3 = {E’ Pl9 P29 P39 P49 PS}

Usando-se a tabela de multiplicagdo desse grupo vista no
Exemplo 1.2.1, vé-se que:

a) Plz = E; logo sua ordem ¢ 2;
b) P, = E; logo sua ordem € 2;
c) P32 = E; logo sua ordem ¢ 2;
d) P’ = P P’ = PP, = PP, = E, logo sua ordem € 3;

e) P;> = P, Ps’ = Ps’Ps = P,Ps = E, logo sua ordem & 3.

Exemplo 1.3.4 Seja o grupo G = {E, A, B, C} = {G, *}
dado pela tabela abaixo. Calcule seu grau
(“rank”).

QR > || *
Q5| > | m|m
s~ liollesi g
g lesil@ii==Al s
wslegiviiolle!
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A tabela nos mostra que:

A*=E;:B*=E;C*=E,

A=A*A=A;B =B;C=C.

Portanto, nenhum elemento do grupo é capaz de gerar o grupo
todo. Por outro lado, vemos que:

A*B = C; B*A = C;

A*C = B; C*A = B;

B*C = A; C*B

Il
>

Assim, os pares {A,B} , {A,C} e {B,C} sdo capazes de gerar o
grupo todo, pois:

G={A’=B*=E; AB; A*B}
={A’ = C* = E; A;C; A*C )

Conclui-se, portanto, que o grau (‘“rank’) desse grupo vale 2,
ja que bastam apenas dois elementos do grupo para gerar os demais.
Por outro lado, esse grupo possui trés bases, a saber:

{A,B}, {A,C}e {B,C}.

Exercicio 1.3.2 Calcule os graus (“ranks”) e as bases
dos grupos definidos pelas seguintes tabelas
de multiplicacao:

a)

[s~1ie=d Nes R IES
| »> |t |
Q| >
esli@ie=Ale=;
b dlesllole@!
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N
N
™
|
|

b)

Q|| || *
e li@lleslibding
el g i@llvelivs)
>mm| a0

(@ll-cisgleslles

Exercicio 1.3.3 a) Calcule todos os periodos do grupo S,
e determine suas ordens;

b) Mostre que as raizes n da unidade
formam um grupo ciclico de ordem n em
relagdo ao produto. Determine o gerador
desse grupo;

¢) Mostre que I, i, -1, —i formam um
grupo ciclico.

Definicao 1.3.2 Um conjunto H é dito um subgrupo
de um grupo G, isto é, H < G, se ele satisfaz os axiomas de grupo. E
claro que todo grupo tem dois subgrupos triviais ou impréprios: H =
{E, G}.

Exemplo 1.3.5 Mostrar que o conjunto de
permutacdes ciclicas do grupo S; € um subgrupo proprio.

No Exemplo 1.2.1, vimos que o grupo S; é formado por:
S3 = {E’P17P27P37P47P5} .

As permutagdes ciclicas formadas de S; sdo E, P4 e Ps, pois:
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1 2 3 1 2 3 1 2 3
E= —-P, = - P, = .
1 2 3 31 2 : 2 31

Ssc = {E, Py; Ps} .

Assim:

Vejamos, agora, se esse conjunto forma um grupo. Para isso é
necessario que ele satisfaga a Defini¢do 1.1.1. Assim, segundo a tabela
do Exemplo 1.2.1, temos:

a) Condic¢do de Fechamento:
EP, =P, ; EPs=Ps; P,Ps = E;

b) Condicao de Associatividade:
E(P,Ps) =EE =E ; (EP,) Ps = P,Ps = E;

¢) Elemento Unidade:
EP4 = P4E = P4,
EP5 = P5E = P5;

d) Elemento Inverso:
P4-1P4 = P4P4-1 =E,

P5-1P5 = P5P5-1 =E.

Exercicio 1.3.4  Mostre que:

a) O conjunto dos nimeros pares ¢ um subgrupo do grupo
dos nimeros inteiros em relacao a adic¢ao;

b) A; C S;;

¢) O elemento unidade de H é o mesmo de G.

Definicao 1.3.3 Para qualquer subgrupo H < G e qualquer
elemento a € G, mas a ¢ H, aH (ou Ha) é dito uma classe lateral
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(“coset”) a esquerda (a direita). [Note-se que uma classe lateral
(“coset”) ndo € necessariamente um subgrupo. |

Teorema 1.3.2 - Teorema de Lagrange. Seja um grupo finito
G e um subgrupo Hc G. Se a, b € G, mas a, b ¢ H, entdo:

G=EH+aH+aH+..+aH

G=H E + Ha, + Ha; + ... + Hay,

onde k é chamado de indice de H.

Nao faremos a demonstragdo desse Teorema, no entanto,
vamos mostrar o seu resultado através de um exemplo (Meijer e
Bauer, 1962).

Exemplo 1.3.6 Mostre o Teorema de Lagrange para o grupo
S; e o seu subgrupo H=S, .

Nos Exemplos 1.2.1 e 1.3.5, vimos que G = S; = {E, Py, P,,
P;,P,Ps}e H=S;, = {E,P4,P5}. Tomemos a = {a;, a,, a3} = {Py,

P,, P}, entdo, usando a tabela do Exemplo 1.2.1, vir4:

P E=P P,E=P, P,E=P,
aH=<PP=P ;a,H=:PP, =P, ;a;H=<PP, =P .
PP; =P, P,P; =P, PP =P,

Portanto:
G = S3 =H+a H=H+aH = H+a;H,
sendo, entdo, 2 o indice de H.

Por outro lado, temos:
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EP1:P1 EP2=P2 EP3:P3
Ha1= P4P1=P3;H32: P4P2:P1;Ha3= P4P3=P2.

PsP =P, Ps P, = P PsPy =P
Portanto:

GES3=H+Ha1:H+Ha2 =H+Ha3,

o que copfirma o indice 2 de Hem S;.
E fécil ver que aH ou Ha ndo forma um grupo, pois, sendo
aH = Ha = {Py, P,, P;}, entdo, P, P, = P, ¢ aH ou Ha.

Exercicio 1.3.5

a) Uma classe lateral (“coset”) aH (Ha) ndao contém nenhum
elemento de H;

b) Duas classes laterais (“cosets) (direito ou esquerdo) ou
sao 1idénticos ou nao tém elemento comum;

¢) A ordem m de um subgrupo H de um grupo infinito G é
divisor interno de g que é a ordem de G;

d) Mostre o Teorema de Lagrange paraG = S,eH = S, .

C

Definicao 1.3.4 Se existe um elemento L € G de tal modo que

sea, b € G, tivermos:
pa w' =b (oup'ap=b),

entdo b é chamado de conjugado ou equivalente de a, ou seja: a ~b.

Da defini¢do acima, facilmente, demonstra-se que:

a) a-~a;
b) Sea~b,entdiob ~ a;

c) Sea~beb~c,entdoa ~c;
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d) Se G é Abeliano, entdo todo elemento de G é conjugado
de si préprio.

Exercicio 1.3.6 Demonstre as propriedades acima.

Analisando-se a Defini¢do 1.3.4 vé-se que se G for um grupo
de transformagdes, entdo essa definicdo corresponde a transformacao
de similaridade.

Definicao 1.3.5 Ao conjunto de conjugados ou equivalentes de
um elemento a € G, chama-se de classe de G.

Da defini¢do acima, facilmente demonstra-se que:

a) O elemento a pertence a classe de G relativo a si préprio;

b) Seaeb sdo conjugados, entdo a classe de a é a mesma da de b;

c) Se a e b ndo sdo conjugados, entdo suas classes ndo tém

nenhum elemento comum;

d) Se cada elemento de G pertence a uma classe relativa a si

proprio, entdo podemos decompor G em classes;

e) Qualquer elemento de G que comuta com todos os

elementos de G, forma uma prépria classe. A identidade é
um exemplo disso.

Exercicio 1.3.7
a) Demonstre as propriedades acima;
b) Encontre as classes do grupo Ay;

c) Encontre as classes do grupo S,

Definicao 1.3.6 Um subgrupo H de G € dito normal ou
invariante, V a € G, entdo: aHa' = H.

Da defini¢do acima, facilmente demonstra-se que:
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a) As classes laterais (“cosets”) direito e esquerdo de H sdo
iguais; portanto H, como cole¢do, comuta com todos os

elementos de G;

b) H contém todos os elementos de cada classe de G, ou nédo

contém nenhum deles;

c) Cada grupo G sempre contém os subgrupos invariantes
H=GeH=E.

Exercicio 1.3.8 Demonstre as propriedades acima.

Definicao 1.3.7 Um grupo que ndo tem seus subgrupos
invariantes impréprios triviais (G e E), é chamado simples. Se
nenhum dos subgrupos invariantes proprios de um grupo é Abeliano,
entdo o grupo é chamado semisimples.

Definicao 1.3.8 O grupo formado pelas classes laterais
(“cosets”) do subgrupo invariante H e pelo préprio H é chamado de
grupo fator de G e denotado por G/H. se o grupo G for finito, a

ordem do grupo fator é o quociente das ordens de G e de H,
respectivamente.

Exercicio 1.3.9 Mostre que:

a) O conjunto das classes laterais (“cosets”) de H invariante
forma um grupo com relacdo ao produto classe lateral
(“coset”);

b) HH=H.

Exemplo 1.3.7 Dado o grupo S;, obtenha suas classes, seus
grupos invariantes, e seus grupos fatores.

O grupo S; tem os seguintes elementos: {E, P, P,, P3, Py, Ps}.
Os inversos desses elementos sdo:
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E'=E P' =P ; P;' =P,; P;' =P;; P;' =Pse P;! =P,

conforme se pode ver usando-se a Defini¢do 1.2.2.

a) Formemos as classes de S;. Para isso, usemos a Definicao
1.3.5 e a tabela do Exemplo 1.2.1.

a.l) CE
Como E ~ E, entdo Cg = {E}.
a.2) CPl

EP1E71 =P;; PP Pl_l =P;; PP, Pz_l =P5; P;P, P3_1 =Py;
P4P1 P4_l = P2 s P5P1 Ps_l = P3.

Portanto:

CP1 = {Pla P27 P3} .

a.3) CPz
De maneira andloga ao caso anterior, é ficil ver que:
Cp, = Cp = {Py, P, P3} .

a.4) CP3
De maneira andloga ao caso de CPl , € facil ver que:
CP3 = CP2 = CPl ={Py, P,, P3).

a.5) CP4
EP,E"'=P,; P,P,P, " =Ps; P,P,Ps ' =P,
PsP,P;' =P,.

Portanto:

Cp4 = {P4, Ps} .
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a.6) CPS
De maneira andloga ao caso anterior, € facil ver que:
Cp. = Cp ={P4, Ps}.
5 4
Esses resultados, mostram que:

G=S;=E+ CPl + CP4 =E+ CP2 + CP4 =E+ CP3 + CP4 =
=E+ CPl +CPS =E+ CP2 + CPS =E+ CP3 + CPS .

b) Formemos, agora, os grupos invariantes de S;. Para isso,

usemos a Definicdo 1.3.6 e a tabela do Exemplo 1.2.1.
bl) Seja H= Sgc = {E, P4, P5} cG.

Segundo a Defini¢do 1.3.6, H serd invariante se V a € G,

entdo a Ha”' = H. Assim:

EEE~' =E
EHE'={EP,E'=P, { > EHE! #H
EPsE~! =P
PEP ' =E
PHP,'={PPP, "' =P; !> PHP'=H
PPP, ' =P,

De maneira anidloga demonstra-se que:
P,HP,' =H; P;HP; ' =H;P,HP,'=H e PsHPs ' =H.

Portanto S;c é um invariante.
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b.2) Seja o conjunto S5 = {E, Py, P,, P;} . Como PP, =P, ¢ S,
entdo esse conjunto ndo € subgrupo de E e, portanto, ndo podemos
nem testar a definicdo de invariancia.

b.3) Sejao conjunto H; = {E, P; (i=1,2,3,4,5)}

E facil ver que:

PHP, " #H;, portanto, H; ndo € invariante.

c) Obtencdo do grupo fator de G. Para isso, usemos a
Defini¢do 1.3.8 e a tabela do Exemplo 1.2.1.

Vimos no item b.1, que o subgrupo S;c é um invariante.
Portanto, as classes laterais (“cosets”) de S;c = H = {E, P4, Ps}, séo:

P,H; P,H; P;H; P,H e PsH, entdo, o grupo fator de G sera:
G/H = {PlH, PQH, P3H, P4H, PsH} .
Tais classes laterais (“cosets”) valem, respectivamente:

PE =P,
pH=<PP,=P,; PH = {P,P,P}; PH ={P,P,P};
PP, =P, pH = {P,P,E}; PH={P,EP,}
As duas ultimas classes laterais (“cosets”) (P,H; PsH),

mostram que: HH = H. O resultado do item acima mostra que:

S; =H+ PH=H+P,H=H+P;H.

Exemplo 1.3.8 Seja o grupo S; e tomemos o grupo
alternativo A = S;¢ formado pelas permutacdes ciclicas de S;. Mostre

que S; € um grupo nao simples e nao-semisimples.

Sendo S3 = {E, Ph Pz, P3, P4, P5} € A3 = {E, P4, Ps}, entao: EP4 =
Py EPs = Ps; P4Ps = E, portanto, A; é Abeliano. No Exemplo 1.3.7
mostramos que A; € invariante. Ora, como A; é um subgrupo
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invariante nao-trivial de S; e Abeliano, logo, segundo a Defini¢ao

1.3.7, S; € ndo-simples e ndo-semisimples.

Exemplo 1.3.9 Seja o espaco vetorial R®. Calcule o grupo

fator desse espaco vetorial.

Z
N
ALY, z
v >
A~ .
2 ~< v
2 z
0 /1!
i
|

/ Y
i

O sub-espaco vetorial R* formado pelos vetores do plano xoy é

um subgrupo invariante de R, pois:
VR2v! = R%, onde Vv € R?.

Tomemos, agora, um vetor Z pertencente ao R® e que esteja
situado no eixo dos z. Entdo, o conjunto de vetores formado pela soma
vetorial de Z com vetores do R2, ou seja, Z+ R? é uma classe lateral
(“coset”) de R®. Esse conjunto é representado por todos os vetores que
tém suas extremidades situadas em um plano z perpendicular ao eixo
dos z e paralelo ao plano xoy, conforme mostra a figura. Assim, cada
um desses planos corresponde a uma classe lateral (“coset”) de R’ e
forma uma série continua.

O grupo fator de R’ é constituido pelas projegdes dos vetores
pertencentes as classes laterais (“‘cosets”) no eixo 0z, ou seja, o
elemento F, do grupo fator é obtido desprezando-se os vetores
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diferenca entre os diferentes vetores cujas extremidades encontram-se

no plano z. Em Matematica isto é representado pelo simbolo de

congruéncia:
- = = 2
VEV'=V =...(rnodR )

Essa notacdo significa que esses vetores sdo iguais, se
desprezarmos o vetor diferenca que esté situado no plano z. Assim, o
3
grupo fator serd R¥/R*=0Z =R'.

E oportuno observar que podemos generalizar o que acabamos
de ver, ao aplicd-lo ao caso do espaco vetorial R". Assim, R" é um
grupo de dimensdo n e, por seu lado, H é um subgrupo invariante de
dimensdo m < n, entdo, o grupo fator F serd constituido pelos vetores

]

v.', v.", ..., de tal modo que:

i Vi Vi

e a dimensdo de F = G/H serd m-n, e representa a projecao sobre um
eixo, plano ou hiperplano.

1.4 Isomorfismo e Homomorfismo

Definicao 1.4.1 Isomorfismo. Sejam dois grupos G e G’, tal

que:

1. A cada elemento g € G corresponde a um e somente um

elemento g;e G’, isto
ge Gedg' € G

2. Se gigj = g, entdo g’ g’ = g.’, para todos os elementos de Ge G’.
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Deste modo, G e G’, sdo ditos isomérficos, ou seja: G = G’.
Portanto, eles t&ém a mesma tabela de multiplicacdo.

Exemplo 1.4.1  Mostre que o grupo S; é isomorfo ao
grupo que mantém um tridngulo eqiiildtero
idéntico a si proprio.

O grupo que mantém um tridngulo eqiiildtero idéntico a si
proprio € definido por (veja as figuras a seguir).
E: Operagdo da identidade, a qual deixa a figura idéntica a si
propria;
P,: Reflexdo em torno da linha A, isto é, troca o vértice 1 por 2;
P,: Reflexdo em torno da linha B, isto é, troca o vértice 2 por 3;

P;: Reflexdo em torno da linha C, isto é, troca o vértice 1 por 3;

P4: Rotagdo de 120° no sentido horario em torno do centro o,
isto é, o vértice 3 vai para o lugar de 1, este para o lugar de 2, e este
para o lugar de 1;

Ps; Rotacdo de 120° no sentido anti-horério em torno do centro
0, isto é, o vértice 3 vai para o lugar de 2, este para o lugar de 1, e este
para o lugar de 3.

E ficil ver que esse grupo satisfaz 3 mesma tabela de
multiplicacdo do grupo S; e que foi construida no Exemplo 1.2.1. Por
exemplo PP, =Py, pois:
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3 2
c S 2
A VA AT
N\ —
2 |2 3 03 |2 I3 |

Exercicio 1.4.1 a) Complete a tabela de multiplicacdo do

Exemplo 1.4.1.
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b) Mostre que o grupo S, é isomorfo ao
grupo de reflexdes espaciais.

Definicao 1.4.2 Homomorfismo. Dois grupos G e G’ sdo
homomorficos, se os elementos de G podem ser postos em uma
correspondéncia (ndo um a um) com os elementos de G’ e desde que
esta correspondéncia preserve as leis de multiplicacio dos dois
grupos.

O diagrama a seguir esclarece a definicao dada.

Obs: O conceito de Homomorfismo € muito usado em cristalografia.

Exemplo 1.4.2 Seja S, o grupo de permutag¢des de n (> 1)
objetos. Ao conjunto de permutacdes pares
associamos o numero +1, e ao de

permutagdes impares, o ndmero -1. O
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conjunto formado por +1 e —1 forma um
grupo multiplicativo e é homomorfico do
grupo S,. O elemento +1 corresponde ao
Grupo Alternativo de S,, isto é, A,, e -1 a
sua classe lateral (“coset”) (Meijer e Bauer,
1962).

Teorema 1.4.1 Se um grupo G possui um subgrupo
invariante H, entdo G é homomorfico ao grupo fator G/H.

Exercicio 1.4.2 a) Se G é homomorfico a G’, e se E’
€ o elemento de unidade de G’, mostre
que:

I) O conjunto de elementos de G que
corresponde a E’ forma um subgrupo
invariante de G;

II) G’ € isomorfico ao grupo fator G/H.

b) Mostre a dltima afirma¢do do Exemplo
1.4.2.
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CAPITULO 2

Representacdes de Grupo'

2.1 Primeiras Definicoes

Definicao 2.1.1 Uma representacido de um grupo é um
grupo de identidades matemdticas homomorficas ao grupo abstrato
original. Uma representaciao linear € uma representagdo em termos
de operadores lineares. Assim, se fizermos uma aplicagdo
homomorfica de um grupo arbitrario G num grupo de operadores D
(G) € L, dizemos que D (G) € uma representacao de G no espago de
representagdes L. Se a dimensado de L € n dizemos que a representacio
tem dimensdo n. quando a representacio é dada em forma de matrizes,
ela € denotada por D; ; (G). Como pode haver vdrias representagdes
para um mesmo grupo, entdo denotaremos D™ (G) [ou Di“j (G)] para
uma dada representacdo de dimensdo p. Os elementos de uma

representacdo devem ter as seguintes propriedades:

a) D(RS)=D((R)D(S), VR, S € G;
b) DRH=[D®RI, VR e G;
¢) D (E) =1;E : Elemento unitario de G.

A defini¢do acima permite tirar duas conclusdes:

! Esta parte deste Capitulo foi ministrada pelo professor José Maria Filardo Bassalo
no Curso de Extensdo, realizado em 1985, na UFPA, sobre Teoria de Grupo.



I) Cada grupo tem uma representacio unidimensional que é
denotada pelo nimero 1;

II) O determinante de cada matriz representacdo é também uma

representacdo, pois:

det D (R) . det D (S) = det [D (R) D (S)] = det [D (RS)].

Exercicio 2.1.1 Usando a propriedade a) da Defini¢do

2.1.1, demonstre as propriedades b) e c).

Definicao 2.1.2 Quando a correspondéncia entre os elemen-
tos de G e os de D (G) é um isomorfismo, a representagdo € dita fiel
(“faithful”). Neste caso, a ordem de D (G) é a mesma de G.

Definicao 2.1.3 Duas representacdes D (G) e D’ (G) sdo
ditas equivalentes, se V R € G, existe uma transformacdo de
similaridade S, tal que:

D’R)=S'DR)S.

7

Definicao 2.1.4 Uma representacdo matricial ¢é dita
redutivel se, por transformagdes de similaridade, sua matriz pode ser
posta na forma:

[D(i) (R) A(R) J
D (R)= ,

0 D® (R)

onde DY R) G = 1,2,. . ., k) sdo também representacoes do mesmo

grupo.
a) Ela é dita completamente redutivel se A (R) = 0;



b) Quando ela nido pode ser escrita nessa forma, ela é dita
irredutivel,;

¢) Uma representacio totalmente redutivel é a soma direta de
representagdes irredutiveis (estas podem aparecer vdrias

vezes), isto é:

onde {a,} sdo nimeros inteiros positivos e a dimensao de D é a soma
das dimensdes de DY. (E oportuno salientar que essa soma nio

representa soma de matrizes!)

Exercicio 2.1.2 a) Demonstre que cada representagio
matricial D(G) de um grupo finito G € equivalente a uma
representacdo unitdria;

b) Demonstre que:

LseG, G;=G;

D;; (GH)Z{O,SCGH G,#G,’

onde Gy € G, é uma representacio fiel de G e denominada regular.

Exemplo 2.1.1 Encontre um conjunto de representagdes

irredutiveis do grupo S;.

O grupo S;, conforme vimos no Exemplo 1.2.1, é dado

por:

E =(123); P, =(213); P, =(132) ; P; = (321) ; P, = (312) ;
Ps =(231) com a seguinte tabela de multiplicagdo:



E P, P, Ps P,y Ps
E E P, P, P; Py Ps
P, P, E Py Ps P, P;
P, P, Ps E | P; P,
P3 P3 P4 P5 E P1 PZ
Py P, P; P, P, Ps E
Ps Ps P, P; P, E |

a) Primeiramente vamos encontrar as representacdes uni-dimensionais

de S;. A tabela de multiplicagdo acima nos mostra que:

P2 =E;P}=E;P} =E,

entao:
D (P2)=D(E)=1-D(P)D(P)=D? (P)=D (B)=1,
entao:
D®P)=%1.
Analogamente:

D (P,) =D (P3) ==1.

Por outro lado, temos:

P42=P5 ;Pj=P42 P,=PP, =E,
P52=P4 ;P53=P52 P,=PP, =E,
entao:

D(P})=D (P} P,)=D(P})D(P,)=D*(P,)=D(E)=1,



logo:
D(P4):i/1:1,t,t2, onde: t:—%+% NER

Analogamente:
D (P,)=D (P,)=1,t,t>.
Examinando-se, ainda, a tabela de multiplicacdo de Ss, vé-se que:
P,P,=P, e P\P;=P;s,
entao:
D (PP)=D®)D (P)=D [Py =& 1) (F1D)=1=D (Py).

Analogamente:

D (P/P3) =D (Ps) =1,

vé-se, entdo, que das trés solugdes de D(P4) = D(Ps), apenas a solucio
1 € satisfatéria. Assim, temos apenas duas representagdes uni-

dimensionais de Ss:
DV (g)=1,Vge S;,
D" (E) =D"(P,) =D"(Ps) = 1,
D" (P)) = DV (P,) = DV (P3) = 1.

Tais representagdes sdo Homorfismos.

b) Agora, vamos encontrar uma representacao bi-dimensional de Ss.

1 0
Sendo D® (E) =, entdo D® (E) = (0 J :
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Por outro lado, temos (vide tabela de multiplicagdo):
P?=P} =P} =E,

entao:
D?(P*)=D?E)=1, (i=123).

Seja:

D(Z) (P)=(a bj ,
Vole d

a bl(fa b 10 a2+bc=1;ab+bd=0
= —
cd/lc d 01 ac+cd=0;bc+d2=1.

Tomemos a equacio:

entao:

ab+bd=0 - b(a+d)=0 - b=0 (oua=-d).

Tomamos, no entanto, b = 0. Entdo, sendo:

a+bc=1—>a’=1 >a==+1.

Por outro lado, temos:
ac+cd=0 > c(a+d)=0 - ¢c=0 (oua=-d).
Tomemos, no entanto, ¢ = 0. Entdo, sendo:

bc+d*=1— d&*=1—> d==1.



Assim, podemos ter trés possibilidades para a representacio D@ (P)):

(602

Vamos escolher a primeira delas e supor que:

D® (P2)=(_1 Oj.
0 1

Se, no entanto, fizermos:

1 0 -1 0
D? (P)= e D% (P)= ,
(B) (0 _J ®y=|
veremos que, sendo [vamos descarregar o indice (2)]:
P,P; = Ps, entdao D (P,P3) =D (P)) (P3) =D (P5).

Ora:

1 0)(-1 0 -1 0
D (P) D (P3) = o —1llo 1171 o 1 =D (P,) #D (Ps).

Por outro lado:
D (Py) D (P3) =D (P,P3) = D (P,), pois P,P; = P,.

Ora:

-1 0)(-1 O 1 0
D(PZ)D(PS):( 0 J( 0 _J = [0 _J =D (P)) #D (Py).

Por fim:



D (Pz) D (P]) =D (PzP]) =D (P5), pOiS P2P1 = P5.

Ora:

-1 0)(1 O -1 0
D(Pz)D(P1)=[ J( J=[ J=D(P3)¢D(P5)-
0 1)l0 -1 0 -1

Agora, vamos escolher uma outra possibilidade para as

representacdes D (P) (i = 1,2,3), isto é:

10 -10 -1 0
D(P)= ; D(P)= ; D(P3)= :
0 -1 0 1 0 -1

De maneira andloga ao caso anterior, demonstra-se que:

D (P>) D (Py) =D (Ps) # D (P,Py),
D (P2) D (P;) =D (P4) # D (P2P3).

Tomemos, agora, uma outra alternativa, qual seja:

-1 0 -1 0 1 0
D(P2)=[ 0 _J; D(P1)=( 0 J; D(P3)=(0 _J-

Portanto, com esses valores, € facil ver que:
D (P,) D (P)) =D (Ps) # D (P,Py),

D (P2) D (P;) =D (P4) # D (P,P3),
D (Py) D (P3) =D (Ps) # D (Py) D (P3).



Assim, s6 nos resta uma de trés possibilidades:

-1 0 1 0
D@P,)= 0 1 ou D@P,)= 0 .1 ou

D@ 100
7 lo a)
Procuremos, agora, outras representagdes. Sendo:

(P,)’ = (P5)* = E, entdo:

3 3 1 0
D" (Py)=D"(Ps)=D (E) = :
0 1
Tomemos, portanto:

b
D(P4)=(: dJ.

Existe uma infinidade de solucdes. Vamos, inicialmente,

escolher uma matriz real e unitdria, isto é, ortogonal. Entdo, teremos:

A inversa dessa matriz sera:

| 1 1 d -b) (a ¢
D! () = Cof D, = = .
! detD " (ad-bc)l-c a) \b d

Portanto:
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d =a:— b =Cc:— C =b: a =d
ad—bc > ad-bc > ad-bc >ad—bc

Tomemos:

d . a d 5 d

=a =d(ad—bc) — (ad—bc)? =
ad—bc ad —bc ad—bc

=1+ (ad—bc) =+1.

Se:
ad-bc=+1 - a=de b=-c.
Ou, se:
ad-bc=-1—sa=-deb=rc.
Assim:
D(P4)=( ‘ bj ouD (P,) = (a b].
-b a c -a

Escolhendo:

a b
D(®P,)= (—b aj'

Sendo, ainda:

. a b)Y (10 L
D’ (P,) =1, entdo: b = 0 1 ,coma +b° =1,
- a
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vira:
a b) (a’-3b%a 3a’b-b’) (1 0
b a) (b’-3a’b a’-3ab2>) (0 1)

3a’-b*=0,
bBa’-b)=0—->b=0 ou 3a’=b%

Portanto:

A solugdo b = 0 é descartavel, sendo a representacdo seria
redutivel. Tomemos, portanto, a segunda solugao:

1
3a2=b*=1-a> - 4a’=1 —>a=i§.
3(lj=b2—> botl 3,
4 2

Por outro lado, temos:

a®-3b%a=1 > a@-3bH=1 > a (a2—3 x%j:l,

1 9 8 1
aj——|=1—>a ——|=1 > a=——-.
o)

Finalmente, escolhendo b = —%\/5 , teremos:

1 -ﬁ]

1
D (P,)==
2(\/5 1
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Sendo:

D’ (P5)=((1) ?j,entﬁo D(PQ:%(;/I_ \/5],
3 -1

1
ja que tomamos b = E\/g .

Anteriormente, vimos que D (P,) tem trés possibilidades.

Vamos escolher a seguinte:

10
D(P2)=( . J.

Agora, vamos determinar as outras representacdes restantes,
isto é, D (P;) e D (P,). Sendo:

D (P,) D (P,) =D (P,P,) =D (P,), teremos:
b -1 0 -1 43
a :l \/— —>a=l;b:—l\/§;
c d 0 1 2 1 +/3 -1 2 2
c:—l\/g e d:—l,entﬁo:
2 2

1 -ﬁ}

1
D®)=—
®) 2{-\@ 1

Por fim:

D (P,) D (Ps) = D (P,P;) = D (P,), entéo:
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GG ) - e

CZ%\/E e d=- —, entdo:

1
2
D)=L ! )

CO2W3

Em resumo, uma das representacdes irredutiveis de S; terd o
seguinte quadro (os indices A e B diferenciam as representagdes

unidimensionais):

P, 1 -1 l[ ! _\EJ

-1 0
P, 1 -1 (0 J

1|1 V3
P, 1 -1 5

NEp-

-1 -3
P, 1 1 3[\5 _J
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Exercicio 2.1.3 Encontre:

a) Os geradores do grupo Ss;

b) Uma outra representacdo
irredutivel e bi-dimensional de Ss;

c) Todas as representacoes

irredutiveis do grupo dado pela seguinte tabela de multiplicagao:

QW m

QW mm
@O m» >
>maww
mpP>waan

Exemplo 2.1.2Encontre uma representagdo tridimen-

sional e regular para o grupo alternativo As.

O grupo alternativo Az € formado por:
G, =(123); G, = (312); G; = (231), de modo que é ficil ver que:
G1G2 = Gz; G1G3 = G3; G2G3 = Gl; Glz = Gl; G% = G3 5 G% = G2 .

Agora, usaremos a definicdo de representacdo regular,
isto é:

1, se G, G,=G,

0, nos demais casos.

D {Gn}:{

Portanto [vamos descarregar o indice (3)]:
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Dy (G)=1; D2 (Gy) =0; pois GG, # Gy,
D13 (Gl) =0 5 pOiS G1G3 * Gl,

D5 (Gy) =0 ; pois GG, # Gy; D2y (Gy); = 1; pois GG, = Gy,

D3 (Gy) =0; pois G,G3 # Gy; D3 (Gy) =0; pois GG, # Gs,
D3, (Gy) =0; pois GG, # G3; D33 (Gy) = 1; pois GGz = Gs.

Logo [vamos carregar o indice (3)]:

DY (G,)=

S O =
S = O
— O O

De maneira andloga, demonstra-se que:

0 0 1
DY (G,)=[|1 0 0| e DY (G,)=
010

- O O
(e R
o = O

Exercicio 2.1.4 a) Calcule D (G,) e D (Gj3) do
Exemplo 2.1.2;

b) Encontre uma representacdo 6 —
dimensional regular para S;;

) Encontre representacdes
equivalentes da representacdo regular de A;, para:

1 00 0 10
S;=/0 0 1]e S,={1 1 2|;
010 2 01
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d) Encontre a representacio
regular para o grupo ciclico {E, A, B, C}, onde B = A’: C=A’ E
= A",

Exemplo 2.1.3 Mostre que o conjunto de operadores

lineares {Ogr} definido por:
Orv(X)=y(RX) ; onde X - RX,

forma um grupo. Calcule, entdo, suas representacdes. (Esses operadores

sao chamados de Operadores de Wigner.)

a) Vamos mostrar, inicialmente, que esse conjunto {Og}

forma um grupo.

I) Condicao de fechamento
Seja: Oy [\|/ (i)] =y (RX), entdo:
(OsOR) v (x) = Os[Og ¥ (X)] = Os y(RX) = y[S(RX)]
(OsOr) ¥y (x) = w[(SR)x].
Sendo SR =T, entdo:
(Os0g) v (X) = y(TX) , logo:
OsOg = O1 = Ogg, ¢ um Operador de Wigner!
1) Condicao de Associatividade:
[(OsOr) O1] w(X) = OsOr[y (TX) ] = Os [y (RTX)] =y (SRTX) .

Por outro lado, temos:

(O5) [(OgOp)] ¥ (X) = Og [Og ¥ (TX)] = O5 [w (RTX)] =y (SRTX),
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entao:
(OsOgr) Ot = Os (OrOn).
1II) Elemento Unidade:
Oply ®)]=y E) =y X)=Ey ),
Or=E.
1V) Elemento Inverso
Og-1 [Or ¥ ®)]=0g1 [y Rx)]=y (R RX)=y (Ex)=y (X)=Ey (X) ,
entao:
0, Oy =E — O, =[Og]™".

b) Agora, vamos mostrar que as matrizes definidas por:

Op v; ®=v, (Ri)=§l D, (R)y, ® (=1.2..0),
sdo representacdes do grupo {Og}.
Calculemos:

n
OSOR Vi (X):OS Vi (RX)=OS W]Elei (R)\Vj (x)=
n _ . n n _
=J§1 Dji (R) OS \VJ (x)zjngji (R) kEIij (S) Vi (x)=
:_],IZ<:=1DJ1 (R) Dk] (S) Vi (;():kz;l Dk] (S)DJI (R) Vi (;()Z

=k§:1 [Ds)D®]; v, ).
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Por outro lado, temos:
O4Oy v; (X) =Ogg y; (X) Zkzzll D (SR),; vy (X)-
Assim:

L [DS)D R v ®) = X D SR, v, (D).

k=1

Entdo:

D (S) D (R) =D (SR).

Exemplo 2.1.4 Seja {R} = {R}, Ry, R3, Ry} 0 grupo de
rotacdes do plano (x—y) em torno do eixo dos z, através dos angulos
0°, 90°, 180° e 270°, no sentido anti-hordrio. Seja {y, (X)} o conjunto
dos Operadores de Wigner definido por:

Op, V0 =y[R, x.y)]=vy x.y)=v,,
Op, V(.1 =V [R, x.y)]=v (y.x)=v,,
O, v (. y) =y [Ry x,y)]=v (-x-y) =y,
Og, V(.Y =v[R, xy)]=v (y.0) =y,.

Calcule as representacdes de {R}.

a) Tomemos o elemento R;. Entdo:

4
OR] Y =_]§1 Djl (Rl)\vj - ORl V(Y=Y XY)=Vy,.

Assim:
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V; =D R W +Dy R) W, + Dy (R)ws +Dyy (R,
Portanto:
D, R)=1;D,; (R))=D; (R))=D,, =0.

Por outro lado, temos:
4
Og, V2 =X Dj R); = Og, ¥ (%) =y () =V,

Yy =D Ry +Dy5 R) Wy + D3y (R) w3 +Dys (R yy.
Portanto:
D22 R)=1;Dy2(R))=Ds32(Ry) =D4 (Ry) =0.
Analogamente, demonstra-se que:
D33 R)=1;D13(R)=D23(R))=Ds3(Ry)=0.
Dss (R =1;D14(R)) =Dy 4 (Ry)=D34(Ry) =0.

Assim [carregando o indice (4)]:

DY (R)) =

S o o =
S o = O
o = O O

b) Agora, tomemos o elemento R,. Entao:

4
Og, ¥, = §1 D Ry, = Op, v(X,Y) =y (¥, X)=V,.

i
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Assim:
Vs =Dy (Ry) yy + Dy (Ry) wy + D3 (Ry) w3 + Dy (Ry) vy
Portanto:
D, (R,)=D;, (Ry) =Dy, (Ry)=0;D,, (Ry)=1.

Por outro lado, temos:
4
OR2 Y, = jgl Djz (R,) v = OR2 Y (¥,-X) = (-X,-y) = 5.

Assim:

V; =D, (Ry) y; + Dy, (Ry) wy +D5, (Ry)) w3+ Dy, (Ry) vy
Portanto:
D;,(Ry)=1;D12(Ry) =Dy, (Ry) =D4» (Ry) =0.

Analogamente, demonstra-se que, sendo:

4
O, V3 =0g, V(X,-y) =y, = j§1 Dj; (Ry) v;

4
OR2 Yy = OR2 \}I(-}’,X) = (an) =y, = ‘Zl Dj4 (Rz) Y,

entao:
Ds3(Ry)=1;D13(Ry)=D;3(Ry) =D33(Ry) =0,
Di4(Ry) =1;D34(Ry) =D34(Ry) =Dy 4 (Ry) =0.

Portanto [carregando o indice (4)]:
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D(4) (R2 )=

S O©O = O
i = )
- o O O
S O O =

Exercicio 2.1.5 a) Encontre D (R;3) e D (Ry) do Exemplo
2.1.4;

b) Mostre que o operador H para um

potencial Coulombiano € invariante por uma reflexdo em torno da
origem;

c) Mostre que {Og} e {R} sdo
Homeomorficos.

2.2 Teoremas Fundamentais Sobre Representacoes de
Grupos

Teorema 2.2.1 Cada representacdo matricial D {G} de
um grupo G € equivalente a uma representagdo unitdria. (Cf. Exercicio
2.1.2.a).

Teorema 2.2.2 Uma matriz A que comuta com cada
matriz D{R} de uma representa¢do irredutivel de um grupo G ¢é

multipla da matriz unidade, isto é: A = A E.
Demonstracio:

Por hipétese, temos que:

AD®R)=D®R)A,VRe G.

Assim:
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[AD®R)" = [D®R)Al"

D" (R)A"=A"D" (R).
Pelo Teorema 2.2.1, D (R) € unitéria, entdo:

D*(R)=D"' (R).

Portanto:
D' (R)A*=A*"D"' (R).

Por outro lado, segundo a Definicao 2.1.1.b, temos:

D' (R)=D R™.

Chamando R™ = S, vird:

D (S)A"=A"D (S).

Assim, V T € G, teremos:

D(T)A=AD(T),
D (T)A"=A"D (T).
Da teoria das matrizes sabe-se que toda matriz pode ser
sempre decomposta em duas matrizes Hermitianas, isto é:
A=A, +iA_, onde:

A, =%(A+A+)=Ai : A_=%(A—A+)=At.
1

Portanto:
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D(T)A, =D(T) % (A+A+)=% D(T) A+% D(T) A+=%A D (T)+

1 _1 _
+2 AT D(T)=2 (A+AT)D(T) — D(T) A, =A D(T).

Por outro lado:
D(MA_=DM-L Aa-aH)=LbpmMma-LbpmMma+r=_LaDT)-
21 21 21 21

—% AT D (T)=% (A—A+)D(T) = D(T)A_=A_ D(T).

Portanto, € suficiente considerar A como uma matriz Hermitiana. Seja

H essa matriz, entdo:

D@R)H=HD (R),

onde:

D (R)D'(R)=E; H=H".

Se H é Hermitiana, pelo Teorema Espectral da Algebra
Linear, existe uma matriz unitdria U que a diagonaliza, ou seja:

H,=UHU"".
Facamos, entdo, D (R)=UD (R) U-1, portanto:
D (R) Hp=UDR)U-1UHU-1=UDR)HU-I=UHD (R)-1=
=UHU- UD(R)U-'=Hp D (R),

ou seja:

D (R)H, =H, D (R).
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Tomando-se Hy, ={A;;9;,}, vird:

D;; (R)A;;=h; D;; (R) = D, (R)(h;—L;)=0.

il

Se: kiiikjj’ - BIJ(R)=0, VReG.

Entio, D(R) é redutivel o que contraria a hiptese do teorema.

Assim:

A, =X E e A_=A_E.
Portanto:

A=A, +HA_=A, E+iA_ E=(A,+iA_)E — C.Q.D.

Teorema 2.2.3 - Lema de Schur. Se {D (R)} de
dimensdo m e {D’ (R)} de dimensdo n, sdo representacdes de um

grupo G e A € uma matriz m x n tal que:
D((R)A =AD'(R),
entao:

a) Se m =n, logo A = 0 ou ndo-singular (det A # 0), e neste caso

D (R) e D'(R) sdo representagdes equivalentes;
b) Se m #n, logo A é uma matriz nula.

Demonstracao:

Por hipétese, temos que:

D(R)A=AD'(R),

ou:
[D®RAJ" =[ADR)]} — A+D+(R)=D"* (R)A+.



Sendo D" (R) uma matriz unitéria (Teorema 2.2.1), temos:
D* (R)=D" (R), entdo:
A" D' (R)=D" (R)A".
Pela Defini¢do 2.1.1.b, temos: D' (R)=D (R™).
Chamando-se D (R')=D(S), vira:
A"D(S)=D'(S)A".
Portanto, VT € G, temos:

D(T)A=AD'(T)

A"D(T) =D'(T) A" (multiplicando por A)
AA*D(T)=AD'(T)A*=D(T) A A*.
Ora, se A A* comuta com D(T), pelo Teorema 2.2.2, vira:
AA"=)\E.
(a) Se m = n, entdo A é uma matriz quadrada, logo:
det (A A") =det LE) =",

det A.det A* =A" — (det A)* =A™

a.l) Se A # 0, entdo det A # 0, logo existe A, portanto:
D(MA=AD(T)> AD(THA=A"AD(T) >

D’ (T) = A"'D (T) A, isto é, D(T) e D’(T) sdo equivalentes.

25
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all) SeA=0,entdio AA*=0— % Ay Aﬁj =0,
ou % Ay A*jk =0.
Tomando-se i = j, vira: % Ay A =0
%|Aik|2= 0> Ap=0,Vik.
(b) Se m # n, entdo A € uma matriz retangular. Tomando-se m < n,

entdo podemos construir uma outra matriz B (n X n), a partir de A e
completando com (n — m) colunas de zeros. Assim:

a1 a2 .. Ay ar; a2 .. Ay 0...0
A= dy; A dom | € B.T. -a_.-z-l--"a_.-z-z_ -------- _a-z-l_r-l"-p L0
dpp  ap2 4pm dp1  ap2 4pm 0..0

E facil ver que: AA*=BB". Entdo, sendo AA* =L E — detA detA* =
det B detB* = 0, pois det B = 0, entdo:

det Adet A*=A"=0 ->A=0 — C.Q.D.
Teorema 2.2.4 - Teorema da Ortogonalidade. Seja um

grupo G que contém g elementos, e seja D® (R) (V R ¢ G)
representacdes unitarias e irredutiveis de G. Entdo:

% Di.. ¥ ([R) D" (R*)=§ Di. ¥ (R) D¥," (R) =

=L
oy

Y 81j 8em >
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onde n, representa a dimensionalidade da representacdo.

Demonstracao:

Como podemos multiplicar matrizes quadradas de ordens

diferentes, vamos, portanto, construir a seguinte matriz:
A=Y D"R) B D'™(R),
R
onde B € uma matriz (L x V) arbitrdria. Multiplicando-se a matriz A
definida acima, pela esquerda, por D *(S), vira:

D(H)(S)A =3 D(H) (S) D(P—) (R) B D+(V) (R) .
R

Por hipétese, D sdo representagdes unitdrias, entdo:
D'V ®R)=D""[®R) e D' (S) DY (S) = E.

Por outro lado, segundo a Definicdo 2.1.1.b, temos

D™ (S) = D(S7),

entao:
D(H)(S) A=Y D(H)(S) D(P—)(R) B D(V)(R—l) )
R
sendo:
DY(™ . DY(S) =DY(S'S) = DY(E) = E,
logo:

D¥(S) A=Y D" (S) D¥(R) B DYRHDY(SHDY(S) .
R

Usando-se a Definicao 2.1.1.a, vira:

D"(S) A=Y D®SR)BDY (R S DY(S).
R
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Ora,
R'S™! = (SR), entdo:

D™(S) A= % D"(SR) B D™ [(SR)']1 DY (S).

Sendo, ainda, segundo a Defini¢do 2.1.1.b,
D'R)=D®R") e D'(R)=D"'(R), entio:
D"(S) A=Y D®™SR)BD*™ (SR)DY (S) .
R

Pelo Teorema do Rearranjamento (Teorema 1.3.1), temos:

> D®SR)BD*™ (SR) = ¥ D®[R)B D " (R).
R R
Portanto:
D™(S) A = (z D W(R)B DV (R)j DY (S).
R

Entio, D®(S) A=A D"(S), devido a definicio de A.

Agora, para demonstrar a tese do teorema, vamos usar o Lema de
Schur (Teorema 2.2.3).

a) Se D™(S) e DY(S) sdo ndo-equivalentes (1 # V), entio

A =0, logo:

Am=X leif“)(R> Bip Dpm (R) = 0.
]

Como B é arbitrario, vamos escolher Bip =1,eo0s demais
elementos nulos, entdo:
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> D’(R) Di"(R) = 0.
R
b)Se D™(R) e DY(R) sio equivalentes (1 = V), entdo:

A=A E— Aim=x8im=§ % ij”(R) B, D;"(R).
Js

Como B € arbitrario, vamos escolher Bjp = 1 e os demais
elementos nulos, entdo:

A&m = X DI(R) D;M(R),
R 1j 'm

Colocando-se 1 = m e somando-se os dois lados dessa equagdo

parai=12,..ny, vird:

ny ny
S 3 DR DEP®R) = 3 Adi=mh

R i=l i=1

Por outro lado, temos:

I'IM nM B
> > DP®R) DY ®R) =X ¥ DPRDLWR)=
R R i=l

-
—

nu B nu _
=» » D®) DR =% ¥ DFRHDF(R)=
R i=l R i=l

=2 D" R DY ®)ly = DY RR)lpj=
R R

= gD(“) (E)pj = gBp; .
Assim:

nM7\,=g6Pj—>7\,=ni S,gj,
0
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> DMR) DIMR) = 28,8 .
R IlH

Agora, juntando-se os resultados dos itens a) e b), teremos:

% Di(ju)(R) D/ (R) = niSW Jip Oim - C.Q.D.
u

2.2.1 Interpretacio Geométrica do Teorema da
Ortogonalidade

O Teorema da Ortogonalidade (Teorema 2.2.4) nos
mostra que se tomarmos as representacdes como ‘“‘vetores” de um
espaco vetorial de dimensdo g, tais vetores sdo “Ortogonais” nesse
espaco (espaco de elemento do grupo). Esses vetores sdo
representados por trés indices: W, {indice da dimensdao da
representacdo, e i e j, indices de linha e de coluna da representacio
propriamente dita. Os “eixos” desse espaco vetorial sdo representados
pelos elementos componentes do grupo R = {E,A,,...,A.}.Portanto, tais
“vetores” sdo denotados por { Di(j“) (R)}, onde R representa o indice de
“componentes” desses “vetores”. Quantos desses vetores existem? Uma
representacio D™ de dimensionalidade ny € constituida de matrizes
(ny x ny), portanto, contém nﬁdesses “vetores”. Assim, 0 numero

total deles, vale:

2

2 2 2 N
n +n +n3 +...= Y n,”
p=l

onde essa soma se estende a todas as representagdes irredutiveis nao-
equivalentes. Ora, na teoria dos espagos vetoriais demonstra-se que o
nimero de vetores ortogonais ndo excede a dimensdo do espago,

entao:
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iz
=
=
)
IN
aQ

Exercicio 2.2.1 Demonstre a Relacao de Completeza para as
representacdes de um dado grupo:

N n
) / DY (R) / DV (R') = Bgg
v= 1 i,j= 1

2.3 Carateres das Representacoes

Definicao 2.3.1 O traco de uma representa¢do matricial

Di(ju ) (R) é chamado de carater de R e denotado por:
X" ®) = r DR)= ¥ DI (R)
i

Da defini¢do acima, resultam as seguintes conseqiiéncias:

a) Duas representacdes equivalentes do mesmo grupo tém os
mesmos carateres, ji que o traco de duas matrizes equivalentes sio
iguais;

b) O carater da representacdo do elemento unitdrio E do grupo é

igual a dimensionalidade da representacdo, pois a matriz correspon-
dente a E € a matriz unitaria;

¢) Todos os elementos de uma dada classe de um grupo t€ém o
mesmo cardter, pois que se A é um elemento de uma classe, o outro

-1 . R L
tem a forma XAX ~ e as correspondentes matrizes tém tracos iguais.

Exemplo 2.3.1 Calcule os carateres do grupo Ss.
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Usando-se a Defini¢do 2.3.1 e o resultado do Exemplo 2.1.1,

¢ f4cil construir a seguinte tabela de caracteres do grupo Ss.

CLASSE X x? X®  ELEMENTOS

Ci 1 1 2 E
3C; 1 -1 0 Py, P2, P3,
2C3 1 +1 -1 P4, P5

Teorema 2.3.1 Os cardteres das representacdes irredutiveis de
um grupo formam um conjunto vetores ortogonais no espago de

elemento de grupo.
Demonstracao:

Vamos partir do Teorema da Ortogonalidade (Teorema

2.2.4):
Y D;W®R) DIYR) = £-8,, Sim Sp.
R np
Facamos i = j e m = P e somemos sobre esses indices,
assim:

YYEDP®R)DH R)=E-5 T Y5 5,
R i ¢ n, weE T or

Usando-se a defini¢ao de carater (Definicdo 2.3.1), vird

% XPR) XTVR) =28, XEp).
R I'l}/l i,/

Sendo:
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> (&p)2 =ny , teremos:
i,0

> X®WR)XHY (R) =gdyy .
R

Porém:

X" R) = X' R), logo:
> XWR)XVR) = gdu
R

Contudo, se Cx representa o nimero de elementos em uma
classe Cy e S € o nimero de classes, entdo:

S
El XW(CHXM(C e =g, =

S e T 3
—kZ:ll ‘/? X (Ck)‘/? X*(v) (C)=8,,

2.3.1 Interpretacio Geométrica do Teorema da

C.QD.

Ortogonalidade dos Carateres de um Grupo

O Teorema 2.3.1 nos mostra que se considerarmos os
cardteres das representacdes irredutiveis de um grupo como sendo
“vetores” de um espago S-dimensional, tais vetores sdo “ortogonais”.
Pela Teoria dos Espacos Vetoriais, o nimero desses ‘“vetores” nao

excede a dimensdo do espaco, ou seja: n < S.

Teorema 2.3.2 Para um grupo finito, temos:
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a) X nﬁ:g,

b) N = S, isto é, o nimero de representacdes irredutiveis do
grupo € igual ao nimero de classes.

Demonstracio:
Parte a:
Segundo a Definicdo 2.1.4.c, temos:
DR) = Ya, DV R).
v

Usando-se a defini¢do de cardter de um grupo (Defini¢do 2.3.1)

vira:
Xi(Ch=2a X~(V)(C ).
j (k " v Nj k

Multiplicando-se ambos 0s membros da equagdo acima

por Xjf(“)(Ck) Cy , € somando-se em kK, teremos:
%XJ— COX; M (Cpe =2 % a,X; V(€)X M) ey
A%

Usando-se o resultado do Teorema 2.3.1, resulta:

% X (Ck)Xj*(u) (Cy)ex =2 gdyy ay =gay, ,
A%

1 :
= XX (COX; W e =

a,, = —
"og

%X(R)X*W(R)

1
g
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Para demonstrar o proposto no item a) do Teorema em
questdo, vamos considerar as representacdes regulares do grupo, sem,
contudo, com isso, perdermos a generalidade. As representacdes

regulares sdo definidas por:

1,SGGHGj:Gi,

(reg) _
D.."%(G,) =
Y H {O, nos demais casos.

Da defini¢do acima, vé-se que:
D{*®(Gy) = 1, para Gy = E, pois: EG; = G; . Entio:
X"™E) =g ; X"®R)=0, para R #E.
Portanto, a expressdo para ay deduzida anteriormente, tomard a

seguinte forma:

n

a, =~ TXRXY®) = ~ FXURXYR) =
g R R

1
g
— 1 X*(u) E —
= g g (E)—> a, =n,
Por outro lado, temos:
&mp%%me,

entao:

N
Xj(reg) (R) — uz_l ay XJ(H-)(R) .
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Porém: ay =ny, e Xj(reg)(R) =g, se R=E, logo:

N () 3
g= Zapxj (E) =X auny ,
n=1 u=l1

e=Y n,|. C.QD.
u=1

Exercicio 2.3.1. Demonstre:
a) O item b) do Teorema 2.3.2;

b) O Teorema da Completeza:

N *
u§1 XM (Cp) Afe, XV (Cy) Afep =g 8y

#(
) \/CZX(“)(C/@) ,/C—kX V)(Ck) = Oy »
wye £

onde N é o niimero de elementos na classe cx de uma representacio

ou:

irredutivel de um dado grupo;

0) Nj XM (CHN XW (C) = £, ZCjye, N, X (Cy) .

Exemplo 2.3.2 Estude a decomposicdo em representagdes
irredutiveis do grupo S..

Os elementos do grupo S; sdo: E, Py, P,, P;, P, e Ps. Entdo,
sendo:
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N

g=X nﬁ, logo: 6 =17+ 1> + 2%,
n=1

o que significa dizer que o grupo S; tem apenas duas representacdes

irredutiveis de dimensdo 1 e apenas uma de dimensdo 2. Portanto,

qualquer representacio de dimensdo 3 serd redutivel. Calculemos uma

dessas representacdes.

1 2 3
a) Elemento E = .
1 2

3

1 00
DE)=|0 1 0],
00 1

1 23
b) Elemento Plz(z ] 3].

Como essa permutagdo troca o primeiro elemento pelo segundo

e deixa o terceiro irredutivel, vira:

Aa+Bb+Cc=b A=C=0;:B=D=1=1;
Da+Eb+Fc=a;—
Ga+Hb+Ic=c E=F=G=H=0.

entao:
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D (P)=

o = O
(=
- o O

1 23
c) Elemento PZ:(I 3 2}.

E facil ver que:

a a 1 0 O0)fa a
D®)|b|=|c|—=1]0 0 1|b|=|c],
C b 0 1 0)lc b
entao:
1 0 0
D®P)={0 0 1
01 0

1 23
d) Elemento P3=(3 5 J.

E ficil ver que:

a C 0 0 1\(a C
D®;)|b|=|b|—=|{0 1 0|/ b|=|b],entdo:
C a 1 0 0)\c a

S O

00
DP)=[0 1
10
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e) Elemento P, = (3 3) .

E facil ver que:

a C 0 0 I\fa C
D®P))|b|=la|—>|1 0 O|/b|=|a|—>D®Py)=
c b 010 b
1 2 3
Elemento P: =
K : (2 3

E facil ver que:

a b 0 1 a b
D®s)|b|=|c|—=]0 0 1|b|=lc|—=D(®Ps)=
c a 1 0 0/lc a

Portanto, a tabela de cardteres dessa representacao sera:

CLASSE ELEMENTOS
G E
3C, Py, Py, P5
2C; P4, Ps

Essa tabela de cardteres nos permite descrever que:
D®R)=2a, DY®),
v

ou:

1
a, =—
4

£ X, (COX, (€ e,

S = W K

- O O

o

[

[
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Portanto:

1 *, *, 3k,
a, :g[X (CHXM(C) e, + X(CHX™(C,) ¢, +X(CHX(C,) c5]=

:% [BxIx1 +1x1x3 + 0x1x2] =1,

2, ==X COX(C) e, + X(CXV(C,) e, + X (COX(C) ;1=

=é [3x1x1 +1x(=1)x3 + 0x1x2]=0,

a, :E[X (C)HX (3)(C1) ¢, + X(C)X (3)(Cz) ¢, +X (C)X (3)(C3) G l=

=é [Bx2x1 +1x0x3 + Ox(-1)x2]=1.

Portanto: D= Dil) @ D(23) .

Exercicio 2.3.2 Estude a decomposicdo das representacdes
irredutiveis de wuma representagdo 6-
dimensional regular do grupo S;.

Exemplo 2.3.3 Verifique as relacdes de ortogonalidade e de
completeza para os caracteres das

representacdes irredutiveis do grupo Ss.

As relagdes de ortogonalidade e de completeza dos

caracteres de um grupo sio dadas, respectivamente, por:
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S
% x (1) (Ck)X*(V) (Cy) e, =28y, (Teorema 2.3.1)

N /
¢ X €0 xw) (€,). | x W) (C,)=8,,. (Exercicio?2.3.1.b)
=ty g g

A tabela dos cardteres de S; € dada por (cf. Exemplo 2.3.1):

CLASSE ELEMENTOS X X? X®
C, E 1 1 2
3C, P, P, P, 1 -1 0
2C; P4, Ps 1 1 -1

a) Relacgoes de Ortogonalidade
XPCHXM(C) ¢, + XD (CHXP(C,) ¢, +XV (CHX(Cy) ¢,y =
=1x1x1 +1x1x3 + IxXIx2=6=g}9, =g,

XO(CHXP(C) ¢, + X (CHXP(C,) c,+X P (C,)X P (C,) c,=

=1x1Ix1 +1x(=1)x3 + IxIx2=1-3+2=0=g9,, =0,
XPCHX(C) ¢, + XV (CHX(C,) ¢, +X (CHX(C,) ¢y=
=1x2x1 +1x0x3 + 1x(-1)x2=24+0-2=0=g3,, =0.

Como:

x (1) Cp)= X*(”)(Ck) , portanto, as demais relacdoes de
ortogonalidade sdo idénticas a essas demonstradas acima.
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b) Relacoes de Completeza

\/g X(l) (Cl) \/0_7l X*(l)(Cl)+ \/0_71 X(Z) (Cl) \/g X*(Z)(Cl)+
g g g g
+ i~ X% (C,) < X'(C,) = 1><1><1+1><1><1+2><2><1 125, =1,
g g 6 6 6
\/g X(l) (Cl) \/g X*(l) (Cz) + \/C_71 X(Z) (Cl) \/5 X*(2>(C2)+
g g g g
+ X)) 22 X)) :\ﬁ x1x \E x1 + \Fxlx \E x(-1) +
g g 6 6 6 6
+\ﬁ x2 + \E x0=
,/El XM (C)) ,/; *<1>(c3)+,/ X@ <Cl>,/ X*2)(C3) +
\fx@)(c )\/z X(C, ):\ﬁ X (+1)x \f \/7><1><
x\/: ><1+\/7 X 2 X \/7 X (- 1)_—2 —2-&=0=8”,
6 6 6

3
o 0T

_
> |&

@)
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\/g X(l) (Cz) \/g X*(l)(c3) + \/5 X(2) (Cz) \/§ X*(Z) (Cs) +
g g g g
+\/§X(”(C2)\/§X*(3)(C3):\E X (+1) X\P x(+1)+\/§x(-l)x
g g 6 6 6
x\ﬁ x1+\ﬁ x 0 x \E $(-1):£-£+0:0:623,
6 6 6 6 6
\/g X (C,) \/g X*“)(Cz) + \/g X (C,) \/g X' (C,) +
8 8 8 8
+\/§ X‘”(Cz)\/gX*‘”(Cz) :\E x 1% \P x1 + \/?x(—l)x
g g 6 6 6
><\/E x(=1) + \/E x 0 x \/5 X 0:§+§:1:622,
6 6 6 6 6

\/gx(l) (C';) \/EX*(I)(C3)+\/£X(2) (C3) \/QX*(Z)(C3)+
g g g ¢
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+ 2 X9C,) C—3X*(3>(C3)=\/§xlx\/§xl+ /% xlx\/§x1+
o g 6 6 6 6
2 2 2 2 2

+ = x(-D)x [= x(-1)= =+=+==1=9,.,.

\/; (-1 \/; -D PRI 33

Como:

x (1) Cp = X*(“)(Ck) , portanto, as demais relacdes de
completeza sdo idénticas a essas demonstradas acima.

Exercicio 2.3.3 Verifique as relacdes de ortogonalidade e
de completeza para as representacdes irredutiveis do grupo Ss.

Exemplo 2.3.4 Construa a tabela de cariteres do grupo
alternativo A,.

Primeiro, vamos construir os elementos do grupo Ay, que
¢ formado pelas permutacdes pares de 4 elementos. O nimero (N ) de
elementos desse grupo é dado por:

|
N=—=2=]2,
2

assim constituidos:
I=1234;A=1234;B=1234;
1 2 3 4 21 4 3 341 2

C:1234;D:1234;E:1234;
4 3 21 1 3 4 2 1 4 2 3
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1 2
34;G:1234;H:1234;
2 4 31 2 31 4 32 41
1 2 3 4
;K=1234;L=1234.
31 2 4 4 21 3 4 1 3 2

Para calcular a tabela de cardteres desse grupo A, sem

construir as representacdes do mesmo, teremos de calcular
primeiramente as classes equivalentes dos elementos do grupo. Para
1sso, vamos seguir o que foi feito no Exemplo 2.3.3. Assim, depois de

um célculo simples, porém longo, mostra-se que:

Cl = {I} 9C2 = {A9B9C} 9C3 = {D’F’J’K} 9C4 = {E9G’H9L}

Sendo o numero de representagdes irredutiveis igual ao

nimero de classes entdo, o grupo A, terd as seguintes representacgoes:

D(l) , D(2) , D(3) e D(4),

sendo X"; x® ; X% e X(4), os cardteres correspondentes.
Como as dimensionalidades das representacdes satisfazem a

condicao:

entdo, o Unico conjunto de nimeros inteiros n, que satisfaz a relagio

acima é dado por:
P+17+1° +3° =12,

ou seja:
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n=mp=n=1eny=3.

Portanto, existem trés representacdes irredutiveis de

dimensao 1 e uma de dimensao 3. Como C,; = {I}, entdo:
XP(C)=X?@C)=x?Cy=1exX?C, =3.

Por outro lado, existe uma representagdo trivial
representada pelo nimero 1 para qualquer grupo, entio X" =1,
para todo C; (i = 1,2,3,4). Assim, os primeiros carateres do grupo Ay

sdo apresentados na tabela abaixo:

CLASSE  x"  x? x® X
Cl 1 1 1 3
3C, 1
4C; 1
4C, 1

Determinemos, agora, os demais cardteres do grupo em
questdo. Para isto, usemos o conceito de ordem de um elemento de um
grupo. Assim, segundo a Defini¢do 2.3.1, dado um elemento g de um

grupo, temos:

g"=1 (m=ordem).

Pela defini¢do de representacao (Defini¢do 2.1.1) vira:
[D(g)]™ =1, onde 1 é a matriz unidade.

Da Teoria dos Espacos Vetoriais, sabe-se que existe
sempre uma transformacgdo de similaridade que diagonaliza uma dada

matriz. Entdo:
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. 0 ..0 1 0 0..0
A" 0 | |0 1 0.0
0 0 A™ 0 0 O0..1

Da expressdo acima, vé-se que Ay, auto-valores de D(g), sdo
todos m-raizes da unidade. Assim:

X(® =TrD(@)= X k.

Para determinarmos os caracteres que faltam na tabela

anterior, precisamos conhecer a ordem das classes C;, C,, C; e C,.
Pela Defini¢do 2.3.1, vé-se que:

C={I} -» I'=1, logo C, é de ordem 1,

C,={AB,C} > A’=

2 1 2 3 41 2 3 4 1 2 3 4
=A"=AA = = :I,

21 4 3\2 1 4 3 1 2 3 4

5 1 2 3 41 2 3 4 1 2 3 4
B =BB = = =1,

341 23 41 2 1 2 3 4

) 2 3 4\1 2 3 4 1 2 3 4
c*=CC= = =1,

31 2[4 3 2 1 1 2 3 4

entdo, a ordem de C, € 2.



48

De maneira andloga, mostra-se que C3 e C4 s@o ambas de
ordem 3. Tais ordens permitem que se escreva as seguintes
expressoes:

X? (Cy) 0u X® (Cy) = 1 =10u-1,

X? (C3) ou X (Cy) = Y1 =1 0uwoua,

X? (€ ouX®(Cy=31=10uwoua,
onde ® = exp(2m i/3).

Para determinarmos esses cardteres, vamos usar a

condi¢do de ortogonalidade entre eles (Teorema 2.3.1):

SN W)
kz—:1 X (Cy) X*F 7 (Cy) ek = gopy -

Facamos, por hipétese, X (C3) = m e X' (Cy) = o,

entdo:
X@(C)) X¥V(Cp) e +XP(Cy) X*V(Cy) cr+
+XP(Cy) X*V(C3) 03+ X? (Cy) XV (Cy) c4=g 8, =0,
IXIX1+XP(C)X1X3+0X1x4+0’x1Xx4=0,
1+3X%(Cy) +4w+40’ =0.

Sendo:

o = exp(2mi/3) = % = cos 120° + i sen 120° = —%+i@,

o’ = exp(4i/3) = e = cos 240° + i sen 240° = —%—i@ .
Entao:
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1 V3 1 43

3XP(C) =4 (0+0)-1=-4(——+i— ———i—)-1=3,
(&) ( ) (=¥t =5 71)

XP (@) =1 ¢ XP () =0, X? (Cy) =0,
De maneira andloga, temos:
X (Cy) X¥V(C)) ¢ + XD (Cy) XV (Cy) cr+
+XP(Cy) . XY (C3) ¢35 + X (Cy) XV (Cy) cy=g 83 =0.

Facamos, por hipétese, X (C;) = o° e X (Cy) = o,
entao:

IxIx1 + XD (Cy) x1x3 + 0 x1x4 + @’ x1x4 =0,

Entdo, de maneira anédloga ao caso anterior, vir4:

XV (Cy) =1:X7 (Cy) =0 ; XV (Cy) = 0.

Assim, em vista dos resultados obtidos, a tabela de
carateres de A4, tomard o seguinte aspecto:

CLASSE X" X®@ X X%
C, 1 1 1 3
3C, 1 1 1
4C,4 1 ® g
4C, 1 0 g ©

Resta, por fim, determinar xX@ (Cy), xXW (G e xX@ (Cy),
os quais chamaremos, respectivamente, X, Y e Z. Assim, usando-se a

condi¢do de ortogonalidade entre os caracteres (Teorema 2.3.1), viré:
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X € x+(€) e + XD () XV (Cy) er+
+ XD €y XV (C3) 3+ XD (Cy) X (C) ca=g 8ur =0,
3X1X1 + XXI1X3 + Yx1x4 + Zx1x4 =0,
3+43X+4Y +47Z=0, (o)
XY € X+ (€ e+ X9 (€ XD (Cp eat
X9 (Cy) . X (C3) c3+ XP (Cp) X¥P (Cpca=g8in=0,
3x1IX1 + XXIX3 + YX 0* x4 + Zx(coz)* x4 =0.

Sendo: 0* = [exp(27i/3)]* = exp(—2mi/3) = cos 120° —i sen 120° =

Assim:

343X +4Y @ +4Z0=0. ®)
X? €y xx (€ ¢ +XP () X (Cr) er
+ XD () X (C3) ¢34+ XD (Cy) X¥P (C) ey =0,

3XIX1 + XX1x3 + Y><(0)2)* X4 + Zx0*x4 = 0,
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343X +4Y 0+4Z @' =0. )
A solugio do sistema de equagdes (), (B) e (Y), fornece:
X=-1;Y=Z=0.

Assim, a tabela final de carateres de A4 sera:

CLASSE  x x? X x@
C, 1 1 1 3
3C, 1 1 1 -1
4C; 1 ()] o’
4C4 1 W’ 0] 0

Exercicio 2.3.4 Encontre as classes do grupo A4 utilizando o
Exemplo 2.3.4.

2.4 Produto Direto de Representacoes

Definicio 2.4.1 Chama-se Produto Direto de uma
matriz A(m; X mp) com uma matriz B(n; X np) a uma matriz

C(mjn; x mpny), tal que (Mariot, 1962):
C=A® B; ij;kg=Ajkqu .
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Exemplo 2.4.1 Efetue o Produto Direto entre as matrizes
A(2x3) e B(3x2).

ajbry apbpy apbyp apbip a;gb; apbp
aybyr apbay apba; apbyp apby apban
apbz; apbsy apbs; apbs apby apbsy
aziby azbiy anbyp axnbiy axpb; axpbp

asiby azbyy anpby; azxby axby axby

asbs; anbzy axnbsz; asnbsy axbz axbsz

Ciz11 €112 Cr;21 Cr122 €131 €32
C12;11 €12;12 C12;21 C12;22 €12;31 Cr12;32
C13;11 €13;12 C13;21 C13;22 €331 €31;32
Co1:11 C21;12 C21;21 C21;22 €21;31 C21:32

C22:11 €22;12 €22:21 €22;22 €22:31 €22:32

C23:11 €23;12 €23:21 €23;22 €23:31 €23;32
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Exercicio 2.4.1 Demonstre que:

a) O produto direto € associativo, isto é:
A®BR®C)=(A®B)®C;

b) O produto direto ndo é comutativo, isto é:

A®B # B®A.

Teorema 2.4.1 Sejam A; e A, duas matrizes (mxm) e Bj e
B, duas matrizes (nxn), entéo:

(A1 ®B)) . (A2®By) =(A1.Ay) ® (B;.By).
Demonstracao:

Partamos da defini¢do de produto usual de matrizes:

Assim:
%B (A1 ®BDip.ap (A2 ®B2) gp kg =
= %}(Al)ja(Bl)pB(Az)ak(Bz)Bq = (Definigao2.4.1)
= %(Al)ja(AZ)ak (By),5(B2 )y, =
=(A1-As)y (By.By),, =[(A1. A2)® (B . By )], 1y C.Q.D.

Corolario 2.4.1 Se A e B sdo duas matrizes quadradas
regulares, de dimensdo m e n, respectivamente, entio:

(A®B)(A~'®B1)=(aAr"')®(BB!)=E,, ®E, =E,,
(E = Matriz Unitaria).

Portanto, (A ® B) é também regular e sua inversa é dada por:
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(A®B)'=A1®B

Exercicio 2.4.2
a) Verifique que:

(A®B)" =A* ® B*;

b) Partindo do resultado anterior, demonstre que se Ue V
sdo matrizes unitarias, entdo U ® V também € unitaria.

Teorema 2.4.2 O produto direto de duas representacdes é
também uma representagao.

Demonstracao:

Sejam D* (R) e DV R duas representacdes respectivas dos
grupos G* e GY. Pela definicio de representagio (Definicio 2.1.1),

temos:
DW(RS)=D®(R)DM(S),
e
DIV(RS)=DM(R) DV)(s).
Seja o seguinte produto direto:
Dl xv)(R)=pM(R)® DY(R).
entio:

D®XV)(R).DMxV) (S):[D(M) (R)®DM™ (R)} ) [D(u) (S)®D™) (s)}:
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=[D(“) (R)YD®W (S)}@[D(V) (R)®D™) (S)}z (Teorema 2.4.1)

=[D(”) (RS)}@[D(V) (RS)] (Definicao 2.1.1)

Assim:

Dmxv)(R). Dxv)(S)=DWxV)(RS) . C.QD.

Exercicio 2.4.3  Demonstre que:
a) DY (R) ®D"(R) =D (R) ® D" (R) ;

b) Se D for uma representacdo (Ir) redutivel, entdo a matriz
adjunta D=D"! e D', também serdo. (Obs: o ~ significa

transposta.)

Teorema 2.4.3 O cariter do produto direto de duas
representagdes € igual ao produto simples dos caracteres

de cada uma de per si.

Demonstracao:
Seja:
D(HXV) (R) — D(H) (R) X D(V) (R) .
Entdo :

PeI®R)], L =PWR)], POR), .
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Portanto:
D(HXV) R — D(H) R D(V) R ,
j,zp[ ( )}jp,jp [ ( )l’j[ ( )]pp
XExv)(R)=x®W(R).XV)(R). C.Q.D.

2.5 Bases para Representacoes

Ao definirmos representacio de um grupo, vimos que
uma dado grupo G pode ter vérias representacdes. A cada uma dessas
representacdes podemos associar uma base do espaco vetorial
subjacente a elas.

Seja, entdo, um conjunto de fungdes linearmente
independentes e apliquemos a cada uma dessas fungdes todos os
operadores Og correspondentes a elementos R e G. Obteremos, assim,
um conjunto de fun¢des que pode ser expresso como combinacdo
linear de n delas Yy, >, ..., W,. Aplicando a uma destas fungdes o

operador Og, obteremos:

Or ¥y = uz_l\Vu Dpv(R)s

teremos, entdo, uma representacdo onde DMV (R) representa o

elemento R numa base composta pelo conjunto {y, V>, ..., W, }.

Definicao 2.5.1

a) Uma funcdo € dita invariante pela transformagdo OR,
se e somente se:

O v(x)=w(x) ou wlx)=y(Rx):
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b) Um operador H € dito invariante pela transformacao
Og, se e somente se:

[H,OR]=0.

Teorema 2.5.1 Seja H invariante por um grupo de
transformacdes, isto é,: [H, Or] = 0. Se € forem os auto-valores de
H e v, suas auto-funcdes, ou seja: Hy, = € 1, entdo 4 € base para a

representacdo do grupo de simetria associado.
Demonstracao:
[H.OR Jyy =0 — [H O ~Og H]y, =0 —

(HOR Jyy=(OgH)y, — H(Og vy )=Og (Hy, )=

—Og (e )=¢(Og vy )=ssi1wu Dyy (R). C.Q.D.
“’:

Exercicio 2.5.1 Sejam D" (R) e¢ D™ (R) duas
representacdes  irredutiveis de um
mesmo grupo G, de dimensdo ny € n,,
respectivamente. Sejam as bases das

mesmas dadas por:

Demonstre que:
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X;' Yk':j% Di(ﬁlj(ev) (R)xjy, -

[ NOTA: D{xV) (R) ndo serd uma representagao irredutivel!]

Exemplo 2.5.1 Estude o Grupo da Equacao de Schrodinger.

Seja um dtomo submetido a um potencial de Coulomb:

e2

V= = .
r (xz+y2+zz)y2

A Equacio de Schrodinger correspondente sera:

HWn:En\Vn’
ou

h? (9> 092 9?2 e?
- +—t - =Ey .

2m | ox? 9dy? 9z? (Xz +y2 +Z2)1/2 v=:v

Vé-se, pela equagdo acima, que H € invariante pelo grupo
de rotagdes Og, em torno da origem. Entao:

[H,0g]=0.
logo:
H(Og )=E(ORv).

A expressdo acima significa que as auto-funcdes do
operador Og sdo também auto-fun¢des de H com o mesmo auto-valor.

A Equacio de Schrodinger nos mostra que:



Hy=Ey, onde: H=H,+H, =

Seja:
Hy vy =E vy, e Hy ¥, =E; Yy, entdo:
Hy=(H +H,)y.
Tomando: y =y, y,, entdo:
Hy=(H;+H, Jy=(H;+H, Jy; w2 =Hy; Yo +Hoy, y,r =

=E 1y, Vo +Eoy; wo =(E +E; )y yo=(H,+H, Jy=Ey.

Assim:
E=E1+E2 .
h2 72 ( 02 02 92
Como H, = A= + + ,
L' 2m 2mL8x2 dy? 0z?
e
2
e
HZ = 1
(x2 +y? +z2)/2

sdo invariantes por rotacdo em torno da origem, entdo:

[H,0r]=0 e [H,;,08]=0.

59
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Portanto, se o D;; e D;, sdo representagées do grupo de

rotacdo relativo a H; e a H,, respectivamente, entio:

Dglxz):Djl ®Dj2’

(1x2)

é, também, uma representacdo de Y =Wy, y,, isto é, D j ¢ uma

representacdo de H na base .
2.6 Séries e Coeficientes de Clebsch-Gordan
Definicao 2.6.1 Segundo a Defini¢do 2.1.4.c, vimos que:
DR)=X a5 DR,

onde D(G)(R) sdo representagdes irredutiveis do grupo G (R), sendo

ag =1y X i (R) X (R). (Teorema 2.3.2.b)
gR

Ainda pelos Teoremas 2.4.2 e 2.4.3, vimos que:

pW (R)® DV (R)=DK*V) (R),

e
x () R)® x(v) (R)= x(kxv) (R).
Portanto:
p® (R)®DM (R)=3 a, DI(R),
com:
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série essa que se denomina Série de Clebsch-Gordan.

Exercicio 2.6.1 Mostre que:

a) (Wvo)=(vuo);

b) Se X(R)=X"(R) VR; entio (uvo) é totalmente
simétrico;

c¢) O produto direto de duas representacdes irredutiveis de

dimensdes n; e n, (n; = n,), ndo pode conter representacdes de
dimensdo menor que n;/n,.

Definicao 2.6.2 Dadas duas representagdes D(”)(R) e D(G)(R)

e suas respectivas bases \p(“) (j=1,2,..., nu) € ¢$,V) (£=1,2,..., ny ) Se

j
gy

representagdes indicadas acima, isto é: pW R)® pv) (R), entdo:

(s=1,2,..., ny ) for uma base do produto direto das duas

Vs (XCA)=Z \Ifg“)<uj;vf | Ay s>,
i

onde § = 1,2,.., (L Vv A). Os coeficientes <pi;v/ | L8y s> sdo
chamados Coeficientes de Clebsch-Gordan. (E oportuno observar

que esses coeficientes tém varias notagdes.)

Exercicio 2.6.2 Mostre que:

a) wg“)d)})i% v, (M) <18y sz ve>;



b) Z/ <A C’x S'[UjVE> <pVEIL Gy s>=8: 8¢ ¢ Bges
34

c) (:Z <U VTR Gy s> <Ay s|wjsvE>=84 85
168

d) Para representacdes unitarias, temos:

d.1) <A G s vl>=<yj; vl LG, s>*;

d.2) X <pjs vl [Ny s'>*<pj; vl A E> = Oy 8¢ ¢ Oy
3t A7

d.3) X<y vOIAG s><Wj; vEIALy s> = 3 O0p'3
AL s

a4) 5D R)DR)<pi 1A G, 5> =
5)
:Z'qli;vkllﬁk s> DE,XSCK)(R);
45) T <KCslui:vk> p(R)D{ (R )
oy
X<pj;vlIAG, s>=D£,XSCk) 8,50 O

Gl SSS' 8

a6 DYR)DYR)= = <uizvking, s>x
Ay, »s's



» .
XDE,SCX)<7»CK slyj; ve>.
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CAPITULO 3

Grupos e Algebras de Lie'

3.1 Grupos de Lie

No Capitulo 2 vimos que um grupo cujos elementos sao
caracterizados por um certo nimero de parametros continuos,
chama-se de grupo continuo (vide Defini¢do 2.1.4).

Por exemplo:

gla)=¢e"”,

onde a é um parametro real cujo intervalo de variagdo é 0 <a <
27, pois exp(2nni) = 1, com n inteiro ou nulo, € um elemento de
um grupo.

Exercicio 3.1.1 Mostre que o conjunto de elementos do
tipo g(a) visto acima forma um grupo.

Definicao 3.1.1 Um grupo € denominado de grupo
continuo de r-parametros quando todos os
seus elementos dependem de um parametro
real a) , onde A = 1,2,...r. Esse grupo é
denotado por:

g(ay, ap,...,ar) = g(a).
Os elementos identidade e inverso desse
grupo sao definidos da seguinte maneira:

! Esta parte deste Capitulo foi ministrado pelo professor José Maria Filardo Bassalo
no Curso de Extensdo, realizado em 1985, na UFPA, sobre Teoria de Grupo.
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I) Elemento Identidade
g(a®) = g(0), onde a° = (a;° a;°, ..., a;°),
de tal modo que:
g(a’)g(a) = g(a)g(@’) = g(a).
II) Elemento Inverso
g@=[g@] ",

de tal modo que:

g@) g@ = g@) ga) = g(@°) = g(0).

Definicao 3.1.2 Um grupo de r-parametros (r = finito) é
dito um Grupo de Lie se:

C}\. = ¢7\. (al’ a2’---’ aI' ; bl’ b2’---’br)’

ou

c=0 (asb),

¢ uma funcdo analitica, isto €, pode ser desenvolvida em Série
de Taylor uniformemente convergente, dos parametros a e b.

Definicao 3.1.3 Seja a seguinte transformacao:

X, = fi (Xl, X24eees Xnn 5 al,az,...ar) (1 = 1,2,...,I1)
ou
’
x; =f(x;a).
O grupo dessas transformacdes é chamado de Grupo de
Transformacoes de Lie, se:
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I) Dado
x, =f(x;a), 3 a tal que:
x, =f(x",a)="f[f(x;a;2)] =x,

ou seja, a transformacdo € invertivel.
IT) Se fizermos duas transformagdes sucessivas:

x, =fi(x;a)e x] =1 (x";b),
entao:
X! =f; (x;c), com ¢ = 0 (a;b),

onde ¢ € analiticaem ae b, e a é também funcao analitica de a.
III) Existe a°, tal que:

x; =f(x;a%)=x.

Exercicio 3.1.2 Mostre que:

f [f(x;a);b] = [x; ¢ (asb)] .

3.2 Exemplos de Grupos de Lie
a) Grupo Ortogonal de Dimensao n: 0(n)

a.1) Consideremos, inicialmente, o grupo 0(2).
Esse grupo deixa invariante a quantidade real x> + y> em um
espaco real bi-dimensional. Entdo:

x" =0(2) x.

Como o grupo 0(2) € ortogonal, entio: 00" = E. Assim:



R b [ = A

a2+b2 ac+bd 10 ac+bd=0
- = -
ac+bd b2+d? 01 ac+bd=0

cZ+d2=l.

Vé-se, portanto, que os 4 componentes m*=22=4:
a,b,c,d) que caracterizam o grupo estido sujeitos a trés relacdes
algébricas, de modo que o grupo 0(2) € um grupo de 1-
parametro: 2° -3 = 1.

Se, contudo, nesse grupo s6 ha rotacdes, sem reflexdes
espaciais, entao:

det 0(2) =+1,

ele passa, entdio, a ser denotado por 0" (2) = R(2) e caracterizado
pela matriz:

—sen® cosO

2 cos® senb
0°2)= .

a.2) Consideremos, agora, o grupo 0(3). Esse grupo
deixa invariante a quantidade real x> + y° + z* em um espago real
tridimensional entdo:

x"=03)x.

A condicdo de ortogonalidade 0(3)0(3)" = E fornece 6
condicdes impostas aos seus 9 componentes (n* = 3° = 9), de
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modo que o grupo 0(3) serd um grupo de 3-parametros, pois 9-6
=3.

Se, contudo, esse grupo sO contém rotagdes, sem
reflexdes espaciais, ele é denotado por 0" (3) =R (3).

a.3) De um modo geral, o grupo O(n) deixa invariante a

quantidade real > xiz. A condicdo de ortogonalidade do grupo,
i=1

isto 6 03)03)T = E impde: n+n(“T‘1)

condicdes aos n’

componentes do grupo, e este ficard apenas com

nz_[n_’_n(n—l)}:n(n—l)

5 5 parametros essenciais.

Exercicio 3.2.1 Encontre:
I. A forma do grupo 0" (3) para rota¢des em torno dos
eixos X,y,z respectivamente;

II. As seis (6) condi¢des impostas aos seus elementos,
devido a sua condi¢do de ortogonalidade.

b) Grupo Unitario de Dimensao n : U(n)
b.1) Consideremos, inicialmente, o grupo U(2).

Esse grupo deixa invariante o produto escalar (x, Xx) em um
espaco complexo bi-dimensional. Entao:

1 [ [ O E R
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o que fornece as seguintes equacoes:

aa*+bb*=1;ac*+bd*=0;a*c+b*d=0;cc*+dd*=1.

Vé-se, portanto, que os oito elementos do grupo
[(a,b,c,d) sd@o complexos do tipo: R + i I, logo 4x2 = 8], estdo
sujeitos a quatro relagdes algébricas, de modo que o grupo U(2)
€ um grupo de 4-parametros reais (8§ —4 =4).

b.2) Consideremos o grupo U(n). Tal grupo deixa
invariante o produto escalar (X,x) em um espaco complexo n-
dimensional. Com a condi¢do de unitariamente desse grupo
fornece n” relacdes algébricas aos 2n® elementos do mesmo,
entdo o grupo U(n) € um grupo de nz—parémetros reais (2n” — n’
=n?).

¢) Grupo Unitirio Especial ou Unimodular de
Dimensao n: SU(n)

Esse grupo tem, além da condi¢do de unitariedade, a
condicdo adicional de que o seu determinante vale +1, ou seja:

UU" =E; det U = +1.
Assim, o grupo S U(n) tem n* —1 parimetros reais.
d) Grupo Linear de Dimensao n: GL(n)

Esse grupo € caracterizado por:

X, = X aix;i,j=12,..,n; deta;#0.
j

Tal grupo tem n2—par?1metros, que podem variar de —oo
até +oo.
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e) Grupo Linear Especial ou Unimodular de
Dimensao n: SL(n)

Esse grupo € idéntico ao grupo GL(n), com a condi¢do
adicional de que o seu determinante vale +1, condi¢ao essa que
faz com que o tal grupo seja caracterizado por n°~1 pardmetros.

f) Grupo Ortogonal Complexo de 4 Dimensoes: M(4)

As matrizes complexas 4x4 desse grupo t€m 32 (16x2)
elementos reais, e a condi¢do de ortogonalidade M M' = E,
impde aos mesmos 20 (2x10) relagdes algébricas, de modo que
esse grupo passa a ter 12-parametros reais.

Vejamos alguns casos particulares desse grupo:

f.1) O grupo M*(4) € aquele para o qual as matrizes do
grupo M(4) tém determinante +1;

f.2) O grupo M(4) caracterizado pela matriz {0}, de
tal modo que se tem:
O (real),parai,j=1,2,3
Oli4 , O4; (imagindrio), parai=1,2,3

Olyy (real),

¢ chamado o Grupo Homogéneo de Lorentz L(v). Tal grupo
tem 6-parametros reais [16 elementos (4x4), menos 10
restri¢oes].

O Grupo de Lorentz caracterizado por:

detL(v) =+1; 044 2 1,



98
¢ chamado de Transformacao Prépria de Lorentz: Ly(v).

Exercicio 3.2.2

I. Encontre as 20 relacdes algébricas satisfeitas pelos
elementos de M(4).

II. Escreva a transformacdo prépria de Lorentz da
Relatividade.

g) Grupo Complexo Especial ou Unimodular de 2
Dimensoes: C(2)

As matrizes 2x2 complexas desse grupo C(2) satisfazem
arelagdo:

det C(2) = +1,
portanto, esse grupo terd 6-parametros reais [(8—2x1) = 6].

Observacao: Entre os grupos que acabamos de relacionar,
existem os seguintes Homeomorfismos:

0" (3)~S UQ);
O*4)~SUR)xS U (2)
M' (4)~C (@) x C (2);
Ly(v) ~C(2).
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A importancia de tais Homeomorfismos reside no fato
de que; encontradas as representacdes irredutiveis de S U(2) e C
(2), podemos construir as representagdes dos demais grupos.

3.3 Transformacoes Infinitesimais e Parametros de
Grupos

Definicao 3.3.1 Seja a transformagao:

Xi/: fi (Xl’ XZ""’ Xn; ala a2’ A ar) (i = 1’27"'7n)

Se:
’ 7 ’
X, = X; +dx;
’ 7 7 7
x; =fi (X[, X5,..., X, ; 02y, 022, ..., 8ay) ,
onde:
r
dx' =X M, (x) da,
k=1
e
of. (x;%a
Mlk (Xv): 1( 1 ) ,
day a=0
entao:
f; € dita infinitesimal.
Além disso, temos:
ap + dap = ¢p (ay, ay, ..., a; day, day, ..., 0a,),
entao:

daZ =2 eZm (a) 8am P

m=1

onde:



100

0 _ 99, (ab)
L T IS
m b=0

Por outro lado, temos:

da, =2 y,, (a)da,, onde: yO=I,
0=l

entao:
dx/ = kél M, (xX) y,, (a)da,,
ou:
ox; i
—= M, x) y, (a).
aai k=1

Definicao 3.3.2 Se F(x) sofre uma transformacao
infinitesimal, entdo:

dF=% E dx; .
i=1 Ox,

Usando-se a Defini¢do 3.3.1, vira:

a3 OF (z M, (x)&a/} S o, [z M, (x>ij1:,
i=l ox; \ /=1 /=1 x=1 ox;

ou:

dF=2 da,x, F,
(=1



101

onde:

x, =X M, x0)-2-,  (r=1,2....1),
= R oX.

1

sao chamados Geradores Infinitesimais do grupo.
Assim:

Ir
F=F+dF=F+ Z Sa[ Xy F,
=1

F’:[l+ er X, SaZ}F .
1=l

Vé-se, portanto, que o nimero (r) de parametros do
grupo € igual ao nimero de geradores infinitesimais do grupo.

Exemplo 3.3.1 Calcule os geradores infinitesimais do
grupo 07 (2).

Para uma rotag@o 6 em torno do eixo dos z, temos:

X'=X cosO + y senb,

y'=—-x sen + y cos0 .
Para uma transformacao infinitesimal, temos:
cosO = 1 ; senb = 90,
Portanto:
X'=X +y 00,

y=-x00+y.
Assim:

X'=X +y 00 = f] (x,y;00),
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y'=—x 00 +y="1(x,y;00) .
Portanto:

_ of. (x,y;00)

M;, (x,y) 50

Como o grupo 0" (2) é de um pardmetro, entdo ¢ = 1,
€ teremos:

of of
Mll (X’Y) = a_el: Yy, M21 (X’Y) = 8_62: —X .

Portanto:

X, =% M, (xy) -2
= (X, —
= Y 8x.

1

Sendo:

dF = Zr) Xp dap F , portanto:
/=1
dx = (yi— xi) x00 = yd0 ,
ox ay

dy = (yi—xi) yo0 = —x00 .
ox ady

Ora:
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dx =x'-x =yd0
dy=y' - y=-x00,

o que concorda com o resultado anterior.
3.4 Constantes de Estrutura

Teorema 3.4.1 Os geradores infinitesimais {Xp} de
qualquer Grupo de Lie, satisfazem as relagcdes:

[Xo.Xpl = Clg Xy (0, B=12....0),

onde Cj; sdo chamadas as Constantes de Estrutura do Grupo
de Lie.

Demonstracao:

Segundo a Definicdo 3.3.1, temos:

Xi = fi (Xl’ X2, cee Xn; a17a27""7ar)’

e
ox;, <&
—= 2 Mk (X) Wkp (a) = Mix Wip .
da, k=l
(A partir daqui, vamos usar a Convencao de Einstein!)
onde:
ofi (xi;
Mi (x) = % ;
ak a=0

day = Yip () dap,
dap = Opp, (2) dam ,

com:
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w6 =1, ou seja: Wy, (a) Oy (@) =0y ; Va e A,v=1.2,...

As condi¢des de continuidade da funcao f; requerem que:

02 x, 02 x,
5 = : (o)
a, aam aam aa(,
Seja:
ox,
P yl‘S (a19a2""’am 5 X17X2""9X1’1)’ (B)
da,
onde:
r=12,...n;s=1,2,....m
Assim:
dY, = oYy, dam+aYrS dxg .
da, oxg
Portanto:
o aZXi _ a aXi _ a Y. — aYim aaa IaYim axﬁ
da,da, OJa, da, da, "™ Oda, Oda, oxg da,
Ora:
0
e =9 ¢ , entio:
da,
aZXi _ aYlm 8 n aYl axﬁ _ aYlm n aYlm aXB
dada, da, Oxg da, oda, Ix da,

9% M My [Usando-se (B) | ™)
= + S -S
da,da_  da, ox pe 1
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Por outro lado, temos:

azxi a aX _ a % _BYM aaa +8YM aXB _

da,0a, aa aa[ " da,, ”_aaa da, Oxg da,

: 0 : :
— aYM am + aYM XB — aYl/, + aYM Y
X oxp dan da,  Oxg

m b
isto €é:

a2xi aY,, dY,
=—r +— v, .
aamaaé E)am axB fm

(3)

Levando-se, agora, () € (8) em (), vira:

: : . 0dY,
aYlm + aYlm YB/ — aYM + i/ YBm (m#/1) (€)
da, aXB ~ dap  Ox Xp

Sendo:

aXi
0a

= Yim = Mjx (X) Yy (2).

m

Entdo, a Equagﬁo (e), ficara:

(Mlk\vkm)"' (Mlkam)MBrer =

(MlocWOM )+ (Mloc‘lfow )MBSWSID >
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0 0
M, Ewkm +(wkmEMik Mgy, =
Ny %)
io a ‘ _L(\llocf a Mloc) BS sm’
ou:
M o, .. M v, oM, oM., 0

ik aa( io aam +MBrwr€wkm ax; _MBswsmwow axB

Troquemos, inicialmente, o indice mudo o por k. Entdo:

M, M.

Wi _ OV M, 1
— _—u)+MBrwr(kaW_Mﬁswsmwkéyﬁkzo'

i € da aam

l

Agora, no terceiro termo da expressao acima, troquemos k por r
e s por k. Entdo:

oy oy oM. oM.
M. | —km _ 7Ykl | M ik M —ia —,
[ aa[ aam Br‘l‘rﬂ?\l‘rkm aXB Bkwkmwrf aXB

ou:

oy oy oM. oM.
M, | —km _ —TkE M ik _M Ir |=0. (A
[ da/ aam Wrzwkm[ pr axB Bk axB } A)

Agora, vamos usar a seguinte defini¢ao:

vy,
a

oy
Clr (@)=(—

a,

)¢m§ O (x)

Em seguida, tomemos a expressdo (A) e multipliquemos
por Omg Opr . Entdo:
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a\l‘rkm awkg aMik
{ vl A L

M, |
~Mg, . =0 .

Sendo:

erq)ff :8rF c ka¢m§=5k§ )

teremos:
oM. oM.
Mi CE + 818, (M k _Mm iry =,
k Cgr + 0,0k (Mg, g Bk aXB)
E)Mi aMl
Mg axr Mgr 8ch =Cp (a) M (x). ™)

Derivemos a expressdo acima em relagdo a ap,
lembrando que os M s6 dependem de x, entdo:

JCE-(a

;—F()Mik=o. (k,,,T,p=1,2,....1)
ap

Como os Mj sdo linearmente independentes, vira:

% clgr (a)=0 — clgr (a) = CONSTANTES!!
p

Essas constantes Clgr (a) sdo chamadas de Constantes
de Estrutura do Grupo de Lie.
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Na Defini¢ao 3.3.2, vimos que:
X, =M, (02 (r=1.2....1)
’ ) &

Calculemos, agora, o comutador entre esses geradores.
Assim:

(X7, Xm] =X/ Xm— X X/ =

d d d d

M, 2M, 2y-m, LM, 2=
il aXi( jm aXJ) jm aXJ( i/ aXi)

g Mjm 9 9M;, 9

- it aXi aXJ m aXJ aXi ’

No segundo termo da expressdo acima, troquemos i
por j, entdo, vira:

oM. oM -,
' aXi aXJ aXi axj

oM oM, | 9 9
_ jm A k
= . -M,, ——|— =Cf M, —,
it aXi m axi aXJ fm Jk aXJ
ou:
(X, . X ]=Chn X, | - C.Q.D.

Teorema 3.4.2 As constantes de estrutura de um grupo
satisfazem a seguinte relacao:
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[TREPY Lo~V L A~V
Coo Cut +Co§ Cup +CCP Cus =0,

com:p,c,v,{=1,2,..,r

Demonstracao:

Sejam X¢ , X,, X5 os geradores de um grupo. Pela
Identidade de Jacobi, temos:

(Xt , [Xp, Xl + [Xo, [Xg, Xp]] + [Xp, [Xo6, Xe]] = 0.
Usando-se o resultado do Teorema 3.4.1, vira:
[X.. C, X | + [X,.CL X, | + [X,. C5 X, ]=0,
ChL XX, | + CL X, X, ] + Ci[X,. X, ]=0,

cfm, cgk X, + cgp cr X, + cf,g c, X, =0.

n

Trocando-se m e n, por /7, viré:
(Chs Cti +CEp Cop +Cosz Cop) X, =0.
Como X, sdo linearmente independentes, entao:
Cho Chy +CE, CL +CK, CL =0,

Sendo: C& =-C2_ (cf. Exercicio 3.4.1), vira:

C

~Ck Cp, —CE Cl —CK

o Clip =0,
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Chs Cir +CE, Ciy +CE Ci, =0. C.QD

a __(a
Cbc_ ch'

Exemplo 3.4.1 Calcule as constantes de estrutura do
grupo de rotagdes em trés dimensdes.

Para sucessivas rotagdes infinitesimais em torno dos
eixos X, y e z, respectivamente, o grupo de rotacdes € dado por:

1 da, o0,
0=| -6a; 1 dat,
da, oo, 1

Portanto:
x' X 1 Sy,  —da, | [ x
y' [=0 |y |=| —da, 1 o, y|=
z' z da, —dq, 1 z
X + y daz — z da,
=| —xda3 + y + z %o |,
x0a, — y ooy + v/
ou:

X'=X +y 003 — z 00,

y'=—x 003 + y + z 00!,
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z'=x 80 —y 0oy + z,
ou ainda:
Ox =x'—x =y d03 — z d0y,
dy=y' —y=-x 003 + z d;,
0z=7"-z=x 080, -y day.

Vé-se, portanto, que o grupo de rotacdes O € um grupo
de 3-pardmetros: dal; , O , O0.

Calculemos, agora, os geradores desse grupo. Segundo a
Defini¢do 3.2.2, temos:

XzzMiZ(x)%. (1=1,2,3:i=1,2,3)

Sendo:

x'=f1 (x,y,z; 00y , 8, , d03) = Xyddi3 — 3,
y' =1, (x,y,2; 804 , 801 , d0i3) = —Xx00;3 + y + 200,

7' =13 (x,y,z; 001 , B0 , 003) = X0, — Yoo + Od; + Z,

of. (x,,z;00;,0a0,, 80
Mig (x, y, 7) = ZL00Y. 2001, 000, 003)

da,

vira:
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L= of} —0: My of} ——z M= of, .
8(11 8(12 o 3

21 =?=Z, »n = SE)fz 0; My = Safz =
091 Ol 0Ol3

3 y 3
doy ooy o3

Portanto, os geradores do grupo 0(3), serdo:

d d d
Xy =M11$+M21§+M31§’
1 2 3

d d
Xi=z——y—
1Zay yaZ,

d J d
X2=1\’[12§+Mzz—aX +M32_ax ,
1 2 3

X5 =—Zi+x—

ox oz|’
d d d
X3 =M133_X1+M23E+M33§3’
X3 =}’i—xi

ox  dy|
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Por fim, calculemos as constantes de estrutura do
grupo 0(3). Para isso, usemos o Teorema 3.4.1., isto é:

[X(’ Xm]:C?m Xn .

Entao:

SR PP R O R N S L it
dz\ dy oz )\ Yoz Jyox  dyoz

9 9% | 9% 5, 9> 9%
+y[8x+zazaxJ o +Z oxdy Y oxoz

I - 92 +X e
dy  ozdy Yoz

Sendo:

% 9%
aXi aXJ aXJ aXi

, vira:
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0 0
X ,x =yV——X—=X,\.
[ ! 2] yax Xay 3

De maneira andloga, demonstra-se que:
(X5, X5]=X 5 [X3.X]=X,.

Portanto:

Ch =1,Vn,/,m|.

/m "~

Exercicio 3.4.2

a) Obtenha a matriz O do Exemplo 3.4.1;
b) Demonstre que [X; , X3l = X;, ¢ [X3, Xi] =Xz,
conforme indicado no Exemplo 3.4.1;
c) Para o Exemplo 3.4.1, demonstre que:
8X1=60€k Xk X; (i,k= 1, 2, 3);
d) Encontre os geradores do grupo 0(4).
Sendo X; (i=1, 2, 3, 4, 5, 6) tais geradores, e
definindo:

_Xi+Xps X~ Xpa

J 2 J 2
demonstre que:
[Yi, Y] = & Y,
[Zi, Z;] = & Zx,
IY:,Z]=0,Vi,j=1,23.

Exemplo 3.4.2 Obter as representacdes de um grupo a
partir de seus geradores.
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Inicialmente, vamos tomar o grupo de rotagdes finitas (¢)
em torno do eixo dos z. No Capitulo 1, vimos que:

cosd sen( 0
R,(0)=|—sendp  cosd¢  O].
0 0 1

Para uma rotac¢@o infinitesimal, teremos:

1 50 0
R,30)=|-80 1  0|=1+idoM,,
0 0
onde:
1 00 0 -1 0
1=/0 1 0| e M,=|i 0 O
0 01 0 0 O
E ficil ver que:
—send cosd 0 0 1 0
s _ dR(9) _ _
1Mz—d— =| —cos0® —send 0 = -1 0 0
¢ =0 0 0 0 0 0 0
0=0
Como R,(¢) forma um grupo, teremos:
R, (01 + (02) = R, (¢1) R, (o).
Entdo:

Rz (5(1)1 + 6(1)2) = Rz (5(1)1) Rz (8¢2) = (1+ isq)le) (1+ 8¢2MZ).
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Ora, como uma rotagdo finita ¢ pode ser composta de

¢

uma sucessdo de rota¢oes infinitesimais: d¢ = lim N Portanto:
N—oo

(l) N
R, (¢) = lim (1+1EMZJ ,

N—oo

[ R,(0) = exp (i9M,) | .

Vé-se, entdo, que M, é o gerador do grupo R, (¢) que é
um sub-grupo de O*(3). De maneira andloga, temos:

Ry (¢) = exp (10My) ;
Ry (0) = exp (i0M,) .
Sendo: M, = M.T;My =M.JeM,=M.K, entio a

rotacdo infinitesimal em torno de um eixo qualquer definido pelo
vetor n, sera:

R, (8(1)) =1+1 (6¢XMX + 8q)ylvly + Sq)z Mz),

IR, (50) = 1+i8¢ 0. M| .

E facil ver que as matrizes My e My sdo dadas por:

00 0 0 0 +i
M,=[0 0 —il; M=0 0 0
0i 0 i 0 0

Por outro lado, temos:

[Mx 5 My] = MxMy - Mny =
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=10 0 -i 0O [-[0 O O |0 0 —i|=
i 0){-1 0 O -i 0 0 i 0
0 0 -1 0 0 + O 0 -i O
=|-1 -0 0 O|=|-1 0 Of=ij+i 0 Of=
0 0 0 O 0 0 O 0 0 O
=iM,.

De um modo geral, € facil ver que:

b

IM;, Ml =ige/ Mp (k¢ =123)

onde €x¢ ¢ o Simbolo de Levi-Civita, e representam as
constantes de estrutura do grupo de rotagdes.

De um modo geral, tem-se:
D(a) = exp(iax Xy),

onde A = 1,2,....,r e X; sdo os geradores do grupo e chamados de
representacdes fundamentais do grupo. Por sua vez, D(a) é uma
representacao geral do grupo.

Exercicio 3.4.3
a) Obtenha as matrizes My e My ;

b) Complete a relacdo de comutagdo entre M,, My e
M;
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c) Mostre que D(a) = exp(ia) X)) sdo representacdes de
um grupo;

d) Como D(a) sdo matrizes unitarias (demonstre!),
entdo X, sdo matrizes de trago nulo;

e) Mostre que as matrizes:

| 0 1 0 . 0 -i 0 1 0 0
le— 1 0 ;Tz—— 1 0 —1 ,T3= 0 0 0 ,
V2 0O 1 O V2 0 i 0 0 0 -1

satisfazem a seguinte relacdo de comutacao:

[Ty, Til=1€xe Tr .

3.5 Algebra de Lie

Definicao 3.5.1 Um Grupo de Lie dotado da
operacdo de comutagdo entre seus geradores infinitesimais €
chamado de Algebra de Lie, operacdo essa que satisfaz as
seguintes propriedades:

8) [Xa. Xgl=—[Xp. Xal = Cly X,
b) [(A Xo), Xpl =L [Xa, Xpl, A €R;
©) [Xo» (X + X = [Xa» Xl + [Xe, Xyl

d) [(A+1iB),C]=[A, C] +i[B, C], onde A,B,C sdo do tipo
apXp.
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Exercicio 3.5.1 Mostre que o conjunto de vetores do
R? dotado do produto vetorial, forma
uma Algebra de Lie.

Definicao 3.5.2 Diz-se que:

a) Uma Algebra de Lie A de r-parametros € Abeliana,
se:

CZLB =0,VapBv=12,..5
b) Uma Algebra de Lie B é uma sub-dlgebra de A, se:

C&B =0, q, B = 1,2,...,p ;Y=p+ 1, p+ 2,...T;

c) Uma Algebra de Lie A ¢ invariante, se:
CZLB =0,a=12,.,p;y=p+l, p+2,...1;

d) Um sub-conjunto de uma Algebra de Lie tem a
propriedade de que o comutador de qualquer de seus membros
com qualquer membro da Algebra produz um membro desse
sub-conjunto; este, entdo, € chamado de ideal I. Para um ideal I,
tem-se:

[Xo, Xp] = CZcB X, onde:

Xae I;Ypge A
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(Se a Algebra contém membros que ndo estio no Ideal, entdo
este € chamado de ideal préprio.)

e) Uma Algebra de Lie A é denominada simples se
ndo existe nenhuma sub-dlgebra B < A invariante; e A ¢é
denominada semi-simples se ndo existe nenhuma sub-dlgebra B
c A abeliana invariante. (Uma Algebra de Lie Simples é
aquela que nao tem Ideais Préprios.)

Teorema 3.5.1 - Teorema de Casimir. Se um conjunto
de operadores {C;} comuta com todos os geradores de um
grupo, isto €: [X) , Gi] = 0, entdo eles sdo multiplos do operador
identidade (E), ou seja: C; = ¢; E. Tais operadores sdao chamados
operadores de Casimir.

Demonstracao:
No Exemplo 3.4.2, vimos que:
D(a) = exp (ia) Xy), entdo:
[D(a) , Ci] = [exp (iar X) , Cil.

Assim, expandindo-se a exponencial, usando-se as
propriedades do comutador e a hipétese do Teorema 3.5.1 € facil
ver que:

[D(a), Gi]=0.

Entdo, pelo Teorema 2.2.2, teremos:

Ci =Cj E| CQD
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E oportuno observar que o conjunto {C;} caracteriza a
representacdo irredutivel do grupo considerado, isto &, esse
conjunto pode variar de uma representacao irredutivel para uma
outra, mas ele permanece fixado para todos os membros de uma
dada representagdo irredutivel. Isto permite-nos usar tal conjunto
como indices para as representacdes irredutiveis. O nimero de
operadores de Casimir necessdrios para caracterizar cada
representacdo de um Grupo de Lie € dito a ordem da algebra.

Em geral, € muito dificil encontrar todos os operadores de
Casimir para um Grupo de Lie arbitrario.

3
Exemplo 3.5.1 Mostre que C= > sz ¢ um operador
A=l

de Casimir para o grupo O(3).

Segundo o Teorema 3.5.1, um operador de Casimir
satisfaz a seguinte expressao:

[X5,CI=0

Entao, é facil ver que:
3
{Xx 5> xf} =0, pois: [Xy, Xx]=0.
A=l

Exercicio 3.5.2 Mostre que:

3 3
a) C, =El sz e C, =7§12k2 sdo dois operadores de

Casimir para O(4);
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b) T =T/ + T,> + Ty’ , onde T, + T, + T; foram
definidos no Exercicio 3.4.3, é um operador de
Casimir.

Definicao 3.5.3
a) Seja a seguinte equacdo de auto-valores:
[A, X]=sX,

onde X sdo geradores infinitesimais de um dado Grupo de
Lie de r-pardmetros e A é uma combinacdo linear desses
geradores. As r raizes dessa equacdo de auto-valores sdo
chamadas raizes da Algebra de Lie associada ao grupo.
Denota-se X ao conjunto dessas raizes.

Vejamos como encontrar essas raizes. Sendo:
A=a7‘Xx, e X=xPXp,viré:
A
[A. X]=[o"X, ,x" X ]=sx° X,.
Pelo Teorema 3.4.1, vimos que:
—c¢
[x, . x,]=cf, X
Portanto:

067“ xP C%p X(::SX(: Xc,
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ot xe Cfp =S x&) X, =0.
Como X¢ sdo vetores linearmente independentes, vira:
(0(7“ xP C%p -3 x§)=0.
Sendo:

_ g
x& =xP Sp,

teremos:
x? ot c§) —s88)=0.
A equacdo acima so terd solucgdo diferente da trivial, se:
det (ocl C%p - s 8§)=0,

0 que mostra que tal equagdo € uma equacao algébrica de r-
raizes reais ou complexas, degeneradas ou nao, nulas ou nao.
Pode-se demonstrar que se a € raiz, entdo — o também € raiz,
mas ko, com k # =+ 1, ndo € raiz;

b) Dado o conjunto de raizes de uma Algebra de
Lie, existe um sub-conjunto delas que gera um sub-espaco,
portanto tal sub-conjunto € linearmente independente. Esse
conjunto é denominado de raizes simples e é denotado por T.
De um modo geral esses vetores nio sdo ortogonais;

c¢)  Chama-se grau (‘“rank”) de uma Algebra de Lie
ao numero de raizes simples da mesma, isto é, elas s@o obtidas
quando se faz s = 0 na expressao do item a).
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Vejamos como calcular o grau (“rank”) de uma
Algebra de Lie. Inicialmente, toma-se um operador fixo A dado
por A =o* X, e, em seguida, procuramos todas as solucdes da
equagdo: [A, X] =0, com X=x" X, . Depois, faz-se A variar e
calcula-se novamente [A', X] para todos os X que sdo solugdes
da equacgdo [A, X] = 0, e mantemos somente os X para os quais
[A', X] = 0. Continuamos com esse processo até obter todos os
operadores lineares do Grupo de Lie associado a d&lgebra
considerada e que sejam mutuamente independentes. Este
nimero serd o grau (“rank’) procurado.

As raizes simples de uma Algebra de Lie sdo
fundamentais, pois, por intermédio de seus comprimentos e do
angulo formado entre elas, pode-se obter os comprimentos € as
direcdes das demais raizes. Todas as propriedades da algebra
dependem de suas raizes. Em geral, qualquer conjunto de
vetores linearmente independentes ndo se constitui num
conjunto de raizes simples.

De um modo geral, uma Algebra de Lie ¢ um espaco
vetorial que pode ser dividido em sub-espagos vetoriais da
seguinte maneira:

R=H+ X R%,
aeL
onde R?% sdo sub-espacos unidimensionais correspondentes a
cada raiz, e H é um sub-espaco gerado pelas raizes simples. Os
operadores definidos no sub-espaco H sdo denotados por Fy e os
definidos em R* sdo denotados por E,.

Exemplo 3.5.2 Calcular o grau (“rank™) do grupo
0*(3).
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Seja A=a,X, e X=x,X,, entdo:

[A,X]z[ot X .x, X }:a X [X X }
ptu v Sy vy n v
Para o grupo O*(3), tem-se:

[Xu , Xv}zgw}L Xx .
Portanto:

[A,X]= (Xu Xy Spvk X}»'

Pela Defini¢do 3.5.2.c, para se calcular o grau (“rank”™)
de um grupo, temos que fazer [A,X]=0. Assim:

au XV SH\/}\. Xk =0.

Como X sao linearmente independentes, entdo:

O, Xy €4, =0, com pvA=12.3.

Para A = 1, vir4:
O X &y 0y Xp€ oy +0 X383 0 X €y +0,) X,€)5,+
0y X3€p3) +003 X €5 +003 X)€5) +0y X3E55, =0.

Agora, usando-se a defini¢do do simbolo de Levi-Civita, (sijk)

Vira:

az X3_(X3 X9 =0
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@

Por raciocinio, andlogo, € facil ver que, paraA =2e A =
3, temos, respectivamente:

‘—(X,l X3 +OL3X1 =0

: 1)

| oy xp —0px; =0]. (I1D)

A solugdo deste sistema de trés equagdes (I, II, III), é
dada por:

(X,i = Xj ,Vi: 1,2,3.

Logo:

Como:
[Xp,t s Xv ]=£uvk Xk ’
entao:

[AXEX, . X, o,

logo o grau (“rank”) de O" é UM, pois cada operador formado
pela combinagdo linear dos geradores do grupo, s6 comuta
consigo mesmo.

Exemplo 3.5.3. Calcular os geradores, a élgebra e o
grau (“rank”) do grupo SU(2).
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7z

Inicialmente, vamos estudar o grupo SU(2). Este, é
definido como o conjunto de matrizes complexas 2x2, tal que:

U=£a z];UU+=E;detU=+1.
C

O grupo SU2) é o grupo que deixa invariante a

2 ~
,onde U e Vv sdo componentes de um vetor

. 2
quantidade |u|” +|v
complexo a duas dimensdes. Assim:

p' n u' a bl(p apL+bv
V' v V' c d)lv cu+dv
p'=ap+bv,
vi=cu+dv.

Ora:
W =(ap+bv) (ap+bv)*=
=(ap+bv) (a*p* + b*v¥)=

=aa* pu* + ab* pv* + a*bvpu* + bb*vw*  —

|u'|2 =|a|2 |p|2 +|b|2 |v|2 +ab*pv*+ba*vp*,

Analogamente:

v =|¢/? u2+ d? v2+cd*uv*+c*du*v.
[vI

Para que tenhamos:

2

9

|2

uf* " =l v
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€ necessario que:

o> +[b]> =15 o> +[d* =1,

ab*+cd*=0; a*b+c*d=0.
Por outro lado, temos:

UU+—E—>ab a* c*_l 0
- c d)\b* d*) (0 1)

Entao:

la> +[b]> =1 5 |o* +[d]* =1;

ac*+bd*=0 ; a*c+b*d=0.

Sendo:

detU=1—

a b‘zl—)ad—bc=1.
c d

Do conjunto de equagdes obtidas acima ligando a,b,c,d e
seus respectivos complexos, € facil ver que:

a=d*¥; b=-c* ou d=a*; c=-b*

I =

Assim:
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Agora, determinemos os geradores de SU(2). Eles sdo
em numero de trés (3), pois: n“-1=2°-1=4-1=3.

Para uma transformacdo infinitesimal, segundo a
Definicao 3.3.2, viré:

FE(LkiXZ&WJF,
/=1

ou seja;
v /=1 v
Sendo:
W _(mtdp
V' v+ov )’
veé-se que:
p+op) ((1 0 N da db n
v+dv) [lo 1 —8b* da*)|lv)
Assim:

1+8a &b
U= .
(—%*1+&J

Agora, estamos em condi¢cdes de determinar os
parametros infinitesimais (da;,da,,0a;) € 0s respectivos
geradores (X, X3, X3), do grupo em estudo.

Assim, sendo:



130
UU" =E,

1+da  ob 1+da* —ob) (1 0
—6b* 1+da* ob*  1+da) (0 1)

Considerando apenas infinitésimos de 1* ordem, vira:

1+3a+8a* —38b+3b ) (1 0
—8b*+8b* 1+da+8a*) \0 1)

entao:

Portanto:
1+da+d8a*=1 — Oda=-0a%*.

Consideremos:
i
da =3 daz, com daz =real.

Por outro lado, temos:

1+0da ob
—-db* 1+0a*

detU=1 — =~ |+da+dar=1,

o que reproduz o resultado anterior.

Como ndo existe nenhuma restricdo para b, vamos
escolhé-lo com a forma:
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ob :% da, +%6a1 ,com da,,0a; = reais .

Entao:
1+5 Sb 1 + i 8a3 l5212+15a1
z[ +a }z 2 27T
—3b*  1+8a* _%532_,_%531 1_%5;13
_ 1 0 _,_l ida, da, +ida, _
0 1) 2| da,—ida, —ida,

1 0 i 0 0 1 0 i
= +l ! , 6a3+i 8a2+i , ! da, =
0 1) 2(0 —i 2(-1 0 211 0

1 0] i[O 1 i[0 —i i(l1 O
= +- E‘>a1+L ) ' 6a2+L da .
0 1) 2(1 0O 21 0 20 -1

J3 1
U=E+IZ EGJ Saj,

=1

onde {o;} sdo as matrizes de Pauli, e que sdo, portanto, os

geradores de SU(2).

A élgebra dos geradores do grupo SU(2) é facilmente
calculada, pois basta usar a regra de matrizes. Assim:

s 0 6 )
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[c ,0 ]:2i o =210,.
1°92 0 -1 3

Portanto, € facil ver que:

11 7. (1
EGi,EGj —lﬁijk EGk N

Vé-se, desse modo, que o grupo SU(2) tem a mesma
dlgebra do grupo O (3), portanto o grau (“rank”) de SU(2) é o
mesmo de O" (3), isto é: UM.

Exercicio 3.5.3
a) Dado o conjunto de equacdes ligando os elementos
de SU(2), demonstre que: a = d* e b = —*;

b) Complete o cdlculo da dlgebra do SU(2).
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Teorema 3.5.2 Os grupos O'(3) e SU(Q2) sido

Homeomoérficos. A cada elemento de O'(3) corresponde 2
elementos de SU(2).

Demonstracao:

Seja M uma matriz Hermitiana de traco nulo e definida
por:

3
M=x.6=3X; 0;=X|01+X,0, +X303=X0| +Yy0, +203 =
1

01 0 —i 1 0 0 x 0 -iy 0 -iy
=X +yl . +z = +| +| +
1 0 i 0 0 -1 x 0 iy O iy O
z 0 z X—1y
+ = . .
0 -z X+iy -z

O determinante de M € dado por:

detM =—z2 —(X—iy)(x+iy)=—22 —x2-y2 =—(x2 +y2+z2 )

Agora, consideremos uma  transformacdo de
similaridade, ou seja:

M'=UMU"*.

Sendo UU"=E, entdo TrM'=TrM e detM'=detM . Portanto,
sendo:
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L ( z' x'—iy}
M=x'.6=| , ., e
XHy' -z

teremos:
detM'z—(x'2 +y'2+z'2 j i
Portanto:
detM'=detM — — (x2 + y222)= —(x'2+y'2+2'2),

o que significa dizer que o produto escalar (%,%)=x2+y?2 +2z2,
€ invariante sob essa transformacdo de SU(2), justamente como
o grupo de rotagdes O*(3).

No Exemplo 3.5.3 vimos que para o grupo SU(2), temos:
3
UEE+IZSBJ Gj.
=

Entao:

3
oM=M'-M=UMU™* —M=28Xj o=
=l

E[E+i %8[%. (SJ-J(%XJ- ch[E—i iSBk ckj—Mz
= = k=1
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I

3
ZXjG

3 3
> -1y XJ.SBk Gj0k+1p216[3£ o, XjGsz
N (=

YA

3
= M-i ijBk ((Sj 0, —Oy GJ.JJ—Mz

i, k=l

=—i % X; OB, |:(Sj ,Gk:|.

ji=l
Usando o resultado do Exemplo 3.5.3, vira:

a3 3
SM=-i2 3 ix;8Byej0, > M=2 3 x;0By e 0.
K=l o=l

Sendo:
3
SM = Z SX(‘ (7( .
(=1
teremos:

3
SX[ 222_ Xj SBk Sjkl'
Jok=1

Assim:

3
0x 55X=2k21[xl OBk €1k tX2 Pk €21 +X3 0Py 83k1]=2(X1 oBs g1y +

+X10B3 €131 +X2 OB €211 +X2 B3 €231 +X3 0B €311 +X3 0P2 €321).
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Usando-se a definigao de &, vird:

dx 1 =0x=2y0B3 —2250, .

Analogamente, teremos:

Ox, =0y =-2x 8B, + 2z 6P,
0x, = 8z=2x0,-2yop, .

No Exemplo 3.4.1, vimos que para o grupo O*(3), temos:

0X = ydoi3 — 240, ,
dy=—x003 + 730 ,

0z = X00L, — ydol , entdo:

80!,j ZZSBJ .

Vé-se, portanto, que o grupo SU(2) também descreve

uma “rotacdo” como o O*(3). Isto sugere, portanto, que esses
dois grupos sejam Homeomorficos. Calculemos entdo esse

Para uma rotacdo finita o em torno do eixo dos z, o

Homeomorfismo.
grupo O*(3) é dado por:
cos oL senol
Rz(oc)z —seno.  coso
0 0

Sendo:

0
0; O<o<2m.
1



137

o :lSOL-, entdo o elemento correspondente do SU(2)
] 2 ]

sera:

Sendo:

entao:

UZ(%J = exp(i a; (Sj)= exp(ia3 (53): exp(i %@j -

0otz L)

cos((x + 27r) sen(oc + 271;) 0
R,(0+21)=| —sen(o+2n) cos(o+27m) 0],
0 0 1

cosa senax O
RZ(OL+271:): —seno. cos¢. O :RZ(OL),
0 0 1

1 B ei/2(oc+27t) 0 _
UZ(E(OH_ZRU_[ 0 e—i/2(0c+2n)J_

el0/2 gin 0 eio/2 0
N 0 e-io/2 g-in | | 0 _e-i2 |
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Portanto:

Logo, o Homeomorfismo entre SU(2) e o O"(3) é de 2 para 1.
Assim, conhecidas as representacoes de SU(2), automaticamente
teremos as do grupo O*(3). C.Q.D.

Exemplo 3.5.4 Encontre a representacdo geral do
SU(2) em termos dos angulos de Euler, tendo em vista o
Homeomorfismo entre SU(2) e O*(3).

Se a, B, y forem rotagdes sucessivas, no sentido
contrario ao dos ponteiros do relégio em torno dos z, y’ e 277,
isto é:

z! ZII,ZIII
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entao:
R(aBy)=R,(v)R,(B)R,(c).

Segundo o Teorema 3.5.2, temos:

Por outro lado, sendo:

cosax 0 —senx

senot O CcoS Ot

1 0 0
Ry(@)={0 coso.  seno

9

0 —seno cos o

teremos:

R, ()<>U, (a/2)=exp (i%cy),

R, () U, (at/2)=exp (i%cx j .

Sendo:

U; (a/2):exp(i%ﬁjj s

entao:
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o)
oo 2 ]
U (0/2)=% ~——

n=0 n!

2n 2n+l
[iac . ) (iac . j
=2 +2 .

0 (2n)! o0 (2n+D)!

Sendo:
1 0
E, ainda:
o ¢_1\0_2n o (_1\02n+l
COSX = Z%;Senx: ZL
n=0 (2n)! n=0 (2n+1)!
teremos:
Uj ° =]Icos i +icjsen i .
2 2 2
Portanto:

o) O LI
Ux(zj Icos(zjﬂcxsen(z)



o) =)o (s

g1y o

o fay (3] oal3)
EFfs) ol

De modo anélogo, teremos:

ﬁ

|2

io/2 0
U, (ﬁjz[e , ]
2 0 e—io/2

Assim, para o caso de nosso exemplo, teremos:
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R (aBy) =Rz (V) Ry (B)R, (o) &> U, (v/2) Uy (B/2) U, (a/2).

iy/2
R(aﬁy):[ev _M}[ cos(B/2) sen([3/2)JX

0 —sen(B/2) cos(B/2)

eio/2 0 elv/2 0
X 0 _elo/2 - 0 —elv/2 X
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« el%2cos(B/2) e %2gen(B/2)
—ei®/2gen(B/2) e ®2cos(B/2) )

R@ By«
iM B iﬂ B
e 2 cos(B/2) e 2 sen(B/2)
U@B= = ay (ra)

—¢'" 2 sen(B/2) e 2 cos(B/2)

Exercicio 3.5.4 Demonstre que:
a) exp (i%&ﬁ} = cos (%j +1(Gd)sen (0/2)

b) (6)™=1I;(c)™"' =0;.

) R(@By)=R, ()R, B)R,(a).

3.6 Teoremas Gerais sobre as Algebras de Lie

A seguir, enunciaremos apenas alguns teoremas
gerais sobre as raizes das Algebras de Lie, sem contudo,
apresentarmos suas demonstracdes. No entanto, daremos alguns
exemplos para fixarmos o contetido dos mesmos.

Teorema 3.6.1 Um conjunto de vetores linearmente
independentes € um conjunto de raizes simples de uma Algebra
de Lie, se o produto escalar de quaisquer dois daqueles vetores é
zero, ou € igual a menos a metade de um nimero inteiro do
comprimento de um dos vetores, isto é:

H : a e B sdo raizes simples de uma dlgebra A
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) _ (oc,oc)z_M
T:(o,B)=-N 5 2(B,B),

onde N, M sdo inteiros positivos ou nulos.

Exemplo 3.6.1 Um conjunto de vetores se
constituem nas raizes simples de uma Algebra de Lie, se os
angulos entre eles forem de 90° ou 120° ou 135° ou 150°.

(o) =A; (B, P) = cA,

onde A e ¢ sdo numeros reais e o e 3 sdo raizes simples de uma
dada Algebra de Lie (cf. Defini¢ao 3.5.3). Entdo:

(@.B) = e A cosh.
Segundo o Teorema 3.6.1, vira:

(o, B)=+/c A cos B= —% A =—% .

Sendo:
—1<cosO<1,
e como
cosO=1, se =0,

cosf=-1,sea=-f,

e ja que kau (k # 1) ndo € raiz da dlgebra considerada (vide
Defini¢do 3.5.3a), entdo:
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ou

<2 ‘Mﬁ‘sz.

Entao:
IMNI < 4.

Excluindo-se o caso em que o = £ B, retira-se a
condi¢do de igualdade da desigualdade acima, entdo, teremos:

IMNI < 4.

Portanto:
a)Se M =1, entdo: N=1,2,3;
b) Se M =2, entdo: N=1;
¢) Se M =3, entdao: N=1.

Sendo:
(o, B)=+/c A cos 8= _N 4 _ Mch ,
2 2
- N )
entao: A :M' Assim, teremos:
coso= —— LN L_ LN,

2c 2 NnM 2
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cos® = ——, ou —— ou ———,
2
ou seja:
6 = 120° ou 135° ou 150°.
Por outro lado, se o produto escalar € zero, isto é:
N=M=0,entdiocos 0=0—>0=90°.

Em vista do resultado do Exemplo 3.6.1 e
considerando ainda o Teorema 3.6.1, as Algebras de Lie tém a
seguinte classificagdo, cujos diagramas sdo devidos a Jan
Arnoldus Schouten (Rowlatt, 1966). Assim:

o—0o—0 - O0—0 An n=1,2,"**, ©
" e ;O o TR . T Bn AE | o2 5 = %00
c—e - o—0 Cn n=2,3,""*.
g Dn n=3,4,-*-, 0 ,

O}-——O v s O—O

onde o circulo branco (O) representa uma raiz simples longa e o
circulo achuriado @ ), uma raiz curta. O angulo entre as raizes €
representado por uma linha simples (120°), ou por uma linha
dupla (135°), ou por uma linha tripla (150°). Quando os circulos
ndo sdo ligados, o angulo entre eles é de 90°.

As dlgebras An correspondem aos grupos SU (n+1);
as dlgebras B, correspondem aos grupos 0 (2n+1); as algebras
D, correspondem aos grupos 0 (2n); por fim, as dlgebras C, sdo
chamadas de simpléticas, e correspondem aos grupos U (2n).
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Teorema 3.6.2 Se o € uma raiz simples de uma
Algebra de Lie, ento B+ a(Pe X, também serd uma raiz (€
Y.,), se, e somente se:

2 (B.o)

o) -P (B,a) < 0,

onde P (B, &) é um inteiro definido por:

B-PPB.,owale X,

B-PR.+1la)e Z,.

Exemplo 3.6.2Dadas duas raizes simples da
algebra A, = SU(3), encontre as demais raizes da mesma.

A élgebra A, = SU(3) tem o seguinte Diagrama de
Schouten:

B
D i

Il

120°

Y

Sendo:
(a0, )= (o, B)=A, entdo:
(o, B)=Acos6 :—%.

Agora, vejamos se o + 3 € X,. Segundo o Teorema 3.6.2,
temos:
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2(B.a)

-PB,o) <0, com[B-PPB,0)a] e X, .
(o, o)

Como:

B-a ¢ X,,entioP(P,)=0.

Logo, devemos ter:

2(B, o) <0
(o, ) '

Por outro lado, sendo (B , o) = — % e (o, o) =A, vird:

Portantoat+ } € X,
Vejamos, agora, se o + 23 € X, . Para que isto ocorra é
necessario que:

204BP) _pgipp) < 0.
(o, o)
Ora:
a+PB-P=ae X,
Entao:
a+PB-2p =a-Pe L.
Ora, sendo:

B-P@+B,P) (a+B)le X,
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e P(a+f,B) =1, entdo:

24Bp) |
(o, @)

< 0.

Por outro lado, temos:

2(@+P,pB) =2(oc,[3)+2([3,[3):—2x% S A= A+2h=A

Assim:
2((%5;3)—1: %—1:0 0.

Entdo:

o+2p¢e X, .

De maneira andloga, demonstra-se que:

200+ B¢ X, .

Assim:
X, = (a, B, o+p),

= [ou—ouB,~B,(c+B).~(oB)].

Por fim, calculemos o dngulo entre o e (ot + [3).

Portanto:

A_A

(a, o+P) = (o,0) + (o, B) = A — 55

Por outro lado, temos:
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(o, 0B) = J(a,0) . J(@+P) , (o+P) . cosB = %

Sendo:
[(0+B) , (0+P)] = [1.(o+P)] =
= (o) + (L,P) = (o+P , o) + (o4, B) =
= (0,0 + (B0 + (ap) + (B, B) =

N S R
2 2

-

o | >

(a, o+P) = VA VA cos® = A cosB =

cosG:%—> .

Em resumo, temos:

;B\/a+:8
—a \ g

-{a+f) -1
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Exercicio 3.6.1

a) Encontre as raizes da dlgebra A; = SU(2);

b) Encontre as raizes da dlgebra G, cujo Diagrama de
Schouten é:

Teorema 3.6.3 As relagdes de comutagdo entre os
operadores que geram uma Algebra de Lie simples, satisfazem
as seguintes expressoes:

_ Na,ﬁ Ea+[3 ,(X+B € Z .
a) [EQ’EBL,BEZ_ {O OH'B E 2 ’

b) [E’E_p}:F’z > b F;

c) [FquJ =0,V e m,

d) [R.,Ey == V) E,,

onde:
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NZg = M Q(aB) (B,

N2 =N3, =N o =

Nop = "Npo *Nogp =7 Ng o

e

2(%3)) = P(a.p) — Q(a.p).

Sendo:
[o-P@p)ple X e {a-[P(p)+1]1B} &L,
[a+Qap)Ple X e {a+[Q(ap)+1]p}e X

‘o Exercicio 3.6.2 Usando o resultado do Teorema

a) Mostre que se:
Ug=Eq+E,, ae X,
Vo=1(Eq—Eq),0e X,
Hy=iF, ,pe T,

onde I' é um conjunto de vetores ortogonais tais que:

:ozel" (a’o-) G’ (VAN 29 (O-,p):O’Vp,UEF.
(0,0)
Entao:

[Ua, Ugl = Nog Ugup + No, g U,
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[Uoc, VB] = Noc,B Voc+B - Noc, -B Vo B>

[Va, VB] = —Noc,B Uoc+[3 + Noc, -B Uqy B>
(U, Vo] = =2 > a H .

pel

[Hp , Ual =— (P’Oﬂ) Va,

[Hp Voc] = (P,OC) U,

[HG ’ Hp] = 07
onde:
(@, p)
a = a, p; a, = ; (P p) =2
p;l" (p, p)
b) Encontre as constantes de estrutura dos grupos B; e
As.

Definicao 3.6.1 Dado um grupo G com r geradores
(dentre eles P que comutam entre si), chamam-se vetores pesos
do grupo dado ao conjunto de p-uplas formadas pelos auto-
valores dos geradores que comutam. Esses vetores pesos sdao
representados em um espago R”, e ¢ chamado de diagrama de
pesos. Cada ponto desse espago representa um auto-vetor dos
geradores que comutam.

Exemplo 3.6.3 Dentre as oito matrizes geradoras do
grupo SU(3), as duas que comutam sao representadas por:
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. 1 00 1 1 0 0
G3 = E 0 -1 0 € Gg = E 0 1 0.
0 00 0 0 -2
Encontrar o diagrama de pesos correspondentes.
E ficil ver que os vetores colunas:
1 0 0
u;= 0 Uy = 1 s Uz = 0 ,
0 0 1
sao auto-estados de Gj3 e Gg, pois:
1 0 0)(1 1
G3u1—l 0 -1 0 0 :l 0 =lu1,
2 2 2
0 0 0)\0 0
1 0 0)(1 | 1
G8u1 =310 1 0 0= g 0= g Uy
0 0 -2)\0 0

Para o auto-vetor u,, temos:
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G,u

3y =

Ggu =1
3

872

S = O

]

o

Portanto, o vetor peso de u, sera:

1
G3u3 = E

1
Gguy = —
843 3

Portanto, o vetor peso de us, sera:

0.-3).
3

=)

- O O

— O

[

N |~

W | =

1 1)
27 3)

Para o auto-vetor us3, temos:

O diagrama de pesos correspondente sera:
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(38 A
1/3 N
I._———n—— ——
I:\\ //II
S17E X F e by
-1/8 /
L W
Ny -2/3

Teorema 3.6.4 A dimensao de uma representagcao
irredutivel € dada por:

N= T (Ag+1) T {@H}

onde:

oQLET B€Z+ (g’B)
Bem
4,
Ay =2( a); g=l a.
aern (a,a) 2 a e Z+

Exercicio 3.6.3 Mostre que o numero de

representacdes do grupo SU(3) é dado por:

=% (n+1)(m+1)(n+m+2) ; n=0,1,2,....; m=0,1,2,.... .



CAPITULO 4

Teoria do Momento Angular'

4.1 Representacoes Irredutiveis do Grupo SU(2)

4.1.1 Representacoes Spinoriais

O Grupo SU(2) € dado (Cf. 3.2) por:

Uz( a bJ,comaa”‘+bb"‘=1.
_b* a*

Tal grupo descreve uma transformagdo de um vetor coluna

complexo de duas componentes (spinor), ou seja:

(o (H DOHR 2

u=au+bv=Uju+Up v, (1)
vi==b*u+a*v=Uyu+Uyv. ()
Para estudar as representacdes irredutiveis de SU (2) em um

espaco (n+1) dimensional, necessita-se de um conjunto de (n+1)
funcdes (vetores) bases linearmente independentes, ou seja:

u un oy un2 y2 gyl oyn,

! Esta parte deste Capitulo foi ministrado pelo professor José Maria Filardo Bassalo
no Curso de Extensdo, realizado em 1985, na UFPA, sobre Teoria de Grupos.
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Para concordar com os resultados da Mecanica Quantica,
Wigner escolheu n = 2j (j:O,%,l,%,L...j e definiu a seguinte

fun¢do monomial:

jFmy, j-m
vy ,ondem=j,j-1,..0, .., .

)= G

Assim, para um valor fixado de j, ha (2j+1) polindmios
linearmente independentes. Agora, tomemos a ag¢do de U sobre

i (u;v), isto é:

£ () = UEL (0v)= U et fusv)= 3)
m'=—]
= (au+bv)J+m (—b*u+a*v)J_m , [usando-se (1) e (2)].
(j+m):(j—m)!
Sendo:

. Hm 1 | . .
Jmo_ ﬂ qi+m-k uJ+m—kkak’

+b
(au+bv) k=0k!(j+m—k)

_ jm I (j_m)! 1)im—£ M=l iy ,
( b*u+a*v) _KZ:OW(J—H]——Z)_V( 1) (b*) ul ”(a*) vl

Entdo:
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£ () e S ime (j+m)!(j-m)!
Uf i) kZ::O Eo( ) k! (j+m—k)!(j—m—¢)! %

« gitmk (a*)é’ (b*)j—m—f bku2ik—yk+

Fazendo-se: j—k—/=m', vird: w2kl yk+l = yim’ yj-m’

entao:

U (use )3 syt 3 Grm) om) o) o)

k=0 m=—] k (j—k-m')!(j+m—k)(k+m'-m)!
x atm (g e omp WV
(j+m’)(j—m")!
Para o indice ¢, temos:
m'=j-k-/.

Sek=0e ¢ =0, entdo: m'=j.
Sek=j+m el =j - m,entdo:
m=j—j-m—-j+m=—j.

Portanto:

ey e (Fm)Gmm)G+m ) -m)!
Ufm(u’v)_k§0 mg_j(_l) KI(j—k+m)(j+m—k)(k+m'—m)!

x g Itk (g )Mk (pa)kem=m pk fjn, (u;v).

Usando-se a expressao (3), vird:
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_ miskem ¥ (+m) (j=m) (j+m’) (j—m)!
Yo —J+mk§0(—1) k!(j—k—m')!(j+m—k)!(k+m'-m)! 4)

x aj+m_k (a*)j—m'+k bk (b*)k+m'—m

Na expressdo (4) acima, o indice k varia de 0 até j+m. Porém,
como (—n)!zioo (n=1,2,...) entdo o U, se anulard toda vez que o
expoente de a, a* ou de b*, atingir o valor negativo. E importante
ainda observar que como me m' variam de —j até +j em passos
inteiros, entdo U+ € uma matriz (2j+1)(2j+1).

Exemplo 4.1.1.1 Encontrar a forma da matriz U paraj=

1/2.
Se j =1/2, entdo: mz—l,l e m':—l,l.
22 22
Portanto:
1 ]
m=— m=-——
2 2
m=1/2—- (A B
U= .
m=-1/2—->\C D

Assim [lembrando que (—1) l=tc0 e 0!=1], vira:
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LG V11011101 2 (a#) bk (b)" .
k=0 k1(=k )1(1-k )1k !

B=Uyn =3 (1) Jrown: alk (%)™ by x

k=0 k 1=k )1 (1=k )1 (k=1 )1

% (b* )—1+k b,

C=U—1/2,1/2=§(—1)1+k 010! a= (a%)" by x

k=0 k(= )1 (=k )1 (k+1)1

% (b* )k+l —b*,

D=U_1/2,—1/2=§}(—1)k m 4k (a*)1+k bkx

k=0 k(1)1 )1k
X (b* )k =a*,

Portanto:

a b
Unm =Ur2a2 = _ o s|-

Vamos a partir de:
A= zjlf;g (u ”V’)frj;l (u';V'): ZJ: . (u'*)j+m (V'*)j—m (m')F+m (u')j+m (V')j_m _
o o \/(j+m) (j-m)(j+m){(j-m)!
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12 Hm 2 jm
4 oy (][

m—i  (pm)i(m)t =i (rm)1(-m)!

) Hm ) jm
;oo || orasan?

= (jem)j-m)!

Agora, facamos: j+m = s. Entao:

s 2j-s
, ou+ovf* [ [-orasarsf’] o)

A= st (25-s)! Qi) T

Sendo:

2j ; 2j-s
o+ | =2 - ZJ L i 1]

Entdo:

o v ]
(i)

Porém, para o SU (2) temos: |u’|2 +|v’|2 = |u|2 +|V|2 , entdo:
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i) G = Gtk

2 2j 2j
o s [ [l | o [[°]
Fazendo: j + m = s, vira:

j D“|2T+m[|"|2}j_m i Juwr ] [y
A= -3 uu \A4 .

m=j (pm)!(G-m)!  wm=i (jrm)!(j-m)!

i . . #) jHm (%) j-m A i
_ 4 uim yim - (uHIm v > fl (v (uv).

=i J(rm) (Fm)ty/Grm)t(my ™

Ora, sendo:
i i J i
Uf;, (u,v) =f, (u',v') = Z Upm' i (0, v)
m'=—j
entao:

- . i _
Y @V @)= T f (s W),

m'=—j m'=—j

ZJ: ZJ: U*mm, f;lj (u;v)}[ ZJ: _U*mm,. f:ﬂj (uyv) |=

m=-j| m'=—]j m'"=—]j

i .
= X f (wv)fy (usv),
m=-j

ou
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m'=j| m=—j m'=j m'=j

i ( ZJ: ZJ: U Ufnm..J ZJ: f;:nJ (u;v)fél.. (u;v)=

=3 ) @) ) |

m=—j

Se U for unitaria, isto é:

entao:

> X Sm,m”fm' (u; vV)f (u3v) =

m'=—j m'=—j

T . i .
= 3 fpr @V @v) = X fu (W v) i (3 v)

m'"=—] m=-j

Exercicio 4.1.1 Demonstre que a matriz U,y é uma

representagdo de SU(2).

4.1.2 Representacao por Matrizes Rotacao.

A representacdo geral do SU(2) em termos dos angulos de
Euler € dada por (Cf. Exemplo 3.5.4)

N2 c05B/2) eV 2sen(B/2)

U(a,B,y) = .
(@B - @ 25en(B/2) e 2co5(B/2)
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Portanto:
a = ei(u”)/zcos(B/Z) e b:ei(a_Y)/zsen(B/Z)

entao:

JG+m)! -m)! (j+m)! (j—m)! )
k! (j-m'-k)! (j+m-k)! (m'-m+k)!

m i
Umnm' (G,B,Y)=k§)(—l)m Hem,

><[ei(ocﬂ()/l COS(B/Z)]j+m_k[ —i(a+y)/2 COS(B/Z)]J m' k

+m'-m

[ i Wzsen(B/Z)] [ —i(y-a)/2 sen(B/Z)]k

Sendo:
i (jrm—k—jrm+k+k—k-m'+m) .
€ 2 :el'Yll’l,
i&(rm—k—jtm'+k—k+k+m'-m) .,
e 2 —eim'a
b
7 i+m—k+j-m’'-k 2 j+m—m'-2k
COS E =| cos E ,
2 2
e

r k+k+m'-m

[t

2k+m'-m
=|:SCH(E]:| R
2

teremos:
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| GHm) L (Gom) 1 (m) 1 )
k!(j—m'=k) ! (j+m—k) ! (m'-m+k) !

jrm
Unm' (a’B’Y): )3 (_1)k
k=0

b

x eimy [cos B/ 2]2j+m_m'_2k [—sen(B/ 2) ]m"m”k eima

(7)

pois:
(_l)m'—m — (_l)m'—m+2k .

Em Mecanica Quantica € costume usar-se a seguinte matriz:

Dl (0B Y) = Uy (B, =™ d) . (Be™ %, (8)
onde:

' jtm (Jj+m) ! (j=m) ! (j+m’) ! (j—m")!
dim (B)=Z (-D*. \/ . , X
k=0 k!(j—m'-k)!(j+m—-k)!(m'-m+k)! 9)

x [COS (B/2]2j+m—m'—2k [—sen(B/2) ]In'—rn+2k

Teorema 4.1.2 As matrizes rotacio Dinm, (o,B,y) sdo

representagdes irredutiveis.

Demonstracao:

Seja uma matriz A independente de (o.,f3,y), tal que:
(A D)y = (DA, ¥ 0By

ou

Usando-se a expressao (8), vira:
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%Amke‘im'yd{(m.e‘ik“ = %e‘ikydﬂnke‘im“Akmv : (10)

Inicialmente, vejamos quanto vale df.(m, (B). Usando-se a

expressao (9), vird:

JGHO IR+ m) (!
X [co

2 j+m'—k
0Y(j—k)!(j+m)!(k—m")! s (B2

di_(B)=

s (=15 (R +m) —m)! y

_ k—m'
-sen(/2) | T SIjk—s)(j+k—s)(k—m'ts)!

x|cos (B2 K2 [sen(pr2) [

Para 3 =0, vira:

\/ (RO -K)!(j+m’) [(j-m’)!

(J_k)'(_]-’_k)'(k—m')! X (COS 00)2j+m‘_kx

A (0)=

x(—senQ0)k-m’"
Agora, se k # m', entdo:
dl_(0)=0.

Se k = m', teremos:

JG+R!IG-K!IG+K)G-K)!

2i ()0 =
G-I+ Ik -K)! M™.0)" =1.

d}y (0) =
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Portanto:
df(m.(O) = Okm' -
Fazendo-se =7 =0 na equacdo (10), vira:
%Amk 8, e ke :%5mk emimuA

A L eim'o — o —imo A

mm

ou:

—im'ol —imo
=¢c

igualdade essa que sé subsistird se m = m', o que indica, portanto que
Amm € diagonal!

Agora, retomemos a expressao (10) e facamos o0 = y = 0,
entao:

= Amk d B = %df;m B) Amk -

Quando k = m no 1° membro, e k = m' no 2° membro da expressdo

acima, teremos:
A e (B) = db e (B) A -
Por fim, tomando-se m' = j, vira:
Amm & i B) = dl i B Ajj
Sendo dfnj (B) =0, VB, entdo: Apm = Ajj, Vi

Portanto a matriz A é multipla da unidade e pelo lema de Schur,
(a, B,7y) é irredutivel.

HlHl’
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Exercicio 4.1.2 Demonstre que dfnj B)#0,Vp.

4.1.3 Representacoes por Harmonicos Esféricos

Tomemos as expressoes (8,9) e facamos j = 1, Entdo:
1 _ —imyg4l —im'al
DB, y)=e"""d . (Be .
Agora, sendo m, m' =—1, 0, 1, os elementos da matriz acima serao:
11— 11 ’

2 (-D*V21020! > "
B = T 1o o oS/ P [ senBr )P

Como (-n)! =t (n=1, 2,...), entdo:

1+ cosP
oror2to!

cos2(B/2) = 5

d, B =

Portanto:

Dl —e-it [ 1+cosP Je‘io‘
11 2 :

De maneira andloga, obtém-se os demais elementos da matriz

1 . .
D, cujaforma é:
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m=0
m=1 1 m=-1
1 —ia senf 1 0
m '=l— el +cos e~V e RN e ia —cosp it
2 2
Dhm@py = m=0> | ey P (1)
7 7
. senf
m=— 1 i 1-cosP it T i 1+cosP oY
2 2

Exercicio 4.1.3.1 Encontre os demais elementos da matriz
1
Do (0B, 7).

Dada a matriz Din,m(oc, B,7), demonstra-se (Rose, 1967) que

a mesma ¢é ligada a matriz rotagio R (a,B,y) através de uma
transformacao de similaridade, isto € (T = transposta):

DL (B y=URUH =UHY' ®R" U, (12)
onde:

cosol cosP cosy—senc, seny sendl cosP cosy+cosol seny —senP cosy
R(0,B,Y)= —cosa cosB seny—senc cosy —senat cosP seny+cosat cosy senf seny |,
coso senf sena senf cosp

13)
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Exercicio 4.1.3.2 Verifique a expressdo (12).

Seja T um vetor unitdrio caracterizado pelas seguintes
coordenadas esféricas (0,0). Aplicando-se a matriz rotacdo R (o.,p,y) a
esse vetor, obtém-se o vetor T' caracterizado, no novo sistema de
coordenadas girando segundo os aAngulos de Euler (a.B.y), pelas
coordenadas (0',0"), isto é:

I'=R (a.B,y)T . (14)

Geometricamente, temos

N w %
R(a,B,Y)
>
T ' >
] | 0 r
| 1
\ | \ }
|
. ; y ~—— : y'
~— |
_/\\\ | /', >~
¢ L ¢ =
N
N
X x!

A figura acima nos mostra que:

B - - senf cosd
r=senB cos¢ I +senbsend J +cos® K =|send send |,
cos©
e
senf' cosd'
r'=send' cosd' 1 +send sen¢’ J +cos® K=| send' sen¢'
cos0'

Usando-se as expressoes (13) e (14), vira:
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senf'coso’ cosocosfcosy—sena seny  senocosPcosy+cosaseny —senfcosy
senB'send’ [=| —cosocosf seny—senocosy —senocosPseny+cosacosy senfseny [x
cos0' coso senf senal senf3 cosp
senbcosd
X| senBsen¢ |.
cosO

Desenvolvendo-se esse produto matricial, mostra-se que:
cos0' = senf senB cos(¢p — a) + cosP cosO . (15)

A expressdo (15) pode ser obtida da seguinte maneira:
1 '
Y} (@.0)= T Dy (eBy) Y (6.9) (16)
m'=-1

onde Y?(e, ¢) € chamado de Harménico Esférico e definido por
(Jackson, 1992):

(20+41) (¢-=m)! .
m — m im¢
Y7 (9,¢) \/ P (€+m)!p ’ (cose)e , an
com:
Y ©0.0)= D" (Y!) 0.9) (18)

e

pm _ =D 2 gumyz 47 2 ’

;s (cos0) = (I—cos”0) ——(cos“0-1)". (19)

20 d(cos )™



167

Desenvolvendo-se a expressao (16), vira:
0_ i -1 1 0 1 vl
Y1 =D_pY, +Dy Y +Djp Yy .

Usando-se as expressodes (11), (17), (18) e (19), € facil ver

que:
Jicose’:ei“ﬂ isene e +cosp i(:0s9+
47 ﬁ 8T 41
e_l(xﬂ isene elq),
J2 \8rn
e

cos0' = senb senf cos (¢ — a) + cosP cosH,

que € idéntica a expressdo (15),

De maneira andloga, demonstra-se que:

1
Y7 (0.0)= T Dy (0B1)YT(6,0) - (20)

Exercicio 4.1.3.3 Demonstre a expressao (20).

De um modo geral, pode-se demonstrar que (Cushing, 1975):

4
Y7®,0)=0r Y7(®.0= ¥ Dpp(efy) Y®0. @D

Exercicio 4.1.3.4 Mostre que:
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47 "
a) D! ,(o.B.0) = 2“13(/“([3,@);

b) D, (0.8.7)= 2tth@ﬁ)

¢) D!, (0,8,0)=P, (cosp) .

4.2 Operador de Momento Angular
4.2.1 Momento Angular Orbital: Conceito Classico
Na Mecanica Classica, 0 momento angular orbital é definido por:
EC =TX f) ,

R dr .
onde: p= ma , € 0o momento linear.

4.2.2 Momento Angular Orbital: Conceito Quéntico

Segundo a representacdo de Schrodinger da Mecanica Quantica,

o momento linear cldssico p é substituido por:

p =—ihV.

Portanto, em Mecéanica Quiantica, o momento angular &
definido por (daqui em diante, faremos # =1).

I:OM =L=-rxV .

423 A Algebra dos Operadores de Momento Angular
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Inicialmente, calculemos o operador L em coordenadas
cartesianas. Assim sendo:

17

xV=| x y

d, 0

x Yy Yz

K
z|=1 (yo, — zdy) + J (20, - x9,) + K (xdy — yOy) ,

onde axz% , etc.,

entao:
Ly =—i(yd, —2dy); Ly = —i(zdx — x9,); L, = —i(xdy — yox) .
(22a,b,c)

Obtidas as expressdes para os componentes cartesianos do

operador L, calculemos o comutador entre os mesmos. Assim:

oL |-L L L L ==(30,-20 )20, ~x0,)+
+(20 ~xd )(yd,~70 ) =

= —y0,(20y) + Y0,(x0,) + 20,(z0,) — 20,(x9,) + 20y(y0d,) — 20,(z0,) —

—X0,(y9,) + X0,(20,) = —y(0x+20°,, +yX0’,, + Z°0°yx — 7X0°y, + Y20’y +

— 7707y — yX07,, + X(3y + 20°,,) .

Sendo a{xﬁ = azﬁa (o, =x,y,2) , vird:
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[LX ,Ly}z—yaX +x8y =+i{—i(x8y —yaxﬂ -

LL,|-iL,.
Xy z
De maneira andloga, demonstra-se que:
L L] e L, i
z’ X y y' oz X
Assim, podemos escrever que:
[]:i , I:j ] = igijk]:k . (23)
ou, simbolicamente:

[LxL]=iL .

Exercicio 4.2.3 Complete a demonstragao da expressao (23).

[E oportuno observar que comparando-se a expressio (23)
com a regra de comutacdo dos geradores do grupo O(3) (Cf. 3.2.a),
vé-se que os componentes cartesianos do operador de momento
angular e aqueles geradores satisfazem a mesma 4lgebra, a menos do

fator i (estamos considerando i =1).]

4.2.4 Auto-Funcoes e Auto-Valores dos Operadores
L2 eL,
Inicialmente, vamos escrever os operadores I’ e ﬂz em

coordenadas esféricas. Para isso, tomemos as expressoes (22a,b,c), ou

seja:
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Ly = —i(yaZ - zay); I:y = —i(zaX - xaz);iz = —i(xay - yax).

As relacdes entre coordenadas esféricas (r,0,0) e cartesianas

(x,y,z), sdo dadas por:

X =rsenBcoso ; y = rsenBsend ; z = rcosO ; (24a,b,c)
x2+y2+z72 :rz;cosezl;tgezl. (24d,e.f)
r X

Derivando-se r* em relacdo a x,y,z, respectivamente, teremos:

zZ

Jr X Jr y =—==co0s0.
r

ng—senecostb, dy T—senesenq), 8
(25a,b,c)
Por outro lado, derivando-se cos® = % em relacdo a x,y,z,

respectivamente, teremos:

00 _ cosBcosd  dO _ cosBsendp 06 _  send
ox r Ty r "9z r (262,b.¢)

Por fim, derivando-se tgd):% em relacdio a Xx,y.z,

respectivamente, vira:

00 _ _sendp dP _ _cosd 99 _

ox rsenf ' dy  rsend  dz

(27 a,b,c)

Exercicio 4.2.4.1 Demonstre o grupo de equagdes (25), (26) e
27).

Tomemos o operador L, e vamos escrevé-lo em coordenadas
esféricas. Entdo, segundo (22 c), tem-se:
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L, =—i(xd, — yo,) .

Agora, passemos de (x,y,z) — (1,0,0). Ora:
d dr _0J , d8 %9 90 90

R S s v 2o
of of of
[Lembrar que: f(r,), entdo: df —a—dr-ia—ede-i—q)dq)]
r
0 or 0 0 a d
ay SE—=—X—+—X—+—X—
dy dy dr dy 906 dy 0J0

_— 4 X

d or d 0 0 a 0
— +—x
d0z dz o dz d0 dz  IP

Portanto, usando-se o grupo de equacdes (24) e as equagdes acima,

teremos:

. 0,00, 0
L, = 1[rsenecos¢[ Jy o +=— Jy 20 + 3y 90

j — rsenfsen X

y oar d 89 ) a¢ d
ox ar ox 98 T ax 00

Agora, usando-se os grupos de equacdes (25), (26) e (27),
teremos:

L, =i~ =-19. (28a)

3¢
De maneira andloga, demonstra-se que:
L, =i(sen¢d g +cotgbeoshd 0 ); (28b)

L, =i(cos0 +cotgBsendd ); (28¢)
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Exercicio 4.2.4.2 Complete a demonstracio do grupo das
equacdes (28).

Obtidos os operadores Ly, Ly e L; em coordenadas esféricas,

vamos obter o operador 7 nesse tipo de coordenadas. Assim,
L =Li+LJ+L7.
Usando-se o grupo de equagdes (28), vira:
[? = —(sendg + cot gB cos (1)84,)2 — (cos ¢ — cot gsenddg)” — B(ZM) .
Inicialmente, calculemos:
(sen¢dp + cotgbeosddy)” = (senddg + cotgBeosdd,) (sendde + cotgbeoshdy) =
= sendy (sendy + cotgbcosddy) + cotgbeosddy (senddg + cotgbeosddy) =
= sen’0 age + sendcosd (—cosec’dd, + cotgd agq)) + cotgBcosd [cosddg +
+ send aée + cotgb (- senddg + cosd B(ZM) )] =
= sen’0 839— sen¢cos¢cose0298¢ + sendcosdcotgd a§¢ +
+ cotg cosddg + cotgbeoshsend a?be — cotg’0cosdsendy +
+ cotg’0cos’() afw )
De maneira andloga, temos:

(coshdy — cotgBsenddy )* = cos’0 age + sencosd cosec298¢ +

— sendcosdcotgd a§¢ + cotgBsen’ddy — cotgBsendcosd aée +
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+ cotg’® sendcosPdy + cotg’® sen” ¢ aéq) .

Portanto:

2 |1 I
L° = [sen@ g (senBg ) + - 8¢¢] (29)

Exercicio 4.2.4.3 Complete a demonstracio da equacao (29).

Sendo os operadores el, fungodes de (0,0), suas equagdes

de auto-valores serdo, respectivamente:
L*f0,0)= L*f(8.4), (30)
L.g(0.0)= L. (6.0), (31)

Agora, calculemos os auto-valores L’e L, . Para isso, usaremos
as equacdes (29) e (28a). Inicialmente, resolvamos a equagao (30):

1 1 2 _12
_ Eae(seneae) +ma¢¢:|f(e, q)) =L f(e, ¢) ,

se€n

1 1 2 2 _
_—sene dg(senBdg) + —26 a¢¢ +L }f(@, 0)=0.
Para resolver a equag@o diferencial acima, usaremos a técnica da

separacdo de varidveis (Arfken, 1970; Bassalo, 1989; Mathews e Walker,
1965). Assim, fazendo-se f (0,0) = © (0)P(d), vira:

(aze + cot gBdg + 5 82¢ + sz O (0)P(9)=0.
sen
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Separando-se as varidveis 0 e ¢, a equacdo acima se
transformard em:

2 © 0 _ 9

sen"0 ) + cosOsen6 ® +L°sen6 = D 32)

ou
. o

h(®) =j(®) — - constante.

Razdes fisicas, impdem que: P (¢+271) = ¢, entdo:

D= m=0,41,42,.),
portanto: d =exp (imd) | . (33)

Obtido ®(¢), voltemos a equagdo (32). Entao:

sen’0 o + cosGsenG% +L%en0 —m*=0.

Fazendo-se cos0 = x, teremos (Cf. Bassalo, op. cit.):

2 2
(1-x2)47© 2590 f12_ M lgx)=p ,
2 2
dx dx 1-x

cuja solugdo é:
O(x) =P"(cos0), se:L’=P (P+1),

onde:

m =P, (-P+1),...,0,..., (P-1), P

Assim, a auto-funcdo do operador % sera:
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£(8,0) = Ay, e™P;" (cos ).

(2¢+1) (¢—m)!
4t (0 +m)!

obteremos o harmdnico esférico [vide equacdo (17)]. Desse modo, a

Escolhendo-se a constante Ay m :\/

equacdo de autovalores para o operador L? tomar4 a forma:
L2 Y, (0,0) =00+ Y, (8,0). (h=1) (34)

Resolvida a equacdo (30), passemos a resolver a equacgdo (31),
isto é:

L,g(6.0)=L,g(6.0) .
Sendo L, = —idy , entdo:
- la¢g(e’¢) = ng(e’¢)

L g - % i, 30 .
z g z

90

Integrando-se a equacio acima, vira:

Ing=ilL,0 — g=-exp (iL,0) .
Razdes fisicas impdem que g (¢+27) = g (¢), entdo:
,(m=0,%1,%2,..) .

Assim, a auto-fungdo do operador L, sera:

g(9) = exp(imo) .

Ora sendo:

f,zgzLZg =mg ,
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entao:

- iieim‘l’ = me'™.
90

Multiplicando-se ambos os membros da equacdo acima por

\/(2z+1) (¢ - m)

!
! m R )
i (Z n m)! P, (cos0), vé-se que:

L, Y;"(6,0) = m Y;"(6,0)|. (35)

E oportuno observar que os operadores [?eL, ttm a mesma

auto-fungdo Y,"(0,¢).Tal situacdo decorre do fato de que esses

operadores sdo comutaveis, isto é:
[LZ, LZ} =0 .

Exercicio 4.2.4.4 Demonstre que:

[f,z,f,i} =0, i=xy,2).

4.2.5 Operador de Momento Angular Total

A introducdo do conceito de spin do elétron em Mecanica
Quantica por Uhlenbeck e Goudsmit (1925) como sendo um momento

angular intrinseco dessa particula, isto é:

S%9 =SS+ , h=1)
S,0=S,0
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onde S, =-S, -S+1....,0,...,.5-1, S, com (S=1/2), levou a generalizacio
desse conceito as demais particulas. Assim, as particulas que t&ém spin
inteiro sdo chamadas de bosonicas, e as que t€m spin fraciondrio sdo
chamadas de fermidnicas. Por outro lado, como uma particula possui
também momento angular orbital, hd necessidade portanto de definir

um momento angular total, ou seja:
J=L+S.
Em analogia com os operadores de momento angular orbital

L ede spin S,o operador J satisfaz 2 seguinte regra de comutagao:
[Ei, EJ} = igijJx , (36)
ou, simbolicamente:
Ix3 |1,
Sendo ainda J um operador de momento angular, entdo:
IPYM6,0) = (i+D Y[ (6,0), (37a)
1,Y{"(6,¢) = mY{"(6,9), (37b)
onde m = —j, —j+1,...,0,...,]—1, j.

. 3
J—O, 1, E,

1
2 b

[32, ii} =0,Vi=xXy,z. (37¢)
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Exercicio 4.2.5 Demonstre a equagio (37c¢).

4.2.6 Operadores ‘“ladder” (escada)
Os operadores “ladder” sdo definidos por:
=T +ily , (38a)

=0y —ily . (38b)

Da defini¢do acima, € facil ver que:
J;=1_ e J17=],_,

onde (L) significa operador Hermitiano conjugado.

Agora, vamos escrever o operador J 2em termos desses
operadores “ladder”. Assim, sendo:

=134 +02

j+j_ + j_j_}. = 23)2(' + 23% .

Portanto:

P =L 450,) 2], (39)

1
2
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Usando-se as equagdes (36) e (38,a,b) vamos calcular alguns

comutadores envolvendo os operadores J 2, J,, e, e J_. Assim:

[L,LHLJX +ﬁy}=[jz,jx}+i[jz,3y} -

=iy +i(—i3x) =Jx +ily =11,

130 (40a)

De maneira andloga, demonstra-se que:
[L,i_} =-1_, (40b)
[L,i_} =2J, . (40c)

Exercicio 4.2.6.1 Demonstre as equagdes (40 b,c).

Por outro lado, usando-se as equagdes (39) e (40 a, b,c), viré:

[32, L} _ {%[m_ NEA 33}1 _
1= v= s ]2 s
= 7{(]4..]_ + J_J+), L} + {JZ,J+i| .

Sendo, [AB,C] = A[B,C] + [A,C] B, entdo:

123, ]=§L i, }%[L,L [ w13 b 0.]+

+ %[j_ ,j+ ]j+ +iz [iz ’j+ ]+[31 ’j+ ]]Z =
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kit i)

%[j—’j+ ]j+ +jz [jz ’j+ ]+ [‘?Z’ir ]]Z -

+

Il
I
—
+
|
[\®]
—
N —
F
||
[\S)
)

[EZ,L} =0 . (41a)
Analogamente, demonstra-se que:

[32,3_} =0 . (41b)

Exercicio 4.2.6.2 Demonstre a equagdo (41b).

De posse dessa dlgebra de comutadores envolvendo os

operadores J 2, J,,J+, e J_, vamos calcular as auto-fungdes e os auto-

valores dos operadores “ladder”. Seja W, =| jm> (esta dltima, € a

notagdo de Dirac) uma auto-funcio de 3%e J,, com o0s respectivos
auto-valores j (j+1) e m (lembrar que % =1), isto é:

I Wim = j(+ DWjm

jz‘lfjm =myi, .
Como J? comuta com L, [equacgdo (41a)], entdo:

1209 )= (29 )27, GG W = 5G4 ().
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Portanto, (j+l|1 jm ) € ainda auto-funcdo de J2 com 0 mesmo auto-valor

j (+1). O mesmo ocorre para (f_ Vi ) Porém, em virtude a equagao
(40a), tem-se:

5.5, =7, +3.3, .
entao:
jz (j+l|fjm ):(j+ +j+jz )ij :j+\|jjm +j+ (szjm ):
=j+ij+m‘T+ij:(m+1)(j+\|;jm) >

0 que mostra que (j+l|1 jm) é também auto-funcio de 1., porém com

auto-valor (m+1). Assim, f+ levanta o auto-valor de fz de uma
unidade, ou seja:

j+\|fj,m = N+lIIJIn+1 . (423)
De maneira andloga, demonstra-se que:
T, (0¥ ) =(m=1) (T, ), (42b)

0 que mostra que (j_\p jm) é também auto-funcdo de J,, porém com

auto-valor (m—1). Assim, J_ abaixa o auto-valor de jz de uma
unidade, ou seja:

j—‘l’j,m = N—ij—l ) (42¢)

[E oportuno observar que as expressdes (42a,c) justificam o nome de
“ladder” (escada) para os operadores J 4+ € I + € chamado de

operador levantador ¢ J_ de abaixador.)
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Exercicio 4.2.6.3 Demonstre a equacdo (42b).

Agora, calculemos os valores de N, e N_. Sendo as fun¢des

Vim € Yjm+l normalizadas, isto €:
(ij ’ij )=1 € (ijil ’ijil)zl’

entao:

(j+\|fjm j+\|;j,m)=(N+ij+lvN+ij+l)=|N2|2 .

Por outro lado, desenvolvendo-se o 1° membro da equagdo acima,

vird:
s T W)= Wi T J= (T T3 )
Porém:
53, = (0 i, )0, 40, =02 41,0, =i, J, +12 =
=12 41241, 0, =02 -T2 40T, =72 -7, (7, +1) .
Entdo:

(j*'\lljm ’j+\|ljm ): (ij ’[jz _jz (jz +1)]\ij )=
Z(ij’jz\ij)_(ij’jz[jz +1]\|fjm)=

:j(j+1)(\|’jm’\|fjm )_(ijajz [m+1]\lfjm)=
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=i(j+1)-m(m+1)=j*+j-m? —m+mj—mj=
=j(j-m)+(j-m)+m(j-m)=(j-m)(j+m+1) .
Portanto:
N, |* = (j=m) (j+m+1) .

Escolhendo-se o fator de fase igual a 1, vira:

N+:\/(j—m)(j+m+1). (43a)

De maneira andloga demonstra-se que:

N_=\/(j+m)(j—m+1). (43b)

Exercicio 4.2.6.4 Demonstre a equagio (43b).

4.2.7 Adicao de Dois Momentos Angulares

At€ agora, vimos como obter as auto-fungdes (Yim) que
diagonalizam os operadores J2 ¢ I, bem como determinamos seus
auto-valores [j (j+1) e m] respectivos. Em vista disso, pode-se agora
pensar no problema de como encontrar a funcdo de onda de um
sistema composto de dois ou mais momentos angulares. A necessidade
para compor momentos angulares surge quando tratamos de particulas
simples cujo momento angular total é a soma de duas partes: orbital e
spin; e quando tratamos processos entre estados de momento angular
bem definidos como, por exemplo, espalhamento entre particulas.
Aqui, trataremos apenas da adi¢cao de dois momentos angulares.

Sejam \pjlml e \|Ij2m2 auto-fungdes dos operadores de

momento angular Jj e J,, isto é:
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j12\|Ij1m1:jl(jl +1)l|fj1m1 ;jlz\vj]ml:ml“’jlm] > (44a,b)
j%szmz =2 (2 *DWiomy 33 2:W ipmy =MW ipm, » (45a,b)
[jliajlj]:igijkjlk; [jzi,jzj]=iﬁijkak . (46a,b)

Como os operadores JjelJoatuam em espagos vetoriais

distintos, entao:
Bidol=0 . Vi @7)

Definidos os operadores J; e J» , vamos construir um operador

(3), soma entre eles, isto é:
T=li+L : Li=Ti+Ii;: (=xy.2). (48a,b)

As relacdes de comutacdo entre os componentes desse
operador J podem ser obtidas através das equagdes (46a,b), (47) e
(48a,b). Assim:

ESAE {[Jlx # o Ty + Jzy]}
- [ilx ; ily} [Jlx + Jzy} [JzX + le} [jlx + j2y} =
)=il.

= 1J1Z +1J2Z = 1(J1Z + J2z

[JX,J } i,

De maneira andloga, demonstra-se que:
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[jiajj:| =igipk| , (jk=xy2) . (49)

Exercicio 4.2.7.1 Complete a demonstracio da equagio (49).
A equacdo (49) nos mostra que o operador J é também um
operador de momento angular e, portanto, podemos escrever:

IWim = §G+ DWjm (50a)
T ¥im = MYjm (50b)
FoW =y (M) GEmel) ¥ (500)

onde Wiy € uma representagcdo acoplada, e que € conectada as

representacdes  desacopladas v, eV, através de uma
1m 2my
1

transformacao unitéria, isto é:

Vin= 2 C(jlij;mlmZm)wjlmlw G

Na expressdo acima, os elementos C (j; j» j; m; m, m) sdo
chamados de Coeficientes de Clebsch-Gordan — CG — da transforma-

cdo unitdriae ¥, Y. =y, Oy, representa o produto
e Ty my Jymy Jomy

direto ou tensorial entre as representagdes desacopladas. [Os

coeficientes C.G. tém vdrias notagdes; adotaremos a notacdo do Rose

(op. cit.).]



187

Teorema 4.2.7.1 Os nimeros quinticos de proje¢do (m, m; e

m,) ndo sao independentes; eles sao relacionados através de m = m; +

my,

Demonstracio:

Tomemos a equacgdo (51) e apliquemos a mesma o operador

jZ = JIZ + sz, iStO é:

entao:

vira:

T Vim=T1,+12,) X , Clitj2jmmom) Wijm Wi my -
mp, m

Sendo iym, ey iym, representagdes em espagos distintos,

ue (leml Vipm, j - (lewjlml j[wizmz ) - (leml Vipm, ) ’

T2 [leml Vipm, j = Vim, [Jzzwizmz ) = [leml Vipm, ) ’

a

Jz\lljm :mwjm’

my . = > (m1 +m2)C(jljzj;mlmzm)\phml Viom, -
Usando-se ainda a equagao (51), teremos:

3 (m —m; —m, )C (j1j2j§m1m2m)wj1mle

my,my 2m2
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Como v jym; Vjym, 530 linearmente independentes, vird
(m—m;—my ) C(jyjoj;mmem) =0,

0 que mostra que os coeficientes C.G. s3o nulos, a menos que:

CQD (52)

Quanto aos alcances (“ranges”) de j e m, demonstra-se

que (Rose, op. cit.):

J=hi+iji+i—L .- (53a)
ou

A (j1j2 ) = Relagdo triangular,
onde

h2lm| 5 p2|m| 5 j2|m|,
e

m=xj,*+(-1), ..,
e mais ainda:
1tin
> (2jH) = (2j,+1) (2),+) . (53b)
Hit—in

Exercicio 4.2.7.2 Demonstre as equagdes (53a,b).

Teorema 4.2.7.2 Os Coeficientes de Clebsch-Gordan
satisfazem a seguinte relacdo de ortogonalidade:
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E1 C(jyJpJsmym,m) C(j, j, j5mm,m)=3 ..

Demonstracio:

Apliquemos a equagdo (51) as fungdes Yim e Yjm, € efetuemos
o seu produto escalar. Como tais fungdes sdo ortogonais, esse produto
escalar valera:

12
ema | 23511
C(jiiady smymymy)=(-1)"2""2 ) — C(j3Jpd; s—mym,—m,),
2j,+1
(56a)
12
C.. . 2j3+1 ..
C(j1j2j3 s mymymy3)=(—1)j1-m1 [ZLJ C(jzj1j2 s mz—mymy, ),
_]2+l
(56b)
) 1/2
i +m, [ 2j3+1
C(jjipjs smm,m ) =(-1)"2 2| — C(j,jzj; s—m,m;m,),
2j, +1

(56¢)

Tais propriedades podem ser demonstradas através da férmula
deduzida por E. Racah, em 1942 (Cf. Rose, op. cit.):

T TN
Citas ) My mm3) =81 mrsmo {(%ﬁn(hﬂz 13) s+ =j2) Us+ia =it

(i+ja+j3+D)!

X (jy +m)!(G; —m)!(j, +my)(G, —my)l([; +my)!(j, —m3)!]1/2 X

(DY [ .. " " |
> (Jy +J, —J3 + WG, —m, =V)!(j, + m, —V)!X

X2

X (js — jp +m, + (s — §, —m, + I (57)
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Exercicio 4.2.7.3 Usando a Férmula de Racah, [equacido

(57)], demonstre as equacdes (56,a,b,c).

Exemplo 4.2.7 Uma particula de spin 1/2 move-se numa

orbita com P = 1. Obter explicitamente as

auto-fungoes Y3y 323 Wan, 12€ Vi, 112

Para calcularmos as auto-fungdes Wip. 32 5 Wan, 12 € Win, 172 »
vamos usar a equagdo (51), isto é:

Vin= 2 C(jjpJimm, m)\p Wizmz ,

myp, mp

onde: j1=1,jo=1/2, m;=—jj...+j; € mp=—jr...4]> .

Assim:
V312,32 = lzmzc(lzé m,m, ;J Vim Vi2m, -
Sendo:
m; + my=m e m=-1,0,1,
Viré:
Vi2.32=C (1%% %%) Vi Vi

13 ,33
+Co(133’ 33) Vio Y232

13 .53
+C‘1(1EE’_EEJ ViaVinse -
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Ora, como m, < j, (=1/2), entdo Cy = C_; = 0. Portanto:
V3232=Ci Vi1 Vinase -

Para calcular o coeficiente C.G. C;, usaremos a condi¢do de

ortogonalidade das auto-fungdes, isto é:

W3nsn > Wans) =1 (Wi, i) = 15
Wi > Vinap) = 1.

Por outro lado, em virtude as auto-fungoes m € Viom,

situarem-se em espacos vetoriais distintos, teremos:

(lem1 > wjzmz j:O’

entao:
(W32 > Wansn) = (Cr Wi Winan s Cr Wi Vi) =
=CT(W1.1:W11) (Wir212: Wir2,12)=Ci=1=Ci= 1 .
Portanto: |1|f3/2,3/2 =V VYinae | . (A)

Agora determinemos a auto-fungdo s, ;. Para isso, vamos

usar o operador abaixador I, pois, como sabemos [Eqgs. (42c) e

(43b)]:
T W i =N g = (m) G=meH) W -

Assim:



192

T 3,313 3
T W3030= (jJrjj (3‘3“} Va2 :\/g REVAVE

Por outro lado, temos:
I Wspsn=0-my+ J-) Vansp=
=(J-m+J-@)ViVinn =

=(J- Vi) Vin in+ Vil Vin .

Ora:
J—(l)wl,l =4y (1+1) (1-1+1) Vi =\/E\|ILO ,
- 1.1 1 1
oV :\/ (E"‘Ej (E‘E"‘lj‘l’l/z,—l/z =
=V
Portanto:

‘/§W3/2,1/2 =\/E\If1,o Vi2,-172 TVLIV1/2,-1/2

1
V32112 :f[ﬁwl,owlﬂ,lm + l|’1,1‘|’1/2,—1/2} . (B)

Por fim, para calcularmos a auto-fungdo j;,, , usaremos

novamente a equacdo (51). Assim:
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13 1
= 2 Cll——mm,— m
Vi212 - ( 5 5 MM 2jwlmll|‘rl/2 2

Sendom;+my=mem; =1,0, -1, vira:

13 11

Vi0127C (153 _25}“’1,1“’1/2,—1/2"'
13,11

+C ( 23’ EEJ% Vi t

13 31
+C (155 =1 20 )%,—1“’1/2,3/2‘

Ora, como m; < j, (=1/2), entdo C_; = 0, portanto:
V12 =CiViLiVin-n+ CoWioWYinn- ©

Para calcular os coeficientes C, e Cy, vamos usar a condi¢ao

de ortogonalidade das auto-funcdes. Assim:

Wi, Vinin) =1=

=[(Ci Wi i Vin-int+ CoWioVinin),

CiviuiVin-in + CoWioWinin)l,

2
= Cry VDWW Vi) +

+ Co(W1.0.W1.0)(W1/2.1/2:-V1202)=Ci +C5 =

Cr+Ci=1] . (D)
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Por outro lado, temos: (W3p.12, Wip1n) =0.

Entdo, usando-se as expressoes (B) e (C), vird:

(\/EWI,OWI/Z,I/Z W Vi -2 J’(Cl Vi Vi o2 T CoWi oVinn ) =

ol

==C, (‘1’1,0 Yo )(‘1’1/2,1/2 Mian )-‘_C_\/i(\l‘rl,l Wi )(‘4’1/2,—1/2 Nin.-12 )

Py

ot (B)
B
Resolvendo-se as equagdes (D) e (E), vira:
V2 I
C = ; Co = ,
S E RN CY
entao:
Vinin= \E ViV -2 +LW1 oVi2.12 (F)

Exercicio 4.2.7.4 Encontre:

a) As demais auto-fun¢des do Exemplo 4.2.7;
b) As auto-fungdes do acoplamento entre os momentos
angularesj;=1¢ej, =1.
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4.2.8 Operadores Tensoriais e o Teorema de Wigner-
Eckart.

Definicao 4.2.8.1 Um Operador Tensor Esférico
Irredutivel de grau (“rank™) L ¢ um

conjunto de 2L+1 funcdes
TV (M=-L,~L+1,..+L)

que se transforma sob a representagdo (2L+1)
do grupo de rotagdes da seguinte maneira:

—_— — L _
RTMR-1= ¥ Dl (ocBy)TM', (58)
M'=-L

onde ﬁzexp(—ieﬁj) € o operador rotacdo, tal que:

v'=Ry,

O'=ROR7!, (O= operador qualquer).

Ao estudar esses tipos de tensores, Racah, em 1942, deu uma
outra defini¢do equivalente a essa dada acima, porém, em termos de
regras de comutagdo envolvendo os operadores “ladder”. Entio:

Definicdo 4.2.8.2 Um Operador Tensor Esférico
Irredutivel de grau (“rank™) L é um
conjunto de 2L+1 funcdes

TV (M=-L,~L+L,..+L),

tal que:
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[i . IM } = [(LiM) (LiM+1]”2 TMH (59a)
b aM|=TM. (59b)

[E oportuno observar que a demonstracio da equivaléncia
entre essas duas defini¢cdes pode ser vista em Rose (op. cit.).]

A Algebra dos Tensores Esféricos Irredutiveis tem certas
analogias com os Tensores Cartesianos T;; _definidos por:

Tijk...:[mznmaif Qi A Trn s

onde os a; sdo elementos de uma matriz ortogonal 3x3. Para esses
tensores (Bassalo, 1973), a soma de dois deles de mesmo grau
(“rank”), € um tensor de igual grau. Por outro lado, o produto de dois
tensores cartesianos € um tensor cujo grau é a soma dos graus dos
tensores fatores. Finalmente, um tensor cartesiano pode ser reduzido
de um nimero par em seu grau, fazendo-se pares de indices iguais e
somando-se sobre eles.

No entanto, na Algebra dos tensores esféricos irredutiveis,
enquanto a soma de dois deles de um mesmo grau, é um tensor de
igual grau, o seu produto ¢é diferente. Assim, um tensor de grau L
pode ser construido de dois tensores de grau, L; e L,, respectivamente,
desde que (L;,L,L) satisfaca a regra do tridngulo da adicdo de
momentos angulares e os niimeros quanticos de proje¢do correspondentes
(M |,M,,M) se somem algebricamente, ou seja:

T%(Al,Az):Ml;Mzc(Ll,LzL;Ml,MzMﬁf;(AI)T”LA;(AQ), (60)
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com A(L;,L,,L) e M = M; + M,. (Os simbolos A; e A, representam
outras varidveis das quais os tensores dependem além de L e M. Por
exemplo, para os harmdnicos esféricos, A, representam as coorde-

nadas angulares de um ponto no espaco.)

Teorema 4.2.8 — Teorema de Wigner-Eckart. A depen-

déncia do elemento de matriz < jm "I“li/[

jm> sobre

os numeros quanticos de projecdo (m,m'), estd
inteiramente contida no Coeficiente de Clebsch-
Gordan através da relag@o:

(sfryim) = clivmmm)( i i) . e

onde < ] ‘"I“L‘ j> ¢ chamado de Elemento de Matriz Reduzido do tensor
TI{I , € j,m,j', m' sdo nimeros quanticos de momento angular.

Demonstracio:

Tomemos a equacdo (59b) e calculemos o seu produto escalar
entre os estados | j'm') e|jm) . Assim:

<j'm' [jz,"fll\f ”jm> =<j'm"M"I“II\j[‘jm>.

Desenvolvendo-se o comutador e aplicando a equacdo (50b),

vira:
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(s, 7y 73

jm> = m’<j'm"M"I“1{[‘jm> - m<j'm" ™ ‘jm> =
=M<j'm"’f11\j[‘jm> -
(rn’—rn— M)<j'm""f1{[‘jm> =0. (62)
iy

A expressdo (62) nos mostra que < jm jm>:0, a menos

que m' = m+M.
Agora, tomemos a equagdo (59a) e calculemos o seu produto

).
).

escalar entre os estados | j'm') e|jm) . Assim:

<jlmv

Desenvolvendo-se o comutador do 1° membro, vira:

o

Sendo:

[ﬂ TY ] ‘jm><j'm"[(L FM)L+M+ 1)]1/2'f1£4i1

T

jm>=[(L$M )(LiM+1 )]V 2 < j’m"fll\jlirl

ji =j$

e

e usando-se a equacao (50c), vira:

_]'Hl'>=j¢

)
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Gz m 0]}, 13 )+
5 e b )

:[(LiM)(LiMH)”2<j'm"ﬂ“l jm>. (63)

Por outro lado, sendo:

J=J+L: (1% =75 +L5) . (64a,b)
entdo, usando-se a equagdo (51), vira:
Vi = Ex C(LJ, uAm') o Wy, (5D
Aplicando-se a essa equacdo, a equagdo (64b), vira:
T3y =Tz +Ls )m’ZMC(ij"mMm')ijWLM -
Usando-se as equagdes (50c) e (51), teremos:
() G Fm+1)] 2y, = sz[(j +m)(jFm+1)]"%x

x C(jLj . mMm )y e Wy + 2 [(LEM)LFM+1)]72 %
m,M

XC(ij',mMm')‘ij‘VLMxl g

entao:
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> [(j+m) (jFm+1)]" 2c(ij',pxm¢1)wju\|;m =
w,A

= m,ZM[(j £m)(jFm+1)]"> CiLy mMm )y vy +

+ 2 [Lem)LF M+ <Ly mMm )y, vy -
m,M

Fazendo-se no 2° membro da equacdo acima mKIl=pe M =

A, no 1° termo, m=p e MK1=A, no 2° termo vira:

> [(+m) (jFm=+1)]" 2 C(Lj, pAm'F1 Jy WV =
w,A

= 2wzl ey iy v, +

+ Zx[(Li ML Ea+ )] xClLy uh = 1m )y, -
u,

Igualando-se os coeficientes de ambos os lados da equacgdo
acima em que U=m e A=M, e transformando-se o 1° termo do 2°

membro para o 1° membro, vira:
[G+m') GFm+1)]"2 c(iLj, mMm'F1)+
—[GFm)(j£m+1)]">c(jLj, m + 1Mm')=

LFM)(L+M+1)]"?xC(jLj’,mM +1m'). (65)
== m)( )I>
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Por fim, comparando-se as equacdes (63) e (65) vé-se que

TY

5

C(Lj',mMm’), entdo:

jm> ¢ proporcional ao Coeficiente de Clebsch-Gordan

([T} jm) = C(jLi.mMm) (j[T,|

j> . cob.

Demonstrado o Teorema de Wigner-Eckart (TWE), ¢é
oportuno fazermos alguns comentérios sobre o mesmo.

1) O TWE separa as propriedades geométricas (de simetria)
representadas pelo Coeficiente de Clebsch-Gordan de um processo
fisico das propriedades fisicas desse mesmo processo, representadas

pelo fator <J'HTL‘

j>, que é denominado de Elemento de Matriz

Reduzido. Portanto, esse TWE é de grande utilidade pratica pois
os Coeficientes de Clebsch-Gordan acham-se tabelados em muitos
livros, como por exemplo o de Condon e Shortley, 1935;

2) Como o TWE envolve Coeficientes de Clebsch-Gordan ¢
sendo que, para estes, temos A(jLj") e m'=M+m, entdao oTWE traduz a
Lei da Conservaciao do Momento Angular;

3) Como os componentes do tensor esférico irredutivel T?’I

podem representar os miltiplos (2" — pélos) de um Campo de
Maxwell, entdo L representa 0 momentum anular da radiacio emitida
ou absorvida. Portanto, através do TWE, pode-se deduzir algumas
regras de selecdo da interacdo entre particulas carregadas e um campo

de radiacao.
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Exercicio 4.2.8.1 Mostre que um tensor esférico irredutivel de
grau (“rank”) 1 ¢ relacionado a um
operador vetor (V4V,V,), através das
expressoes:

T1:_AX+1AY S

G

Exercicio 4.2.8.2 Mostre a equivaléncia entre as defini¢des
428ae4.28.b.

Exercicio 4.2.8.3 Obtenha as condi¢des que j e j' e m e m'

devem satisfazer para que:
L <jm [P, [j'm'>#0;
II. <jm ‘I?’y‘j'm' >#0;
ML <jm [P, | jm’ > #0;
IV. <jm ‘Isz‘j'm' > % 0;
onde ‘13‘ € o operador de momento linear.

(Sugestao: Defina os operadores P =P, +iPy e P.=P —iPy ,

e use o resultado do Exercicio 4.2.8.1)




PARTE I

CALCULO EXTERIOR



Capitulo 1

1.1 Espacos Vetoriais
1.1.1 Defini¢oes e Propriedades

Definicao 1.1.1.1. Um espago vetorial E é um conjunto de elementos, chamados
vetores, com uma operagao de adi¢io (+), a qual para cada par de vetores x e y faz
corresponder um vetor X + y, e uma operacao de multiplicagao escalar, a qual para cada
vetor x e um nimero a faz corresponder um vetor ax. Essas operacoes devem satisfazer as
seguintes propriedades:

1. x + y =y + x (comutatividade);
. X+ (y +2z) = (x +y) + z (associatividade na adigao);
. x+ 0 =0+ x = x (elemento neutro da adi¢ao);

. X + (- x) = 0 (elemento inverso da adigao);

2

3

4

5. a (x +y) = ax + ay (distributividade por vetores);
6. (a +b) x =ax + b x (distributividade por ntimeros);
7. a (b x) = (a b) x (associatividade na multiplica¢ao);

8

. 1x = x (elemento neutro da multiplicagao),
para quaisquer vetores X, y e zZ e os numeros a e b. Esses niimeros sao chamados de
escalares e pertencem a um corpo K, que pode ser real (R) ou complexo (C).
Exemplos
Relacionamos abaixo, e sem fazer a demonstracao, alguns exemplos de espagos veto-
riais.
E1. Conjunto de nimeros complexos (a + bi), com as operagoes de adi¢ao complexa

e do produto por um ntmero real;

E2. Conjunto de polinémios em uma variavel [P(x)], com coeficientes constituidos
de nimeros com as operagoes de adicao ordinaria de polindmios e a multiplicacao de um
polinémio por um escalar;

E3. Conjunto de todas as n-uplas [z = (z;), vy = (), 2 = (), ... i=1, 2,
..., n)] de nimeros com a adi¢ao entre elas definida por:

T + Yy = (xl + Y1, T2 + Y2, ... Tn + yn)?
e a multiplicacao por um escalar a definida por:

ar = (axy, aTy ...ax,).



Definicao 1.1.1.2. Um conjunto de vetores {e;} é dito:

a. Linearmente Dependente (L.D.) se hd um conjunto de escalares a;, perten-
cente a um corpo K, nao todos nulos, tal que:

E‘TL a; e; = 0;
i=1
b. Linearmente Independente (L.I.) se:
Zi?aieizo — a; = 0, Vi.
i=1

A partir daqui, a fim de facilitar a manipulacao da notacao indicial, usaremos a
Notacao de Einstein:

Se num monomio aparecer repetido um indice, ficara subentendida uma soma

=n
relativa a esse indice: > a;¢; = a; ¢; .
i=1

Defini¢ao 1.1.1.3. Um conjunto de vetores {e;} é chamado um gerador de um
espaco vetorial E; se cada vetor x desse espaco pode ser escrito na forma:

r =2"¢. (111.1a)

Definicao 1.1.1.4 - Base. Um conjunto de vetores {e;} ¢ chamado uma base de
um espaco vetorial E, se ele é um conjunto de vetores linearmente independentes e gera o
espaco E. O ntimero desses vetores é chamado de dimensao de E.

Assim, em vista das definigbes acima, se x é um vetor de um espaco vetorial E, ele
é representado pela equagao (1.1.1.1a), na qual os X" representam os componentes daquele
vetor na base {e;}. Demonstra-se que um espago vetorial E tem uma infinidade de bases.

Mudanca de Base. Seja um espago vetorial E e sejam {e;} e {€;} duas bases do
mesmo, onde i = j = 1, 2, ..., n. Usando-se a expressao (1.1.1.1a), os vetores de uma dessas
bases podem ser escritos em termos dos vetores da outra, da seguinte maneira:

e = stei, (1.11.2a)

onde os coeficientes s% sao escalares. Analogamente, para a transformagao inversa, vale:
e, = sle, (1.1.1.2b)

Entre os coeficientes s% e s existem relagoes bem determinadas. Antes de obtermos
essas relagoes, vamos introduzir o simbolo de Kronecker, que é assim definido:



o = 0" = Oy = 0, se m#n. (1.1.1.3a)

Observe-se que esse simbolo apresenta a propriedade de trocar indices toda vez que o mesmo
atuar sobre quantidades indiciadas. Por exemplo:

amra™ = a ou Oral = a . (1.1.1.3b)

Agora, calculemos as relagoes referidas acima. Aplicando-se a expressao (1.1.1.2b)
na (1.1.1.2a) e usando-se (1.1.1.3a,b), teremos:

Componentes de um Vetor. Se z° e 77 forem, respectivamente, os componentes
de um vetor x nas bases {e;} e {&;}, entao, de acordo com a expressao (1.1.1.1a), teremos:

v =ale = @ e . (L1L1b)

Agora, usando-se as expressoes (1.1.1.2a,b), vira:

AP S i =7 i _
e = ¥ sje — (x —:1:]53)67;—0,

i e = 7 e o ) e =
s e = e — (T ' s;)e; = 0.

Como os vetores €; sao L.1., entao, usando-se a Defini¢ao 1.1.1.2b, vira:

' = st@, @ = sla'.  (1L115ab)

Comparando-se as expressoes (1.1.1.2a,b) e (1.1.1.5a,b) verifica-se que os compo-
nentes (x', Z’) se transformam contravariantemente aos vetores da base ({e;} e {¢;}).
Em vista disso, esses componentes se denominam componentes contravariantes.



Exercicios (1.1.1)

EX.1.1.1.1| Encontre a relagao entre os coeficientes s% e SZ , partindo da expressao
(1.1.1.2b) e usando a expressao (1.1.1.2a).

Aplicando-se a expressao (1.1.1.2a) na (1.1.1.2b) e usando-se (1.1.1.3a,b), teremos:

— o Gk k — gk k J ok —
e = s;sjep  —  diep = sisjen  — (6 — sisj)ep = 0.

Como os vetores e, sao L.I., a Definicao 1.1.1.2a nos permite escrever que:

oF = sl s (1.1.14D)

(2 7

1.1.2 Espacgos Duais

Defini¢ao 1.1.2.1. Sejam (x, y, z, ...) e (a, b, c, ... ), respectivamente, vetores de
um espago vetorial E (de base {¢;}), e elementos de um corpo K, sobre o qual E é definido.
Consideremos as fungoes (f, g, h, ...), denominadas de fungées lineares, de modo que
tenhamos:

L. f(z) = a, fe) = a, (1.1.2.1a)
2. f(e+y = f(x) + f(y), (1.1.2.1b)
3. f(bx) = b[f ()], (1.1.2.1c)

4 (f+9 @) = fl)+g@, (1121d)
5. (¢ f) (x) = c[f ()] . (1.1.2.1e)

Nestas condigoes, as fungoes lineares (f, g, h, ...) formam um espago vetorial
E*, chamado o dual de E (que tem a mesma dimensao n de E), e os seus elementos sao
denominados de formas lineares ou covetores.

Defini¢ao 1.1.2.2 - Base Dual. Consideremos uma base {e;} do espago vetorial
E. Portanto, segundo a expressao (1.1.1.1a), se x € E, entao:

r = J?i €; .
Seja, ainda, um conjunto de formas lineares {¢' (z)} € E*, tal que:
e (x) (e5) = 0. (11.22)

Nessas condigoes, o conjunto {¢ (z)} é definido como a base dual de E*.



Mudanca de Base Dual. Consideremos no espaco E duas bases {e;} e {€;} e, no

espaco dual E*, as duas bases duais correspondentes: {¢' (z)} e {& (x)}. Conforme vimos
anteriormente, a mudanga de base dada pelas expressoes (1.1.1.2a,b):

S i _J
€ = 5;€i, e = S; €,

induz as seguintes transformacoes nos componentes x* do vetor x € E, dadas pelas expressoes
(1.1.1.5a,b):

i gl o= i
o = sir, T o= s;at.

Agora, vejamos como se transformam as bases duais {¢’ (z)} e {&# (2)}. Se x € E,
entdo, segundo a expressao (1.1.1.1b), teremos:

r=1'e = T e.

Multiplicando-se & esquerda as expressoes por {& (z)} ({& (z)}) e usando-se a expressio
(1.1.2.2), vira:

(x)x = & (2) (' e) = &l (x) (&) = 28 6] =27, (1.1.2.3a)
@)e = (x)(@e) =2 (v) () =2 dF =z (1.1.2.3b)
Substituindo-se esses dois resultados nas expressoes (1.1.1.5a,b), teremos:
el (z) = st g(x), &(x) =s¢e(x). (1.124ab)

Comparando-se as expressoes (1.1.1.2a,b) e (1.1.2.4a.b), verifica-se que as bases duais
({e" (z)}, {& (z)}) se transformam contravariantemente em relagao as bases ({e;}, {€;}).

Componentes de um Covetor. Se z‘ e Z7 forem, respectivamente, os componentes
de um vetor x nas bases {e;} e {€;}, entao, de acordo com a expressao (1.1.1.1b), teremos:

r = 1a'e = T e

Seja f (x) uma forma genérica de E*. Assim, usando-se a Defini¢ao 1.1.2.1 e as expressoes
(1.1.2.1a,c) e (1.1.2.3a) nas expressoes acima, resultara:

f(x) = f(zhe) =22 fle) = fie (), (1.1.2.5a)

flz)=f@e) =3 f(e) = f;8 (x), (1.1.2.5h),



f(x) = fie(x) = f;& (), (1.1.2.50),

onde f; e fj representam, respectivamente, os componentes de f nas bases duais {¢' (z)} e
{& (2)}-

Agora, vejamos a relagao entre esses componentes. Substituindo-se na expressao
(1.1.2.5¢) as expressoes (1.1.2.4a,b), teremos:

fe@) = Fsle @ = (- Fs)e@ =0,

fi s% & (z) = f; & (x) — (f; — fi 8;‘) & (z) = 0.

Como os vetores €' (z) e & (x) sdo L.I. (Exercicio 1.1.2.1), as expressoes acima resultam
em:

fi=sf, f=sfi. (1126ab)
Comparando-se as equagoes (1.1.1.2a,b) e (1.1.2.6a,b), vé-se que os componentes do

covetor f e os vetores da base de E seguem a mesma lei de covarianca. E, em vista disso,
esses componentes denominam-se de componentes covariantes.

Exercicios (1.1.2)

EX.1.1.2.1| Demonstre que os vetores £’ (), que formam a base do espaco vetorial
dual £*, sao L.1.

Consideremos a seguinte igualdade:
a; €' () (x) = 0,

onde a; € K e x € E. Ora, a igualdade acima permanece valida também para os vetores e;,
que formam uma base qualquer de E. Ou seja:

a; ' (z) (¢j) = 0.
Usando-se a expressao (1.1.2.2), vira:
ai5§:aj:0, \V/j

Usando-se a Definicao 1.1.1.2b, o resultado acima demonstra que os vetores &' (z)
sao L.1.



1.1.3 Espacgos Vetoriais Euclidianos

Definicao 1.1.3.1 - Produto Escalar. Seja E um espaco vetorial n-dimensional
sobre um corpo K. Entre os vetores (x, y, z, ...) de E definimos uma lei de composicao
interna, denominada produto escalar denotada por ( , ), com as seguintes propriedades:

L. (z, y) = (y, )", [(*) indica complexo conjugado]
2.(x,y + 2) = (z,9) + (2, 2),

3. (x,ay) = a (z, y),

3. (ax, y) = a (2, y),

4. Vz,(z,y) = 0 —y =0,

5. (x, ) > 0, com a igualdade conservando-se somente para x = 0.

Todo espaco vetorial com produto escalar definido acima ¢é dito propriamente euclidiano.
Se (5) for estritamente positivo [(z, ) > 0], entdo esse espaco ¢ chamado estritamente
euclidiano.

Produto Escalar de Vetores da Base. Consideremos dois vetores x e y e uma
base {e;} de um espago vetorial real E. Usando-se a expressao (1.1.1.1a) e a Defini¢ao 1.1.3.1,
teremos:

(z, y) = (2% e,y ej) =a" ¢ (e, €;) .
Definindo-se:
gi; = (e, ¢5), (1.1.3.1)
o produto escalar dos vetores x e y sera dado por:
(z, y) = gy o'y . (1.1.32)

A expressao (1.1.3.1) e a Defini¢ao 1.1.3.1 mostram que:
L g = 9,

Definigao 1.1.3.2. Dois vetores nao nulos (x, y) de um espaco vetorial E sao ditos
ortogonais, se:

(x, y) = 0,comx #0ey #0.
Definicao 1.1.3.3. Chama-se norma de um vetor x ao seguinte produto escalar:

(r,z) =(x)> = N(x) = gy 2' 29 . (1.1.3.3)
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Definicao 1.1.3.4. Chama-se de médulo ou comprimento de um vetor x a ex-
pressao:

mod (z) = | © | = /(z, ) = /g 2 27 . (1.1.34)

Definicao 1.1.3.5. Chama-se de vetor unitario o vetor cujo médulo ou compri-
mento é unitario:

|z | = 1. (1.135)

Base Ortonormada. Quando os vetores de uma base {e;} de um espago vetorial
real E sao unitarios e ortogonais, essa base é dita ortonormada, e é dada por:

(Gi,€j) = (513 (1136)

Desigualdade de Schwarz. Sejam dois vetores x e y pertencentes a um espago
vetorial propriamente euclidiano. Seja um terceiro vetor z = x + A y desse espaco, sendo
A um escalar nao nulo. A norma desse vetor sera:

(z,2) = (@ + Ay,z + Ay)=(2)* + 2 A (z, y) + N> y*>0.

Como essa desigualdade se verifica para quaisquer que sejam os vetores, entao, pela teoria
das equagoes algébricas, o trindmio em \ terda o seguinte discriminante:

A =4(z, y? — 422> <0 — (2, y)> <22 . %
Da relacao acima, segue a famosa Desigualdade de Schwarz:
[ (zoy) [<]x|.ly|. (L137).

Angulo entre dois vetores. Sejam x e y dois vetores de um espago vetorial
propriamente euclidiano. Usando-se a Desigualdade de Schwarz, teremos:

L@yl «q — | (z, y) <1
X le . lyl =7~

Como o cosseno de um angulo varia entre +1 e -1, entao a desigualdade acima permite
escrever que:

lz |

onde 0 é, por definicao, o angulo entre os vetores x e y.

Processo de Ortogonalizacao de Gram-Schmidt. Sabe-se que um espaco veto-
rial tem uma infinidade de bases. Assim, se tivermos uma base nao ortonormada é possivel,
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a partir dela, construir uma que seja ortonormada, da seguinte maneira. Se {e}} for uma
base nao ortonormada, o processo de Gram-Schmidt constréi, inicialmente, uma base
ortogonal, subtraindo de cada vetor e} seu componente na dire¢do do vetor anteriormente
ortogonalizado. Entao, se fizermos:

(81’ 6/2) )

(31’ el) - (617 62) = 0 °

/
e = €5 + ap eq, (e = —

Continuamos com esse mesmo processo até esgotar os vetores da base dada. Por fim, para
normalizar esses novos vetores e torna-los ortonormados, basta dividir cada um deles por
seu comprimento.

Componentes Contravariantes e Covariantes de um Vetor numa Base. Seja
{e;} a base de um espaco vetorial E. Se x € E, entao, segundo a expressao (1.1.1.1a), teremos:

r = 2'e¢, (1.1.3.9a)

onde 7' representa o0 componente contravariante de x na base {e;}, conforme ji vimos.
Nessa mesma base, o0 componente covariante x; de x é definido da seguinte maneira:

r; = (z, e;). (1.1.3.9b)

Para determinarmos a relacao entre esses dois tipos de componentes, vamos usar as
expressoes (1.1.3.1), (1.1.3.9a,b) e a Definigao 1.1.3.1. Assim, teremos:

z; = (e, €j) = 2 (e, ),
r; = gz, (1.1.3.9¢)

expressao que mostra ser g;; um abaixador de indice.

Definigao de ¢g”. Considerando-se a equacao (1.1.3.9¢) como um sistema de equagoes
lineares, a Regra de Cramer permite escrever que:

o= S g (1.1.3.10a)

| gij |

onde G é o cofator de g;;, que é obtido multiplicando-se o termo (—1)* * 7 pelo determinante
(n-1) x (n-1), este formado pela eliminagao, na matriz (G), da linha e coluna que se cruzam
em gi;-.

Definindo-se:
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G
| gij | 7

a expressao (1.1.3.10a) ficara:

' =g x;, (1.1.3.10b)

expressao que mostra ser g¥ um levantador de indice.

Agora, determinemos a relagao entre g” e g;;. Usando-se as expressoes (1.1.3.9¢) e
(1.1.3.10b), podemos escrever que:

' = g9(gp a*) — 6 aF = g7 g aF — (6 — g7 gp) ¥ = 0.

Como a terceira expressao acima se verifica para qualquer que seja =¥, teremos:
g9 gp = 0}, (1.1.3.11)

expressao essa que indica que os g sao reciprocos.

Produto Escalar em Termos de Componentes Co- e Contravariantes. Seja
{e;} a base de um espago vetorial E e x, y € E. Usando-se a Defini¢ao 1.1.3.1 e os resultados
anteriores, o produto escalar (x, y) serda dado por:

(z, y) = (dles, Yley) = 2’y (es, €5) =gz’ v/, (1.1.3.12a)
(z, y) = ziy/ = 2'y; . (1.1.3.12b)

Produto Interno e Dualidade. O produto escalar de dois vetores x e y, per-
tencentes a um espago vetorial E, apresentado na Definicao 1.1.3.1, define uma funcao
bilinear (x, y). Assim, para um fixado vetor x, essa func¢ao bilinear define uma funcao
linear de y, pertencente ao espaco dual E*, fungao essa que denotaremos por X. Portanto, a
transformagao x — X representa a aplicagdo G: E — E*, isto é: X = G(x). Usando-se essa
transformagao, o produto escalar (x, y) também é expresso pelo produto interno x .y
(“dot product”), definido por:

(x,y)=x.y=xy. (1.1.3.13)

Vejamos como esse produto interno é representado em termos de componentes. Sejam
{e;} e {e" (z)} as bases respectivas de E e E*. Sendo X = G(x) e considerando-se essas bases,
podemos representar essa aplicacao G por uma matriz g;;:

Xi = Gij ZL’j. (11314&)

Assumindo-se a expressao acima como um sistema de equacoes lineares, a Regra de
Cramer permite escrever que:
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o= C7 % (1.1.3.14b)

| gij |

onde G é o cofator de g;;. (Veja-se a definigao de cofator dada anteriormente.)

Definindo-se:

a expressao (1.1.3.14b) ficara:

' =gY%; . (1.1.3.14c)

Observe-se que essas matrizes g;; (abaixadora de indice) e ¥ (levantadora de indice),
conforme vimos, e que sao reciprocas, podem ser reduzidas, por uma mudanca de bases, a
uma forma diagonal onde os elementos g;; e g” (aqui, ndo vale a convengao de Einstein) sdo
+ 1 ou - 1. Neste caso, a base é denominada de semi-ortonormada, e, para a mesma,
define-se o conceito de assinatura - s que é dado pela diferenga entre o nimero (P) de
termos positivos e o numero (N) de termos negativos, ou seja:

s=P-N=@n-N)—N=mn—2N =N =02

onde n = P + N, é a dimensao do espaco vetorial. Ainda para esse tipo de base, e
considerando-se que g g’ =1 (| ¢ || g | = 1), teremos:
Lol — Lol — (- = (-1)"27 | (1.1.3.15)

onde g = det (g;;) e g’ = det (9"). E oportuno observar que s nio depende da base na
qual a reducao ¢ feita, conforme demonstrou o matematico inglés James Joseph Sylvester

(1814-1897).

Agora, depois dessa digressao sobre g;; (%), voltemos ao produto interno. Usando-se
as expressoes (1.1.1.1a), (1.1.2.2), (1.1.2.3) e (1.1.3.14a), a expressao (1.1.3.13) ficara:

vy =Xy =% @)y e =%y =%y = g7y . (1.1.3.16)

Comparando-se as expressoes (1.1.3.12a,b) e (1.1.3.14a,c) verifica-se que x' e X; repre-
sentam, respectivamente, os componentes contra- e covariante de x.

Exercicios (1.1.3)

EX.1.1.3.1| Demonstre a Desigualdade Triangular:

mod(z 4+ y) < mod (z) + mod (y) .
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Usando-se a Definigao 1.1.3.1 e considerando-se K = R, vira:

(z+y)? =1+, (+y =(@az+29 + 1 vy).

Majorando-se o segundo membro da expressao acima com (x, y) < mod (x) . mod (y) e
considerando-se a Definicao 1.1.3.4, teremos:

(x + y)? = [mod (z + y)]* < [mod (2)]* + 2 mod (z) . mod (y) + [mod (y)]?,
[mod (z + y)]* < [mod (x) + mod(y)]*> —  mod (x + y) < mod () + mod (y) ,

o que demonstra a Desigualdade Triangular.

1.1.4 Transformacgoes ou Operadores Lineares

Definicao 1.1.4.1. Uma aplicagao T de um espaco vetorial n-dimensional E em
si préprio (T: E — E) é dita uma transformacgao (operador) linear se faz corresponder
cada vetor x de E no vetor Tx, tal que:

1. T(x+y) = Tx + Ty, (1.1.4.1a)
2. T(ax) = aTx, (1.1.4.1b)

parax,y € Eea € K.
Exemplos
El. Operador Identidade 1 - Iz = x,V x ;
E2. Operador Projegao - Px = (e;, z) e; =x; ¢€; .

Representacao de um Operador. Seja T um operador linear que atua em um
espaco vetorial E. Esse operador poderd ser representado nesse espaco através de seu efeito
sobre a base {e;} do mesmo. Assim, segundo (1.1.1.1a), temos:

T@i = € ti, (27] = 1,2,3,...,”) (1142)

onde tg representam os elementos de uma matriz n x n. A partir daqui, o indice superior
representa o indice de linha, e o inferior o de coluna, para estar de acordo com a definicao de
produto de matrizes, que daremos mais adiante. Esses elementos matriciais sao calculados
da seguinte maneira (numa base ortonormada):

(e, Toe) = (e, ex tf) = t (¢, ex) = t§ 6],
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th = (ej, Ter). (1.1.4.3)

(2

Algebra de Operadores
1. SOMA - Dados dois operadores T e U, a soma entre eles é definida por:

(T + U)(z) = T(x) + Ux) .
Em termos matriciais, usando-se (1.1.4.2) e (1.1.4.3), teremos:
(T + U = (e, (T + U)es) = (¢, Tes + Ues) = (e, Tex) + (e, Uey),
(T + U) =] +ul. (1.144)
2. PRODUTO - Dados dois operadores T e U, o produto entre eles é definido por:
(TU)(x) = T[U()], (UT)(x) =U[T(x)] — UT#TU.
Em termos matriciais, usando-se (1.1.4.2) e (1.1.4.3), teremos:

(TU){ = (e, (TU) e;) = (e5, T(U &)) = (e, T (er. ul)) = (e;, T ex) uf

7 0

(TUY = ¢, uf. (1.1.4.5)

7

3. TRACO - Dado um operador T, representado na forma matricial tg , chama-se de
tracgo a soma dos elementos da diagonal principal:

tr(T) = . (1.1.4.6)

(2

4. TRANSPOSTA - Dado um operador T, representado na forma matricial t{ ,
chama-se de transposta a matriz obtida trocando-se a linha por coluna:

tht = . (1.1.4.7)

J

4.1. SIMETRIA (ANTISSIMETRIA) - Um operador T é denominado simétrico
(antissimétrico) se, respectivamente:

Tt =T, Tt =—T. (1148ab)

5. ADJUNTO - Dado um operador A, chama-se de adjunto A o operador definido
por:

(Ax, y) = (x, ATy). (1.1.4.92)
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Em termos matriciais, usando-se a Defini¢ao 1.1.3.1 (propriedade 1) e a expressao (1.1.4.3),
teremos:

(A €, €j) = <€j> A 62')* = (ei, AT Gj) y
(al)* = (a)i.  (1.1.4.9b)

6. NORMAL - Um operador N é denominado de normal se ele comuta com seu
adjunto:

NNt = N'N . (1.1.4.10)

7. HERMITIANO - Quando um operador H é igual ao seu adjunto, ele é denominado
hermitiano ou auto-adjunto:

HN = H. (1.1.4.11)

8. UNITARIO - Quando um operador adjunto U' é igual ao seu inverso, ele é
denominado de unitario:

Ul =U-1. (1.1.4.12)

9. ORTOGONAL - Um operador O num espaco vetorial real é denominado orto-
gonal, se:

oo, = & ou ooy = oy . (1.1.4.13ab)

10. DETERMINANTE - Dado um operador T, representado na forma matricial t{,
o seu determinante ¢ dado por:

det (T) = | ¢/ | = ¢ T/, (1.1.4.14a)

onde TV é o cofator de t]. (Veja-se a definicdo de cofator dada anteriormente.) Conforme

veremos no Capitulo 2, se (A) e (B) sao duas matrizes, entao:
det (A B) = det (A) . det (B). (1.1.4.14b)

Transformagao de Similaridade. Seja T um operador linear definido num espago
vetorial E e sejam {e;} e {€;} duas bases do mesmo, relacionadas pela expressao (1.1.1.2a).
Sendo tf a representacao de T na base e, determinemos sua representacao na base eé.
Aplicando-se o operador T na expressao (1.1.1.2a) e usando-se a expressao (1.1.4.2), teremos:

Téj = T6i8§ = (TGZ)SZ

7
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S Jk _ m i k _ m i
ektj— em t; s, — tjemsk— em t;" S

o= e (B s -t sh) = 0.

J

Como e, sao vetores L.I., a terceira expressao anterior permite escrever que:

m 1k __ m ot
sp oty = s

Usando-se a expressao (1.1.4.5), teremos:
(ST)r = (TS)r.

Em notacao compacta matricial, teremos:

Diagonalizagao de Operadores: Autovetores e Autovalores. Seja T um ope-
rador linear. Se x é um vetor nao nulo e t é um escalar, tal que:

Tz =tz (1.1.4.16a)

entao dizemos que x é um autovetor (“eigenvector”) e t um autovalor (“eigenvalue”) do
operador T.

Calculo de Autovetores e Autovalores. Em termos de componentes, a expressao
(1.1.4.16a) pode ser escrita na seguinte forma matricial:

(TP — t&)a? =0, (1.1.4.16b)

onde 5; é a matriz identidade I. Essa equacao (1.1.4.16b) s6 tem solugao nao nula para x se,
e somente se:

det(T' — t1I) = 0. (1.1.4.16¢)

A equagao (1.1.4.16¢) é uma equagao algébrica de grau n na incognita t e é denomi-
nada de equagao caracteristica ou equacao secular. As raizes dessa equacao sao os
autovalores t de T. Se essas raizes (autovalores) forem todas distintas, entdo a expressao
(1.1.4.16b) dara n autovetores linearmente independentes. Se existirem j (j < n) raizes
iguais (t; = to2 = .. = t;), entdo existirdo j autovetores distintos para esse mesmo
autovalor. Nesse caso, diz-se que ha degenerescéncia. Com relacao as n raizes (t1, to, ... t,)
(distintas ou nao), podemos demonstrar que:

(autovalores de T*) = (autovalores de T),  (1.1.4.17a)



18

tr (T) =t + to + ... + t,. (1.1.4.17c)

| Exercicios 1.1.4]

EX.1.1.4.1| Se S é um operador que transforma uma base ortonormada em uma
outra também ortonormada de um espago vetorial real (E), demonstre que:

a) A matriz (S) é ortogonal; b) (S)' = (S)~ !; ¢) Nao existe diferencga entre indices
contra- e covariante.

a) Consideremos as bases ortonormadas de E, isto é:
(&, &) = 05,  (ex, €) = Opr .

Usando-se a expressao (1.1.1.2a), na primeira equagao acima, e usando-se a segunda, teremos:

(&, &) = &5 = (sF ey, s5 er) = s s (ex, €r) = F 85 Okr = s§ Sfa
sf 32—? = 05,
que mostra que (5) é ortogonal, conforme a expressao (1.1.4.13a).
b) Partindo-se da expressao anterior, vira:
sk s;—? = b5 — s sé—‘? = (sb)! s;—? =05 — (858% = &5.

Em notacao matricial compacta, teremos:
Sst=1 — S tSss =517 - S =51
c¢) Usando-se a expressao (1.1.1.1a) em (1.1.3.9b), resultara:
(z, €j) = xz; = (2" e ;) = ' (e, ¢5) = x' 6y = 7.

EX.1.1.4.2| Seja H um operador hermitiano e U um operador unitario. Demonstre

que:

a) Os autovalores de H sdo reais e seus autovetores correspondentes sao ortogonais;
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b) O operador U preserva o produto escalar, é ortogonal (se K = R) e é também
normal.

al) Para H, a equacao de autovetores (autovalores) é dada pela expressao (1.1.4.16a):
Hx = hxz, (x=autovetor, h = autovalor).

Sendo H um operador hermitiano, as expressoes (1.1.4.9a) e (1.1.4.11) permitem escrever
que:

(Hz, 2) = (v, H ) = (z,H ) .

Usando-se as propriedades 3 e 3’ da Defini¢ao 1.1.3.1 e a expressao (1.1.4.16a) nas equagoes
acima, vira:

(hz, z) = (&, he) —  h*(x,2) = h(x,2) — (" — h)(z, x) = 0.

Se x # 0, entdo (z, x) # 0, logo: h* = h , resultado esse que mostra que os autovalores
de H sao reais.

a2) Se x e y sao autovetores de H e hy e hy os correspondentes autovalores distintos,
isto é:

Hx = hx e Hy=hy,
entao, de acordo com o item anterior, temos:
(Hz y) = (i y) = h(zy),
(x, Hy) = (v, hay) = ha (z, y) .
Sendo H hermitiano, as expressoes anteriores nos mostram que:
(Ha, y) = (&, Hy) — Mz y) = h(z,y) — (= hy)(ry =0.

Como hy # hg, entao (z, y) = 0, resultado esse que indica que os autovetores correspon-
dentes a autovalores distintos de um operador hermitiano sao ortogonais.

bl) Usando-se as expressoes (1.1.4.9a) e (1.1.4.12), teremos:
Uz, Uy) = (z, U Uy) = (2, U ' Uy = (z,9).

b2) Consideremos as seguintes expressoes:
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Uzx = v, e Uy = z.

Considerando-se, sem perda de generalidades, uma base ortonormada (g;; = &;;), as ex-
) ) 1J ij /)y
pressoes acima sao escritas da seguinte maneira:

U = X5 Uj, Zi = Yk Uk -

Usando-se as expressoes (1.1.3.9¢), (1.1.3.12b) e o fato de considerarmos ser a base ortonor-
mada, efetuemos o seguinte produto escalar:

(U Z, Uy) = (% Z) = UV Zp = Tj Uj; Yk Uk = Uj; Uki Tj Yk -
Usando-se o resultado do item anterior nas expressoes acima, vira:
Uz, Uy) = (x,y) — uj Up Tj Yo = Ojk T Yp  —  (Wjs ug; — ) j yp = 0.
Como x e y sao vetores quaisquer, da expressao acima podemos escrever que:
(uji Uks — (5j ) =0 - Uj; Uki = Ojk -

Usando-se a expressao (1.1.4.13b), o resultado acima indica que a matriz (U) é ortogonal.

b3) Consideremos a seguinte equagao:
vu-t'=U0U"1'U=1.
Usando-se a definigao de operador unitério (expressao (1.1.4.12)), na equagao acima, vira:
UuUt = U U .

Esse resultado mostra, segundo a expressao (1.1.4.10), que U é um operador normal.
EX.1.1.4.3| Se A e B sdo dois operadores, demonstre que: (AB)! = B'A" .
Sotugao]

Usando-se as expressoes (1.1.4.5) e (1.1.4.7), teremos:

(AB); = ai 0 = (af)' ()" = (b)' (a)" = (B'A)],
(AB); = [(AB)])  —  [(AB)]] = (B'A)].

Portanto, usando-se a linguagem matricial compacta, teremos:

(AB)! = B'A'.
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Problemas (1.1)

1.1.1 Dadas as matrizes (A), (B) e (C), demonstre que:
a)tr (ABC) = tr (BCA) = tr (C A B);
b) (A B )l = CT Bf AT .

1.1.2 Se (S) e (A) sao, respectivamente, matrizes simétrica e antissimétrica, demons-
tre que:

a) Qualquer matriz (M) pode ser escrita na forma: (M) = (S) + (A);

b) tr (A) = 0;

¢) (A2 = (S).

1.1.3 Demonstre que o produto de duas matrizes unitarias ¢ também unitario.

1.1.4 Encontre uma base ortonormada para o espaco R* gerado pelos vetores:
(1,1,0,0),(1,-1,1,1),(-1,0,2,1) .

1.1.5 Demonstre as expressoes (1.2.4.17a,b,c).



Capitulo 2

2.1 Tensores
2.1.1 Produto Tensorial de Espacos Vetoriais

Definicao 2.1.1.1 - Produto Tensorial de 2 Espacos Vetoriais. Sejam E e
F dois espagos vetoriais, definidos sobre o mesmo corpo K e tendo, respectivamente, as
dimensoes n e m. Denomina-se produto tensorial entre esses dois espacos vetoriais o
espago vetorial de dimensao n X m, denotado por:

E®F,
formado por elementos do tipo:
t = 1®uy, (reE e yeF),

e denominado de tensor.

Componentes de um Tensor. Sejam {e;} e {f;} as bases respectivas de E e F.
Usando-se a expressao (1.1.1.1a), teremos:

t=2y = (@e) W f) =2ye®f;, (21.11a)
ou:
t =1tie® f;.  (2.1.1.1b)
Nessa expressao, os elementos:

{e; ® f;}, (21.1.1c)

formam a base do espaco vetorial £ ® F, e
tv = 2ty (2.1.1.1d)

sao os componentes do tensor t, composto de m X n nimeros.

O espaco vetorial E ® F' definido acima é o dual do produto cartesiano E* x F* e,
algumas vezes, esse produto é considerado como a definigdo de £ ® F. (Registre-se que se
denomina produto cartesiano entre dois conjuntos A e B o conjunto de pares ordenados
(v, B),coma € Ae € B.)

Definicao 2.1.1.2 - Poténcia Tensorial de Espacos Vetoriais. Seja E um es-
paco vetorial de dimensao n e E* o respectivo espacgo dual, ambos definidos sobre o corpo
K. Denomina-se poténcia tensorial entre p réplicas de E e ¢ réplicas de E* o seguinte
produto tensorial:
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EQEQER .. QEQLE QLE ®..0 B = QP FE 1 E*.
Cada elemento desse espago é um tensor misto do tipo (p, q), definido por:
t = 21)®xp Q.. ° Tp @ v @ u® @ ul@ |
com:
(), T@), - Tp) €EE e (u®, u®, . u) e B,

Componentes de um Tensor Misto. Sejam {e;} e {7 (z)} as bases respectivas
de E e E*. Usando-se as expressoes (1.1.1.1a) e (1.1.2.5a), teremos:

t = Z(1) X Z(2) X ... R Z(p) (9 u(l) X u(2) L& U,(q) =

= 2y e ® 3y € ® . @ 2y €, @ U & (2) ® ) & (2) @ . @ uf & (x)

ou:
i1 o ip (1), 2 (@) , , J1 J2 Ja

t Ty Tay - Ty Uy Ujy U €y ® €, @ . ® €y, @ (2) @ e” (2) @ ... ® e (2) ,

ou:

t= 1 e R, ® .. Qe @ (2) @R (2) @ .. @ (z) . (21.1.2a)

J1J2---Jq
Nessa expressao (2.1.1.2a), os elementos:

{e, ®e, ®...Qe @& (2)@e? () ®...®e (x)}, (2.1.1.2b)
formam a base do espago vetorial F @ F® F ® ... ® FE Q E* @ E* ® ... ® E* , e:

iti.dp iy i ip (1) (2), (9)

sao os componentes do tensor misto t, composto de n? © ¢ nimeros.

Propriedades do Produto Tensorial. Considerando-se as operagoes (+) e (®)
entre os tensores de todos os tipos, observa-se que eles formam uma algebra: fechada com
relac@o a essas duas operagoes e a segunda delas (®) é associativa e distributiva com relacao
a primeira (+). Por exemplo, se (X, y, ... ) € E, (u, v, ... ) € E* e (a, 3, ... ) € K, entao:

lLa)z @YeEF®E, Hu®uveE" QFE, c)z@ueFE®FE, duxrecEQFE;

22) (z +yYQu =2Qu +yQu; b (u+v)®r =u®zr +vc;
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a)r®u+v) =z2u + v, u®@E +y =ur +uly,;
da)(ar)@u = a(z®@u) = 2@ (cu); b) Pfur =0udr) =u® (fx).

Mudanga de Base. Sejam {¢;} e {¢/ (z)} as bases respectivas de E e E*. Sejam,
ainda, {€;} e {&™ (x)} aquelas bases transformadas segundo as expressoes (1.1.1.2a,b) e
(1.1.2.4a,b), isto é:

Tomemos o seguinte tensor:
t=tle®e,@c" (1) = e, Qe @™ (x) . (21.1.3)

Usando-se as expressoes (1.1.1.2b) e (1.1.2.4a) na expressao (2.1.1.3), vira:

57 o © 8] & @ sk, & (1) = T 8 ® 8 © &7 (3)
ST 87 sk ey @ en & (1) = B & ® eq © & (1)
(8 s 57 sk — ) G ®en ®E™ (z) = 0.

Como os vetores do conjunto {€; ® é; ® ™ (x)} sao L.I. (vide Exercicio (2.1.1)), teremos:

o= sPshsk ol (21.1.4)

Tipos Especiais de Tensores

1. Contravariante: ¢t  [Tipo (p, 0)];

2. Covariante: t;;, ;. [Tipo (0, q)];

3. Vetor: t*  [Tipo (1, 0)];

4. Forma Linear: t;  [Tipo (0, 1)];

5. Escalar: ¢ [Tipo (0, 0)].

6. Euclidiano - Nao hé distingao entre indice co- e contravariante: tV = t; =t/ .
7

. Relativos ou Pseudo-tensores - Quando, numa mudanca de base, eles se trans-
formam segundo a relagao:
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70102...0p  _ Quw 41 d2 dp A1 d2 dg 4c102...0p
b1b2...bq - S 861 SCQ Scp Sbl Sb2 qu td1d2n_dq 9 (2115)

onde S é o determinante da transformacao definida pela expressao (1.1.1.2a), isto é:

e w é um numero inteiro relativo, denominado grau do pseudo-tensor.
7a. Densidade Tensorial: w = 1 ;

7b. Capacidade Tensorial: w = — 1.

Exercicios (2.1.1)

EX.2.1.1.1| Demonstre que os vetores do conjunto {&; ® €, ® &™ (z)} sao L.I.

Suponhamos que o tensor t € F ® E ® E* seja nulo, quaisquer que sejam os vetores
€ @ en ®E™ (x) , isto é:
st st sk t/ ey ®en @E™ (z) = 0.

7 m

Como €; ® e; ® €™ (x) sdo quaisquer, essa igualdade s6 se verifica se:

sPstskt = 0.
Usando-se a Definicao 1.1.1.2b, a expressao acima demonstra que os vetores do conjunto
{e; ® en @ ™ (x)} sao L.I.

2.1.2 Algebra Tensorial

Defini¢ao 2.1.2.1 - SOMA. Sejam t e r dois tensores de mesmo tipo (p, q) e o0s
escalares a e b. Chama-se de soma tensorial entre t e r ao tensor s, também de mesmo
tipo (p, q), definido por:

ivig..ip
J1j2---Jq

= a )2 pr o (21.2.0)

J1j2---Jq jije.--Jq

Definigao 2.1.2.2 - PRODUTO EXTERNO (TENSORIAL). Sejam t e r
dois tensores de tipo (p, q) e (m, n), respectivamente. Chama-se de produto externo
(tensorial) entre t e r ao tensor p, de tipo (p + m, q 4+ n), definido por:

1112...0p11%92...0m __ ,1192...%p  §192...0m
]1j2jq]1j2jn - t]l_]Q_]q j1j2-~~jn ' <2122)
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Definigao 2.1.2.3 - CONTRACAO. Seja t um tensor de tipo (p, 4). Chama-se
de tensor contraido de t ao tensor c, de tipo (p - 1, q - 1), obtido quando se iguala
um determinado indice contravariante a um indice covariante, e soma-se sobre esse indice.
Assim:

plrizeip _yiisededp o itdaedpr (2.1.2.3)

J172---Jq J1J2..ir...Jq J1J2--Jg—1

Defini¢do 2.1.2.4 - PRODUTO INTERNO (CONTRAIDO). Sejam t e r
dois tensores de tipo (p, q) e (m, n), respectivamente. Chama-se de produto interno
(contraido) entre t e r ao tensor i, de tipo (p + m - 1, ¢ + n - 1), obtido quando
se iguala um determinado indice contravariante (covariante) de um deles a um certo indice
covariante (contravariante) do outro, e soma-se sobre esse indice. Assim:

1192 0p i199..0m 201020k 0p d149...0m 102 0p—14m

Eirgody Tivgodn = Civjood  Titgodemdn = bijpderna »  (2.1.2.4a)
1192.0p  d109..0m  _ 401%92...0p 119200k im 1192 0prm—1 -

tj1j2~~jq J1j2.--jn tjljZ--~jk-~~jq Tjijo.in = YJij2.dg—14n (2‘1‘2‘4b>

Definicao 2.1.2.5 - CRITERIO DE TENSORIALIDADE. Seja q um tensor
cujo tipo se quer determinar e t um tensor de tipo (p, q). Para se determinar o tipo do
tensor q multiplica-se o mesmo por t e realiza-se m contragoes. Se o resultado obtido for
um tensor s do tipo (k, n), entdao q é um tensor do tipo (k + m - p, n + m - q).

Definigao 2.1.2.6 - SIMETRIA. Seja um tensor s contravariante (covariante). Se
dois indices contravariantes (covariantes) podem ser trocados sem alterar o valor do mesmo,
ele é dito simétrico com relacao a esses indices.

Quando todos os indices de s podem ser trocados aos pares sem alterar o seu valor, ele é dito
completamente simétrico.

gl = gt oy s g = S .. (2.1.2.5b)
Defini¢ao 2.1.2.7 - ANTISSIMETRIA. Seja um tensor a contravariante (cova-
riante). Se dois indices contravariantes (covariantes) podem ser trocados alterando o sinal
do mesmo, ele é dito antissimétrico com relacao a esses indices.

a = —aI ou a_ = —aj. . (2.1.2.6a)

Quando todos os indices de a podem ser trocados aos pares alterando o seu sinal, ele é dito
completamente antissimétrico.
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Observe que para um tensor completamente antissimétrico, o sinal de seu componente
dependera do nimero de permutacoes. Assim, para um numero par de permutacoes, o
componente conservara o sinal; para um numero impar, trocara de sinal. Isto é facilmente
visto tomando-se uma permutacao fundamental, por exemplo: 1, 2, 3, ..., p, fazendo-se
as permutacoes e usando-se a definicao de antissimetria completa. Observe-se, ainda, que,
se o componente de um tensor antissimétrico tiver pelo menos dois indices repetidos, esse
componente é nulo. Por exemplo:

1 = — ¢ = 0.

Exercicios (2.1.2)

EX.2.1.2.1| Demonstre que a simetria (antissimetria) com relacao a dois indices é
invariante por uma mudanga de bases.

Essa demonstracao podera ser feita com um tensor de segunda ordem, sem perdas
de generalidades. Assim, usando-se a expressao (2.1.1.4) e considerando-se que os s s@o
escalares, teremos:

mn M N 1] N oM 4]
t = s, s;tV = s7 5" 1Y

Se o tensor considerado for simétrico (t¥ = %) ou antissimétrico (¥ = — /'), a expressdo
(2.1.1.4) nos garante que:

I

<

st 9 = s? s it = ¢nm

mn __ n o.m 41y __ n .m v mm
t LT U —

A resolucao desse exercicio mostra que nao podemos definir simetria (antissimetria) com
relagao a dois indices, um contravariante e o outro covariante, pois essa propriedade nao sera
preservada depois de uma mudanca de bases.

EX.2.1.2.2| Calcule o nimero de componentes independentes de um tensor comple-

tamente simétrico (antissimétrico). Estude o caso particular de um de segunda ordem.

De um modo geral um tensor p vezes contravariante (covariante) tem n? compo-
nentes, onde n é dimensao do espaco vetorial. Contudo, se o tensor for completamente
simétrico (antissimétrico), o nimero de componentes independentes serd menor.

a) Se o tensor (a) for completamente antissimétrico seus componentes independentes

deverdo ter todos os indices distintos e na ordem natural e o seu nimero (N£%) sera obtido
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agrupando-se n elementos p a p e que se distingam apenas pela natureza, tratando-se por-
tanto de uma combinacao:

ca __ D n!
ina = O = (n—p)! p! *

Esses componentes independentes serao denotados por:
aloraz--ap) oy U(aras...ap) (a1 < az < ... < qp) .

al) No caso de um tensor de segunda ordem, teremos:

g:ad _ 02 _ n! _ n(n=1) (n=2)! _ n (n-1) '

n (n—=2)1 21 (n—2)! 2 2

b) Se o tensor (s) for completamente simétrico, o niimero de componentes indepen-
dentes serd C? acrescido do nimero de elementos diagonais, isto €, aqueles que tém o mesmo
indice.

b1) No caso de um tensor de segunda ordem, teremos:

= O3 = UM g o n

2.1.3 Simbolos de Kronecker e de Levi-Civita, Determinante

Definicao 2.1.3.1 - Delta Generalizado de Kronecker. No item 1.1.1., defini-
mos o simbolo delta de Kronecker da seguinte maneira:

o = 0" =0y =1, (m=mn) e I =0 = 0p, = 0. (Mm#n).

n

Agora, vamos definir o Delta Generalizado de Kronecker 5;1322;*;; da seguinte
maneira: os indices superiores e os inferiores podem ter qualquer valor de 1 a n. Se pelo
menos dois indices superiores ou dois inferiores tém o mesmo valor, ou se os indices supe-
riores nao sao o mesmo conjunto dos indices inferiores, esse simbolo sera nulo. Se todos
os Indices superiores e inferiores sao separadamente distintos e os indices superiores sao o
mesmo conjunto dos nimeros inferiores, esse simbolo terd o valor + 1. Serda + 1 se entre
o conjunto dos indices superiores e o dos inferiores houver um nimero par de permutagoes;
serd - 1 se o numero de permutacoes for impar.

Exemplos:

123 __ 5123 __ 123 __  §123 __ 113 _ §123 __
6123 - 5312 - 17 5213 — Y321 — 17 5123 Y456 T 0.

Definicao 2.1.3.2 - Simbolo de Levi-Civita. O simbolo de antissimetria
completa de Levi-Civita "192% ou €4,q,...q, ¢ definido da seguinte maneira:
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ai1a2...ap __ a1a2...ap
= 512...p e

Usando-se a Definicao 2.1.3.1, o simbolo de Levi-Civita pode ser definido da seguinte
maneira:

€192 (g4 0, a,) = 0, se pelo menos dois indices forem iguais;  (2.1.3.1a)

gt1az.-ap (6111,12.“%) = 4 1, se os indices formarem um nimero par de permutagoes a partir
da permutacgao fundamental 1,2, ..., p; (2.1.3.1b)

g1z -ap (8a1a2map) = — 1, se os indices formarem um nimero impar de permutagoes a
partir da permutacao fundamental 1,2, ....,p;  (2.1.3.1c)

Exemplos
el (ey1) = €2 () = ... = €™ (enn) = 0, €2 (epn) = —&? (e91) = + 1
' (e122) = ' (e121) = 0, gl? (e123) = 31 (e312) = — g1 (€213) = +1;
€1 (e1933) = 0, € (c1934) = €™ (eg143) = % (312) = — *P* (eq1ma) = + 15

Defini¢do 2.1.3.3 - Determinante. Por defini¢do chama-se determinante |d!|,
comi=]j=1,2, .. n,aseguinte equacao:
j _ _ ajag...an J1 2 n
| d] | = d = emeondy di ..dy , (2.1.3.2a)

an

ou:
(& | = d = oy, d2 5 .. dv . (2.1.3.2D)

As expressoes (2.1.3.2a,b) tomarao um novo aspecto, considerando-se que a quanti-

dade:

biba...bn
d ghib2 ,

serd igual ao determinante d, a menos de sinal, se a permutacao by, by, ..., b, for impar, e
igual a d, se a permutacao for par. Por outro lado, segundo a Definicao 2.1.3.2, podemos
escrever a seguinte igualdade:

b1b2...b _ aias...a b1 b2 b
d ghbebn — cmaran gh bz b

Multiplicando-se a expressao acima por €p,p,..5,, Obteremos o seguinte resultado:
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bibs...by, __ aias...an ,Jb1  Jba bn,
Ebiby...by, d g = Ebibg...by € da1 da2 ..d

an *
Usando-se o Exercicio 2.1.3.1d, que sera resolvido mais adiante, isto é:

biba...bn, __
Ebyby..by, € b2 = n'

9

podemos escrever que:

. i aiaz...a b1 bo b _ i b1ba...b al a2 a
d = =i €hbyb, € mdy d? o dyr = e " Caragean Ay dpe o dyt . (2.1.3.2¢,d)

E oportuno destacar que o determinante d pode ainda ser representado pela seguinte notacao:

% 1 b b b an
| & | = d = L epy b Cararay A d2 L den | (2.1.3.2¢)

| dj' | = d = L €b1b2"'b" ga1a2..-0n dblal db2a2 dbnan , (2132f)

n!

onde j é o indice de linha e i o indice de coluna.

Definicao 2.1.3.4 - Cofator. Tomemos a definicao de determinante dada pela
expressao (2.1.3.2). Entao:

dl| = d = eaoon gl @2 dn o= dl emoetn @2 Ldi o= di DY, (2.1.3.3a)

Qn

onde:

D = gmaz.an diz Lodr (2.1.3.3b)

an
é denominado o cofator do elemento di'. E claro que se pode escrever expressoes analogas
para cada um dos elementos do determinante d. Portanto, de um modo genérico, podemos
escrever que:
d = d" D! . (i=indice mudo, m = indice livre) (2.1.3.3¢c)
Multiplicando-se a direita a expressao acima por 9, e usando-se a expressao 1.1.1.3b, vira:

d§m = dr Di §m  —  dom = d" D (2.1.3.3d)

E oportuno observar que quando se faz na expressao (2.1.3.3d) m = n, e realiza-se a soma
nesse indice, teremos:

dém = dr D), — d"D! =dn. (2.1.3.3e)
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2.1.4 Tensor de Levi-Civita

Definicao 2.1.4.1 - Tensor de Levi-Civita. O tensor completamente antis-
simétrico de Levi-Civita 1,,4,. 4, (7“%%) é definido da seguinte maneira:

Naias...an = \/| g | €aras...an — ﬁ €ajag...an s (2‘1‘4-13)

nalag...an — /| g/ | 6alag...an — ‘1 | 8alag...an , (2141b)
AYARY

onde:
| g | = médulo de det (g;;) e | ¢ | = médulo de det (g) .

Observe-se que podemos usar o tensor métrico g;; (g”) para definir uma forma
mixta do tensor de Levi-Civita, da seguinte maneira:

a162...p a1y

asco
Mopir.bn = 9 -

g . gapcp nclcz.A.cpprrl...bn ) (2141C>

bpt1.--bn

ﬂalag...ap = ga101 ga202 gapcp nc1cg...cpbp+1...bn . (2141d)

Exercicios (2.1.3)

EX.2.1.3.1| Mostre que, para i, j, k, r, s, t, = 1, 2, 3, teremos:

a) ek g, = 0L 67 6F + 6107 68 + 0 5] oF — 6L 61 6F — &1 6] oF — &1 67 oF

ijk _ i Sk J Sk .
b) e Eist = 52 5t - 515 53 )
C) €ijk Eijt = 2 (ﬂ{ )
d) &Tijk Eijk = 6 .

la) Usando-se a Definigao 2.1.3.2, teremos:

ijk _ gijk g123 _ ijk
e e = Ora3 0,50 = Oyt -

Agora, usando-se a Defini¢ao 2.1.3.1, resultara:
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S e = O 01 = 0 = 5 0) 0t + 000 0% + 01 6] 6 — 0%6) of — 6107 oF — 6} oL

1b) Partindo-se do resultado anterior e fazendo-se r = i, resultard: (Lembrar que:

om = 3ed, o) = b )
eF eiy = 0061 8F + 07 6] F + 6Ll 6F — &1 6] oF — 61 6] F — 6j 61 oF =
— 36108 + 6/ 0% + k5] — 816k — 36] 68 — oF 6l = 61 6F — &) oF .
1c) Partindo-se do resultado anterior e fazendo-se s = j, vira:
eh ey = 61 oF — ol 6F = 36F — oF = 26F.
1d) Partindo-se do resultado anterior e fazendo-se t = k, viré:

8ijk€ijk = 25’,; =6 = 3.

E oportuno registrar que para um espaco vetorial de dimensao n, pode-se demonstrar
que:

ai1az...an _ |
9 €ajag..an, — M- .

EX.2.1.3.2| Use a Definicao 2.1.3.3 para calcular um determinante de segunda ordem.

Segundo a expressao (2.1.3.2), para um determinante de segunda ordem, isto é, com
i, j =1, 2, tem-se:

d=|d| =eld & =e¥d &+ ¥dyd? =
= el dt @ + A d3 + 2 dyd? + e2dLd3.
Sendo e = ¢2 = 0ec!? = — &2 = 1, teremos:
d = |d| = didy - dydi,
o que coincide com o calculo tradicional, isto é:

dy d

g d%] — -

d=|dz|:[
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EX.2.1.3.3| Demonstre que:

det (AB) = det (A) . det (B) .

Inicialmente, fagamos A . B = C' . Assim, usando-se a expressao (1.1.4.5), vira:

¢ = a bF.

)

Usando-se a expressao acima e a expressao (2.1.3.2), teremos:

| soras..an Ll 2 n  __ ~ojag..an o1 10 2 1B n  1,0n
]| = exezom el cZ ok = MO moap b oag b2 .oap byr —
T a1a9...0n o1 2 n 51 1,02 Bn a1a...0n o1 2 n 811,52 Bn
| = ¢ ap, ag, ... ap bgl b2 .. br = ¢ A, Q5,3 €pp,.3,07 Do b .

Por fim, usando-se novamente a expressao (2.1.3.2), teremos:
det(C) = det (AB) = det (A) . det (B) .

EX.2.1.3.4| Demonstre a Regra de Cramer.

Dado o sistema de equacoes lineares, nao-homogéneas:
y' = dial,  (df = matriz (n x n)),

determinemos z7. Multiplicando-se & esquerda a equagao acima por D" e usando-se as
expressoes (2.1.3.3d) e 1.1.1.3b, teremos:

)

Dy = D dia) = doft o) = da™.

Se d # 0, a expressao acima resultara em:

expressao essa que traduz a Regra de Cramer.

EX.2.1.3.5| Demonstre que:

a) O simbolo de Levi-Civita (¢*%2%) ¢ uma densidade tensorial;

b) O simbolo de Levi-Civita (g4,4,..a,) ¢ uma capacidade tensorial.

a) Tomemos o seguinte determinante (p X p):
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j— a
S = |sp|
Usando-se a Definicao 2.1.3.2, teremos
Q ~di1a42...ap __ b1b2...b az ap
S e Po= ¢ P syl sy S
a1as...ap, __ Q\— 1 aip a2 ap b1bs...b
€ o= (9)7 1 sy s sy € P

Usando-se o fato de que S S = 1 e a expressio (2.1.1.4), verifica-se que £71%-% ¢ uma
densidade tensorial.

b) Tomemos o seguinte determinante (p X p):

_ b
S - | Sa ’
Usando-se a Definicao 2.1.3.3, teremos:
S eaiy.a, = € biosh2 bp
dida...ap — Ebiba..bp Say Say - Sap o
— — 1 b1 b b
Caa.a, = (5) Sk 82 .. S Ebiby..by

Usando-se a expressao (2.1.1.4), verifica-se que £4,4,...q, ¢ uma capacidade tensorial.

EX.2.1.3.6 | Tomando-se a expressao (1.1.3.1), isto é:
95 = (e ),

demonstre que, nos espacos euclidianos (det | g;; | # 0) , tem-se:
a) gi; ¢ um tensor covariante de segunda ordem, conhecido como tensor métrico;
b) det | gij | = ¢ é um pseudo-escalar de peso 2;

¢) v/— g é uma densidade escalar;

1
d) ( V- > ¢ uma capacidade escalar.

a) Consideremos a mudanga de base definida pela expressao (1.1.1.2a):

5= — gt o.
e = sie;.

Usando-se a expressao (1.1.3.1) para essa nova base, e considerando-se a expressao (1.1.1.2a),
teremos:
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g5 = (&, &) = (5" em, ST en) = s7' 5% (em, €n) -

Usando-se novamente a expressao (1.1.3.1), resultara:

o m n
95 = 5; 55 Gmn

o que demonstra que o tensor métrico é um tensor covariante de segunda ordem.

b) Expressando-se o resultado obtido no item anterior sob a forma de determinante,
Vira:

det | gij | = det| 7" s5 Gmn | -
Considerando-se o resultado dos Exercicios (1.1.4.1) e (2.1.3.3), teremos:
g=>59,

o que demonstra que g ¢ um pseudo-escalar de peso 2.

¢) Multiplicando-se o resultado anterior por (-) e extraindo-se a raiz quadrada, te-
remos:

V=7 = 5v=3.

o que demonstra que y/— ¢g é uma densidade escalar. Observe-se que, quando o espago for
estritamente ou propriamente euclidiano (¢ > 0), teremos:

Vi =5V,

d) Tomando-se o inverso do resultado anterior, teremos:

1 1

(v=a) =s"'(v=a)

- 1 /7 .
o que demonstra que ( vV—g ) é uma capacidade escalar. Observe-se que, quando o

espago for estritamente ou propriamente euclidiano (¢ > 0), teremos:

-1

(vi) ' = s ()",

EX.2.1.3.7| Demonstre que, partindo-se da expressao (2.1.4.1a), obtém-se a ex-
pressao (2.1.4.1b).

Tomemos a expressao (2.1.4.1a):
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Naias...ap, = \/’ 9| €aragan = ﬁ €arag...an > (I)

Segundo a expressao (1.1.3.10b), podemos escrever que:

nb1b2---bn _ gb1a1 gb2a2.“gbnan Navas...an - (H)

Por outro lado, segundo a expressao (2.1.3.2e), temos:

biai gb2a2 gbnan .

. , 1
det (gﬂ) = 9 = .1 bbby €aras..an 9

b1ba...b

Multiplicando-se a expressao acima por & » e usando-se o Exercicio 2.1.3.1d, vira:

bibo..bp  __

/ b
g e = €ajag..an 9

g™ .. gbnan o (TID)
Usando-se as expressoes (I) e (II) em (III), resultara:

b1ba...bn

n — g/ 8blbg...bn | g ’ . (IV)

Agora, considerando-se a expressao (1.1.3.11), ou seja:
P =10 - Jdg=1 - g Iylgl =1,
a expressao (IV) ficara:

bibo.bn _ bibo.bn — 1 _biba.bn

| g | €

que representa a expressao (2.1.4.1b).

Problemas (2.1)

2.1.1 Dé um exemplo de aplicacao do critério de tensorialidade.

2.1.2 Se A;; é um tensor antissimétrico, demonstre que:
(5;. ok + ot 5;?) A = 0.

2.1.3 Seja um tensor A;j. Mostre que o nimero N de componentes independentes
desse tensor vale:

N = "(n‘f'l?))!("'*‘z)’

se A;j; ¢ completamente simétrico;



—1) (n -2 . .
N = nl 3), m =2 seA;;r ¢ completamente antissimétrico;

2.1.4 Demonstre que:

Lo = (n—1)6; (k=12 ., 0

a1a2...apbpi1...b . . ajaz...ap
II. ¢ pYp+ n Eblbz...bpbp+1...bn = (n p)' €b1b2...bp ;
— 1 g2 n
I1I. Eirig.in — n! (51»1 5@'2 (51-”, s
2.1.5 Se os elementos de um determinante |d]| = d sao fungbes das varidveis

..., n"), demonstre que:

B8 . .
S o= Dy g% (& Dl =dd)).

Q
8
°
@



Capitulo 3

3.1 Algebra Exterior
3.1.1 Algebra Exterior de ordem dois

Definicao 3.1.1.1 - Produto Exterior de dois vetores. Sejam x e y dois
vetores do espaco vetorial E de dimensao n, definido sobre o corpo R. Denomina-se produto
exterior desses dois vetores o tensor denotado por x A y, denominado bivetor ou 2-vetor,
e definido por:

TNy =r2®y —yx, (3.1.1.1a)

e que satisfaz as seguintes propriedades:
LaAN(y+2) =zxzANy+zAhz; (+yAz=zAz+yAz; (3.1.1.1b)
22a(xANy) = (ax) Ny = AN (ay); (3.1.1.1c)
3.z ANz = 0; (3.1.1.1d)
4xAhNy = —yAxz, (3.1.1.1e)

onde (x, y, z, ...) € Eea € R.

Componentes Estritos de um 2-vetor. Seja {e;} a base de E e (2%, ?) os
componentes de (X, y) € E nessa base. Entao, segundo a expressao (1.1.1.1a), o produto
exterior dado pela expressao (3.1.1.1a) serd escrito na forma:

s ANy = ('e)@(We)— (YWe)@ (e =2yeRe — 2" ye Qe .

Trocando-se, no segundo termo da expressao acima, i por j, e usando-se a expressao (3.1.1.1a),
Vira:
tANy =2 ye®e —alye®e = (@'y —Ty)e e, (3.1.1.2a)

expressao essa que mostra que x A y é um tensor contravariante antissimétrico de segunda
ordem.

Para obtermos os componentes estritos desse tensor dado pela expressao (3.1.1.2a),
vamos decompor a mesma da seguinte maneira:

TNy = g,(wiyj —dy)e@e + L (@Y - y)e®e;.

J 1>

Trocando-se o i por j no segundo somatorio, teremos:
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= X @y —dy)(e®e — e Qe .
<j

i

Usando-se a expressao (3.1.1.1a) e lembrando-se a defini¢do de determinante, resul-
tard:
i

T 7

Y= i;j [ x’ 51' ] (ei Aej) . (3.1.1.2b)

Nessa expressao, o conjunto {e; A e;} é linearmente independente (LI). Observe-se que se
nao for considerada a restrigdo i < j , a expressao (3.1.1.2b) apresentara a seguinte forma:

1) %

TAYy = 5% [; yj 1 (e; Nej). (3.1.1.2¢)
i, J Y

Definicao 3.1.1.2 - Espaco de 2-vetores. Seja E um espaco vetorial de dimensao
n, definido sobre o corpo R, e de base {e;}. O subespaco de E @ E ( = ®? E) dos tensores
contravariantes antissimétricos de segunda ordem, gerados pela base {e; A e;}, é chamado
de espaco de 2-vetores - A? E. Este espaco consiste de elementos do tipo:

(@ax) A (by),
onde (a, b) € Re (x, y) € E, e tem a seguinte dimensao:

dim N2 E = €2 = n@=b

n 2

Observe-se que a Algebra dos elementos de A? E é conhecida como Algebra de Grassmann,
em virtude de haver sido iniciada pelo matematico alemao Hermann Giinther Grassmann

(1809-1877), em 1844.

Mudanca de Base no Espaco A\? E. Neste item, vamos ver como se transformam
os componentes estritos de um 2 — vetor numa mudanga de base. Segundo a expressao
(3.1.1.2a), todo 2 — vetor é um tensor contravariante antissimétrico de segunda ordem e,
portanto, segundo a expressao (2.1.1.4), teremos:

mn __  __ inm  __ m on 41j
t t sp 55t
Agora, vamos decompor essa expressao da seguinte maneira:
o= 3 st st 4 X s sT

. .2 ) )
1<) 1> ]
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Trocando-se o i por j no segundo somatorio e observando-se que o tensor t é antissimétrico
(t7 = — 1), teremos:

. — ‘Z'sf”s?tij + ‘Z'Sgﬁs?tﬁ = 'Z'(sfsn — st
v <y 7 > 1<)

Usando-se a definicao de determinante, resultara:

e cn = 3 [m ﬂw‘. (31.13)
P < g J j

Definicao 3.1.1.3 - Produto Exterior de duas formas. Sejam fe g 2 — formas
do espaco vetorial E*, dual de E. Denomina-se produto exterior dessas duas formas o
tensor denotado por f A g, denominado 2 — forma, e definido por:

fAg=f®g—gxf, (3114

e que satisfaz as mesmas propriedades da Definigao (3.1.1.1).

Componentes Estritos de uma 2-forma. Seja {¢’ (x)} a base de E* e (f;, g;) os
componentes de (f, g) € E* nessa base. Entao, segundo a expressao (1.1.2.5a), o produto
exterior dado pela expressao (3.1.1.4) serd escrito na forma:

fAg = (fiet(x)®(ge ()~ (g5¢ (v) ® (fie' (v) =
= figie (x)@e (x) — figie (x) @& (x).

Trocando-se, no segundo termo da expressao acima, i por j, e usando-se a expressao
(3.1.1.4), vira:

fANg = figie(x)®@e (x) — fjge (x)®@e (x) =
= (figj — fig)e () @& (x), (3.1.1.5a)

expressao essa que mostra que f A g € um tensor covariante antissimétrico de segunda ordem.

Para obtermos os componentes estritos desse tensor, vamos decompor essa ex-
pressao da seguinte maneira:

frhg = (figp — fia)e (@)@ (x),

fhg = z';j (figp — fjg) e (x) @& (z) + Ej (figi — fig) e () @€ (2).

Trocando-se o i por j no segundo somatoério, teremos:
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f/\g = i;j (f,gj — fj gz) €i (l’)@gj (l’) + ]gl(fj 9i — fz gj) Ej (x)®€z (I) =

= X (figg — fig) (@@ @) - @) e (r).

i< J

Usando-se a expressao (3.1.1.1a) e lembrando-se a definigdo de determinante, resultara:

fhg= ¥

? J

Hj gj] (@) A (2)] . (3.1.15D)

Nessa expressao, o conjunto {¢" (z) A €/ (z)} é linearmente independente (LI). Observe-se
que, se nao for considerada a restriao i < 7, a expressao (3.1.1.5b) apresentara a seguinte
forma:

fAg =12 ZEJ [ J]:; 5; ] €8 (x) A&l (x)] . (3.1.1.5¢)

Definicao 3.1.1.4 - Espacgo de 2-formas. Seja £* um espaco vetorial dual de E; e
de base {&’ (x)}. O subespago de E* @ E* ( = ®? E*) dos tensores covariantes antissimétricos
de segunda ordem gerados pela base {¢' (z) A & ()}, é chamado de espago de 2-formas
- A\? E*. Este espaco consiste de elementos do tipo:

(a f) A (bg),
onde (a, b) € Re (f, g) € E*, e tem a seguinte dimensao:

dim \2 B = 2 = nl=l

n 2

Observe-se que no espaco definido acima é possivel construir uma Algebra Exterior de ordem
dois, que é o dual daquela do \? E.

Mudanca de Base no Espago A\? E*. Neste item, vamos ver como se transformam
os componentes estritos de uma 2 — forma numa mudanca de base. Segundo a expressao
(3.1.1.5b), toda 2 — forma é um tensor covariante antissimétrico de segunda ordem e, por-
tanto, segundo a expressao (2.1.1.4), teremos:

3 _ r ST A |
fan = — fam = S Sn fw
Agora, vamos decompor essa expressao da seguinte maneira:

Jmn = 25%3%]2] + ZS;—nS%fU

1< J 1>

Trocando-se o i por j no segundo somatério e observando-se que o tensor f é antissimétrico
(fij = — fji), teremos:
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2. Sp
m
i< J j >

Usando-se a Defini¢ao (2.1.3.3), resultara:

S
S

IS~

z |
1<

Exercicios (3.1.1)

EX.3.1.1.1 | Encontre a identidade de

Consideremos o seguinte determinante:

si fiy + X shosy
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fii

)

3.3

0

Jacobi envolvendo 2 — vetores.

A= |2 28 a2m |,
y oyt oy
onde a segunda e terceira linhas sao formadas pelos componentes de vetores arbitrarios (x
Y
e na primeira linha estao os componentes de um 2 — vetor t¥ = z' 3 — a7 y* . Desse
modo, o determinante acima ¢é escrito na forma:
wiyl — iyt piyk — ahyl gy — amy
A = x? " ™|,
j k m
Yy Y Y
ou:
xi 7 i,k QM Y ki m, i
y Ty xy ry Yy
A = ! zF ™| — x! ok ™
j k m j k m
vy v ooy
Como as duas primeiras linhas desses determinantes sao multiplas, eles sao nulos. Portanto:
A= |2l 28 2| =0.
j k m
vy oy

Desenvolvendo-se esse determinante pela regra de Laplace, teremos:

xk

yk

m

xm

m

x
Y

xJ

m

A:t”[

-

yJ

Joc

x xk
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Usando-se a expressao (3.1.1.2b), teremos:
A = gk gtk ogim gk =0,
expressao essa que representa a identidade de Jacobi. Esse exercicio nos mostra que a

condicao necessaria para que um tensor antissimétrico de segunda ordem seja um 2 — vetor
é que seus componentes satisfacam a identidade de Jacobi.

3.1.2 Algebra Exterior de ordem p

Definigao 3.1.2.1 - Produto Exterior de p vetores. Sejam p vetores x(j),
Z(2), ..., T(p) pertencentes ao espago vetorial E de dimensao n, definido sobre o corpo R.
Denomina-se produto exterior desses p vetores o tensor (P) contravariante de ordem p
completamente antissimétrico denotado por x(1y A z(2) A ... A () denominado p — vetor, e
definido por:

P =azmyANag N AEg)y = 01ap " T(ay) @ T(ay) @ oo ® T(e,) =
= M2 % 3,y ® T(ay) @ ... @ T(q,) , (3.1.2.1a)
e que satisfaz as seguintes propriedades:
L (azxqy +bxe) AN x@y Ao A ag) =
= a(zay ANz Ao Axg)) + b(ae Axgy A Axg) s (3.1.2.1b)
2.2y N z2) A ... ANz = 0, se para qualquer par i # j, x4 = 2 ; (3.1.2.1¢)

3. 21y A x@) A ... \ T, troca de sinal se qualquer z(;) trocar de sinal,  (3.1.2.1d)

onde (z(1), T(2), .- T(p)) € Ee (a, b) € R.

Exemplo. Consideremos o caso do 3—wvetor. Entao, segundo a expressao (3.1.2.1a),
teremos:

Ty N T N T@) = giik Ty ® x(5) & Tx) , comi, j k=12, 3.

Efetuando-se o somatorio indicado pelos indices repetidos e usando-se as expressoes
(2.1.3.1a,b,c), obteremos:

) Are) Are) = eV ) @ 1) @ xgry + 78 29) ® 1) @ T+ 13 @ () @ TRy =
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= a0y @ 2@ @ 2y + £ 1) @ 2(3) @ T(R) +
+ M o) ® ) ® xgy + € 1) @ 23) @ Ty +

+ & 26 @ e @ ey + M aE @ T0) @ TR =

= P a0 @ e ®rE + P rn ®TE @ re) + 2P e M) @ T(@E) +

+ e o) @ we @ r) + M we) @ re) @) + e ©ra) © o) =
= T(1) @ T2) @ T3) — T(1) @ T3) @ T2y — T(2) @ T1) @ Tz) +
T T2) @ T3 @ Ta) — Te) ® ) Ty + Te) O Ta) @ T,
ou:
Tay Axe) AN TE) = Ta) @ Te) Q@ Te) + Te) ® Ta) @ Te) + Te) O Ie) © 2a) —
— ) O T) B TE) T ) O TE) QT — Te) O T QT -

Componentes Gerais e Estritos de um p-vetor. Seja {e;, } a base de E e (xl(’zm)

os componentes de (z(,,)) nessa base, com i, j, k =1, 2, ... , p. Entao, segundo a expressao
(1.1.1.1a), o produto exterior dado pela expressao (3.1.2.1a) serd escrito na forma:

a1a2...ap

b
P = xqy ANxgy N oo N = 019, (xb1 ) ) ® (IEZ()ZQ) €hy) ® ... ® (ZB(ZP) ebp) =

(a1

_ g¢ai1a2...ap 61 ba bp
612 .p (al) LL'(a2) :L‘(ap) €b1 ® 6b2 ® ® ebp 5

P = Ty N T N o NZp) = Phrbz--bp €y & €p, @ ... @ e, , (3122&)

onde:

Pty = g gh gl gl (3.1.2.2b)

ap)

sdo os componentes gerais de P. Porém, de acordo com a Defini¢ao (2.1.3.1) de 85 5",

podemos escrever que:

b1 b2 bp  _ sbiba.bp io ip . . .
$(a1) ZE(a2) .I(ap) — 57’122 ’Lp CL‘(al) $(a2) :E(ap). (21 < 712 < ..o < Zp) .

Desse modo, a expressao (3.1.2.2b) tomara a seguinte forma:
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bibs..b, __ £01G2...0p biba..bp iy i ip _ sbiba. by a1a2...ap 47 12 ip
P r= 512...p 5z‘112...ip Liay) Tag) =+ T(ap) — 5i1i2...ip (512---1) T(ar) T(ag) - x(ap)) ’

phibzby — ghbabe piviaeiy (37 9 9¢)

ivin...ip
onde:

PiliQ...ip — 6a1a2"'ap 11

sao os componentes estritos de P.

Levando-se a expressao (3.1.2.2¢c) na expressao (3.1.2.2a), teremos:

P = Ty N T N o NTp) = piiz-ip (5?1111;21217 €y @ €py @ ... @ ey, .

Aplicando-se a expressao (3.1.2.1a) aos vetores da base, a expressao acima tomara o seguinte
aspecto:

P =xzmy Azg Ao ANxgy= P e, Ney, Ao Ne, o (3.1.2.2¢)

Escrevendo-se os componentes estritos de P, dados pela expressao (3.1.4.2d), em termos de
determinante (expressao (2.1.3.2)), a expressao acima resultard em:

26211) 322(21) x(’i)
O N
P = Ty AT N oo NZp) = @) (2) 2) €y N ey, N oo Ney (3.1.2.2f)
To) Loy o L)
com i < iy < .. < 14, . Observe-se que se nao for considerada esta restrigao entre os

indices i, a expressao (3.1.2.2f) apresentard a seguinte forma:

33211) xﬁ) x?{)
i N - N ¥

P = Ty AT N o ATy = I% @) (2) @) €y N ey N oo ANej, . (3.1.2.2g)
o) T o L)

Definicao 3.1.2.2 - Espaco de p-vetores. Seja E um espaco vetorial de dimensao
n, definido sobre o corpo R, e de base {¢;}. O subespago de p (p < n) réplicas de E
(EQ E® ..® E =" E) dos tensores (P) contravariantes completamente antissimétricos
de ordem p gerados pela base ({e;, A ey, A ... Ae}, i1 < g < ... < ip) é chamado de
espacgo de p-vetores - AP E. Este espaco consiste de elementos do tipo:

agy Ty N ag) Te) N N ag) Tp)
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onde (ay, ag), -, Ap)) € R e (xq), X@), ..., X)) € B, e tem a seguinte dimensao:

dim N' E = CP = ™

p! (n—p)! °

Definicao 3.1.2.3 - Espaco de n-vetores. Seja E um espago vetorial de dimensao
n, definido sobre o corpo R, e de base {e;}. Por sua vez, o subespaco de n réplicas de E
(EQE® ..®E =@ "E) dos tensores (P) contravariantes completamente antissimétricos
de ordem n gerados pela base ({e;;, A ey, A ... Aei}, i1 < g < ... < 1iy,) ¢ chamado de
espago de n-vetores - \" E. Este espaco consiste de elementos do tipo:

P = zay Az N o ANy = P2 e ANey, Ao Ae, . (3.1.2.3a)
Para esse tipo particular de espago, tem-se:
dimA\"E = C) = 1.

Em vista disso, esse tipo de tensor tem apenas um componente, obtido pela expressao
(3.1.2.2f), fazendo-se p = n:

xﬁ) :EEZI) . xz’l‘)
ng) x’é) :Ul(g)
P = ra) Nxo N .o NZp) = e, Neiy, N Ne;, (3.1.2.3b)
i1 ip in
o) T o T
comi; < ip < ... < i,. Observe-se que, se esta restricao nao for considerada, a expressao

(3.1.2.3b) tomara o seguinte aspecto:

1 12 in

1 xé) xg) ng)
P =z Ao Ao ANy = — ei, Nei, N ... Neg,,  (3.1.2.3¢)
Ty Ty - T
Exemplo. No caso em que n = 3, tem-se:
N
rAyANz = |y v Pl injAE.  (3.1.23d)
AT

Mudanca de Base no Espago A’ E. Neste item, vamos ver como se transfor-
mam os componentes estritos de um p-vetor numa mudanca de base. Segundo a expressao
(3.1.2.2a), todo p-vetor é um tensor contravariante completamente antissimétrico de ordem
p e, portanto, segundo a expresao (2.1.1.4), teremos:
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Pbiba.bp 32_11 sbg SZ_’; paraz..ap

Usando-se os componentes estritos do tensor P dados pela expressao (3.1.2.2d), teremos:

Pilj2--dp — gl g2 Jp §4192--4p pajas..a
P Po=sph SR s 0y it P v (3.1.2.4a)
comj; < Jo < o < Jp o€ i <l < o < G
Em termos de determinante (expressao (2.1.3.2)), a expressao acima serd escrita na
forma:
2 I»
Sy Sy - S
— = = = 8]1 8]2 S.jp .. .
pidp = | Sip S Sip | pitieiy o (31.9.4D)
a2 Jv
Si Sk .. S

comjy < jo < e < Jpoedp < iy < o < iy

Definigao 3.1.2.4 - Produto Exterior de q formas. Sejam q formas "), f2),
9 pertencentes ao espaco vetorial E*, dual de E. Denomina-se produto exterior dessas q
formas o tensor (Q) covariante completamente antissimétrico de ordem q denotado por f(
A f2 A A 9 denominado g-forma, e definido por:

Q = fONFAOAN LA FO= 55@;1 a fla) g fl) g | © fld =
= Eajas...aq f(al) & f(a2) & .. Q f(aq) , (3125)

e que satisfaz as mesmas propriedades da Definicao 3.1.2.1.

Componentes Gerais e Estritos de uma g-forma. Seja {e’ (z)} a base de
e (fb(;lj)) os componentes de (f(%)) nessa base. Entdo, segundo a expressio (2.1.2.5a), o
produto exterior dado pela expressao (3.1.2.5) serd escrito na forma:

Q= fONFAOA LASfOD =
= 012 (fi) e (1) ® (fr? &) (1) ® .. ® (o e (x)) =
5i12a2q aq fbfl) fba2) fjp) e @t R ... ® e ,
Q= fONFON AFO = Qup @2 ® .. @ch, (3.1.26a)

onde:
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Quibosy = 0250 o o) fi02 L F99 0 (3.1.2.6b)

sdo os componentes gerais de Q. Porém, de acordo com a Definigao (2.1.3.1) de 4,74 , |
podemos escrever que:

P gl e = g f f R < < <)
Desse modo, a expressao (3.1.2.6b) tomara a seguinte forma:
OQnitsy = Oilitay O, 15 137 o 7 = O, Odkatag B F57 o 1)
Qb1b2...bq = 21;;22 quq Q’Ll’LQ g (3126C)

onde:

Qili2~~~iq = (5clfa2q ag f“ f(a2 . fi(qaq), (11 < g < ... < iq), (3126(1)

sao os componentes estritos de Q.

Levando-se a expressao (3.1.2.6¢) na expressao (3.1.2.6a), teremos:
Q = fONFONLAFD= Quiyiy Gy P @™ @ .. @b

Aplicando-se a expressao (3.1.2.5) aos vetores da base, a expressao acima tomard o seguinte
aspecto:

Q= fOANFONLAFD= Qpipi, e N2 A AT, (3.1.2.6e)

Escrevendo-se os componentes estritos de Q, dados pela expressao (3.1.4.6d), em termos de
determinante (expressao (2.1.3.2)), a expressao acima resultard em:

1 1 1
Q = fOAFOA A f@O= I A A N N . (3.1.2.60)
AN P X
comi; < iy < ... < 14 Observe-se que, se essa restricao nao for considerada, a expressao
(3.1.2.6f) tera o seguinte aspecto:

1) ) (1)
fi”  f f
I D

1q

@ 4® & ,
Q = fONF@ A A= 1| S St Sl e agn . (31.2.68)

fz'(lq) fi(;]) fi(qq)
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Definicao 3.1.2.5 - Espaco de g-formas. Seja E* o espago vetorial dual de E, e
de base {&’ (z)}. O subespaco de q (¢ < n) réplicas de E* (E* @ E* @ ... ® E* = @1 E¥)
dos tensores (Q) covariantes completamente antissimétricos de ordem q gerados pela base
({e" (x) ANe2 (x) A ... AN} iy < dg < ... < 14,) é chamado de espago de g-formas -
A? E*. Este espaco consiste de elementos do tipo:

a(l) f(l) /\ a(2) f(2) /\ /\ a/(q) f(Q) ,
onde (a); a®, ... a@)c Re (fY 2 .. f9) c E* etem a seguinte dimensdo:

dim \Y E* = Cl = ™

n ¢! (n—q)! -

Definicao 3.1.2.6 - Espago de n-formas. Seja E* um espago vetorial dual de E,
e de base {¢' (z)}. O subespago de n de réplicas de E* (E* ® E* @ ... ® E* = ®@" E*) dos
tensores (Q) covariantes completamente antissimétricos de ordem n gerados pela seguinte
base, isto é: ({e" (z) Ae? (z) A ... Ae™} iy < iy < ... < 1,), é chamado de espago de
n-formas - \" E*. Este espaco consiste de elementos do tipo:

Q = fONFAAN AL = Qirigin EFANE2ZA LA™ . (3.1.2.7a)
Para esse tipo particular de espago, tem-se:

dim \" E¥ = C) = 1.
Em vista disso, esse tipo de tensor tem apenas um componente, obtido pela expressao
(3.1.2.6f), fazendo-se ¢ = n:

o
Q= fONFON Afm= | il ol Sl ngia A aen (3.1.27h)

g

comi; < iy < .. < 1i,. Registre-se que com a nao consideracao desta restricao entre os
i, a expressao (3.1.2.7b) tomara a seguinte forma:

1
fi(l ) fi(l) fi(l)
(2) f(2) . f(2)

Q= fONFOALAfW= L1 o i in e A AL ANER (3.1.2.7¢)
Z'(171) fi(;l) fi(:)

Mudanca de Base no Espaco A\? E*. Neste item, vamos ver como se transformam
os componentes estritos de uma g-forma numa mudanca de base. Segundo a expressao
(3.1.2.5), toda g-forma ¢é um tensor covariante completamente antissimétrico de ordem q e,
portanto, segundo a expressao (2.1.1.4), teremos:
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biba..bg T by Zby " Op, ¥a1G2.-.ap

Usando-se os componentes estritos do tensor Q dados pela expressao (3.1.4.6d), teremos:

Vo - 01 02 Ap  £i149...0
Qj1j2~-~jq =55 S5 Sﬂv 6111@2---Zq Qala?"'aq ? (3'1'2'70)
comj; < Jo < o < Jg o€t < g < o< g

Em termos de determinante (expressao (2.1.3.2)), a expressao acima sera escrita na
forma:
i1 11 i1

S S = oo SE

g2 Ja
12 12 12
— S§= §= ... 87
. J1 J2 J L
Fde = * | Qiviaiy »  (3.1.2.7d)
sd g4 .. g4
n J2 Jaq

comyj; < Jo < oo < Jgo€ iy < ing < oo < iy
3.1.3 Produto Exterior entre p-vetores (formas)

Defini¢ao 3.1.3.1 - Produto Exterior de dois p-vetores (formas). Sejam
p1 — vetor (forma) a e ps — vetor (forma) B dois p — vetores (formas). Por definigao,
chama-se de produto exterior entre eles ao (p; + p2) — vetor (forma) oo A 3, que satisfaz
as seguintes propriedades:

l.aANp =0, se:p; + pp > n;  (3.1.3.1a)

22aN(B+7) =aAB+any;, (a+B)Ay =aAy+6A7y; (3.1.3.1b)
B.aN(BAy) = (anNP)ANy;  (3.1.3.1c)

LaAB = (-1 BAa. (3.1.3.1d)

Ilustremos essa propriedade 4, usando-se as expressoes (3.1.1.1e) e (3.1.3.1c). Com
efeito:

(AN hNaz) ANB = — (a1t ANag A B A ag) =
= (1) (@ ABAasANas) = (=1 BA (a1 Aas Aag) .
Usando-se o resultado anterior, teremos:
(ar Nag ANag) A(Br A B2) = (—1P B A(ar Aag Aag) A B =

= (=123 (= 13BLAB)A (et Aag Aasg) = (=132 (B A Ba) A(ar A ag A as) .
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Definicao 3.1.3.2 - Determinante. Seja A uma transformacao linear de um
espaco vetorial E de dimensao n sobre si mesmo (A: E — E). Seja ainda o espago vetorial
A" E. Define-se Determinante de A - det A = | A | - a seguinte expressao:

Aoy N o NAay, = Al (aa Ao ANay),  (3.1.3.2)

onde a; A ... A i, € A" E. Observe-se que essa definicao é completamente independente da
representacao matricial de A.

Exercicios (3.1.3)

EX.3.1.3.1| Use a expressao (3.1.3.2) para demonstrar que: | AB| = | A|.|B|.

Partindo-se da expressao (3.1.3.2) e usando-se a definigdo de produto de operadores,
teremos:

| AB | (a1 A .. Nay) = ((AB)ag) A ... A ((AB) o) = A(Bag) A ... N A(Ba,) =
= |A|(BagAN..NBa,) = |A]|.|B| (g A ... N\Nay),

portanto:

|AB| = |A].|B].

EX.3.1.3.2] Relacione a expressao (3.1.3.2) com o determinante de uma matriz (a;;)

n X n.

Seja {e;} a base de E. Entao, segundo a expressao (2.1.4.2), teremos:

— J
Ae = e a; .

Por outro lado, usando-se a expressao (3.1.2.2f), vira:

Aey Ao NAey, = |al |(es Ao Ney), (lal| = A,

(2

resultado que coincide com a expressao (3.1.3.2).

3.1.4 Dualidade

Definigao 3.1.4.1 - Operacao Dual (x) (Hodge). Sejam os espagos vetoriais
AP Ee \"PE, debases { e;, Aej, A... Ney, fed e, Ney, A... Ae;, }, respectivamente.

Define-se a operagao “x”, denominada operagao dual (Hodge), entre esses espagos a
transformacao linear:
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*: NP E — ANPE, (p=0,1,2, .. n)

L' | _iptriiptanin
e Nei Ao Ne] = oL et e A e A e, (31.4)
onde | ¢ | é o médulo de g’ = det(g¥). Observe-se que, como C2 = C" P os espagos

AP E e A"?P E tém entao a mesma dimensao, o que mostra que os mesmos sao isomorfos.
Observe-se, ainda, que, embora tenhamos escolhido uma base para definir a operagao (x),
ela é realmente independente de qualquer escolha de base.

Componentes do Dual de um p-vetor. Seja a um p —vetor dado pela expressao
(3.1.2.2¢,g):

— 1 _iria..d . . .
a = Ja Py N €y oo N €y

Usando-se a Definicao 3.1.4.1, vira:

1

g Ipt1ipta...i
*a:*[* 1[ \ | p+1lp42...ln

irig.ip . , 1 1
« P Neiy ... Ney| = )i Eiri..ip

Qii2-ip €ipi A T AL A ein]

Usando-se as expressoes (2.1.3.14c¢) e (2.1.4.1b), teremos:

Q= T ST gy iy gy N €y N N 4
_ 1 1 ivin.ipiptiipi2ein v . ] o , ,
o= [p! n P2t o i) iy N €y N o Ne, o (3.1.4.2a)

Considerando-se que * aw € A" P E, as expressoes (3.1.2.2¢) e (3.1.2.2g) permitem escrever
que:

xa = 4 Lo (ra)rrieetn e AN e, A A, o (3.1.4.2b).

Portanto, comparando-se as expressoes (3.1.4.2a,b) e usando-se a expressao (3.1.4.1b), verifica-

se que os componentes de x o sao dados por:

ipitipiain — NI itig.ipipi1.i 1 inineipipgr.d
(* Oé) p+ltp+2--in — o gtitz-tplptl---in ai1i2...ip = n 1462--tplp+1---tn Oé,;ll‘2m7;p . (3142C)

Observacoes

1. Podemos fazer um desenvolvimento equivalente ao anterior para tratar a dualidade
e a operagao () para as ¢ — formas. Desse modo, se ¢ for uma ¢ — forma, os componentes
de seu dual serao dados por:

VI0gl i1ig...i 1 irig...i
(% D)igirigronin = i Civigeigigriin @1 =0 Mivigigigyrin @1 (3.1.4.3)
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2. Se a e # sdo p — vetores (q — formas) e a e b sao escalares, entao:

x(aa +b0pB) =axa) +bxp). (3.14.4)

Exercicios (3.1.4)

EX.3.1.4.1|Seja e, = e; A ey, A ... A e, Demonstre que:

Sk ep — (_1)p(n*p) + @ ep ,

onde s é a assinatura da métrica.

Usando-se a expressao (3.1.4.1), teremos:

*k €y = MG L gipaiprain (€1 A €in Ao N ] (D)

(n — p)! 11%2...9p
Por outro lado, considerando-se que:
[eipﬂ AN €ip+2 VANRTVAN ein] S /\n—p FE y

e usando-se novamente a expressao (3.1.4.1), verifica-se que [lembrar que: n — (n — p) = p|:

_ VgL e les Aejy Ao Aej,]

* [eip+1 A 67;p+2 VANRSAN ein] o ipt1ipsa...in

Em vista disso, a expressao (I) anterior ficara:

_ M Ip1ipt2.-in _J1J2.--Jp . : j =
**Ep = = ot Cinineip Cipi1ipta..in e A ega A A 6]1,] B
Y v Giperiper Jipeai nn X

= = pp! ki Gkaiz - Gkpip Jiprrjpr1 Jiprajprz - Gingn
ipti-inkike..kp ~j1j2.-dpipt1---J . ; j
X g'P n P e pop " [6.71 N €j2 ANRRA e]p] ’ (H)

Considerando-se que:

Ipt1.inkike. kp

1
Gkriy Gkaiz -+ Gkpip Jipi1jpi1 Jiprajpra -+ Jinjn € o Cip+1dpta-dnitiz.ip 1

a expressao (II) ficara:
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>k €, = Lg | % gJ1d2--Jpip+1p+2--n

A C— 5jp+1jp+2---jni1i2---ip [ejl A\ €jy VANAN ejp} .

Permutando-se os indices do segundo ¢, a expressao acima ficara:

— L4 1 (n—p P iz dpdptie-d
*k €, = T~ n = p)lp! (_1> ) <_1) € PP € i ip g1 [ejl A €jy N N ejp] :

Usando-se o resultado do Problema (2.1.4), a expressao anterior tomard a forma:

ey = L o (CDP0) (= p)l DI ey, ey Aegy A Aeg]

Por fim, trocando-se (j1j2...7,) por (iyis...i,) e usando-se ainda o resultado do Pro-
blema (2.1.4), teremos:

e, = L2 ‘ o (LT (= p)l e g e Ae A Ae] =
_ % L (=1)P=P) (n—p)l pl [es, A ey Ao Ay

Usando-se a expressao (1.1.3.15), teremos:

*k e, = (—1)pnp) + e

P p -

A partir dessa expressao, podemos, simbolicamente, escrever que:

(W = (1P L ()T = (e s
E importante destacar que no caso do R?, em que p = s = n , temos:
G2 =1 = ()7 =%

EX.3.1.4.2|Sejam (u, v, w) 1 —wvetores pertencentes ao espaco vetorial E*. Demons-

tre que:
a. * (UAvV) = uXv;
b.x (uANvAw) = (uxv).w,

onde u X v e (u X v) . w representam, respectivamente, o Produto Vetorial e o Pro-
duto Misto da Algebra Vetorial.

a. Seja (e;) uma base de E®. Entao, nessa base, podemos escrever:
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u:u161+u262+u363, U:Z)161—|—11262+U363.

Usando-se as expressoes (3.1.2.1b,c,d), teremos:

x(uAv) = x[(ut ey + u?ey + udez) A (Ve + v2ey + v3es)] =
= x[(utv? — w?ol)e; Aey + (W v — W ol)er Aeg + (WP 03 — wdv?) ey Aeg] =
= (u' v —w? v x[e; Aeg] + (ul 0¥ — wd o) x[er Aes] + (U 0P — ud v?) x[ea Aes) .
Considerando-se que a base de E® seja ortonormada, isto é: (e;, e;) = d;; = 6 e usando-se

as expressoes (3.1.4.1) e (2.1.3.1b,c), vira:

_ 1 .3 _ 533 _ _
x[er Neg] = Goay C12 €3 = 0% €310 €3 = €310 €3 = €3,
1 2 _ 522 _ _
*[er Nes) = G2y 13 €2 = 0% eq13 €2 = Eg13 €3 = — €g,
1 1 _ sl _ _
* [62 A\ 63] = B2 €93 €1 = 1) €123 €1 = €123 €1 = €71 .

De posse desses resultados, podemos escrever que:
x(uAv) = (WPod — wd o) e + (WBol — wv¥) e + (W — wrol)es.

Usando-se a definicao de produto vetorial entre dois vetores da Algebra Vetorial, verifica-se
que:

x(uAv) = uxuv.

b. Usando-se a expressao (3.1.2.3d), teremos:

u' ow? ou?
xfuAhvAw = | o8 v 3 | x[er Aey Aeg].
wh w? w?
Considerando-se que a base de E* seja ortonormada, isto é: (e;, e;) = d;; = 6 e usando-se

as expressoes (3.1.4.1) e (2.1.3.1b,c), vira:
*[61/\62/\63] = ﬁélgg =1.

Portanto:
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ut u? ol
x[uANvAw = | v' v? V3
wh w? w?

Usando-se a definicao de produto misto entre trés vetores da Algebra Vetorial, verifica-se
que:

x(uANvAw) = (uxv).w =(uww) .

EX.3.1.4.3| Seja o escalar 1 (0 — vetor). Calcule * 1.

Usando-se a expressao (3.1.4.1), vira:

‘ /

g
* 1 = Y €ijinin €y N iy Ao Ng,

Usando-se o resultado do Problema (2.1.4.III), isto é:

_ 1 2 n
Eivigin = N0 05 .. O]

in

teremos:

*1 = /|d et NeaN..Ne,.

Observe-se que se considerarmos o escalar 1 como uma 0 — forma, entao:

*x1 = \/mgl(:c)/\&tg(x)/\.../\en(x).

3.1.5 Produto Interno entre p-vetores (formas)

Defini¢ao 3.1.5.1 - Produto Interno de dois p-vetores (formas). Sejam «
e (8 dois p — vetores (formas) de mesma ordem. O produto interno («, [3) entre eles é
definido de modo que tenhamos:

LaAxf) = (a B) (1), (3.15.1)
2.aN(xB) = BA(xa). (3.15.2)

Exercicios (3.1.5)

EX.3.1.5.1|Sejam u e v 1 — vetores pertencentes ao espaco vetorial E3. Demonstre

que:
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uN(xv) = (u.v) (eg Aes Aeg),

onde (u . v) representa o Produto Escalar da Algebra Vetorial.

Seja (e;) uma base de E3. Entao, nessa base, podemos escrever:
u=1ue + ule +ules, v =0vle + v2es + v2es.

Usando-se a expressao (3.1.4.4), teremos:

uA(xv) = (ute + uley + udez) Ax(vhe + v2ey + v¥e3) =
= (uley + uley + udes) At xep + v2xey + v¥xes). (D)
Considerando-se que a base de E® seja ortonormada, isto é: (e;, e;) = d;; = 6 e usando-se

as expressoes (3.1.4.1) e (2.1.3.1b,c), vira:

ke = oy (P eaNe + effesNe) = j(emeaNey + emesNen) =
= %(512362/\63 + ez ea Neg) = ea Aes,
N — ﬁ(a?el/\eg + elesNe) = L (el Nes + espes Aey) =
= —%(812361/\63 + e13e1 Neg) = —ep Nes,
* €3 = ﬁ(s}szel/\eg + el ey Ney) = %(612361/\62 + ez ex Nep) =
= %(512361/\62 + ez er Neg) = e Aeg,

Tomando-se os resultados acima e considerando-se as expressoes (3.1.1.1b,c,d,e), a expressao
(I) tomaré a forma:

uN(xv) = (ut ey + uPes + udez) AN(vhea Aes — vier Aez + viep Neg) =
_ 1l 2 2 3,3 _
= u v e Ney Aeg U v eg ANeg ANesg + u v’ e ANeg ANeyg =

= (u' o' + u?v? + uP0) (e Aex Aes) .

Usando-se a definicao de produto escalar entre dois vetores da Algebra Vetorial, verifica-se
que:
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uN(xv) = (u.v) (ex Aeg Aes).
Considerando-se que:
xleg Neg Neg] = 1,

podemos escrever que:

Problemas (3.1)

3.1.1 Demonstre a expressao (3.1.4.4).

3.1.2 Expresse em termos de Algebra Exterior as seguintes expressoes da Algebra
Vetorial:

a. Ax (BxC) = (A.C)B — (A.B)C ;
b.(Ax BYyx (CxD) = (AxB.D)C — (AxB.C)D .
3.1.3 Demonstre a expressao (3.1.5.2).

3.1.4 Seja um espaco quadridimensional de base ortonormada: (e1, es, e3, e4). Cal-
cule os seguintes produtos (x):

axe; (i=1,224); box(ene) i#j (1,j=1,2,3 4);
c.x(e; NejNey), 1#7#k (1,j,k=1,2 3, 4);
dox(e;Nej Nep, Nep), i#jFk#m (1,), k m=1,2, 3 4).

3.1.5 Sejam: u um g — vetor, a uma p — forma e # uma (p — q) — forma. Se:
Br = a(uNhzx), Yzum(p-—q)—vetor,
demonstre que:

(anNB)u = (eu) NS + (=)PaA(fu).



Capitulo 4

4.1 Diferencicao Exterior
4.1.1 Formas Diferenciais

Definigao 4.1.1.1. Define-se forma diferencial w de grau p (p-forma) a ex-
pressao:

w = > Wiriy..i, (@, 2%, ., &) da™ ANda™ A LA da, (4.1.1.0)
1 <i1 <ig < .oip < n

onde os coeficientes a;;, ., sao funcoes de classe C* (infinitamente diferenciaveis) das

varidveis (!, 22, ..., 2™) e completamente antissimétrica nos indices.

Observacao

De modo geral, uma forma diferencial ¢ definida em variedades diferenciaveis
(differentiable manifolds), conforme veremos mais adiante.

Exemplos. Para o R3?, temos:

1. 0-forma (escalar): f = f(}, 22, 2%);

2. 1-forma (Pfaffiana): w;, = a; do' + ay dv® + az dz? ;

3. 2-forma: wy = agp dz' A dx? + a3 dat A dxd + agy da? A da?

4. 3-forma (volume): w3 = ajo3 dz' A dz? A da® .

Exercicios (4.1.1)

EX.4.1.1.1| Sejam as seguintes formas:

a = adr + asdy + a3dz e [ = byde Ndy + bydx ANdz + by dy N dz,

calcule: a A (3.

Usando-se a Definigao (3.1.3.1), teremos:
aNf = (ardr + aydy + az dz) AN (byde Ndy + by dx Ndz + by dy N dz) =
= a1 bgdx Ndy Ndz 4+ as by dy Ndx Ndz + az by dz N dx Ady ,

aANfB = (agbsg — ay by +azby)de ANdy Ndz.
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4.1.2 Diferenciacao de Formas

Definicao 4.1.2.1. Sejam « (p — forma), B (¢ — forma) e (a, b) € K (corpo).
Define-se diferenciagcao exterior d como uma operagao que transforma uma r — forma
numa (r + 1) — forma, com as seguintes propriedades:

lLdlao + b ) = ada + bdf; (4.1.2.1a)

22dlaNp) = (do) NB + (-1)PandB; (41.2.1Db)

3. Lema de Poincaré: dda = d*>a=0, Va. (4.1.2.1c)

Observacgoes

1. A operacao d é completamente independente de qualquer sistema de coordenadas;
2. A operacao d é unica.

3. No caso particular em que fe g sao 0 — formas e a e 3 sao 1 — formas, teremos:
a)d(fg) = df g + fdg, (4.1.2.1d)

b)d(f o) = df N + fda, (4.1.2.1e)

c)dlaNpP) = daNp — aNds. (4.1.2.1f)

Exemplos. Para o R3, temos:

1. Seja a 0 — forma f: f = f(x, y, z). Entdo, do Célculo Elementar podemos escrever
df (1 — forma) da seguinte maneira:

df = %dﬁ%—%d@;%—%dz: fodr + f,dy + f.dz.

2.Sejaal—formaw: w = fide + fydy + f3dz, com f; fungoes diferenciaveis
de (x, y, z), entdo dw é uma 2 — forma dada por:

3.5¢jaa2— formaa: o = fidyNdz + fodzNdz + fsdx ANdy, com f;
fungoes diferenciaveis de (x, y, z), entdo d o é uma 3 — forma dada por:

da =dfindyNdz +dfoNdzNde + dfsNdx Ndy.
Propriedades de d. Vamos demonstrar as propriedades da Definicao (4.1.2.1)

em alguns casos particulares. Inicialmente, demonstremos a propriedade representada pela
expressao (4.1.2.1.1b):

dlanp) = (da) N3 + (1) aNdp

Sejam « e (3 as seguintes formas:
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a = fdry Ndry, N... Ndx;,, (3 = gdxr; Ndxrj N..Ndz .
Usando-se as expressoes (3.1.3.1a,b,c,d) e a Definigao (4.1.2.1), teremos:

alNB = fgdry Ndry, N ... Ndxg, \gdr; Ndr;, A ... Ndzj,,
da = df Ndxrg N dxge A ..o N dg,, df = dg A\ dxj Ndxj, A ... N\dxj, ,
dla N B) = d(fg) N dx;, N dxie A ..o A dx, N gdey, Adog, Ao Ndr;, =

= (fdg + gdf) Ndxy, Ndxyy, N ..o Ndx, N dxj, A dxg, AN dxg, =
= (df Ndx;y Ndxi, N .o Ndx) A (g dey, Adzg, AN dxg,) +
+ (= )P (f dwiy AN dzgy Ao Adzg) A (dg A dzj, A dxj, Ao A dy,)
dlaNp) =daNnp + (—1)Pands.

Observe-se que a demonstragao acima foi feita considerando que as formas eram
monomiais. No caso geral, isto é, para formas polinomiais, a demonstracao é feita usando-se
a linearidade dada pela expressao (4.1.2.1a).

Agora, demonstremos a propriedade representada pela expressao (4.1.2.1c):

|Lema de Poincaré]

1. Inicialmente, facamos a demonstracao para uma 0 — forma w = f(x,y, 2), onde
y ¢é derivavel até segunda ordem, ou seja, ela possui as seguintes derivadas:

fmu fya f27 fx:cy fmy - fya:y fmz - fzry fyya fyz - fzya fzz

Para essa forma e conforme vimos anteriormente, teremos:
dv = df = fodox + f,dy + f.dz.
Usando-se a Definigao (4.1.2.1) e o Calculo Elementar, vira:
d(dw) = d(df) = dfs ANdz + df, ANdy + dfs Adz =
= (foo dz + fody + [oo dz) Ndz + (foy dv + fyy dy + foy d2z) Ndy +

+ (for dx + fy. dy + f.. dz) Ndz,
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d(dw) = (fay — fro) AT Ady + (for — foe) dz Adr + (fye — fo) dy A dz .
Como as derivadas cruzadas sao iguais, teremos:
d(dw) = d(df) = 0.
2. Agora, facamos a demonstracao para uma p-forma monomial, ou seja:
w = fdr; Ndxy, N... Ndxg, .
Usando-se a Defini¢ao (4.1.2.1), teremos:
d(dw) = d(df N dx;, N dx, N ... Ndxg,) =
= d(df) du;, N dxyy N ..o Ndxg, — df N d(dzg, A dzg, AN dxg)

Ora, como d(df) = 0, conforme demonstramos anteriormente, basta agora demonstrar que:

d(dx“ VAN dl’w VANTVA d.%'ip) = 0.

Vamos fazer essa demonstracao por inducdo. Se w = f = x;, entdo d(dz;) = 0,
Vi.Sew = dx; A dx;,, entdo, usando-se esse resultado, vird: d(dw) = d(dx;; A dx,) =
d(dxy) N\ dzg — dx; A d(dxe) = 0. Continuando esse raciocinio, pode-se assumir que:

d(dl‘jl A dsz VANRAN dePil) =0.
Portanto, usando-se a Defini¢ao (4.1.2.1) e os resultados obtidos acima, teremos:
d(dl’ll A d.ﬁCiQ VANRTVAN dl’ip) = d(dl'“) AN dl’iQ VANRYIVAN dl'ip — dl‘il/\ d(dl’w N ... /\d.ﬁCip) =0.

Isso completa a demonstracao do Lema de Poincaré para o caso em que w é uma p— forma
monomial. No caso geral, isto é, para formas polinomiais, a demonstracao ¢é feita usando a
linearidade dada pela expressao (4.1.2.1a).

Observacgoes sobre o Lema de Poincaré
1. Uma forma «, para a qual da = 0 , é dita fechada.
2. Uma forma (3, que pode ser escrita como 3 = da para algum «, é dita exata.

3. O Lema de Poincaré - dda = 0 - significa que uma forma exata é fechada e,
portanto, pode ser enunciado da seguinte maneira:

Se w é uma p — forma para a qual existe uma (p — 1) — forma « tal que
doa = w,entaodw = 0.
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4. Inversa do Lema de Poincaré, também conhecida como condicdo de integra-

bilidade:

Se w é uma p—forma (p > 1) tal que dw = 0, entao existe uma (p — 1)— forma
a (ou o + do), tal que w = da .

4.1. A demonstragao desse Lema para p > 1, conforme se pode ver na Bibliografia
citada no fim da Parte 1, é muito complicada, porque ha muitas solu¢oes. Assim, o resultado
apresentado acima ¢ valido somente para dominios nao muito complicados topologicamente.
Em vista disso, afirma-se que:

Uma forma fechada é apenas localmente exata.

4.2. A Inversa do Lema de Poincaré é usada em Fisica para mostrar a existéncia
de potenciais.

Exercicios (4.1.2)

EX.4.1.2.1| Usando o R? e as coordenadas cartesianas (z, y, 2), escreva os ope-

radores diferenciais (gradiente, rotacional, divergéncia e laplaciano) em termos de formas
diferenciais.

Na solugao desse problema, usaremos o Calculo Diferencial, as Defini¢oes (3.1.3.1) e
(4.1.2.1), as expressoes (3.1.1.1b,c,d,e) e alguns resultados do Exercicio (3.1.4.2), tais como:

*dr = dy Ndz; xdy = dz Ndr; xdz = dz Ady;
*x (de Ndy) = dz; *(dz Ndx) = dy;  +(dy Ndz)=dz; *dx ANdy Ndz = 1.

Gradiente(V). Seja a 0 — forma f(x, y, z) que corresponde a uma funcao escalar.
Calculando-se o seu diferencial, teremos:

Comparando-se o resultado acima com a operagao gradiente (V) definida na Anélise
Vetorial, conclui-se que:

V =4d
Rotacional (V x). Seja a 1 — forma w dada por:

w = fl(xayaz) dx + f2(x7y72> dy + fg(x,y,z) dZ,
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que corresponde a uma funcao vetorial f, cujos componentes no espaco vetorial de base
(dx, dy, dz) sdo fi1, f2 e f3. Calculando-se o seu diferencial, teremos:

dw = dfi Adz + dfs Ady + dfs A dz =

do = (5L dv + SLody + 9L de) Ada + (52 do + ZLdy + 22 dz) Ady +

+ (5L de + ZLody + GLodz) A dz,

P P
dw = (a];f a];l

) dx A dy + (%’2 - %)dz/\d:r—k (af3 — 8f2)dy/\dz.

Agora, calculemos o operador (x) da expressao acima:

xw = (L — Zhy s (de Ady) + (5L — L8« (dz A da) +

*w = (%J;?’ — %f)dm + (%];1 — %J;B')dy—l— (8L — 90y gy

Comparando-se o resultado acima com a operagao rotacional (V x) definida na Andlise
Vetorial, conclui-se que:

V x = xd
Divergéncia (V .) Consideremos a 1 — forma w dada no item anterior:

w = fl(xayaz) dr + fQ(xayVZ) dy + fg(l',y,Z) dZ7

e calculemos » w:
*w = fixdr + foxdy + f3xdz,
*w = fidy Ndz + fodz Ndx + fyde Ady.
Calculando-se o diferencial da expressao acima, resultara:

dxw = d(fidy Ndz + fodzNdx + fydx Ndy) =

dfinNndyNdz + dfoANdzNdx + d fs Nde ANdy =
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= (2L dzx + 8f1 dy + %];1 dz) AN dy N dz +

+(%dm~l— %—’;dyjt %dz)/\dz/\da:%—

+ (%L dx + %f?’ dy + %L dz) Adx A dy,

drw = (FL + GL 4 Sy de ndy A dz.

Aplicando-se a operagao x ao resultado anterior, vira:

Q

*xdxw = (83]; + @J;Z + %)*(dz/\dy/\dz) = 9h 4 9h 4 9

Comparando-se o resultado acima com a operagao divergéncia (V .) definida na Andlise
Vetorial, conclui-se que:

’V. = *d*‘

Observacgoes sobre a Divergéncia

1. Para o caso de espagos cujas métricas tém s # n, define-se uma generalizagao da
divergencia - a coderivada ¢ - da seguinte maneira:

§ = (=)Px tdx. (41212

Essa operagao transforma uma p — forma em uma (p — 1) — forma .
2. Uma forma «, para a qual éa = 0 , é dita cofechada.
3. Uma forma (3, que pode ser escrita como f = da para algum «, é dita coexata.

Laplaciano (A). Sejaa 0— forma f(z, y, z) que corresponde a uma fungao escalar.
Calculando-se o seu diferencial, teremos:

xdf = P wde + 2 wdy + 2L xdz =

x dy 0z
wdf = GLdyndz + §Ldznde + §Lxdendy.

Agora, calculemos o diferencial da expressao acima:
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dxdf = d(3L) Ady A dz +

+ d(GE) Adz Ade + d(5L) A de A dy

dxdf = (3 dov + ;21 dy + ;21 dz) Ady A dz +

2 2 2
—I—(aigxda: + gy{dy—l— 88ygzdz)/\dz/\dx+

+ (24 de + 2L dy + T de) Ade A dy,

dxdf = (54 + 54+ $h)ydendy ndz.

Aplicando-se a operacao x ao resultado anterior, vira:

w(dxdf) = (54 + ngch + gQZ£)*(dxAdyAdz) = (&4 + ng + gzzg).

0 x? 0 x? y?

Comparando-se o resultado acima com a operagao laplaciano (A) definida na Andlise
Vetorial, conclui-se que:

A= xd«d|

Observacoes sobre o Laplaciano

1. Para o caso de espagos cujas métricas tém s # n, Georges de Rham (1955) definiu
o operador Laplaciano (Ag) da seguinte maneira:

Ap = (d+ 6)* =ddé +dd. (4123)

Essa operagao, que leva uma p — forma numa p — forma, tem as seguintes pro-
priedades:

dAR:ARd; *AR:AR*; 5AR:AR5

2. Para 0 — formas, Ag reduz-se ao operador usual de Laplace-Beltrami: A.

3. No R2. onde a métrica usual permite identificar 1-formas com vetores e x~ 1 = %
) )

esse operador de Rham aplicado a vetores é o operador A de Laplace-Beltrami, com o sinal
trocado. Assim:

—.

AA=-Ap=—-Wdé+d)A =—[d(=) (xd*) A + (xd) (xd) A],

AA=VV.A-VxVxA. (4124)
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EX.4.1.2.2| Use o Lema de Poincaré e demonstre que:

—

1.V (Vf) =02 V.(Vxf) =0.

1. Usando-se o resultado do Exercicio anterior e o Lema de Poincaré, teremos:
Vx(Vf) = (xd)df = xddf = 0.

2. Usando-se o resultado do Exercicio anterior e o Lema de Poincaré, teremos:

—

V. (Vxf) = (dx)~df = d«2df .

Considerando o resultado do Exercicio (3.1.4.1), ou seja:

teremos:

—

V. (Vxf) =ddf =0.

EX.4.1.2.3| Use a Definigao (4.1.2.1) e demonstre que:

L.V (fg) = gVf + fVg;
2.V x (fA) = Vfx A+ fVXA;

-,

3.V.(fA) = Vf. A+ fV.A.

Para resolvermos esse Exercicio, vamos usar os resultados obtidos no Capitulo 3 e
no Exercicio anterior, quais sejam:

1. Como f e g sao 0 — formas, a expressao (4.1.2.1d) nos daré:

V(fg) < d(fg) = df g+ fdg,
V(fg) = gVf + fVg;

2. Usando-se a expressao (4.1.2.1e), teremos:



V. (fA) o «(dx(fa)]) = (df Axa + fdxa)) = = (df Axa) + f+[dxa)],

V.(JA) =V f. A+ fV.A.

3. Usando-se a expressao (4.1.2.1e), teremos:

-,

V x (fA) < *d(fa) = x(df Na + fda) = x(df Na) + [ [x (da)],

-,

Vx(fA) = VfxA+ fVXA.

4.1.3 Aplicagoes e Mudancga de Variaveis
Definigao 4.1.3.1. Define-se uma aplicagao (mapping) 1 como uma regra que
assinala a cada ponto x = (2!, 2%, ... 2™) € E™, um ponto y = (y*, y?, ... y") € E", isto &
v: B — E': x - y.
Desse modo, podemos escrever que:

yo= yi(a!, 2™, i=1,23, ..,n (413.1)

Observacoes

1. Uma aplicagao ¢ é dita diferenciavel se as fungoes coordenadas definidas por
(4.1.3.1) sdo continuamente diferencidveis (C'*);

2. Uma aplicacao ¢é dita um-a-um se um e somente um ponto em E™ corresponde
a um e somente um ponto em E"™;

3. A aplicacao inversa ¢y~ ! de 1) existe se ¢ é um-a-um, e é denotada por:
p~t: E*  —  E™,

4. De um modo geral, a aplicacao ¢ é definida entre variedades diferenciaveis, quando
se estuda espagos vetoriais que nao sejam euclidianos (E").

Definicao 4.1.3.2. Dada a aplicacao v : E™ —  E", define-se 9* como
uma aplicagao (pullback) que transforma cada p — forma o € FP(E™) em uma p — forma
a* € FP(E™), isto é:

Yt FPEM)  —  FP(E™). [y = y(x)]  (41.3.2)

Observacao

A idéia basica da aplicagao ¥* é fazer a substituicao:
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i oy j
dy = dej,

e usar as regras da Algebra Exterior.
Exemplos. Consideremos as seguintes formas:

1.0 — forma: f. Entao:
Vf = fou,
onde (o) é a composigao de fungoes (regra da cadeia) do Célculo Elementar.
2.1— forma: a = a;(y) dy' . Entao:
vra = aly(x)] §5 da

3.2~ forma: B = dy' A dy? . Considerando-se que: y* = y'(z!, 2%) (i=1, 2),
teremos:
8y1 L?/? 8y2

B = r(dyt Ady?) = (95 dot + 2 da?) A (2 dot + 2 da?) =

= (% o _ v a—f) do! A dz? = gg gz% do' A dz?

VB = P (dyt A dy?) = Jdxt A da?

onde J é o jacobiano do Célculo Elementar, dado por:

) oyt oyl 1 1

J = oW, v*) 92T B2 o Y Y
I B I /Tt N B VLN Vo

61‘1 an x x

Propriedades de ¢*. A aplicagdo ¢*, definida pela expressao (4.1.3.2), tem as
seguintes propriedades:

LY"(a + B) = Y*a + ¥*F, (4.1.3.2a)

2.0 (a N B) = (Wa) AN @W*)F, (4.1.3.2b)

3. ¢Y*(da) = d(¥*a), (4.1.3.2¢)

4.5¢¢: ™ — FE", Y: B — E' e Yo¢: E" —  FE" entao:

(o @)a = (¢* o) ou (o) = ¢*op*. (41.3.2de)

Observacoes

1. Na expressao (4.1.3.2a), as formas « e § devem ter o mesmo grau, enquanto na
(4.1.3.2b) elas podem ter graus diferentes.



72

2. A expressao (4.1.3.2c) mostra que a diferenciagao exterior d é invariante por uma
transformacao de coordenadas.

3. As expressoes (4.1.3.2d,e) representam a regra da cadeia para as derivadas
parciais do Calculo Elementar.

Vamos verificar as trés primeiras propriedades de 1* no seguinte caso particular.
Seja a aplicacao 1 definida por:

v E™ —  E", r = u + v, y =u — v,
e as seguintes formas:
a =zxzyder e [ = ydy.

1. Propriedade representada pela expressao (4.1.3.2a):

Prla + B) = ¢t + ¢p

Para os valores dados acima, teremos:
vra = Yi(eydr) = (u + v)(u — v)du + v) = W — v?) (du + dv),
VB = v ydy) = (u — v)dlu —v) = (u— v)(du — dv),
Va + B) = vraydr + ydy) = (u + v)(u — v)du + v) + (u — v) (du — dv) =
= (u* — v?) (du + dv) + (u — v) (du — dv) .
Comparando-se os resultados acima, verifica-se que:
Ve + B) = Yo + Y75

2. Propriedade representada pela expressao (4.1.3.2b):

Prlanp) = @ra) A (¥7)8

Considerando-se os mesmos dados e resultados do item anterior, vira:
Y (aANp) = Y(eyde ANydy) = (v + v)(u — v)dlu + V) A (u — v)dlu — v) =

= (u* — v?) (du + dv) A (u — v) (du — dv) = V*a AYP*3.
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3. Propriedade representada pela expressao (4.1.3.2¢):

P*(da) = d(y )

Para os valores de « e 1*«a dados acima e considerando-se as propriedades do produto
exterior entre formas (Defini¢ao (3.1.1.3)), teremos:

da = d(zy dr) = d(zy) Nde = (v dy + ydx) Nde = — xdx ANdy,
d*a) = d[(u* — v?) (du + dv)] = du* — v?) Adu + du? — v*) Adv =
= Qudu — 2vdv) Ndu + udu — 2vdv) Adv = 2(u+ v) du A dv
P da) = Y (—xzdr Ndy) = — (u + v)du + v) ANd(u — v) =

= —(u + v) (du + dv) A (du — dv) = 2(u + v)du A dv = d(¥*a) .

4. Propriedade representada pela expressao (4.1.3.2d):

(Y o 9)'a = (¢ o Y")a

Para verificar essa propriedade, consideremos uma 0 — forma f e as regras de com-
posicao do Célculo Elementar. Entao:

(o) f = fol(bog) = ¢*(foy) = (¢"cd)f.

Exercicios (4.1.3)
EX.4.1.3.1|Se o« = x dy , calcule *«, para a seguinte aplicacao:

v: E' —  E?: ot —  (z =ty = 13).

Usando-se a Defini¢ao (4.1.3.2), teremos:

Va o= ()% dt = (1) 2 () dt = 3ttdt.

EX.4.1.3.2| Dada a aplicacgao:
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v: R —  R*: (pf) — (x = pcosh, y = psend),
calcule:

LyY*E = *[X (2, y) dz + Y (z, y) dy] ;
2. ¢*(dx A dy) .

1. Usando-se as Definigoes (4.1.3.2) e (3.1.1.3), vira:
VE = X'(p,0) (55 dp + 57 dO) + Y'(p,0) (5L dp + % dF) =

X'(p,0) (cosb dp — sen® df) + Y'(p,0) (senb dp + cosh df) =

= [X'(p,0) cosb® + Y'(p,0) senb] dp + [ — X'(p,0) senf + Y'(p,0) cosd] db ,

V'E = R(p,0)dp + O(p,0) do ,
onde:
R(p,0) = X'(p,0) cosd + Y'(p,0) send ,
©((pb) = — X'(p,0) senf + Y'(p,0) cosh ,
X =¢*X = Xoyp Y =¢Y =You.
2. Usando-se os resultados do item anterior, podemos escrever:
U (de A dy) = (£ dp + g dO) A (5L dp + G dO) =

= (g—i% - %—;g—g)dp/\dﬁ = (cost p cost® + senb p senB) dp A db ,

V*(dx Ndy) = pdp Ndb.

Observe-se que p representa justamente o jacobiano da aplicacao dada.

4.1.4 Variedades e Sistemas de Coordenadas

Até aqui, consideramos a Diferenciagao Exterior d sobre os espagos vetoriais eucli-
dianos E™ e, também, usamos as coordenadas cartesianas (z', i = 1, 2, ..., n). Isso significa
dizer que trabalhamos num subconjunto aberto de E" ou, equivalentemente, que esse
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espaco foi embebido num plano. Contudo, existem espagos geométricos que nao podem
ser considerados como subconjuntos abertos de E™. Por exemplo, a superficie S? de uma
esfera do R? nao pode ser embebida em um plano. Assim, considerando-se que a operacao
d independe de sistemas de coordenadas, segundo a expressao (4.1.3.2c¢), vamos estudar
essa operacao d naqueles espacos geométricos que sao, genericamente, conhecidos como
variedades (manifolds). Para isso, vamos antes apresentar algumas definigoes.

Definigao 4.1.4.1. Um espago topoldgico ET é um par (FE, T), onde E é um
conjunto nao vazio de pontos e T é uma familia de subconjuntos abertos U; (i € I) de E
satisfazendo as seguintes condigoes:

1.E, 0 eT (0= conjunto vazio);
2. N U € T (JclI, J=finito);

ieJ
3. U U, e T (JcClI).
i€ J
Os elementos de E sao chamados de abertos e T de topologia do ET.

Exemplo. Seja um espaco topolégico simples constituido por quatro elementos:
E = {a,b,c,d} .

Enquanto a seguinte familia de subconjuntos abertos:

T = {{a}, {a.b}, {a, b, d}, B, 0},

forma uma topologia, pois satisfaz as condigoes da Definigao (4.1.4.1), o mesmo nao acontece
com a familia de subconjuntos abertos:

T = {{a}, {a.b}, {b, c. d}, B, 0},

pois:

{a, b} N {b, ¢, d} = {b} ¢ T.

Observacgoes

1. Os mais conhecidos espagos topoldgicos sao: a reta (R), o plano (R?), o espago
(R?) e a superficie esférica (S?).

2. Um espaco topoldgico (E, T) é dito um espago topolégico de Hausdorff -
ETH quando:

Ve,ye B, 3 (UV)eT — UNV =0 (xeU yevV, x#y).

3. Dois espagos topolégicos (F;, T;) (i = 1, 2) sdo chamados homeomérficos ou
topologicamente equivalentes se:
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df: B, — FEy, tal que (f, f~ ') sao continuas.

Nesse caso, a aplicagao bijetiva f é chamada um homeomorfismo.

4. Um espago topolégico (E, T) é dito compacto, se ele é um ETH e se cada
cobertura tem uma subcobertura finita. Registre-se que uma familia de abertos dada
por U = (A; |1 € I) € E é chamada cobertura de E, se:

Ai 7é @, E = U Ai7
el

e de subcobertura, se:

Definicao 4.1.4.2. Uma base para uma topologia T é uma colecao B de seus
abertos (B C T) tal que qualquer membro U de T pode ser obtido como uma uniao dos
elementos de B.

Observacao

No caso da reta (R), uma base possivel é aquela formada por todos os intervalos
abertos:

(a, b) = {z]a <z < b}.
Exemplo. Seja o espago topoldgico constituido por trés elementos:
E = {a, b, ¢} .

Sejam, também, as seguintes familias de subconjuntos abertos:

T = {@, {b}, {a, ¢}, {a, b, ¢} :E},

B ={0 {b}, {a, ¢} }.

Verifica-se que T define uma topologia em E, tendo B como uma possivel base.

Com efeito, para verificar que T define uma topologia, temos de ver se ela satisfaz
as condicoes da Definigao (4.1.4.1). Assim:
a) E,0eT;
b) {b} N{a, ¢} = 0eT;
c){b} Nn{a, b, ¢} = {a, ¢} €T ;
d) {a, ¢t n{a, b, ¢} = {b} €T;
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e) {b} U{a, ¢} = {a, b, ¢} €T;
f) {a, ¢} U{a, b, ¢} = {a, b, c} €T.

Por outro lado, para mostrar que B define uma base de T, vamos usar a Defini¢ao

(4.1.4.2). Assim:

a) {0, {b}, {a, ¢} }(= B) c {0, B, {b}, {a, ¢} }(= T);
b){b} = {bub;

¢){a, ¢} = {a, c}UD;

d) {a, b, ¢} = {b}U{a, ¢}.

Definicao 4.1.4.3. Um conjunto M de pontos é denominado uma variedade
(manifold) se cada ponto p € M tem um conjunto aberto (vizinhanga) U que é homeomér-
fico a um conjunto aberto em algum E", ou seja, se se pode definir uma aplicagao ¢ um-a-um
em K™

6. U — U C E",

com U’ um aberto em E".
Observacoes

1. A variedade M é um espaco topolégico de Hausdorff localmente “quase” eu-
clidiano;

2. A variedade M tem a mesma dimensao n em todos os seus pontos;

3. A variedade M tem uma base que é enumeravel. E oportuno registrar que um
conjunto X ¢é dito enumeravel quando existe uma aplicacao:

f+ N — X

onde f é bijetiva e N é o conjunto dos niimeros naturais.

Definigao 4.1.4.4. Define-se uma carta (ou sistema de coordenadas locais) c
em uma variedade M como um terno ¢ = (U, 1, n), tal que:

1. U C M é aberto;

2¢9: U — U = ¢{U) C E™é aberto e ¢ é um homeomorfismo;
3.n (>0) € Z é a dimensao de c.

Observacgoes

1. Daqui para a frente, desde que nao haja perigo de confusao, uma carta sera
denotada por (U, ).

2. O homeomorfismo ¢ pode ser definido no sentido inverso ()~ '), isto é, de um
conjunto aberto de E"” para alguma vizinhanca de um ponto p € M. Neste caso ele é chamado
uma parametrizagao.
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Definigao 4.1.4.5. Duas cartas (U, 1) e (Ua, 1) sao ditas C*-compativeis
quando:

LouUiNUy, =0 ou U NUy#0;

2. as aplicacoes:
Proy b (Ui Nl — (U Ny,
Yooy i (U Ny — (U NUsy),

sao de classe C*, ou seja, existem as k primeiras derivadas.
Observacoes

1. Seja 1; uma aplicacdo que leva qualquer ponto P € (U; N Uy) em um aberto
de E™ (¢1(U,)), digamos o ponto (z!, 22, ..., z"), e 1, uma aplicacio que leva o mesmo
ponto P em um outro aberto de E™ (15(Us)), digamos o ponto (y', 42, ..., y™). As relagoes
funcionais definidas abaixo:

oty 't BT — B, [y = yi(a)), i=1,2 ..,n (41.4.1a)

Yrovy ' EM — B [2F = 2i(y), j=1,2,..,1] (4.1.4.1b)

sao chamadas de transformacoes de coordenadas. E importante destacar que se o de-
terminante da matriz jacobiana que caracteriza cada uma dessas transformagcoes for maior
que zero, isto é:

det(o oy ') > 0 ou det(yy oty ') > 0,

a variedade M é dita orientavel. Se o determinante for negativo, M é dita nao-orientavel,
como acontece, por exemplo, com a fita de Mobius e a garrafa de Klein.

2. Os sistemas de coordenadas usualmente considerados (cartesiano, polar, eliptico,
etc.) formam um sistema de fungoes coordenadas. Esta é uma distingao relevante, uma
vez que tal sistema necessita de um numero diferente de cartas para “plotar” a variedade
M. Contudo, enquanto o sistema cartesiano (x, y) é bastante para “plotar” o R? o mesmo
nao acontece com o sistema polar (r, ¢), pois a coordenada ¢ nao se relaciona com um
homeomorfismo, ja que os pontos ¢ = 0 e ¢ = 27 sao coincidentes. E oportuno observar
que a mais popular singularidade na Fisica - a singularidade de Schwarzschild - nao é
real, ela decorre da escolha de um sistema de coordenadas.

Definicao 4.1.4.6. Define-se atlas sobre uma variedade M a reuniao de cartas

(U;, ¢;) C*-compativeis que cobre M, isto é:

U U = M.

i€ I
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Observacgoes

1. Se todas as cartas sao relacionadas por aplicagoes lineares em suas intersecgoes,
teremos um atlas linear.

2. Toda variedade compacta pode ser coberta por atlas finitos, isto é, um atlas com
um numero finito de cartas.

3. O espaco euclidiano E™ é uma variedade cujo atlas é composto de uma tinica carta.
Neste caso, esse espaco é automaticamente orientavel.

Exemplo. Seja a circunferéncia S! definida por:
St = {(z,y) eR?|2*> + 3> = 1}.
Consideremos uma aplicacao 1); ' definida pela coordenada polar:
[t (0o <2 — S ¢ — (xr = cosp, y = seng) .

Verifica-se que ¢ ! ndo é homeomorfica, pois o ponto (1, 0) sobre S' é o mesmo para dois
valores de ¢ (0, 2m). Porém, se considerarmos a aplicagao:

Tt 0<p<2r) — SL ¢ — (xz = cosp, y = send) .
verifica-se que:
P00 << 2r)=U =8 —-1{(1,0}, UcSs".
Desse modo, o par (U ,1) representa uma carta em S'. Porém, como U nao cobre toda a

variedade S', precisamos encontrar uma outra carta. Assim, consideremos a aplicacio 15 *
definida por:

sl (—m <o <) — S, ¢ — (x = cosp,y = send) .
Entao:
sl (-r<dp<m)=V=8 —{(-101} VcCs,
define uma nova carta dada por (V, 12). Ora, como:

U u VvV = St

entao essas duas cartas constituem um atlas para a variedade S', de acordo com a Definicao
(4.1.4.6).

Definicao 4.1.4.7. Um atlas definido em uma variedade M ¢ dito diferenciavel
se todas as transformagoes de coordenadas sao aplicagoes diferencidveis (C'™).
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Observacao

Tomemos as transformagoes de coordenadas definidas pelas expressoes (4.1.4.1a,b).
Diferenciando-se as mesmas e usando-se a regra da cadeia, vira:

52' _ Oyt Bxd
k = oxzi oyk -
. . . - i
Essa expressao indica que ambos os jacobianos das transformacoes de coordenadas - ggj e

oxd

ok " sao diferentes de zero.

Definicao 4.1.4.8. Um atlas diferenciavel em uma variedade M ¢é dito um atlas
maximal ou completo, quando nao pode estar contido propriamente em nenhum outro
atlas diferenciavel em M.

Definicao 4.1.4.9. Define-se uma variedade diferenciavel como sendo uma va-
riedade topolégica M com um atlas diferencial completo ou maximal.

Exemplo. O R" é uma variedade diferenciavel e o seu atlas é constituido de uma
unica carta:

U = (R",I), I(identidade): R — R",

onde as fungoes coordenadas dessa carta sdo as coordenadas candnicas (z', 2%, ..., z").
Observe-se que quando R" é considerada como uma variedade diferencidvel ela é entao conhe-
cida como um espago afim.

Definicao 4.1.4.10. Sejam M e N duas variedades diferencidaveis. Uma aplicacao
continua f : M — N é dita diferencidvel em um ponto p (p € M) se dadas as
cartas (U , g) de M e (V' , h) de N, a aplicagao definida por:

hofog™: gU) — AV),

é diferenciavel (€ C*) no ponto g(p) .
Observacgoes
1. A aplicagio h o f o g~! estd definida em g[f~'(V) U U] .
2. A aplicagao f é dita diferenciavel se ela é diferenciavel em todos os pontos de M.

3. Se f é uma bijecao e sua inversa f~! é também diferencidvel, entao f é denominada
difeomorfismo. E interessante destacar que uma variedade diferenciavel é difeomorfica ao
espago E", o que significa dizer que ela se comporta localmente como E™.

Definicao 4.1.4.11. Seja M uma variedade diferencidvel e N um subconjunto de
M (N CM). Entao N é chamada de subvariedade diferencidvel de M se, para todo
ponto p € N, existe uma carta (U , f) do atlas de M, tal que:

pelU — [f(p) =0e€kb™;
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FUNN) = fU) N E™.

Definicao 4.1.4.12. Sejam M e N duas variedades diferencidveis. A aplicacao
diferencidvel f : M — N ¢ dita uma imersao se as cartas (U , g) (¢ : U — U’ C E™)
e(V,h)(h:V — V' CE"(m < n))podem ser escolhidas de tal modo que:

hofog™h :gU) — AV),

é uma inclusao, isto é, quando consideramos que E™ como E™ x {0} C E™.
Observacgoes

1. A representacao de f em coordenadas locais é dada por:

2. Se:
a) f(M) C N é uma subvariedade de N ;

b) f: M — f(M)éum difeomorfismo,
entdao f é denominada um mergulho (“imbed”) e, conseqiientemente, se diz que M estd
mergulhada em N.

Exemplos

1. A aplicacao f definida por:
f: E' — E*  f(z) = (cos2mx, sen 2rzx) ,
¢ uma imersao com f(E') = S' C E? . Assim, se diz que o circulo (S') estd imerso

(embebido) e ndao mergulhado no plano.

2. A aplicagao definida por:
f: E' — E3  f(xr) = (cos2mw, sen 27z, ),

¢ um mergulho. Assim, se diz que a hélice f(E') est4d mergulhada ou embebida no espago.

E oportuno destacar que as superficies nao-orientéveis (sem fronteiras), tais como a fita de
Mébius e a garrafa de Klein, sdo imersas ou embebidas no F*.

4.1.5 Campos Vetoriais e Tensoriais sobre Variedades

Defini¢ao 4.1.5.1. Seja p um ponto de uma variedade M e R(M) o conjunto de
todas as funcoes com valores reais, definidas e diferenciaveis em alguma vizinhanca de p.
Define-se um vetor tangente V, no ponto p como a aplicagdo (operador):

V, : R(M) — E',
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que satisfaz as seguintes condicoes:
L Vy(af + bg) = aVu(f) + bVp(9), Ya, beK; V fge RM), (41.5.1a)
2. Vp(f.9) = f(p) Volg) + g(p) Vp(f) . (Regra de Leibniz)  (4.1.5.1b)

Observacgoes

1. Sendo a expressao (4.1.5.1b) uma conseqiiéncia da expressao (4.1.2.1b) (lembrar
que f é uma 0 — forma), resulta entdo que a aplicacao V, é uma derivada.

2. Para uma constante c, tem-se: V,(¢c) = 0. Vejamos como demonstrar essa
afirmagao. Fazendo-se f = ¢g = 0 em (4.1.5.1a), teremos V,(0) = 0. Considerando-se
f =g = lem (4.1.5.1b), vird V(1) = 2 V,(1) — V,(1) = 0. Por fim, colocando-se
f = 1,9 = 0ea=#0,aexpressao (4.1.5.1a) resultard: V,(a) = 0.

Exemplo. Seja x(p) = (z!, 2%, ..., ") um sistema de coordenadas local vélido

em alguma vizinhanca de p € M. Usando-se o Calculo Elementar, é facil ver que a aplicacao
definida por:

() = R(M) — E',

satisfaz as expressoes (4.1.5.1a,b).

Definigao 4.1.5.2. O conjunto 7,,(M) de todos os vetores tangentes a M no ponto
p ¢ denominado espago tangente.

Observacoes

1. O espago T,(M) é um espaco vetorial gerado pelos vetores tangentes a todas as
curvas que passam por p € M. Ele tem a mesma dimensao de M, nao importa quao curvado
seja M, e é isomorfo a E™. Registre-se que os vetores tangentes sao comumente chamados
vetores ou ainda vetores contravariantes.

2. Para um sistema de coordenadas local (z%) vélido em alguma vizinhanca de p € M,
as aplicagoes (operadores) { ;2; = 0; } formam uma base natural ou base coordenada
do espago vetorial T,,(M). Saliente-se que quando M = E*  ; é o conhecido operador V:

2.1. Qualquer vetor V,, € T,(M) pode ser escrito da seguinte forma:

p

E oportuno notar que a expressao (4.1.5.2a) tem sua génese no desenvolvimento em série de
Taylor de uma dada funcao f(x). Com efeito, considerando-se um ponto (x = p + v)
muito préximo de p, o desenvolvimento de Taylor de f(x) serd dado por:

fo=p+v) = flp) + v U8B -+ ., (41.52b)
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d(f(z) .. - £ Assi . .
onde =% |, _ , representa a inclinagao de f(x) no ponto p. Assim, se tivermos uma varie
dade n-dimensional com coordenadas z*, poderemos ter n dire¢oes diferentes, de modo que
o segundo termo da equagao (4.1.5.2b) torna-se:

i 0(f(z)
oz®

v =p -

Em vista do exposto acima, o termo:

i 0
oz

(%

e—p, (4.15.2c)

idéntico a expressao (4.1.5.2a), é denominado derivada direcional.

2.2. Quando uma variedade M é embebida em um espago vetorial, um vetor tangente
V, € T,(M) pode ser considerado como um vetor velocidade no tempo ¢ = 0, para um
ponto que descreve uma curva 7(t) passando através de p no tempo nulo [ y(0) = p|. Essa
curva ¢ associada a uma derivada direcional que indica a taxa de variagao no tempo 0 de
uma funcao f definida sobre M:

(@), = 9, _ o fy(®)] . (4.1.5.2d)

2.3. Para uma transformacao de coordenadas (z — Z (x)), a regra da cadeia do
Célculo Elementar nos mostra que:

0 923 0
2 = %25 9 (4.1.5.2)

3. Segundo vimos no tépico (1.1) do Capitulo 1, um espago vetorial admite sempre
um espago vetorial dual. Ora, sendo T),(M) um espago vetorial, o seu dual - T;(M) - serd
constituido pelas aplicacoes lineares:

w, : T,(M) — E'.

Esse espaco é denominado espacgo cotangente de M em p, e seus elementos sao chamados
covetores, ou vetores covariantes, ou ainda 1 — formas. Esse espago tem a mesma
dimensao de T,,(M). E oportuno salientar que, conforme vimos ainda no item (1.1), dada
uma base arbitréria { e; } de T,(M), existe uma tnica base { &/ } de T)*(M), chamada sua
base dual, com a propriedade dada pela expressao (1.1.2.2a), ou seja:
e (e;) = 6. (4.1.5.3)
3.1. Na Mecanica Classica, o espaco tangente corresponde ao espago de velocidades

§* e o espaco cotangente ao espaco dos momentos p;, ambos relativos ao espaco das
configuracgoes ¢'.

4. A reuniao dos espagos T)y(M) para todo p ¢ denominada espago fibrado (“bun-
dle”) tangente 7% (M) sobre M:
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(M) = U T; (M)
Definigao 4.1.5.3. Seja f € C®°(U,E') e p € U C M . Define-se a diferencial de
f em p o numero (df), dado por:
(df)p « T,(M) — E,

v — (df),(v) = v(f), VveT,(M). (4.1.54)

Observacoes

1. Consideremos um sistema de coordenadas locais (x) em uma vizinhanca de p.

Segundo vimos acima, { (3, } formam uma base para T,(M).

1.1. Segundo a expressao (4.1.5.2a), para v € T,(M) podemos escrever:

v = d (%), (d€K).

Aplicando-se a expressao (4.1.5.4) ao resultado acima, vira:

(df)p<v) = (df)p[ai (aii)p] = a (ggfz')p - (df)p (aii)p = (g;)p- (4.1.5.5a)

Em particular, se fizermos f = 2/ (z/ : M — E"), a expressao (4.1.5.5a) nos da:

(da?), (Z)p = (%), = 6.  (4.1.5.5b)
Comparando-se as expressoes (4.1.5.3) e (4.1.5.5b), verifica-se que {(dz'),, ..., (dz™), } é
a base do espaco dual TZ;"(M ). E oportuno destacar que esse resultado nos mostra que as
formas diferenciais dz‘ nao sio os incrementos da varidvel z?, como indicam alguns
textos cldssicos do Célculo Elementar, e sim, elas representam uma aplicacdo (operador)
linear.

1.2. Para uma transformacao de coordenadas: Z — T (x), a regra da cadeia do
Célculo Elementar nos mostra que:

dz' = 9% dz/ . (4.1.5.5c)

2. Considerando-se que (df), € T;(M) e usando-se o resultado acima, podemos
escrever:

(df), = a; (d2?),, (a; € K). (4.1.5.6a)

Usando-se a expressao acima no lado esquerdo da expressao (4.1.5.5a) e usando-se, também,
a expressao (4.1.5.5b), vira:
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p = a (dxj) (a(z«i)p = aj 55 = a; .

(df)y (52

Em vista disso, a expressao (4.1.5.5a) tomara a seguinte forma:

df)y = (2L), (dz?),,  (4.1.5.6b)

que representa a expressao usual para a diferencial de uma fungao real do Calculo Elementar.
Esse resultado explica por que os membros do espago cotangente sao também chamados de
1-formas.

Definicao 4.1.5.4. Define-se um campo de vetores X em uma variedade dife-

renciavel M como uma aplicacao X que associa a cada ponto p € M um vetor tangente
X, € T,(M):

X :peM — X,eT,(M).

Observacoes

1. Seja (2!, 2%, ... ") um sistema de coordenadas locais em um conjunto aberto
U C M, entao V p € U, teremos:

X

p

X’L

p 8331

(4.1.5.7a)

onde X/ sdo os componentes de X relativamente ao sistema (z).

2. Seja f o conjunto das fungoes diferencidveis em M [f € R(M)]. Entao, usando-se
a expressao (4.1.5.7a), teremos:

(XP)y = X} 2

p Oxt 1P

(4.1.5.7D)

3. No item (2.1) do Capitulo 2, estudamos os tensores definidos em espagos vetoriais
euclidianos e seus respectivos espagos duais. Agora, podemos generalizar o que foi estudado
nesse item, definindo tensores em variedades diferenciaveis. Assim, considerando-se as
bases desses espagos ({e;} e {e/(z)}) e, também, a expressio (4.1.5.5b), podemos fazer a
seguinte correspondéncia:

e; — aiﬂ el(z) — dat.

Portanto, a expressao (2.1.1.2a) serd escrita da seguinte maneira:

_ ilig...’ip o
t = tj1j2---jq Ox'1 ®

® da”? ® ... @ dxle . (4.1.5.8a)

8J3’2

3.1. Para uma transformagao de coordenadas T — Z (x), teremos:

~Gp  __ 9z 9z92 9z 9zt Hxd2 Az ,cica...cp
b_ T 0z 9xc2 Tt 0zP grb1 Gxb2 T Ppba didz...dg (4158b)

e,

Q"l Q‘
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Registre-se que a maioria dos livros sobre Calculo Tensorial apresenta a expressao acima
como a definicao de tensor.

Definicao 4.1.5.5. Sejam X e Y dois campos de vetores de uma variedade dife-
rencidvel M e f uma funcao diferenciavel também de M [f € R(M)]. Define-se comutador
entre X e Y da seguinte maneira:

XY = (XY - YX)(f) = XY(f) ~Y X(f), (4159

e que satisfaz as seguintes propriedades:

L[X, Y] = —[Y, X]; (4.15.9a)

2. [aX +0Y, Z] = a X, Z] + DY, Z]; Vabe K, (4.1.59Db)

(X, Y], Z] + [IY, Z], X] + [[Z, X], Y] = 0; (Identidade de Jacobi)
(4.1.5.9¢)

4.[fX, gY] = fg[X, Y] + fX(9)Y — gY(/)X; V fge R(M). (4.1.5.9d)

Observacgoes

1. Uma Algebra satisfazendo as expressoes (4.1.5.9,a,b,c,d) é denominada Algebra
de Lie.

2. O produto (operador) XY definido abaixo:

(XY)f = X(Vf) = X' 27 2y = X190 2L 4 Xiyi Bt

nao pertence ao espaco tangente devido a presenca do ultimo termo na expressao acima.

Definigao 4.1.5.6. Seja uma variedade diferencidavel M e um conjunto aberto U da
mesma, isto é, U C M. Um conjunto { X; } de m campos vetoriais é chamado uma base
local (“local frame”, “comoving frame” ou “vielbein”) se, para qualquer p € U, { X, } é
uma base de T,(M). Isto significa que cada X(,); é um vetor tangente de M em p e que o
conjunto deles ¢ linearmente independente.

Observacoes

1. Qualquer conjunto de m campos de vetores linearmente independentes pode ser
usado como uma base local. Para algumas variedades existe uma base global, enquanto que
para outros, somente base local. Registre-se que, quando m = 4, a base local se denomina
tetrada.

2. Uma base local { X; }, diretamente relacionada a um sistema de coordenadas
locais definido em U, é dita holonémica, ou coordenada, se:

No caso contrario, isto é:
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[X:, X,)(f)#0,  (4.1.5.10b)

ela é dita nao-holonémica ou nao-coordenada.

2.1. Se (z!, 2%, ..., 2™) s@o coordenadas sobre U, entdao o conjunto de campos de
vetores tangentes:

0
{ ozt

» 1 VpelU,

forma uma base coordenada ou base holondémica, considerando-se que ela satisfaz a
expressao (4.1.5.10b), em virtude da igualdade das derivadas cruzadas conforme se demonstra
no Célculo Elementar. Cada elemento dessa base ( 8‘?61-) representa um vetor tangente a linha
coordenada ao longo da qual somente x' varia, enquanto as outras coordenadas permanecem
fixas.

2.2. No caso de uma base nao-holonémica o comutador de quaisquer de seus elementos
pode ser expandido nessa mesma base, isto é:

(Xi, Xj] = CF X, (41.5.11)

onde ij sao chamados os coeficientes de estrutura da Algebra correspondente.

2.3. Dada uma base nao-holonémica { X; }, é sempre possivel escrevé-la em alguma
base coordenada, ou seja:

Exemplos

1. Seja (z, y, z) um sistema de coordenadas cartesianas no E®. A base holonomica
‘. 0 e} o) .
correspondente ao mesmo sera: (aTw Py E) que representam, respectivamente, vetores
ortonormados tangentes aos eixos coordenados x, y e z, isto é: (é,, é,, €,). Observe-se
que esse sistema representa a carta (E® | I), onde I é a identidade:
.3 3
I+ B — E, (z,y,2) — (29 2).
2. Seja (r, #) um sistema de coordenadas polares de E?. A base holonémica corres-
pondente a esse sistema sera: (%, %) que representam, respectivamente, vetores tangentes
as retas concorrentes passando na origem, e as circunferéncias centradas também na origem,
isto é: (&,, €p). Registre-se que esse sistema representa a carta (E? , f), onde:

f:E* — E? (r,0) — (x = rcosl, y = rsend),
onde:

0<r < oo, 0<6<2m.
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3. Seja (r, 0, ¢) um sistema de coordenadas esféricas do E3. A base holonomica

(. (0 9 D .
correspondente ao mesmo sera: (5, 26 a?) que representam, respectivamente, vetores tan-
gentes as retas concorrentes passando pela origem, as circunferéncias centradas na origem
e situadas no plano (x, y), e as circunferéncias centradas na origem e situadas no plano

perpendicular ao plano (z , y) e contendo o eixo dos z, isto é: (€, €, €s). Note-se que esse
sistema representa a carta (E3 | f), onde:

f:E} — E3 (r,0,¢) — (v = rsen cosp, y = r senb) seng, z = r cosd) ,
onde:
0<r < oo, 0<6<m, 0<op<2m.
3.1. Para o sistema de coordenadas esféricas definido acima, a base definida por:

o)
XT:57 X9:

3 =

1 8
) X¢ T r senf 9¢

Sl

é uma base nao-holonomica cujos coeficientes de estrutura sao obtidos por intermédio da
expressao (4.1.5.11), da seguinte maneira.

[Xra XH} = ;GXT + C§9X9 + C;«be = [%’ %%] = %(l %) B %889 (%) -
= tdm 0@ e = —rG&) = 12X = ChXo + Ol Xo + Oy X,
Portanto:
o = Cfe = 0 Ofe = —%-
De modo analogo, podemos mostrar que:
Clo = =5 Chy = — i -

e os demais coeficientes sao nulos.

Exercicios (4.1.5)

EX.4.1.5.1| Para o sistema de coordenadas esféricas (r, 6, ¢) definido por:

f o, ¢ — (x = rsenlcosp, y = r senf seng, z = r cosh) ,

Uy ) = (r= VAT AT 20 =g (YY), 6 = 1

z

8

))
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encontre as bases holonomica e dual.

a) Base holonémica. Usando-se a regra da cadeia (expressao (4.1.5.2e)) para a
transformacao de coordenadas f considerada, vira:

9 _ 9z 9 9y 90 9z 0 _ 9 9 9
or ~—  Or Ox + or Oy Or 0z COS¢ sent oz + Sen¢ sent Oy + cost oz
9 _ oz 9 9y 0 9z 0 _ 0 o _ 9
6 = o0 ox T 960y T o009 " cost) cosgp - + 1 cost send By r senf 5,
9 _ 0z 0 9y 0 9z 0 _ _ 9 9
96 — 96 9T 865y T b9 92— r senf seng - —i—rsen@cosgzﬁay + 0.
Em termos matriciais, podem escrever:
9 9 0
o sent) cosp  senb) seng cost % 9
7 = r cost) cosp 1 cosh send — r send @ = v @
76 — r senf) sen¢ 1 senb cos¢ 0 = >
Em termos de vetores tangentes, teremos:
€y senf) cos¢p  senb seng cost) .
€p | = r cost) cosp 1 cosh send — r sent €y
€ — r senf) seng 1 senf cosp 0 é.

Considerando-se que a base (é,, é,, €,) é ortonormada, o produto escalar entre os vetores
da base holonomica calculada acima é dado por:

(€., €.) = sen?d cos’p + sen’@ sen® ¢ + cos?0 =
= sen?6 (sen’¢ + cos’¢) + sen?d = sen? + cos?0 = 1,
(€, €9) = 17 c0s*0 cos*p + 12 cos’l sen*¢ + r? sen*d = r? |
(€5, €5) = 1% sen?d sen’¢p + 12 sen®d cos’¢p =1r? sen®d
(€., €y) = (€y, €) = r senb cosl cos*p + r senfl cosh sen?¢p — r senb cosd = 0,
(€, €5) = (€, &) = — 1 sen®d seng cosp + r sen®d send cosp = 0,

(€y, €3) = (€, €9) = — 1 senb cosl seng cosp + r* send cosh cosp seng = 0 .
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Verifica-se, portanto, que a base holonémica (€,, €p, €y) é ortogonal, porém nao ortonormada.
Para torna-la ortonormada, basta dividir o segundo e terceiros vetores, respectivamente, por
r e r senf, os famosos parametros de Lamé. Assim, a base holonomica ortonormada do
sistema de coordenadas esféricas sera:

(€, L&, —Ltsey) = (6, €9, € .)

b) Base dual. Para obtermos essa base, vamos usar a expressao (4.1.5.6b) para a
transformacao de coordenadas f~! considerada e a seguinte expressao:

d% (tg_lz) = 71 _:zz .
Desse modo, teremos:
dr = §ode + Sdy + §dz = fdr + Ydy + 2dz =

= sen# cos¢ dx + senf sen¢p dy + cosf dz ,

do = 82 de + L dy + 9L dz =

/2 2
zx d zy z°t +y o
——dr + ———dy — Y—dz =
72 A/22 + y2 r2 \/z2 + y2 Y 72

= % (cost cosp dx + cost seng dy — senf dz) .

dp = Gode + G dy + G2 dz = — zlode + 55 dy + 0dz =

— _1 (_ Sen¢ dx + COSQb d'y + OdZ)7

r seng

Em termos matriciais, podem escrever:

dr senf) cos¢p  senf seng cost dx
do | = % cost) coso % cost) sen¢p — % senf dy
d¢ T slenH sengb r slenB COS¢ 0 dz

Agora, vejamos se essa base dual é ortonormada. Para isso, inicialmente, vamos mostrar que

a base dual (dz , dy , dz) é ortonormada. Com efeito, usando-se os resultados dos exercicios
(4.1.2.1) e (3.1.5.1), isto é:

xdr = dy Ndz, xdy = dzNdx, xdz = dx ANdy, *(dxANdyANdz) =1,

(da, dB) = * (da A * df)

teremos:
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(dz, dr) = % (de AN xdx) = x (de ANdy Ndz) = 1,
(dz, dy) = (dy, dz) = * (dev Ndz Ndzx) = — (de ANdx Ndz) = 0,
(dx, dz) = (dz, dz) = % (de Ndx Ndy) = 0,
(dy, dy) = * (dy Ndz Ndx) = x(de Ndy Ndz) = 1,
(dy, dz) = (dz, dy) = * (dy Ndz ANdy) = 0,
(dz, dz) = x(dz ANdx Ndy) = *x(de Ndy Ndz) = 1.
De posse desses resultados, teremos:
(dr, dr) = sen®d cos’¢ + sen?d sen’d + cos’d = 1,
(dr, d) = (do, dr) = % (senf cosp cosl cosp + senl seng cosh seng — cosh senf) = 0,
(dr, dp) = (d¢, dr) = ﬁ (senf cosp sengp + senb send cosp) = 0,
(df, df) = =& (cos*§ cos’dp + cos®6 sen’¢ + send) = =% .

(dgb, d¢) = m (86n2¢ + COS2¢) = 1

r2 sen20

(df, dp) = (dop, df) = ——~— (— cosl) seng cos) + cosd send cosp) = 0,

r2 senf

Verifica-se, portanto, que a base dual (dr, df, d¢) é ortogonal, porém nao ortonormada. Para
torna-la ortonormada, basta multiplicar o segundo e terceiros covetores, respectivamente,
por r e r sen#, os famosos parametros de Lamé. Assim, a base dual ortonormada para o
sistema de coordenadas esféricas sera:

(dr, r df, r senf do) .

Observacgoes complementares
As técnicas usadas nesse problema nos permitem demonstrar que:

1. Entre as bases ortonormadas dual e holonomica, existe a seguinte correspondéncia:

~

dr —é.; (rdf) — é; (rsenfdp) — é,.

2. Para a base dual ortonormada (dr, r df, r senf d¢), podemos escrever:
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xdr = rdf Nrsend dp, * (r sendd dp) = dr Ar df, x (rdf) = r senf dp A dr,

* (dr Ardf) = r senf do), x (r senf dp N dr) = rdf, x(rdd Ar senf dp) = dr,
*x (dr Nrdf A rosenf dp) = 1.

3. Para o sistema de coordenadas polares (r, #) definido por:

f: (8 — (x = rcosh, y = rsenb),
FUiy) — (P = VE R = ()
podemos demonstrar que a base dual ortonormada vale:

(dr, r df) .

EX.4.1.5.2| Usando a Definicao (4.1.2.1) e os resultados dos Exercicios (4.1.2.1) e

(4.1.5.1), obtenha o gradiente, divergente, rotacional e laplaciano, em coordenadas esféricas

(r, ¢, 0).

a) Gradiente. Seja a funcao escalar f(r, 6, ¢) . Segundo o Exercicio (4.1.2.1), o
gradiente dessa (0 — forma) serd dado por:

Vf=df.
Do Calculo Elementar, podemos escrever que:
Vi =df =5 dr+ G do+ 5 do.

Em termos da base dual ortonormada do sistema de coordenadas esféricas, a expressao acima
é escrita na forma:

df = Ghdr + 13 (rdf) + o5 35 (r send do) .

Por outro lado, em termos da base holonomica ortonormada desse mesmo sistema, podemos
escrever:

o, . 10/ 2 o7 -
Vf - Er r o6 ©0 + r senf O¢ €o

b) Divergéncia. Seja o vetor A. Segundo o Exercicio (4.1.2.1), a divergéncia desse
vetor serd dada por:
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V. A=x%d+A.

Portanto, para calcularmos essa divergéncia vamos, inicialmente, considerar a 1 — forma
associada a esse vetor, isto é:

A= A dr + Agrdd + Ay r send do .

Assim, usando-se os resultados do Exercicio (4.1.5.1) e a Definigao (4.1.2.1), teremos:
* A = x (A dr + Agrdd + Ay r send do)
= A, xdr + Agx (rdf) + A, x (r send dop) =

= A, rdd Nrsend dp + Agr sentd dp Ndr + Agdr Ardf,
d*x A = d(r* A, senf) do A dp + d(r senf Ap) dp A dr + d(r Ay) dr A df =

1 90(r? Ay)

& A5 dr A df A rosenf dp + —— G(SESZA")TdQ/\Tseangb/\dT—F

+Tslen9%rsen9d¢/\dr/\rd9 =

(7"% a(TZTAr) + r slene 8(56752 2e) + r slenG %) (d?” AT de r Sene d(b) ’

xdxA = (%2 a(TZTAT) 4 L DenbAg) 4 104

T send 90 Tsend 09 ) *x (dr A r senf dp N\ r df) .

Portanto:

VA’: %%(TQA,J + ﬁ%(sen&flg) + TSIGHQ%(AQS)

¢) Rotacional. Seja o vetor A. Segundo o Exercicio (4.1.2.1), o rotacional desse
vetor serda dado por:

VxA=xdA.

Portanto, para calcularmos esse rotacional vamos, inicialmente, levaremos em con-
sideracao a 1 — forma associada a esse vetor, isto é:

A= A dr + Agrdf + A, r sent do .

Usando-se a Defini¢ao (4.1.2.1) e o resultado do Exercicio (4.1.5.1), vira:
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dA = d(A,) dr + d(r Ag) df + d(r senb A,) dp =

= (%edr + % do + % do ) Adr+

+ ( 3(7‘ Ae dr + 3(%%40) do + 3(?”8(;49) d@) A dO +

O(r senf Agy) d@) /\d¢ _

O(r senf Ay) o(r sen9 Ag)

= L (b ndr) + ki B (rsent d A dr) +

1 A Ag) (dr Ar df) + —— 8(5;9) (r sen® do A r df) +

+ 1 80’ A‘P (dr A7 senf do) + —— 8(567(1999 29) (p d A r senf do)

1 (‘9(36"9A¢’) — %)*(rde/\rsenedqﬁ)%—

*dA = o a0 96
+%(361n€ 85?; — %)*(rsen@dgb/\dr)—l—
+ (YA ) s (dr A df)
Cih = (R )
+%(selne 85(1; _ W)rdg + %(W — %)Tserﬁd(b.
Em termos da base holonomica ortonormada, teremos
VA= e (0 — ) + 1 (ke B = T+ (%,

d) Laplaciano. Seja a funcao escalar f(r, 6, ¢). Segundo o Exercicio (4.1.2.1), o
laplaciano dessa (0 — forma) serd dado por:

Af =xdxdf.

Do Calculo Elementar, podemos escrever que:

df = Sbdr + 55 d0 + 55 do.
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Usando-se o resultado do Exercicio (4.1.5.1) e a Defini¢ao (4.1.2.1), teremos:

wdf = Uwdr + 2% (rdf) + rslenH%*<Tsen0d¢) -

= 9L (rdo Arsenf dp) + L (r senf do A dr) + Tsleneg—f;(dr/\rdé),

1

dxdf = d(%ﬁ(rd&/\rsenﬁd@ + 1 55 (rsenf do A dr) + rsene%(dr/\“w)) -

= i@(ﬁ%) (dr N7 df A1 senb dp) + Tslene%(lserw%) (rdd A r senf do A dr) +

— rZ or r

+ma%(%(rsen€d¢/\dr/\rd0) =

2
_ (725(7425) + m%(seng%) + r2816n293712£)(drArdQArsen0d¢),

xdxf = ( L9 (2 g) + = ;ene % (senf %) + = Slen29 g%’; ) * (dr A r dONr senfdo).

Portanto:

= 1 0 (,29f 10 of 12
Af T rZ or (T 87') + r2 senf 00 (S@TLQ 60) + r2 sen20 0¢?

4.1.6 Variedades Riemannianas

Definicao 4.1.6.1. Seja 7,(M) o conjunto de campos de vetores diferenciaveis.
Define-se uma métrica Riemanniana a forma bilinear (tensor covariante de ordem 2)

definida por:

g + Tp(M) xT,(M) — R,
X, Y) — gX Y),

com as seguintes propriedades:
1. g,(X, X) > 0 (positiva-definida);
2.9,(X,Y) = g,(Y, X) =< X, Y >, onde <, > = produto escalar ou interno;
3.(X,Y) =0, VXeT,(M) < Y =0.
Observacoes

1. A métrica é dita indefinida, quando:
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(X, X) =0 nao implica X = 0.

2. Sendo a métrica uma forma bilinear, é suficiente conhecer seus valores sobre uma
base. Assim, seja a base local { X(,); } de uma variedade M. Portanto, a métrica g, sera
dada pela matriz n x n:

Iwii = I Xwyi» X@)j) = <Xy, Xp)y >, (41.6.1)

que é simétrica (gp)i; = Y(p)si) € invertivel (det(gwp)i; 7 0).
2.1. Seja uma mudanga de bases descrita pela matriz v:

Xoyi = 7% Xy - (41.6.2a)

Segundo a expressao (1.1.4.15), a matriz da métrica se transforma da seguinte maneira:

i = (7 9 7—1)”, . (4.1.6.2b)
3. Teorema de Gram-Schmidt. Qualquer métrica admite sempre uma base
ortonormada { ¢; }, isto é:

g(ﬁi, Ej) = Nij »

onde 7;; é uma matriz diagonal com P sinais positivos (+) e N sinais negativos, sendo
P+ N =n:

ni; = diag(1, 1, ..., 1, =1, =1, ..., —1).

Esse Teorema permite dizer que para qualquer matriz g, simétrica e de determinante nao-
nulo, existe sempre uma matriz invertivel v, tal que:

(’YT 9p ’Y_l>.. = Nij -
Y
3.1. Conforme vimos no Capitulo 1, a assinatura s de uma métrica é dada por:
s = P — N. Quando s = 0, a métrica é positiva-definida. Assim, estritamente falando,
somente nesse caso ela recebe o nome de métrica riemanniana ou produto escalar.
Quando s # 0, teremos a pseudométrica riemanniana, conforme vimos acima.

4. Teorema de Sylvester. A assinatura de uma métrica s nao depende da escolha
da base ortonormal.

5. Segundo vimos anteriormente, o espago vetorial 7),(M) induz o espago vetorial
T3 (M) como seu dual. Desse modo, dada uma base arbitraria { e; } de T,(M), existe uma
base { ¢/ } de 15 (M), chamada sua base dual, com a propriedade dada pela expressao
(1.1.2.2a), ou seja:
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e (e5) = 6. (4.1.6.3)

(2

5.1. Essa base dual serd holonomica, se ela for uma 1 — forma exata, isto é, se
existem 0 — formas 2’7, tal que:

e = di?  —  ddd¥) = 0.
5.2. Para essa base dual { ¢/ } podemos definir a seguinte métrica:
g9 = g*(e', 7). (4.1.64)
Conforme mostramos na expressao (1.1.3.11), essa métrica é reciproca da métrica g,y isto é:
g9 gir = 0. . (4.1.6.5)
5.3. Essa métrica dual sera ortonormada, se:
gr(&, &) = ni =y . (4.1.6.6)

6. Usando-se a expressao (4.1.5.8a), podemos escrever para a métrica g a seguinte
expressao:

g = gijda* @ da? . (4.1.6.7a)
Registre-se que a notagao usual para essa métrica é a seguinte:
ds* = gy da* dx? . (4.1.6.7b)

6.1. Seja uma curva parametrizada () definida em M cujo vetor tangente sobre a

mesma ¢ dado por X = f%. O seu comprimento serd dado por:
d? = <dp, dz>=<Xd\ Xd\>=<X, X> d\2 = g(X, X) d\2.

Se a métrica for positiva-definida (g()? C X ) > 0), entdo o comprimento de um elemento
da curva «y sera:

dt = \Jg(X, X)dx. (4.1.6.7¢)

Quando a métrica é indefinida, teremos:

dt = \|g(X, X)| d\.  (4.1.6.7d)
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7. Uma métrica estabelece uma relacao entre campos vetoriais e covetoriais, ou seja,
ela pode ser definida como uma aplicagdo univoca (um — um) que transforma vetores em
1 — formas (covetores):

9X, ) = X, VXeT,M), XecRM).

7.1. Se { e; } for uma base arbitraria de T,(M), entdo:

g(X, 61') = X(el) = Xl = g(Xjej, 61') = Xj <€j7 e, > = ngji;

onde X; é chamada a imagem contravariante de X. Considerando-se a simetria de g;; e a
expressao (4.1.6.5), observa-se que:

"X = g"gi X7 = 0FXT — XF = gMX;.  (4.1.6.8b)

As expressoes (4.1.6.8a,b) nos mostram que o tensor métrico g;; e seu reciproco g% funcionam,
respectivamente, como abaixadores e levantadores de indices.

Exemplos

1. Para o sistema de coordenadas polares (r, 6), a métrica correspondente (obtida
usando-se a expressao (4.1.6.1) e o Exercicio (4.1.5.1)), sera dada por:

Gr = (€, &) = 1;  gog = (€p, €) = 1% gg = (€, €) = 0,

9 g =1 — g7 =1 ¢"%ge =1 — ¢ = 5.

Em termos matriciais, teremos:

10 i _ |10
gz]_o,rZu g_or%

Destaque-se que essa métrica também pode ser obtida por intermédio da expressao (4.1.6.2b),
considerando-se que, para o sistema cartesiano (z , y , z), a sua métrica é a matriz unitaria.

2. Para o sistema de coordenadas esféricas (r, 0, ¢), a métrica correspondente (obtida
usando-se a expressao (4.1.6.1) e o Exercicio (4.1.5.1)) sera dada por:

9rr = (é;w gr) = 1 gog = (597 g@) = TQ; 9op = (€¢, 6_:;5) = r2 86712&;

go = (€, €) = 0; g = (€, €) =0,  goy = (€, €5) = 0.
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Em termos matriciais, teremos:

1 0 0
gi; = 0 T2 0
0 0 r2sen?d

E oportuno destacar que essa métrica também pode ser obtida por intermédio da
expressao (4.1.6.2b), considerando-se que, para o sistema cartesiano (z , vy, z), a sua métrica
é a matriz unitaria. Destaque-se ainda que, usando-se a expressao (4.1.6.5), a métrica asso-
ciada a base dual desse sistema de coordenadas sera dada por:

B 1 0 0
g7 = 10 T% 0
0 0 r2 sen20

Definicao 4.1.6.2. Define-se uma variedade Riemanniana a toda variedade dife-
renciavel M sobre a qual é definida uma métrica Riemanniana.

Observacoes
1. Se a métrica for nao-Riemanniana, a variedade é chamada nao-Riemanniana.

2. Teorema de Whitney. E sempre possivel definir pelo menos uma métrica Rie-
manniana sobre uma variedade diferenciavel arbitraria.

Defini¢ao 4.1.6.3. Seja X(M) um conjunto de campos de vetores X de uma va-
riedade diferenciavel M. Define-se conexao afim V sobre M a seguinte aplicagao:
Vi X(M)x X(M) — X(M), (41.6.9a)
(X,Y) —  Vx( ), (4.1.6.9b)

com as seguintes propriedades:
1. Vixygv(Z2) = fVx(Z) + gVy(Z2), (4.1.69¢)
2.Vx(Y + Z) = Vx(Y) + Vx(Z2), (4.1.6.9d)
3.Vx(fY) = fVx(Y) + X(f)(Y), (41.6.9)

onde X, Y, Z e X(M)ef, gc R(M).
Observacoes

1. A conexao afim V é dita simétrica, se:

%)

50 1= 1,2, ..., n), define-se:

2. Para uma base local (0; =
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Vo ;) = TE & . (4.1.6.10D)
3. Para uma base dual (dz, i =1, 2, ..., n), define-se:
Vo, (dz?) = — T d*,  (4.1.6.10¢c)

4. Para uma base arbitrdria { e; } e sua correspondente base dual { 6 }, define-se a
forma de conexao w; da seguinte maneira:

Ve, €5 = Wiler) e,  (4.1.6.11a)

€k

onde:
Lot =Ty 6%, (4.1.6.11b)
2. Wij + Wy, = dgija Wij = Gik w;-“ . (416116)
3.d0 + winG) = 0. (416.11d)

Definicao 4.1.6.4. Dado um campo de vetores X, define-se um campo de tensores
VX, chamado derivada covariante ou derivada absoluta, da seguinte maneira:

VX(Y, w) =<w, Vy(X)>, (4.1.6.12a)

onde < , > significa produto interno e w é uma 1 — forma.
Observacgoes

1. Para uma base local (9;) e sua correspondente base dual (dz'), segundo a expressao
(4.1.5.8a), podemos escrever:

VX = V,;X'"0; ® da? .
Usando-se as expressoes (4.1.6.3) e (4.1.6.12a), e considerando-se que X = X* 9, vira:
VX' = VX(9;, da') = <dz', Vy,(X¥ ) > =
= <dz', Vo, (X¥) O + XF Vy, () >=<da’, 9; XF Op + XFT70m > =
= 0; X* (' O) + T X¥ (da' 0,) = 05 XF 6} + Iy XF 6L, .
Portanto:

VX! = Xi = 0;X" + T X*.  (41.6.12b)
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1.1. Para um covetor X;, a sua derivada covariante é obtida usando-se a expressao
(4.1.6.10c). Assim, teremos:

2. Seja (t) uma curva definida em M, isto é:
y(@t) : [a, ) e R — M.

Para um campo de vetores X definido em uma vizinhanga aberta de y([a, b)), a sua derivada
covariante ao longo de v ¢ dada por:

2.1. Para uma base local (0;) e considerando-se que:

X = X9, =%y,

teremos:

Vi(X) = (&5 4 1k X 9] . (4.1.6.13a)

dt ij dt

2.2. Um campo vetorial X é dito ser transportado paralelamente ao longo de
uma curva suave y(t) em uma variedade diferencidavel M, se:

Vi(X) = 0. (41.6.13Db)

2.3. A conexao afim V é dita métrica se o transporte paralelo de X ao longo de
toda curva diferencidvel em M preserva o produto interno, ou seja:

Vxg = 0. (4.1.6.14)

3. Para toda variedade Riemanniana, existe uma unica conexao afim V que é
métrica e simétrica. Assim, dada uma base local, tem-se:

Uy =T = 56" (0 gmj + 95 Gim — O gij) »  (4.1.6.15)
que sao conhecidos como os simbolos de Christoffel, coeficientes da conexao V,

conexao de Levi-Civita ou conexao Riemanniana.

Definigao 4.1.6.5. Seja X(M) um conjunto de campos de vetores X de uma va-
riedade diferenciavel M e V a conexao afim sobre M. Define-se torsao T e curvatura R
dessa conexao, respectivamente, as aplicacoes definidas por:
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T : X(M) x X(M) —  X(M), (416.16a)
T(X,Y) = Vx(Y) — Vy(X) — [X, Y], (4.1.6.16D)
R: X(M)x X(M) x X(M) — X(M), (41.6.17a)
R(X, Y)(2) = Vx(Vv(2)) = Vy(Vx(2)) = Vixy(Z), (41.6.17b)

onde (X, Y, Z) € X(M).

Definicao 4.1.6.6. Define-se o tensor torsao TZ’; de uma conexao afim V em uma
variedade diferencidavel M como a aplicagao:

T : X*(M)x X(M)x X(M) — R(M), (4.1.6.18a)
definida por:
Tw, X,Y) =<w, T(X, Y)>. (4.1.6.18b)

Observacoes

1. Para uma base local (9;) e sua correspondente base dual (dz'), as expressoes
(4.1.6.16b), (4.1.6.18b) e (4.1.6.10b) nos permitem escrever que:

Th = T(da*, 0;, 9;) = <da*, T(8;, 9;) > =
= <da*, Vy, (8;) — Vo, (0;) — [0; 0;] > .
Usando-se as expressoes (4.1.6.3) e (4.1.6.10a), teremos:
Th = <da, 7 Op — T%0p > = T} (d2*0,) — T (d2Fo,) .
Por fim, usando-se a expressao (4.1.6.3), vira:
TE = Tomgh — Tnst  —  Th =Th —Th.  (41.6.180)

E oportuno esclarecer que, quando a variedade é Riemanniana, o tensor tensao é nulo, uma
vez que Ffj é simétrico.

Definigao 4.1.6.7. Define-se o tensor curvatura R;, de uma conexao afim V em
uma variedade diferenciavel M como a aplicagao:

R : X*(M)x X(M) x X(M) x X(M) — R(M), (4.1.6.19%)



103

definida por:

Rlw, Z, X, Y) =<w, RX, Y)Z>. (4.1.6.19b)

Observacgoes

1. Para uma base local (9;) e sua correspondente base dual (dz?), as expressoes
(4.1.6.17b), (4.1.6.19b), (4.1.6.10b) e (4.1.6.3) nos permitem escrever que:

i = R(da', 9;, Oy, 0) = < dai, R(Dy, Oy) 0; > =
— < da', (Vo, Va, — Vo, Vo, — Vio. o) 0 > =
= < dx', Vg, (Vo, 0;) — Vo, (Vo, 0;) > = <da’, Vo, (T} Om) — Vo, (T} 0n) > =
= <dr', (Vo 1) O + T2 (Vo On) — (Vo T) 0u — T3, (Va, 8,) > =
= <dr’, (Vo T7) O + TR Ty 8 — (Vo Tp) 8, — T T3, 8, > =
= O Iy} (d2’ Op,) + T T, (da 9,) — 0, T} (da' 9,) — T} I, (do* 0,) =
= O I3 0, + T Iy, 01 — 00 T3 0) — TF TG, 0%

Por fim, teremos:
1.1. O tensor curvatura R},d, conhecido como tensor de Riemann-Christoffel,
satisfaz as seguintes propriedades:
a) Riy, + Ry + Rj, = 0. (Primeira Identidade de Bianchi) (4.1.6.20Db)
b) Ry + Ripps + Riygmi = 0. (Segunda Identidade de Bianchi) (4.1.6.20c)
d) Rije = gim Rty = — Rjine, Rijre = — Rijok,  Rijee = Rpeij - (4.1.6.20e,f,g)

2. A partir do tensor curvatura R;k@, define-se:
Ry = R, , (Tensor de Ricci) (4.1.6.21a)

R = ¢g* Ry . (Curvatura Escalar)  (4.1.6.21b)
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3. Para uma base arbitrdria { e; } e sua correspondente base dual { 6 }, define-se a
forma de curvatura ()} da seguinte maneira:

R(ei, ej) e = (e, ;) e, (4.1.6.22a)

onde:
LQi = Ry, 0°F N6 (4.1.6.22b)
2.0 = dwi + wp AWf . (41.6.22¢)

E importante registrar que, no 4-espaco, as formas de Cartan - wh e Qf - reduzem-se
drasticamente. Assim, existem somente seis (6) formas de conexao w;- em comparagao Com
os quarenta (40) simbolos de Christoffel I, e somente seis (6) formas de curvatura €
em comparagao com os vinte (20) componentes do tensor de Riemann-Christoffel R;M
ou dez (10) do tensor de Ricci R;;.

Exercicios (4.1.6)

EX.4.1.6.1 | Para um sistema de coordenadas polares (r, 6), calcule as conexdes de
Cartan.

Solugao

Para o sistema de coordenadas polares (r, 6), vimos que:

10 s [1 0
gzj—or27 g_OTL2

a) Forma de conexao Usando-se as expressoes (4.1.6.11c) e (4.1.6.22¢), teremos:

dg,r = d(1) =0 = 2w, — w, =0,
dgee = d(r?) = 2rdr = 2w — wy = rdr.

Sendo:

entao:
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b) Forma de curvatura

Usando-se a expressao (4.1.6.22c) e os resultados anteriores, vira:
O = dom + Wi AW = d0) + W AWl =0+ 0 =0,

T

Q) = dwf + W) Awf = dE) + ViAW, = dE)Adr + 0 =—LdrAdr =0.

Problemas (4.1)

4.1.1. Usando o conceito de diferenciacao exterior:

a) Calcule da, onde:

al)a = 2> ydyANdz — x2dx ANdy; a2)a = 2z yde + 22 dy;
ald)a = 2yzdyANdz + rydz Nde — x zde ANdy .

b) Demonstre que:

b1)V.(AxB) = A.VxB - B.VxA;

b2)V x (fA) = VXA 4+ V[fxA.

4.1.2. Para o sistema de coordenadas cilindricas (r, 6, z) definido por:

f:ml 2 — (x =rcosh,y = rsenb, z = z),

8 |

Uiy ) - (r= VET RO =g (D),

0<r < oo, 0<e<2nr — 0 < z < 00,

encontre: a) as bases holondmica e dual; b) as formas do gradiente, divergente, rotacional e
laplaciano; ¢) a métrica correspondente g;;; d) a derivada covariante de g*.

4.1.3. Mostre que o simbolo de Christoffel I}, nao ¢ um tensor do tipo (1,2).

4.1.4. Para o tensor de Riemann-Christoffel R;'M, demonstre as propriedades
representadas pelas expressoes (4.1.6.20b,c,d,e,f,g).

4.1.5. Para as formas de Cartan (conexao wj- e curvatura Qz), demonstre as pro-
priedades representadas pelas expressoes (4.1.6.11c,d) e (4.1.6.22¢), e calcule essas formas
para o sistema de coordenadas esféricas.



Capitulo 5

5.1 Integracao Exterior
5.1.1 Integracao de Formas

Definicao 5.1.1.1. Dada uma variedade M e um intervalo fechado I € E',
define-se um segmento de curva I' ou (1 — segmento) como a aplicacao:

r:171=/ab — M.

Definicao 5.1.1.2. Sejaw uma 1— forma em uma variedade M e I' um 1—segmento.
Define-se a integral de w sobre I' como:

Jrw = Jug @ = gy Do = [ow (@) ) dt, (51.1.1a)

onde (*) é a operacao dada pela Definigao (4.1.3.2).
Observacgoes

1. Seja f = (fl(:L‘, y,2), folz, y,2), f3(z, vy, 2) ) uma funcao vetorial continua
em uma regiao D do espaco R? e seja w a correspondente 1 — forma, dada por:

w = fide + fady + f3dz.

Usando-se o Célculo Vetorial Elementar, a expressao (5.1.1.1a) é escrita da seguinte forma:

Jrw = J[pr fide + fody + f3dz = frf,dF:

= [V @) + 0y + fi) 2] dt

fio= file(®), y), 20) (= 1.2,3), 2(0) = %0 y/() = %2.2(0) = 5P
No Célculo Vetorial Elementar, essa integral é conhecida como integral de linha ou cir-

culacao. Na Fisica, um dos exemplos mais conhecidos dessa integral ¢ o trabalho 7 de
uma forca F' ao longo de uma curva I':

T = [ F.dr.

2. Seja fuma 0 — forma e I' uma curva (1 — segmento) que vai do ponto a ao ponto
b-TI' = [a, b]. O operador fronteira 0 aplicado a I' - JI" - é definido como:



108
or =b — a,
e a integral de f sobre OI' como:
for f = f(b) — f(a). (5.1.1.1b)

Definicao 5.1.1.3. Dada uma variedade M e um retangulo fechado D € E2,
define-se uma superficie suave S ou (2 — segmento) como a aplicagao:

S:D=Juv] — M (@<u<b c<v<d).

Observacgoes

1. Essa superficie S é formada por curvas-arestas, que sao os 1 — segmentos
0 S1, 0 Sz, 0 8S3 ed Sy, definidos por:

0 S1(u) = S(e, u), 0 8S2(v) = S(b, v), (5.1.1.2a,b)
0 Ss(u) = S(d, u), 98S4v) = S(a, v), (5.1.1.2¢,d)

onde o sentido de percurso se da no crescimento das varidveis u e v.

2. Define-se o operador fronteira 0 aplicado a S - 9 S - pela expressao:
0S =08, + 9SSy — 983 —98S,. (5.1.1.2¢)

Os sinais de menos na frente de 9 S3 e 0 S, significam que devemos inverté-los quando se
efetua um percurso num s6 sentido pelas curvas-arestas de D.

Definicao 5.1.1.4. Sejanp uma 2— forma em uma variedade M e S um 2—segmento.
Define-se a integral de 7 sobre S como:

Isn = [Ipm = [IpSn =[5 in(SuS ) dudv. (51.13)

Observacoes

1. Seja f = (fl(x, v, 2), f2x, vy, 2), f3(z, y, 2) > uma funcao vetorial continua
em uma regiao D do espaco R? e seja 1 a correspondente 2 — forma, dada por:

n = fidy Ndz + fadz ANdx + f3dx Ady.

Do Calculo Vetorial Elementar, temos:

[Js F.dS = JJsf.@dS = £ [[p, fidydz £ [[n fodzdz £ [[g fsdvdy,
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onde R,., R., e R,, representam as projegoes de S sobre os planos yz, zx e Xy, respectiva-
mente, e os sinais das integrais do segundo membro sao determinados pela posicao relativa
entre o vetor unitario 7 e os eixos coordenados (z , y, z). Desse modo, a expressao (5.1.1.3)
serd escrita na forma:

—

[fsn = [fs (fidyANdz + fodz Nde + fsde Ady)= [[gf.dS,

que representa, no Calculo Vetorial Elementar, um tipo de integral de superficie. Na
Fisica, ele representa o fluxo de um campo vetorial através de uma superficie.

Defini¢ao 5.1.1.5. Seja w uma 1 — forma e 0 S a fronteira de S. Define-se a
integral de w sobre 0 S como:

Josw = Jog, w+t Jos, w + [ s, w0t [ g5, w =

= Josw = Jog, Wt [as, w — [as, w— [as, w. (5.1.1.4)

Exercicios (5.1.1)

EX.5.1.1.1| Calcule [ w , nos seguintes casos:

a)w = xdy — ydr; T : (x,y) — (cost, sent), 0<t<2m.

b)w = 2?dr + ydy + zyzdz; T : (v, 9y, 2) — (¢t t), 0<t<1.
Solucao

a) Segundo a expressao (5.1.1.1a), teremos:

Jr(@dy — ydz) = f[0,27r] " (zdy — ydz) =

= [ [cost d(sen t) — sent d(cost)] = [eT[cos®>t + sen®t]dt = [T dt = 2 .

b) Tomando-se ainda a expressao (5.1.1.1a), teremos:

Jr (@*dx + ydy + zyzdz) = Jo, 1y I (2?2 do + ydy + xyz dz) =

3 2 4
=h@ e M =[5+ 5] =Gt =§

EX.5.1.1.2| Calcule [[g 7, nos seguintes casos:

a)n = xdy Ndz + ydx Ady;
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S:(z,y) — (w+v,u—vuw), 0<u<l,0<v<1.

b)n = zydy Ndz + xdz Ndr + 3xzdx A dy;

S : (v, y,2) — (u,v,u> +v*), 0<u<1,0<v<1.

Solugao

a) Inicialmente, calculemos S* n:

S*(xdy Ndz + ydx ANdy) =

= (u + v)dlu — v) ANd(uw) + (v — v) dlu + v) ANd(u — v)

(u + v) (du — dv) A (udv + vdu) + (u — v) (du + dv) A (du— dv)

(u + v) (udu Ndv — vdoANdu) +(u — v) (—duANdv + dv A du)

(u + v)(u + v)du ANdv—2 (u—v)du Adv=1[(u + v)?—2u + 2v]duA dv

S* (zdyNdz + ydz ANdy) = (u* + 2uv + v2 — 2u+ 20)du A dv.

Usando-se a expressao (5.1.1.3), teremos:

[[s(@dyNdz + yde Ndy) = [[pS* (xdy Ndz + ydx A dz)

= [o o (W 4+ 2uv + v — 2u+ 20)dudv =

= S = 2u + 2uw) du] (V¥ 4+ 20) dv =

:fi(%—2.%+2.%+v2+20)dv:fi(v2+30—§)dv—

(SN

b) Inicialmente, calculemos S* 7:

S* (rydy Ndz + xdz ANdr + 3zzdx Ady) =

S* (uwv dv A d(u? + v*) + uwd(u® + v¥) Adu + 3u(u® + v?) du A dv

wo dv A (2 udu + 2vdv) +u (2 udu + 2 vdv) Adu+ (3 u® + 3uv?) du A dv =

2utvdo ANdu + 2uvdv Adu + Bu® + 3w?) du Adv =

= Bu® + 3w? — 2vu?v — 2ww) du Adv .
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Usando-se a expressao (5.1.1.3), teremos:

[[g (xydy Ndz + xdz ANdx + 3zzdx ANdy) =
= [[pS* (xydy Ndz + xdz Ndx + 3xzdx A dy) =

= LRG3 w? — 2uPv — 2ww) dudo =

5.1.2 Teorema Generalizado de Stokes

Seja a uma p— forma e D um (p 4+ 1)-dominio orientado com uma fronteira 9 D
cuja orientacao ¢ induzida pela de D. O Teorema Generalizado de Stokes afirma que:

Jpda = [opa. (51.2.1)

Observacoes

1. O Teorema Generalizado de Stokes, também conhecido como Teorema
de Barrow-Newton-Leibniz-Gauss-Ostrogradski-Green-Stokes-Poincaré, pode ser
demonstrado em uma variedade diferenciavel M. Neste caso, D e 9 D recebem o nome
genérico de cadeia.

2. Se aw é uma p — forma e B uma q — forma, as expressoes (4.1.2.1b) e (5.1.2.1)
nos permitem obter a generalizacao da integracao por partes, ou seja:

Jpdlanp) = [pdaNp + (=1)PandB) = [op (@anp). (5.1.2.2)
3. O operador fronteira 0 satisfaz a seguinte propriedade:
Jd.0 =0. (51.23)

Intuitivamente, essa propriedade é entendida da seguinte forma: uma curva que limita uma
superficie nao tem pontos extremos; a superficie que limita um volume nao tem borda.

3.1. Uma cadeia C, para a qual 0 C = 0, é dita um ciclo.

3.2. Uma cadeia C, que pode ser escrita como C = 9 B para algum B, é dita uma
fronteira. Em vista da expressao (5.1.2.3), temos:

0C = 90B) = 0. (5.1.24)

A expressao acima é equivalente ao Lema de Poincaré:
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dda) = 0 < 9@OB) =0.

Exemplo

Verificar o Teorema Generalizado de Stokes no caso particular em que o é uma
1 — forma dada por:

a = filz, y, 2)de + folz, y, 2) dy + fs3(z, y, 2) dz .

Consideremos uma transformacao T que muda « para um novo sistema de coorde-
nadas (u , v). Entao, segundo a Defini¢ao (4.1.3.2), teremos:

o = f(u, v)du + g(u, v) dv,
onde f e g sdo fungoes diferencidveis de (u, v). Usando-se a Defini¢ao (4.1.2.1), teremos:

dle) = df Adu + dgndv = (L du + 8L dv) Adu + (82 du + % dv) A dv,

da*) = (% — g—i) du N dv .

Usando-se a Definigao (5.1.1.4), a expressao (4.1.3.2¢) e o resultado anterior, vira:
[Isda = [[p(da)* = [[pda’) = [[p (52 — ) dudv =

= [[pLdudv — [[p %L dudo.

Para resolvermos as integrais duplas acima, vamos trata-las como integrais iteradas.
Inicialmente, lembremos que o 2 — segmento S tem as fronteiras Js,, Js,, Js, € s, € que 0
correspondente retangulo D (a < u < b; ¢ < v < d), decorrente da transformagao T, tem
as fronteiras 0 Di(u) = D(c, u), 0 Ds(v) = D(b, v), 0 D3(u) = D(d, u) e 0 Dy(v) =
D(a, v) . Assim, teremos:

[Ip g—zdudv = /¢ (fb Lgé?;’”) du) dv = [?I(v) dv .

C a

Como v é uma constante na integral I(v), o integrando é uma derivada ordindria em
relacao a u. Portanto, de acordo com o Teorema Fundamental do Calculo, teremos:

9g(u,v
I(U) = fZ ggu ) du = g(b7 U) - g((l, U)a
conseqiientemente:

[fp % dudv = [?g(b, v)dv — [¢gla, v)dv.
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Sobre a curva 9 Dy, du = 0, entdo o* = g¢g(b, v) dv. Portanto, usando-se a
Definigao (5.1.1.2), resultaré:

fg g, v) dv = [yp, @ = [yg, .
De modo anélogo, teremos:

[Ega, v) dv = Jop, " = Jag, .
Em vista disso, podemos escrever que:

IIp % dudv = [y, @ — [, .

Um raciocinio anélogo ao que foi considerado acima nos mostra que:

Os resultados obtidos acima e mais a Defini¢do (5.1.1.5) nos levam a verificar o
Teorema Generalizado de Stokes. Com efeito:

Jsda = [as @ + [og, @ — [og, @ — [Jps, @ — [gda = [s5 .

Exercicios (5.1.2)

EX.5.1.2.1| Use o Teorema Generalizado de Stokes para demonstrar:

a) O Teorema Fundamental do Caélculo ou Teorema de Barrow-Newton-
Leibniz - [ df = f(b) — f(a);

b) O Teorema de Gauss-Ostrogradski - [, V . Adv = [s A.dS;

c) O Teorema de Stokes - [ V X A.dS = f/_l'dz

a) Teorema de Barrow-Newton-Leibniz - Seja f uma 0 — forma e
consideremos D = [a, b] cuja fronteira é 9D = 0J([a, b]) . Entao, usando-se as expressoes
(5.1.1.1b) e (5.1.2.1), teremos:

S df = Jodf = Jogauy [ = F(b) = fla).
b) Teorema de Gauss-Ostrogradski - Sejam os seguintes vetores:

A = Az, y, 2) T + Aylz, y, 2) 9 + Az, y, 2) 2,
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ds = dydzz + dzdry + drdy 2.
Seja ¢4 a 1 — forma correspondente ao vetor ff, isto é:
pa = Ag(z, y, 2)de + Ay(z, y, 2)dy + A.(z, y, 2) dz .
Segundo vimos no Exercicio (4.1.2.1), temos:

* o4 = Ay dyNdz + Aydz Nde + A, dx N\ dy,

. DA
dx pa = (% + Fr + %2)de Ady A dz
Escolhendo-se & = % ¢4, o Teorema Generalizado de Stokes nos permite escrever que:

Jvd(x¢a) = [ (x0a) —

Jv (% 4 % g 2y qr Ndy Adz = g Apdy Ade + Ay dz Ade + A, de A dy .

Usando-se a notacao do Célculo Vetorial, teremos:
[y V.Adv = [4A.dS .
c) Teorema de Stokes - Sejam os seguintes vetores:
A = Az, y, 2) & + Aylw, y, 2) 9 + Az, y, 2) 2,
dS = dydz 3 + dzdx g + dr dy 2,
dl = dz i + dy§ + dz 2 .
Seja ¢4 a 1 — forma correspondente ao vetor ff, isto é:
pa = Ag(x, y, z2)de + Ay(z, y, 2) dy + Az, y, 2) dz .

Segundo vimos no Exercicio (4.1.2.1), temos:

doa = (%= — F2)dy Adz + (% — Sy dende + (52 — %) de Ady.

Escolhendo-se @ = ¢4, o Teorema Generalizado de Stokes nos permite escrever que:

fsd¢A = frqﬁA -
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Js (B = Sy dy Adz + (% — GE)de ndr + (G — Ge)de Ady =

= [pAydr + Aydy + A, dz.

Usando-se a notacao do Calculo Vetorial, teremos:

J¢V xA. dS = [ A.dl.

EX.5.1.2.2| Considere um campo de forca descrito pela 1 — forma:

a = 2z + y)de + zdy.

Encontre o trabalho 7 realizado por esse campo para mover uma particula do ponto A (1, -2)
ao ponto B (2, 1) ao longo de qualquer curva.

Solugao
Inicialmente, calculemos dao:

da = d[(2x + y)de + zdy] = 2dex ANdx + dy Ndx + de ANdy =

= —drxANdy + de Ndy = 0.

Portanto, segundo o Lema de Poincaré, essa forma é fechada. Vejamos se ela é exata.
Para isso, procuremos a 0 — forma 7(z, y) de modo que tenhamos:

dr = %dx+8—;dy: (2x + y)dx + z dy,

a = B

S=2r4+y — 7=20"+yz+ fly),

or — 1(r,y) =22 + vy + C.

=T - T =u1xzy + g(z)

Usando-se o Teorema Generalizado de Stokes e o Teorema Fundamental do Calculo,
Vira:

[pdr = [op7 = [57 = 7(B) = 7(4) = [+ 2y + Cloy — [ + 2y +Clo, -,

T=4+24+C-14+2-C — 7=7.

5.1.3 Derivada de Lie

Definicao 5.1.3.1. Seja (X1, Xs, ... X,—1) um conjunto de campos de vetores sobre
uma variedade M e o uma p — forma. Define-se o operador produto interno de « por X,

a (p—1) — forma diferencial ixa dada por:
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(z'Xa) (Xl, XQ, Xp—l) = OZ(X,Xl, ng Xp—l) s (5131)

com as seguintes propriedades:
1) ix 1y = ix + iy ; (5132&)

3) Se o e 3 sd@o p — formas e a € R, entao:
ix(ao + B) = ixa + ixf; ix (aa) = aixa; (5.1.3.2¢,d)
4) Se o é uma p — forma e  uma q — forma, entao:
ix(a ANB) = (ixa) NG + (— 1P aA (ixB); (5.1.3.2¢)

5) Se a é uma p — forma e f uma 0 — forma, entdo:

irx a = ix(fa); (5.1.3.2f)
6) Se  é uma 1 — forma e f uma 0 — forma, entao:

ixa = o(X); ix(f) = 0. (5.1.3.2g,h)

Observacgoes

1. Seja o uma p — forma escrita em termos da base { dz’ } :

O = Qg dz™ A dx? ... A dz® |

e seja ainda X = X* ;2 | onde { 7% } ¢ uma base natural de T,,(M), dual de { dz* }, entéo:

ixa = ﬁ X" gy, dz Adx® A oA da . (5.1.3.3a)
1.1. Seja a 1 — forma df, dada por:

df = 2L dat,

entao:

ixdf = X' 2L =<X,df >= X(f), (5.1.3.3b)

onde < , > é o produto escalar ou interno.

Definigao 5.1.3.2. Seja o uma p — forma escrita em termos da base { dz’ }:
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O = Qg dx™ A dx?? ... A dzv .
Define-se a Derivada de Lie de o em relacao a X - Ly« - como:
Lya = X(i,..q,) dz" A da™ . Ada™ + (0, X*) oy, da™ A dz® . A da®r +
+ (0 X*) g, dz™ A dx® A daz' +
..+ (0, XF) Qiyig..iy 1k Az A da™ o ANdz' . (5.1.3.4)

Observacgoes

1. Para a 0 — forma f, as expressoes (5.1.3.4) e (5.1.3.3b) permitem escrever que:

Lxf = X(f) = ixdf = X' 2L =<X,df >. (5.1.3.5)

Comparando-se a expressao acima com a expressao (4.1.5.2a), que define a derivada dire-
cional, verifica-se que elas sao equivalentes. Desse modo, podemos dizer que:

A Derivada de Lie de uma funcgao é a derivada direcional.
2. Paraa 1— forma a = «a; da?, segundo as expressoes (5.1.3.4) e (5.1.3.5), teremos:
Lyxa = X(aj)de? + (0; X') oy do? = X' (0; o) da? + (0; X') o da? .
Usando-se as expressoes (5.1.3.2d,e) e (5.1.3.3b), obtém-se os seguintes resultados:
ix da = ixlda; A dz'] = ix[(0j0y) da? A da']
ix da = 0jay (ixda?d) A dx' — (950 da?) A (ixda') = X7 0ja; dat — X' 0 da? .
diixa) = d(X' «;) = (0; X9) aj dz* + X' (0 a;) da? .
ix da + d(ixa) = X7 9;ou da' + (9; X7) o dx* = X' Qo da? + (0 X') a; da? .
Comparando-se esse resultado com o de Ly« calculado acima, verifica-se que:
Lya = ix doa + d(ixa) = (ix d)a + (dix)a — Lxa = {ix, d}a,

onde { , } indica o operador anti-comutador.

2.1. A expressao acima vale para uma p— forma «. Desse modo, podemos apresentar
a seguinte definigao.

Definicao 5.1.3.3. Seja a uma p — forma. Define-se a Derivada de Lie de «
como:
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Lxa = (ixd)a + (dix)a = (ixd + dix)a = {ix, d}a. (5.1.3.6)

Observacao

A expressao acima mostra que os operadores d, iy e Ly satisfazem a chamada
identidade de homotopia:

LX = iX d + d?;X, (5137&)

com as seguintes propriedades:
a) Lx .d = d. Lx; Lx .ix = ix .Lx; (5.1.3.7Tbc)
b) [Lx, Ly] = Lix, yy; [Lx, iy] = dx,v); (5.1.3.7de)
¢) [[Lx, Ly|, Lz] + [[Lz, Lx], Ly| + [[Ly, Lz], Lx] = 0;  (5.1.3.7f)
d) Lx(a + B) = Lxa + LxfB; Lx(aa) = aLxa; (5.1.3.7g)
e X(a ANB) = LxaANB + aNLxfB; (5.1.3.7h)
= X f; Lx df = d(X f); (5.1.3.71)
g) LfXOé = fLxa + df Nixa;  (5.1.3.7k)
h) Ly 1y = Lx + Ly; Lox = a Ly, (5.1.3.71m)
i) Lx a = dla(X)] + (da)(X) . (5.1.3.7n).

)
) L

—

Observacao
A expressao (5.1.3.7n) é conhecida como Identidade de Cartan [Burke (1985)].

Definigdo 5.1.3.4. Para o tensor T, *;", a Derivada de Lie é definida da
seguinte maneira:

(LxT)pzgr = X5 0Ty — (0uX ) Tyoersr — (0uX %) Ty — . =
ap a1a2...0p 1k a1az2...ap ai1asz...ap
- (ak?X ) Tb111)22 b ' <8b1Xk) b2 b + (abQXk) Tblk‘...bq + +
+ (00, XF) Tyip2or . (5.1.3.8a)

Observacao

Para o tensor métrico g;;, tem-se:
(Lx9)ij = Xi; + Xj.+, (5.1.3.8b)

onde a virgula (,) representa a Derivada Covariante. Registre-se que, quando Lyg = 0,
temos a chamada Equacao de Killing, que representa uma isometria, definida como uma
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transformacao de uma variedade em si propria que preserva a métrica. Essa transformacao
¢ também chamada de movimento.

Exercicios (5.1.3)

EX.5.1.3.1| Use a Defini¢ao de Derivada Covariante, dada pela expressao (4.1.6.12c¢),
para demonstrar a expressao (5.1.3.8b).

Usando-se as expressoes (5.1.3.8a) e (4.1.6.8a), teremos:

(Lxg)i; = X* 0y g5 + (8; X*) giy + (07 X*) g, (D)
0; Xi = 0; (gks Xk) = X* 0; gri + (0, Xk) g — (0, Xk) gei = 0; X; — Xk i ki »
61- Xj :81 (gkj Xk) = Xk (91 gkj -+ (61 Xk) gkj — (82 Xk) gkj :a, Xj — Xk 61 gkj s

Levando-se essas duas tltimas expressoes na expressao (I) e lembrando que o tensor g;; é
simétrico, vira:

(Lxg)ij = X* Ok gij — 05 gk — Oi gry) + 0: X; + 0; Xi . (ID)
Tomemos o simbolo de Christoffel, dado pela expressao (4.1.6.15):

F?j = F?z’ = %gkm (0% gmj + O Gim — Om gij) — 2 Ffj = ¢" (0 Gmj +0j Gim — Om Gij),
2 FZ’ Xe=g"" X4 (0; gmj + 0; Gim — Om Gij) = X™ (0i gmj + O0; Gim — Om Gij)
21“;“]- X, = X* g + 05 g — O gij) —

—T5 X — T Xy, = XF Ok gy — 05 gk — 05 gre) - (II0)

Levando-se (III) em (II), e usando-se a expressao (4.1.6.12¢), vira:

(LXg)ij = 81 Xj — FZ Xk + 8j Xz — F?z Xk — (LXg)’Lj = 4, + X@j .



120

5.1.4 Derivada Convectiva e Integragao sobre um Dominio Mével

Existem situagoes onde a evolucao de sistemas fisicos pode ser vista como um fluxo
em alguma configuracao espacial apropriadamente escolhida, como acontece, por exemplo, na
Mecanica dos Fluidos e nos problemas de transporte de um modo geral, tanto classico quanto
quantico. Neste caso, a existéncia de um fluxo sugere imediatamente o uso da Derivada de
Lie relativa a velocidade V para a generalizacao do conceito de Derivada Convectiva d;,
importante no tratamento de problemas de fluxo, uma vez que este é descrito por um campo
vetorial V de velocidades.

Definicao 5.1.4.1. Seja aw uma p — forma. Define-se a Derivada Convectiva de
« - 0; @ - COMO:

5,5 o = 875 o + LV a . (5141)

Observacgoes

1. Para a 0 — forma £, as expressoes (5.1.4.1) e (5.1.3.5) permitem escrever que:
S f =0 f+Lvf=0f+Vidf=0f+WV.V)f. (5142a)
2. Para a p — forma «, as expressoes (5.1.4.1) e (5.1.3.6) permitem escrever que:
va =0a+ Lya = 0ha + iy (da) + d(iy a) . (5.1.4.2b)
Definicao 5.1.4.2. Seja o uma p — forma e consideremos um dominio D que se

move com uma velocidade V. Define-se a taxa de variacao da integral de o ao longo de D,
como:

5t fD a = fD 5t a . (5143&)

Observacoes

1. Usando-se as expressoes (5.1.4.3a) e (5.1.4.2b), teremos:
o fpa = [pOha+ [piv(da) + [pd(iva).
Usando-se o Teorema Generalizado de Stokes, dado pela expressao (5.1.2.1), vira:
0 [pa = [pda+ [pivda + [4piva. (5.1.4.3b)

1.1. A expressao acima generaliza as formulas do Calculo Vetorial relativas a inte-
gracao sobre dominios de dimensoes 1, 2 e 3. Por exemplo, na dimensao 2, ela corresponde
ao Teorema de Helmholtz:

— -,

4fgA.dS = [ (VV.A - Vx(VxA)).d5. (51430
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Problemas (5.1)

5.1.1. Dada a 1 — forma w:
w=2zyzdr + 2> zdy + 2*ydz,
calcule [ w, para:
r: (z,y, 2) — (ru, su, tu), 0<u<l1.
5.1.2. Para cada uma das 1 — formas w dadas abaixo, verifique se elas sao fechadas,
e quais sao exatas.

a)2xydr + 2> dy + 2z dz;

b) (—ydz + z dy) .
NGEX
c) eV (de + idy);
d) (z cos 9;2— senx) y dr + % dy ]
5.1.3. Use o Teorema Generalizado de Stokes para demonstrar:
a) Teorema de Green: [, (fAg — gA f)dV = §,(f Vg — gV f).dS.
b)V = % [op (@dy ANdz + ydz ANde + zdz A dy) .

5.1.4. Demonstre as propriedades da Derivada de Lie - L.

5.1.5. Demonstre o Teorema de Helmholtz:

—

dfgA.dS = [4(VV.A - Vx(VxA)).dS.
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