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RESUMO )

Blrrefrlnaenc1a llnear e atividade dtica sao consxderados
separadamente para propagacdo de uma onda eletromagnética num plas
ma frio magnetlzado, usando a aproximagao de frequenc;asrmulﬁo ma-—
iores gue a frequéncia de plasma. E mostrado gue em certos <asos
de interesse, esses fendmenos poden ser considerados_indepen&aﬁés.
Expressdes explicitas sio cbtidas para os indices de refragio para
birrefringéneia linear e atividade Stica. Os Indices deé atenuagdo
correspondentes s3o obtidos em primeira ordem na atenuagac. E més-
trado que os estados caracteristicos para d;crqismo linear coinci-
dem com os estados caracteristicos para birrefringéneia linear. Os

" estados caracteristicos para dicroismo eliptico sao obtides.

* FEndereco permanente: Instituto de Fisica "Gleb Wathagin" - Universidade Es=
tadual de Canpinas, Caixa Postal 1170 , Carpinas, S.P., Brasil,

1. INTRODUGAG

Um plasma magnetizado exibe_birréfrigéﬁcia liﬁear e ati-
vidade 6tica para propagagéo de uma onda eletroﬁagnética{, Ambos
os fenomenos sao dlretamente assoc1ados ao campo magnetlco estatl—
co presente de forma que nao podem ser con91derados como fenomenos
independentes. Neste aspecto, a propagagao de uma onda eletromag—
netlca num cristal anlsotroplco 8 um pouco dlferente, ama vez que
usualmente a birrefrigéncia llnear e a atividade otlca_sao fenome;
nos fisicamente independentes e descritos de forma inde@endente.

O tensor de Fresnel (ou o tensor de Indice} e o tensor de absorcao
descrevem a birrefrigéncia linear e a atenuagdo corresgondeﬁte (di
croismo linear), enquanto que a atividade Stica e o dicroismo cir-

cular sao descritos por vetores adequados(l).

Pa;a_um plasma mag
netizado a birrefrigéncia linear e a atividade Stica ndoc sdo consi
derados separadamente. Isto s6 & feito nos limites de propagagao
longitudinal ou transversal em re;agéo ac campo maénético estatico.
O formalismo utilizado no caso geral ndo permite gue os fendmenos

(2,3).° Entretanto, o estudo de evolucio da pola

sejam distinguidos
rizagao de uma onda eletromagnética num plasma magnetizado fica
bastante simplificado-utiliiaﬁdo;se a esfera de Poincard e conhe-
cendo-se os estados caracteristicos e indices‘de ;efragio e atenua
¢ao separadamente para birrefrigéncia linear e atividade &tica,
nos casos em que houver predomindncia de um ou de outro fendmeno.
No caso geral, ambos os fendmenos podem ser cobinados pelo método
de superposigao utilizado em Gtica de cristais(l).

No gue. segue, si3o obtidos os.estados caracteristicos, In
dices de refracao-e Indices de atenuagao separadamente para birre-

frigéncia linear e para atividade &tica., Esta separagac € baseada

na separagac do tensor constante dielétrica em partes simétricas e




antissimétrica, sendo este tensor obtido de um modelo orbital como
feito usualmente na descricac da propagagac de uma onda num plas-

(2,3} 3530 obtidos os limites nos quais ha

ma frio magnetizado
predominincia de um ou outro fenameno, sendo mostrado em particu-
lar que em certos casos de interesée, birrefringéncia linear e
atividade &tica podem ser considerados fendmenos independentes.

Os estados caracteristicos para dicroismo ellptico sdo obtidos a
partir dos indices de aténua¢50 e eétados'caracteristicos'para di
croismo linear e circular. Os estados caracteristicos para di-
croismo linear coincidem com os estados caracteristicos para bir-

refringéncia linear devido i degenerescéncia dos tensores de Indi

ce e.de.absérgio;
2. TENSOR CONSTANTE DIELETRICA

b propagacgdc de uma onda eletromagnética num meio aniso

tropico & descrita a partir das equagbes de Maxwell

VD =p  UxE=-3F

(2.1)
V.B =0 VxH =TF « 22
e relagdes constitutivas
D = &K.E
' ' (2.2)

1l

B -
2}

A notagido utilizada & a seguida por Heald e Wharton .
0 tensor constante de permeabilidade permite descrever
(4,5}

efeitos de temperatura num plasma magnetizado Para um plas

ma frio

B=pH
A lei de Ohm completa o conjunto de equagtes
¥ = &.E

Definindo o tensor constante dielétrica complexo por meio

(2}

da relacdo

v : . é _ . 8 : :
K= 1 - J Ezzr = K - J Egaj (2.3)

as equagdes de Maxwell podem ser reescritas formalmente sem as den-

sidades de carga e de correntes livres

v.Ke.E = O vxik

Il

oH
_.}% 75{

il

N v. ok (2;4).
v. [J,IH = 0 vxH KE,. 3

Fa

onde

D = &K.E

Para uma onda plana progressiva na direcgao ‘ e fator de

fase dado por

exp [ Jwt - _K.lr}
as equagoes {2,4) podem ser escritas como

X. exlE=0 | X« = jwp.ii
(2.5)

K.p=0  KxH=-jokE

Estas equagdes mostram que D ,H e ¥ sio perpendiculares entre si,
embora o campo elétrico possa ter componente longitudinal em rela-

¢ao i diregdo de propagagdc. A equagdo de onda para & obtida . de

(2.5)



,px(}px{E) + I:(.IE =0 . (2.6)

v :
onde "J & o indice de refragio complexo definido por
v
yv . C
M= "'r\jx w

A equacao (2.6) mostra gue o conhecimento do tensor constante die-
létrica complexc permité cobter jp: e assim as caracteristicas da
-propagagéo da onda eletromagnética no meio. No gue segue, E se-
ra obtido considerando um plasma de Lorentz uniforme imerso num
campo magnético gstético(z).

A equagdo de movimento & a chamada equacgac de Langevin:

my = - elE(t) - ewxB, - ymv R

onde W & a velocidade do elétron e V a freguéncia efetiva de co-
lisdo elétron-ion para transferéncia de momento. Para propagagac

na diregao-z (Figura 1) e
J = - new

obtem-se

. . : ) 2
(4-3%)% = jieoso T, ihmmeconpd, e by

: Wi
J—'—-C056 J— + (i"d%)Jy +\1%5€h95@nﬂ£=—"]'®£€0€y

_ _ .
' ) W
-‘}éw“-senecospa; - \i%senesean; + (445 ) Y =i EQEZ
w ' . - .
Onae
eB, 2 ne?

= 4 W = ———

e m ° P €,m (2.8)

. onde

-G~
Substituindo
)
Yy = -EJE YL = YcosB Y = ¥Ysen®
Y - ,wpa Mz_uz i
A=1L1-15 X= 3 M=pP-L41 o

e comparando com

obtem-se o

. . o
A heosp

%"i = | Jy;._ A, J}{rsenfj {2.10)

_jrosg -jYesenp A
.

onde

T
>\ = EQUU:

O tensor constante dielétrica & obtido por calculo direto
B v

w

Ew
‘-.

2 3 ¥
_.-E'-Senzﬂ _ "lYL,-i-'—J—S_en/Z;osF —chosﬁ—i- 1‘52!’][3

%
6=A(2 2~'V+Esen-cos A-E tos/S -JYsenfs— cosp
: A=Y A 'ﬁ f

_chosﬁ+—--sen/5 JVsen/.’:- 5 cosp ‘._'.K_
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3. BIRREFRINGENCIA LINEAR E ATIVIDADE OTICA

O formalismo do tensor constante diel@trica complexo re-
duz o problema da propagagdo de uma onda eletromagnética num meio
condutor ao problema de propagagac num meio ndo condutor, tal como
um eristal anisotrdpico, uma vez que as equagdes de Maxwell sdo
formalmente idénticas. Assim, no gue segue serd feito o mesme tra

tamento que para um cristal anisotrdpico e oticamente ativo (1,

0 vetor ¥) pode ser escrito na forma ‘®’

D= &K + ;6xIt = g, K.IE

ou equivalentemente

Yo
K. ID @.1

- - 4
9] . — ok
E= a.D-jixD =%
v v o :
onde € e & sao tensores simétricos que descrevem a birrefringén-
cia linear, enquanto os vetores «;e,“‘descrevem a atividade Gtica
e sdo chamados respectivamente vetor de giragac e vetor de ativida
de dtica. A equagdo (3.1) & mais conveniente na solugdo da equa-
gac de onda (2.6) e na discussdo de problemas de propagagio, una
vez que ID & transversal em relagido 3 diregdo de propagag@o da on-
da (D,=03.
. J
. -1 -4 .
A parte real simétrica Ks “ae K & definida como
tensor de Iindice e a parte imagindria simétrica & o tensor de ab-
sorq&g linear. O termo correspondente ao produto vetorial pode

L")
- Cecirgirio KA -
sex representadco porx um tensor antissimétrico KA cuja parte imagi

naria descreve a atividade Otica, enquanto que a parte real descre

ve o dicreismo circular
[*]

’ A v .
0 tensor K " & obtido de K por ¢ilculo direto e  suas
. u_ v
partes simétrica e antissimétrica K,i e I(A-A podem entic ser obti-

(1)

|
das imediatamente. E mais simples e de mais interesse inverter K_

Y .
no sistema de coordenadas no gual Ks & diagonalizada. Este siste
ma define os eixos elétricos. principais do meio.
o ‘ .
0 tensor K5 pode ser diagonalizado para um sistema de

coordenadas com eixo z' alinhado com o campo magnético estadtico.

Neste sistema obtém-se
™

0

o
_A:(% 0 A?' O _(3.#)

2 2
50'0 A)’,

v) .
'
A expressic de Ks mostra que os eixos elétricos principais per-

pendiculares ao campo magnético eétatico s3o degenerados, devido i
degenerescéncia dos autovalores correspondentes. Este resultado &
esperado uma vez que o plasma fric magnetizado & isotrdpico nas .
diregdes perpendiculares ac campo magnético.
AV}
Invertendo o tensor K’ e retornande ac sistema de coor-
denadas original por rotagdes convenientes obtem-se

K= 1+ 'ELlAt = YN, - JEAN, |

T '8

‘onde

A‘-v——* A - X e £;_ '—-‘m')gt—yz)- (?;._31_

eN, e N sao respectivamente matrizes simétrica e antissimétrica

dadas por



—o-

/YT ser'i% ~YrsenBeosp -V sen/;

=Y senfpcosB Yr cosz/s Y, cos/3

=
It

-~Y_ 5en/5 Y, cosfd ¥2
Mo

(3.4}
-

0 -y, Y, 058

N, = Y, 0 ¥, sen/3

=Y, cosf3 -y senf 0

v
E interessante chservar que K pode ser escrito como

K= 4 - £A° + [UN, + [LAN,
{= A(A‘

W
. - -
isto &, K' pode ser obtide de K simplesmente trocando A por A=

=a-x, e f por -5 .
Ve v .
As matrizes Ks a KA sac dadas por

Ki= L+ EA - FYN, o K'=-jEAN,

0 indice de refra¢§o para propagagac da onda pode ser ob

tide resolvendo-ge as equagdes (2.6) e (3.1). Para Dzﬂo tem-se

D, = &p*E, e b= &‘.’PZE" R

é de
elE = K™D

obtem-se

-10-

EoEx = DK.-'P £LAT Dx + J{kALY._ DY

. : .- (3.8}
¢ E, = D, + £AD, ~£% —J£AYD
Subsﬁituindo (3.5) - : _
- r3ny . ; o
E, (1- P~ LA PR = JEAY NEE,
wa o 2R w2 2,2y . Woede—
E, (L -5 LA B 09 = - A PTE,
Resolvendo, obtem-se a equagao .
vt + ::U -¥2=0
onde . -4 - f A
= 'F
’ LY
A solucdc & obtida para-p na forma
V2 PR
1 X L\ 2 .
= =1+ A (—E..) * yL 3.7

Pm Af"7y2 ZA

e pode ser mostrado poxr calculo direto que essa equacgac & egquiva-

lente 3 forma usual da equagdc de Appleton*Hartree

2 Y B
5 =A— x| A - — AN ;
P:,a"“ 2A-'( '

BV, y2
4. BIRREFRINGENCIA LINEAR '

24,

0Os estados caracteristicos e Indices de refragdo e de a-
tenuacdo para birrefringéncia linear s&c obtidos supondo-se a au-
séncia de atividade Gtica, isto.&, supondo-se

=0
NA_
0Os estados caracteristicos para birrefringéncia linear e

dicreismo linear podem ser obtidos geometrlcamente examinando-se

as partes real e 1mag1naria do tensor K ‘e utilizando resul tados
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conhecidos da O6tica de cristaistl’T).

Conforme mostra a equagdo
{3.2), os autovalores associados 3 diregdes perpendiculares ao cam
po magnético estdtico sdc degenerados e os elipsdides de Indice e
de absorcao, associados respectivamente As partes real e imaginari
a de E;‘ sac elipsdides de revolugdo em torno do campo magnético
estatico.

aAs ondas Caracteristicas na auséncia de atenuagao sdo on
das linearmente polarizadas nas diregdes dos eixos principais da
seqéo eliptica do elipsdide de Indice normal i direcio de propaga-
ga2o. Os estados caracterisficos para dicroismo linear sdo dados
de forma anidloga com relagdc ac elipsdide de absorgdo. Resulta
' gue os estados caracferistiéos para dicroismo linear coincidem com
os estados caracteristicos para birrefringéncia linear na auséncia
de atenuégio, uma vez que Os eixos princiapis das segdes elipticas
dos elipsdides de indice e de absorg@o coincidem. Tais diregdes
s3o a diregéoiperpendicular ao cémpo magnético estitico fonda ex—
traordiniria) e a diregdo perpendicular a esta (onda ordinfdria).

Os indiqes de refragdo correspondentes podem ser abtidos
de Qaneira aniloga 3 dedugdo da equacgdo de Appletton~Hartree do pa
ragrafo anterior.- Considerando por siﬁplicidade um sistema de re-
feréncia com 4=0 (Figura 1}, a on&a extraordiniria serxd linearmen-—
te polarizada na diregao x, enguanto que a onda ordinaria serd po-
larizada na diregdc y. As equagdes (3.6) na ausdncia de atividade

Sdtica podem ser escritas come
= L 2 va .
E, = M E, + EATRSE,
- 2 2 2 - 2v2
Ey = M Ey + Ei. Au'. Po Ey Ei,y‘l" Po .Ey
e os indices de refragda complexos sdo dados por
v, 4 .
Px 1+ £ A2

(onda extraordiniria)

-12-

1

v
P: = (onda ordinaria) (4.1}

1+ £LAL2 = £i.v'r2

0s indices de refragdc reais N e os indices de atenuagio

X podem ser obtidos de
U

p= p X

p?’:..— pz_xz_ ZPXJ | (4.2)
Assim, er p,z-: [Jz'—' X.Z
I pz = ‘Z)JX

Os valores explicitos de }J e X podem ser obtidos da expansio de
v . :
}JZ em s&ries de poténcias de VI ¢

A=Ad-ig e A=4-x-jZ

Para a onda extraordinaria se obtenm

2 X A,
P = 1- A-y?
onde Ax‘-—" d_“ e (4.3}
) = WP (A YY)
| x T Wk 2x A2 w
. e para a onda ordiniria
2 X
pO = i - i _ Ax y'_z
| BovE |
I P A ST A
o M (A:_yrz)z ‘. 72X W
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Nas expressOes foram considerados somente termos até primeira or-

dem e .-—-.
"W
5. EFEITO DA BIRREFRINGENCIA LINEAR NA ESFERA DE POINCARE

Um estado qualquer ae pplarizaqéo eliptica de uma onda
eletromagnética pode ser representado na esfera de Poincaré por um
ponto de longitude 2‘}’ e latitude 29, sendo ly o éngulq de inclina
gdo do semi-eixo maior da elipse de éolarizagéo e Y definido a par
.tlr dos seml-elxos aeb (Figuras 2 e 3):

tqgP = £ 3 b<ea
onde o sinal positive & escolhido para o vetor deslocamento elétri
(8)

co girante & direita (R) segundo a convencido IEEE Segundo es-
ta convengdo a polarizagio & direita (R) guando o deslocamento elé
trice gira no sentide antihoririo quando'a onda & observada se a-
proximando. Esta convengdo & oposta & da Gtica clissica (1).

0 pelo superior da esfera de Poincaré & a onda circular-
mente polarizante difeita (R),.enquanto estados linearmente polari

zados sdo representados no equador da esfera. Assim, os estados

caracteristicos L, e Lo terac latitudes nulas e longitudes:

=28 e 2W=2p+T
{Px = qa: - ()

Congiderande uma onda num estado de polarizagao gualguer
P atravessando uma espessura infinitesimal dz, ¢ efeito da birre-

fring@ncia linear na esfera de Poincaré& serd uma rotagdo antihora-

ria do ponto P em torno do estado L, de um dngulo (Figura 4):-

(H3]
- AP, dz

ald-

onde | C S ‘ ' (5.1)

A}Jb = Px

E Zk}Jb pode ser calculado diretamente a partir dos Indices de re-

fragao. Usando expansoes em serles de potenc1as de X,y pode-se ob-

ter expressao mais explic1ta para A}Jb ConSLderando termos até

2 obtem-se

X%
A= 20y L Zug (3 2v% 5

ordem x

. V2 5.2
_ X y; x i (”.)
BTS2 T ThE

P -

Conforme ja mostrado, os estados caracteristicos para di
croismos linear coincidem com os estados caracteristicos para bir-
refringéneia linear na aus8ncia de atenuacdo. Assim, o efeito do
dicroismo linear na esfera de Poincaré serd um deslocamente de P
ac longo de um grandé circule de Lo para Lx de um Angulo

W
— AX, sen 25, dz
onde 2sy, € o &ngulo entre P e L, e em ordem mais baixa em x:’
o xYE
Xo Xx Z(i yz)z (y 3)

(Y3-3)
APb (y2- 1)?)—

(5.3)

6. ATIVIDADE OTICA

Para se EStudario'efeito'da atividade atiéaxseparadameg
te, deve ser suposta a auséncia de birrefringéncia linéar. Para
isto & suficiente supor que as ondas caracteristicas para birre-
fringéncia linear tenham mesmo iﬁdiqémde ;gfragao para qualquer

diregio de propagacio da onda. Um Indice dé’refragio médio pode
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ser considerado para birrefringéncia linear com base em algum cri-
tério. O critério mais adequado no caso € o de minimizar ou elimi
nar os erros do método de superposi¢do. Resultados equivalentes

paodem ser obtidos pelo método de superposigdo ou teoria exata con

siderando um indice de refragdoc m&dio dado por (1}

4 _ 4P+l S
- (px;uo - o

Entretante, no que segue serd considerado um indice de refragio mg

dioc mais simples algebricamente
: 2 2
i__L(i+i)__i M + Ny

2 - 5 2] T 2.2

pa R g K

- 2 (6.2)
P* Po
e serd mostrado que os resultados do método de superposigdo assim

‘obtidos sdo exatos pelo menos até termos de 2a. ordem em x.

= L+ G ——%—E-Lv:

Obtem—se i

—
2
™
e comparando. com

L o —
E = KD = gD
tem-se )

Ko = 4+ £A] - 50%

As equagOes (3.6} nesse caso poderiam ser escritas como

E = 24+ &A% - 2EY)E, + jEAPYE,

X
(6.3)

E, = P4+ GA - 2LYE, —J£A,uyLEx

QO coeficiente de polarizagao da onda pode ser obtido das

S

equagoes acima

=16~

R = j representa a onda circularmente polarizada direita (R), en-
quantoe que R = -9 representa a onda circularmente polarizada es-
querda (L}.

As solugdes correspondentes para os indices de refragio

sao dadas entdo por

R NS
A+ LA LAY
1

(6.4}
vy )
- 1+ £'i.Ai - —Z-fgyz f A, Y

0s indices de refrag8o reais e indices de atenuagdo po

dem ser obtidos em expansSes em séries de :

PZ _ 4
RL X o :
i * Ai_yz- (Ax ZAX i-yL) _ (6.5)

X |2AdAEYD)  VE(SA-YY)
X H“Z(Az YO Al -y? ZAX(Ai ) -4

{6.6)

7. EFEITO DA ATIVIDADE OTICA NA ESFERA DE POINCARE

0 efeito da atividade Stica sobre um estado de polariza
Gac P na esfera de Poincaré serd uma rotagioc antihoriria deste
ponto em torno do estado R de um angulo (Figura 5):
W A dz
c {7.1)

onde
APC-—- Mo PR

Considerando termos até ordem x2 obtém-se:



A = A—::Y";?Li v TE (£

_ XX | X '_3_ 2 (7.2)
T -y Li i 2(1-)/2)(, y +i)

0 efeito do dicroismo circular na esfera de Poincaré se-
rd um deslocamentc de P ao longo de um meridianoc de R para L de um

2 AX, sen25

dngulo

onde 2Sc & o 3ngulo entre P ¢ R e em ordem mais baixa em x

A = A~ = B

g&. BIRREFRINGENCIA ELIPTICA

0Os estados caracteristicos para birrefringéncia eliptica
ha auséncia de atenuaq&o podem ser‘obtidos dos resultados para bir
réfringéncia linear e atividade 3tica, S3o os estados gque se pro-—
pagam invariados sob efeito simultdneo de birrefringéncia linear e
atividade Stica. O deslocamento na esfera de Poincaré devido E
birrefringéncia linear serd uma rotagaoc antihordria do estado em
torno de L, com raic de rotagio sen2@ enquanto que a atividade &-
tica serd uma rotagdo antihordria em torno do estado R com raio de
rotagao cos2® (Egs. (5.1) e (7.1)). Resultam dois estados carac-

teristicos P, e P, com longitudes iguais ds de Ly & Ly respectiva-

2
mente e latitudes dadas pela condigac de deslocamento nulo (Figura

6) 3

%’.— Apb‘sen 20 dz. = % A, cos 2@ dz

| (i-.yz)z w (7.3)

-18-

As coordenadas de'P2 é~Pl na esfera de .Poincarg@ serio respectiva-

mente Ap A y .
A 2 _
tﬂwz AHb - :_ZL_ 2?1)2 - 2/3 (8.1)
i o
t(aZ(Pi:—taZ‘% _2‘?':2&%-*-‘” (8.2)
Estes resulta&oé podem ser o;tidos por cileulo direto®10) ¢ 55

resultados exétos, apesar de terem sido deduzidos por meio de ex-
pansGes até 2a. ordem em x.

O efeito da birrefrihgéncia eliptica seri uma xotagéd
antihordria de um estado de polarizagio qualguer P em tornoc de P

2
de um Angulo (Figura 7):

%)Apda

onde

T

e AP pode ser calculado a partir da equagdo de Appletton-Hartree

ou pelo método de superposiglo por
2 2 2 | |
AP == APb + Apc ] o (8.4)

Esta equagdo permite determinar somente o mGdulo de A}), de forma
gue o sinal de AJJ deve ser determinado a partir do sentide das
rotaqﬁes para birrefringéncia linear e para atividade &tica. Con

2

siderando termos atd ordem x“ o método de superposicdo (Eg.(8.4])

ou o cilculo direto (Eg.(8.3) d3o ¢ mesmo resultado:
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x ¥E = 2
ap = 2(1-y?) 0520, Ch 2(1- W)(3 2537

(8.5)

9. DICROISMO ELIPTICO

‘os ésiados caracteristicos para dicroismo eliptico po-
dem éer definidos como estados gue se propagam invariades scb e-
feito simultépep de dicroismo linear e circula;. 0 dicroismo li-
near corresponde a um deslocamente de Lo para Lx, enqﬁanto o di-
croismo circular serd um deslocamento de R para L. Assim, os es-
tados caracteristicos para dicroismo eliptico tém mesmas longitu-

des de L erLo. Indicando por D, o estado caracteristico com mes

ma longitude de L,, Sua latitude 2@02 & determinada pela condi

cdo (Figura 8) : )
WA
W =-2 cos2¢..dz
_C_AXb sen 2@02 dz < AXC D2

{9.1)

— fgaaé. ] ' ‘1»1.
AX, YZ(Y 3)

e 02 para dicroismo

{‘.3 2€,, =

As coordenadas dos estados caracteristicos Dl

eliptico sdo dadas por

ta 2@

_ 4% o Ty
2 )/TZ(S._VZ) 2q}D2= 2/3

{:3 2.'(pm.= B Jca Z(sz‘ 2_(1)01:.2@5; m (8:2)

0 efeito do dicroismo eliptico scbre um estade de pola.

rizagao qualguer P na esfera de Poincaré serd um deslocamente des

«20-
te ponto ao longo de um grande circuleo de Dl para D, de um angulo

= AN sen2s dz (9.3)
C .

onde 2s &€ o dngulo entre P e D, e
Z&:{D - :KEM - )(DE _
Z&:{D pode ser caleulado diretamente a partir da equagio de Applet

ton-Hartree ou pelo método de superposigdo por
P 2,2 '
MX, = AX, + A, 0.

Esta expressio s5 formece o médulo de [Exblde forma que seu sinal
deve ser determinado a partir dos sinais de ZYXbe KX:(C'

No gue segue, Axbseré determinado mais diretamente a
partir da equagdc (9.3) para comparagdo com a equagio (9.4}).

Supondo que a atenuagdc seja pequena, os estados carac-
teristicos Sy, e S, para birrefringéncia elipﬁiqa com atenuagio se-
rdo representados na esfera de Poincaré por pontoé respectivamente
proximos dos estadés P, e P, caracteristicos pa;a_birrefringéncia
eliptica na auséncia de_atenuagio {Figura 9). Considerandc uma on
da num estado inicial de polarizagﬁolsz. de intensidade iniéial L
e atravessando uma espessura infinitesimal dz do meio, o Gnico e-

feito sobre a onda serd uma atenuagido de sua intensidade T

2K, d 2

I[=1I,e "% =1,-1,2Kdz

onde k, & o coeficiente de atenuagdo

K :—‘-'%-7(2

2

Decompoﬁdo o estado S, segundo os estados 6rtogonais Dy e b, as

intensidades das componentes serac inicialmente(l)
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I I cos® 225’ =-_Ioc0528

0
(9.5)

= 2”‘25_. 2
I‘ZO : Io oS > = .Iosen S

onde & & o dngulo entre 5, € D,. Se for considerado a propagagdo
das componentes no meio, existem dois efeitos, Um deles & a ate-

nuagiac das componehtes descrita por
11 =1~ L°2|<0Lcl2
I

2
E o outro efeito & a birrefringéncia eliptica dos estados D, eD,
que pode ser descrita como uma rotagic em torno do eixo P1P2. Uma

vez que os estados D. e D, saco caracteristicos para dicroismo, e-
q 2 P

1
les nao sofrem deslocamento na esfera de Poincaré devido 3 atenua
¢do e na rotagdo devida i birrefringéncia eliptica eles permnecen
ortogonais, ndo havendo troca de energia entre um estado e gutre.
Assim, o Unico efeito sobre a intensidade das componentes serd a

atenuagio descrita pelas equagoes (9.6} , e de
L= _Ii+ IZ = _Iio*-Izo— 2(1 10Koi IzoKDz)dZ

=1, 2 ]:o(sen25 Km'_‘" cos®s Ky, )dz

resulta 2 2
K, = K, %en®s + K, c0sS
Analogamente, obtem-se- o
2 ' L&
— ~ €
K, = Kp, €08's Ko, 5€n°S
e assim )

K,—K, = (Ky~ Kpy) 0525

Izo - IaoZKDZC\Z (9.6)
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S TR S . ul S

DI cos2s

Em primeira 6fdem em..%é péde-se escraver
25 = 2¢,—29,

e os Indices de atenmunagao ;tle ;(a podem ser calculados da eguacio

de Appletton-Hartree em expansfes em sdries de poténcias de {%} .

Das equagdes (3.7) e (4.2) cobtem-se em ordem mals baixa

X — (-'L_'PJ.) (A_x+c_“D) S
1 My 2xA, . W
Xs _ (4-P)P(AC+D) y
T ZxA, @ ©w®
onde

. L
L=z = (yee)
Cz_ .. __‘ Y ¢0522@2
(C2+y2)z ~ " sen2,

Em primeira ordem em x obtem-se

XX, = g (V2 3)D[i+t32‘f’ t922,] %

e substituindo
0s25 = C05(28,-2¢ ) =052¢ C°52@oa[i+t323°zt32(%?]

em (2.7) obtém-se

- - v2)2
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X)ﬁ? (yfa“' Es) P
2(1-v9)? s 29, ¥

0 mesmo resultado pode ser obtido em mddulo de (9.4).

AXD = Xm_ _an =

10. ESTADOS CARACTERISTICOS PARA BI'RREFRINGENCIA ELIPTICA CCM A-

TENUAGAO

Os estados caracteristicos para propagacao da onda po-
dem ser obtidos pelo métode de superposigzo como estados gue per-—
manecem invariados sob efeito simultidneo de birrefringéncia elip-

tica sem atenuagdc e dicroismo eliptico. . Indicando por S, o esta

2
do caracteristico préximo de¢ P,, a rotagéo‘infinitesimél de 5, em
torno de P, devida E birrefringénqia.eliptica sem atenuagdo de-
ve ser igual e oposta ao déslocamentb de 52 de Dl para D2 dévi~
do ao dicroismo eliptico.

© angulo £ entre S, e P, & da ordem de VY/W e uma vez
que Py e D2 tém mesna longitude, resulta que a diferenga de lati-
tude entre P, e §, & um arco da ordem de ba.qande b & um Angulc
pequeno da ordem de Y/W (Figura 10} . Aséim, a diferenga de lati

tude entre P; e $, € de 2a. ordem em ¥/W . Em ordem mais baixa

em /W)

I

20, = 20
29 = 29,

Indicando por 2{¢ a diferenca de latitude entre og es-

(10.1}

tados.P2 e S2

[

2@52 ZQZ B 20( (1_9.2)

resulta gue para o estado Sl (Figura 10):

ou ainda
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Ztl-_)ss. = 2@1 + 2 (10.2)
© que mostra que os estados caracteristicos para propagagdo da on
da com atenuagdo sac nao ortogonais.

Impondo a condigac de que os deslocamentos devidos &
birrefringéncia elipticé e dicroismo eliptico sejam iguais e opes
tos, resulta ' ' '
sene & Apdz = F-AX sen2sdz
ou l |

Ap seng =, AX sen?s

Congiderando o tri3ngulo esféricorPZSZR tem-se pela

‘lei dos senos em ordem mais baixa em - :

)

o i ‘
sené€ - sen(%-2%,)
sen¥ senlt

Assim ' 2
senf = sen2x 0529,
. .
Ap sen2x cos 29, = AX sen?2s
Em ordem mais baixa em 3}/11) tem-se
2s = 2¢,—-2¢,
e

sen2x = %} COS_Z@oa(tﬂz&oz* tcaZme)

. o
senZ2o¢ = Sen 2(1.0‘a Ty
-4 o
= 5 sen28 oy

Assim resulta que

= — : ' = 4 X
Qsz ‘g?" x ° tL)SI_- ((l)d' (10.3)
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onde

w oAy
X = 5-senZ¥ 3

em ordem mais baixa em.vVUJ;

0Os mesmos resultados podém ser obtidos calcﬁlando airg
tamente os estados elipticos caracteristicOS para propagagéo . da
onda com atenuagao, como & feito. a seguir.

O coeficiente de polarizagdo da onda € dado por
B= -t _ B
He — €,

Das eguagdes de Maxwell se obtem formalmente
v .
6.1 =1H
"U
)
N 0 0

(2)
onde

€ = jwe, | 0 pE=1

-~

s _ vy (10,4}
| S Y
e combinando com a equacac (2.10) se obtem
U_,u ' -
(6 165 - i)'lE =0 (10.5)
onde o » —
AMF X =M -j¥cosp
Al 2 :
%‘ié,,'i ="3iz’ P AN X -rseng [,
EjYTMzcosp =i )Q,M%se np —A+X

sendo M e demais grandezas definidas pelas equagdes (2.9), Resol-
vendo as duas primeiras equagdes de (10.5) se obtem o coeficiente

de polarizagdo:

=26

g _ e+ @ |
- u - (10.7)
Gkl -
onde (‘é A + %
. )L

v : s .
Expandindo Q em séries de poténcias de Y/U) resulta em

i

primeira ordem u ’ .
Q= 0 +y9

sendo

() = ¢ F(C+ V)T cos28 5 4 |

y=o . YL T sen2g, 7
ge = L F D v
oY (1-x)w

onde C e D s3c definidos pelas equages (9.8) e os sinais corres-

=5 @t-c.olePz.%

pondem respectivamente aocs da equagéo'(3.8). Assim,
g - J(tgf+9) + @
Gtgf -j+j3teR

Pode ser mostrado por cidlculo direto que R pode ser escrito na

forma
7] ‘j£9]61.4' (Qi
R — (10.9)
' @-Lt_‘ﬂ By — |
onde 9 ' a ' (10.10
Yle-A)= g |
e 0, & tal gue . | . (10,11)

(0,-0)(Q0,- 1) = §°&

Comparando (10.9) com (10.7) pode ser observado que os
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coeficientes de polarizag@c da onda com ¢ sem atenuagao sio formal
mente idénticqs. Assim, os resultados ﬁa.presenga.de atenuagdo po
dem ser transcritos dagueles na auséncia'dé atenuagdo interpretan-
t%ﬂi por ":aﬁ e Q, por Q.
Resolvendo a equagao “(106.11) para Ql e expandlndo o rew
sultado em primeira ordem em g obtem-se:
| | Q Q 2
= 9
e2-4 Y
Assim, em primeira ordem em QZ/QJ pode-se tomar

Q=9 (10.12)

Uma vez que a-elipticidade do estado de polarizagdc estd associa-—

da somente ac parametro Q, chega-se 3o mesmo resultado estabeleci
do na equaéﬁo (10.1), isto &, em primeira ordem em Y/ os esta-
dos caracteristicos com e sem atenuagao tém nesma elipticidade
(mesma latitude na esfera de Poincaré). .

A inclinagadc da elipse de polarizagdc estd asseciada

ao Angulo Aﬂ. dado entdo por
tq(f=) = —

ﬂla" { ' (10.13)

Substituindo as equagdes (10.8) se obtém:

ta(ﬁi B) =E= sen 2‘:926:.__ = 8,3

0 sinal negativo da equagdo (3.8} (e assim o da equagao acima})

corresponde 3 onda caracteristica "extraordinidria" (P, ou 52) e

Zlez ':.ﬁ —_ -Z“SEHZ‘:P -(--—-)—

Enquante que o sinal positive corresponde & onda caracteristica

assim

~28~
"ordinaria" (P1 ou Sl) e

Y = .ﬂ,_ + -izsenZ@z

54 ' (1-x)w

Deve ser observado que os resultados acima sao exatos (em x), en-

-3

quahto gue os resultado expresscs pelas equagdes (10.2) foram obti
dos em ordem mais baixa em x.

Pode ser mostrado (9) que os estados caracteristicos
com atenuag&é podem ser representados por élipses.que sdo imagens
espelho uma da outra com relagao a um plano que forma 45 com o

plano definido pela dlreqao de propagagac e o campo magnético.

11. CcoNCLUSOES

Os estados caracteristicos para birrefringéncia linear
e atividade 6tica sd& dependem respectivamente do campo magnético
transversal e iongitudinal. Assim, as'expressaes (5.2) e (7.2)
mostram que os efeitos de birrefring&ncia linear e atividade oti-
ca sobre a evolugao da polarizagdo da onda dependem essencialmen-—
te dos campos magnéticos transversal e longitudinal respectivamen

te. No caso

)/ 2 << j_ ' (11,1}

estes efeitos podem ser considerados completamente independentes;
um associado somente ao campo magnético transversal, enquanto gue
o outro somente ao campo longitudinal.
As considerégaes acima se extendem aos dicroismos line
ar e circular, como mostram as eguacdes (5.3) e (7.3). .
0 efeito da atividade dtica na esfera de Poincard & re
presentado por uma rotagdc em torno do eixo RL proporcional a YL’

enquanto que a blrrefrlngencxa linear & uma rotagdo em torxno do
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eixo LoLx Proporcional a-Yi. Estes resﬁltados permitem uma anili-
‘se qualitativa simples da evolugdo da polarizacgio da onda num
meio.

Um caso de interesse & a propagagdo de ondas de altas
frequéncias (microondas ou radiagio infravermelhas distante) para
diagndsticos de densidade de plasma e corrente de plasmé num toka-
mak. Para propagag¢io perpendicular ao campo toroidal, haverd o e-
feito de birrefringéncia iinear asgociado ac campo transversal
que & essencialmente o campo toroidal, e o efeito de atividade &ti
ca associado i componente longitudinal do campo poloidal (Fiqura
1}). Assim, a medida da atividade dtica permite_determinar.a den-

sidaderde corrente de plasma. A atividade Stica pura ocorre se
2
»qr << yi (11.2)

ou se o estado de polarizag@o inicial da onda for alinhado com o
eixo LOLX e a atividade 6tica for suficientemente pequena de for-
ma que o ponto representativo ndo se deslogue significativamente
deste eixo. De Marco e Segre(lo) propdem a medida do campo poloi
dal de tokamaks por rotag3c de Faraday nesta fltima condigao.

Se o estado inicial de polarizagic da onda for linear

e perpendicular ao eixo LoLx na esfera de Poincaré, o efeito de

birrefringéncia linear se torna miximo e se

2 : .
y'r >7 )/l_ (11.3)

este efeito se torna predominante. Neste caso, o efeito scbre o
estade de polarizacdc da onda € independente da corrente de plas-
ma, uma vez gue a birrefringéncia linear & asscociada essencialmen

te ao campo toroidal. Este resultado corresponde ac obtido nume-

‘ricamente por Craig

=30~

(11) que se a polarizagBo inicial da onda for

linear e em 45° com a diregdo do campo toroidal, a evolugio da j=ie]
larizagdo dependerd essencialmente da densidade de plasma € nao

da corrente. Segre(lz)

chega a este resultado por expansdes em s&
ries de potencias para a birrefringéncia eliptica.

Uma outra situagao de interesse & a propagagic da onda
num-percurso tal como © mostrade na Figura 12 {diregdo z). Se as
condig6es' 2 : _ . 2
B, <<B: e Yo<< i
forem satisfeitas, & f3cil ver da geometria do percurso e devido
ao fato do perfil de densidade de plasma ir a zero na borda que a
birrefringéncia linear serd um efeito desprezivel comparado com a
atividade dtica. Isto &, o efeito seéri uma rotagio de Faraday pu-
ra dependenfe da dénsidade de plasma e do campo magnético.toroidal.
A possibilidade de medida da densidade de plasma no‘Tdkamak'TBR(lﬂ
por rotagio de Faraday usando laser infravermelho & discutida em
maiores detalhes em outro texto(l4).

A equagdo para a evolugdo da polarizagdo num plasma mag
netizado incluindo atenuagao pode ser facilmente escrita a partir
dos resultados obtidos para dicroiémo eliptice. Entretanto isto &

discutido mais detalhadamente em outro texto(ls).
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FIGURA 1. Sistema de coordenadas
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FIGURA 2. Elipse'de polarizagio
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FIGURA 5. Atividade dtica e dicroismo circular

FIGURA 4. Birrefringéncia e dicroismo lineares

~ FIGURA 6. Estado caraderistico

P,




FIGURA 7. Birrefringéncia eliptica
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FIGCURA 8. Determinagéq do estado D
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