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RESUMO

Na primeira parte destas notas de aula abiordamos o compbrta-
mento da matéria nas vizinhangas dos pontos criticos-simples. :tntrodg

zimos os conceitos de expoentes criticos e de universalidade, descreve

mos as teorias cldssicas do comportamento critico e a teoria fenomeno-

logica de escala das fungoes termodinamicas e das correlacdes criti-

cas. Finalmente, encerramos a primeira. parté com uma descri¢ao da’teo

~ria do grupo de renormalizagdo, que forrece as bases microscdpicas pa-

ra as leis de escala. Na segunda parte destas notas estudamos ' quatro

tipos de pontos multicriticos que ji foram detectados em cristais: pen

‘tos -tricriticos, bicrfticos, tetracriticos e pontos de Lifshitz: Des-

crevemos a teoria de-landau e a formulagao das leis de escala nas vizi

nhangas destes pontos. Tambem descrevemos as principais caradterfstl
cas de alguns iodelos tedricos gue produzem pontos multieriticos - o
métamagnefa de lsing e o modelo BEG, que apresentam pontos tricriti-
cos, & o modelo ANNNI, gue apresenta um ponto de Lifshitz, Descreve-
mos a abordagem de grupo de renormalizacaoc no espago de Fourier para o
metamagneto de Ising'e as novas técnicas de aproximantes diferenciais
parciais para analisar o comportamento de escala nas vizinhangas dos

pontos multicriticos.

ABSTRACT

In the first part of these notes we treat the behavior of

matter in the neighborhood of simple critical peints. We introduce the

‘concepts of critical exponents and universality, and.we describe the

classical theories of the c¢ritical behavior and the phenomenclogical
scaling theories of the thermodynamic functions and the critical cor-
relations. Finally, we end the first part with a description of the
theory of the renormalization group, which gives the microscopic bases
of the scaling iéws. In the second part of these notes we study  four
types. of multicritical points which have already been detected in
solid crystals: tricritical, bicritical, tetracritical, and Lifshitz
points. We describe Landau's theory and the formulation of the scaling
laws in the neighborhood of these points. Also, we describe the main
features of some theoretical models which produce multicritical points
~ the |sing metamagnet and the BEG model, which exhibit tricritical
points, and the ANNNI-model; which exhibits a Lifshitz point. We pre-
sent the renormalization group approach in the Fourier space to the
1sing metamagnet, and the new techniques of partial differential ap-
proximants to analyze the scaling behavior in the neighborhbod of the

multicritical points.
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i. COMPORTAMENTO CRITICO - INTRODUGAC

Pontos criticos e multicriticos ocorrem num grande nimerc de

sistemas - fluidos simples e misturas de fluidos, materiais magnéti-

cos, cristais Ifquidos, superfiuidos, materiais ferroelétricos, ligas,

etc.. Inicialmente vamos abordar apenas os pontos criticos usuals e
considerar as propriedades ds matéria nas suas vizinhangas(l). Alias,
poder [ amos desta forma caracterizar um novo estado da.matéria - o esta
do crftiéo. Na segunda.parne.destas-notas;vambs A0S QCUPar com a ques

tao dos pontos multicriticos.

Todos conhecem o diagrama de fases de um fluido simples, co-
me a agua, que estd esquematizade na ?ig.r1a. Estamos usando um espa-
¢o de “caﬁpos“, que: 530 variaveis intensivas da termodindmica, assumin
do os mesmas valores em duas Fases que coexistem. As linhas cheias
mais fortes do diagrama p x T. sdo linhas de coexisténcia de fases

{transformagdes de primeira ordem). Ha um pohto-triplé, onde coexis-

tem trés fases, e um ponte critico, que corresponde ao "terminus" de

uma linha de.primeira ordem. Pode-sé notar que € possivel passar do

estado gasoso ao estado.liquido sem nenhuma anomatia termodinamica.

Talvez um diagrama de fases da densidade contra a temperatu-
ra seja até mais conhecido. (ver a Fig.. 1b}. Como agora. estamos usando
variéveis mistas, um_cahpo € uma densidade, surgem cléfamgnte as  re-
gices de coexisténcia de fases. Observande mais detalhadamente a re-
_giEo Cf;tica, nas vizinhangas de p_ e T_, podemos tragar um grafi-
co de 200 i;to €, da diferenga entre as densidades das fases
ligquida e gasosa, em funcao da temperatura (ver Fig. 2). Curvas desta
natureza Fdram analisadas por Guggenheim(z) ha cerca de quarenta anos

no caso de varios gases simples para T 5 TC. Em geral temos

vzo viren (1.1)

L %

A grandeza ¢ e o pardmetro de ordem da transigdo, que neste caso exj

be um ¢comportamento tipico das transicdes de sequnda ordem - & diferen

te de zern abaixo de TC , mas se anula acima de Tc' MNa realidade

poderia ser definido de cutras. formas, como PP+ PoOr exemplo, mas

sempre dande uma medida da diferenga entre as duas fases.

Nestas notas vamos nos concentrar no caso de solidos, em que
a transicdo de fases envolve uma quebra de simetria - hd entdo.uma fa-
se ordenada, que tem simetria mais baixa, e uma fase desordenada. Nes
te caso fica bem clara a definigdc de parametro de ordem.  Como exem-
plo, vamos estudar um ferremagneto, cujo diagrama de fases em termos
de variaveis de campo esta esquematizade na Fig. 3. A situagdo € ana
loga & da Fig. la, embora a alta simetria do ferromagneto torne este-
sistema bastante mais atraente sob o ponto de vista teérico. 0 grafico
da magnetizagae M em fungao do campo .H (que deve ser o campo inter
no, devidamente corrigido para eliminar os efeitos de desmagnetizagao),
esquematizado na Fig. 4, permite'uma boa caracterizagdo da magnetiza-'
gao esponténea,_Mo(T)'S M(T,H+D+) ,. que pode ser tomada como ¢ paridme-

tro de ordem § do sistema. Nas vizinhangas de ponto critice, a va-

“riagdo de ¢ com a temperatura pode novamente ser caracterizada pelo

grafico da Fig. 2. Deve-se notar que sempre hd uma variavel termoding
mica canonicamente conjugada ao parametro de ordem.- no caso de um
fluldo o conjugado de o, -0, -y Hp“Ug » a diferenca entre os  poten-
ciajs quimicos, enguanto no caso de um ferromagneto o conjugado € o
campe magnético internc. Em geral vamos dizer que § & o campo conju

gado a "¢ {no ponto critico temos T = T. & &= 0).

Prosseguindo nesta mesma linha podemos citar uma série de e-
xemplos de pardmetros de ordem. No caso de um antiferromagnéto,due se
ra qonsiderado_em detalhe mais adiante, o parametro dé ordem pode ser
dado pela magnetizacio espontanea de subrede (também chamada de magne-
tizag3o "staggered”, ou alternada). Nesté casc o campa conjugado & um
campo alternado, que muda de direcioc em cada subrede. 0 campe flsica,
que se comsegue no laboratorio depois de cerrigidos os efeitos de des-
magnetizagio, estd acoplado & magnetizagdo termodindmica. ¢ campo al-
ternado, no entanto, tem grande'ﬁtilidadc teorica, embora raramente,

56 por acaso, possa ser realizado experimentalmente.

I.1. EXPOENTES CRITICOS. UN1VERSAL!DADE

As proximidades da regiao critica tém sido caracterizadas pe
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ios "expoentes criticos™. Vamos utilizar a linguagem do ferromagnetis .

mo para definir alguns expoentes {a transposicdo para outros sistemas
é bastante obvia):

(i) o expoente B & definido pela.relagao
vnoaiel® (1)

onde t = (T-TC)/TC e Y= M(T,H+U+) , isto &, ¢ € o pardmetro de or
dem com o campo conjugado £ = 9. Q sinal ~ designa um comportamen-
to assintdtico nas proximidades do ponto critico. Valores tipicos . de

B estdo na faixa entre 0,31 e 0,34. Assim,. por exemplo, para o latao

¢,293, para o dioxido de carbone 8 % 0,321, e para © xendnio”

B R
B X 0,31,

(ii} o expoente Y estd relacionado 3 suscetibilidade x(T,H)S
= (BH/BH)T., isto &, a resposta da variavel termodindmica associada ao

parametro de ordem & um estimulo produzido por seu campo conjugado. As

“sim temos

‘ &itrY' para T>_.Tc .
X(T,H=0) ~ _ ' ' (2}
e e} para T< T

Em geral os expoentes Yy e Y' estdo numa faixa entre 1,23'e 1,25 pa
ra fluidos ou materiais magnéticos anisotropicos. Para materiais mag-
neticos altamente isotropicos estes expoentes estao em geral entre

1,35 e 1,39.

(i1i) o expoente & esta associado & isoterma critica, sendo de-

finido pela relagao
. 8
Hov M(T=T 1) 3)

Valores tipicos de & estdo entre 4,2 e B,5.

(iv) o expoente a , associado ao calor especifico, & definido pe

la relagdo

A+ ¥t|‘a para T>T_..

C,op v _ oW
-ryd

AL 1tl™ para T <T

Em geral o e a' sdo muito pequenos mas positivos. Nesta notagao
uma divergéncia fraca, de carater logaritmico, seria caracterizada por
o = 8; por outro lado, a =0 também pode significar um caler especi-
fico finito na temperatura critica, com uma possivel descontinuidade
ou entdo uma forma de cuspide em torno de T A notagcdo ¥ = 0 sig-
nifica volume comstante.no caso de fluidos, ou campo nule no caso de

ferromagnetos.

Deve-se observar que sempre hd uma certa-ambigiidade na medi
da dos expoentes criticos. Qual a regido assintotica? Serd que o com
portamento assintdtico ja teria sido atingido?  Estas questoes se tor-
nam ainda mais graves na preéenéa de fenomenos de cruzamento, que se-
rio considerados mais adiante. No entanto, .cabe aqui um compromisso
entre o tedrico e o fisico experimental. Talvez muitas dividas se dis
sipem pela observacao de dados experimentais obtidos com extremo cuida
do.e paciencia - num papel.lég-log,estes dados muitas vezes podem

ser- associados a retas por varlas décadas de valores de log |t].

E importante notar que os valores dos {ndices criticos sao a
proximadaménte os mesmos para materiais tdc diversos como fluidos ou
cristais ferromagnéticos. Quais sdo ent3o os fatores que definem os
indices criticos? Modernamente se reconhece que a "classe de universa
lidade 3 qual pertence um certo ponto critice & independente da maior
parte dos detalhes das interagoes microscopicas que estao em joge, mas

depende de algumas propriedades fundamentais:

(i} a dimensionalidade espacial d 'do sistema. MNos casos ordind
rios d =3; d =2 em fendmenos de superficie; d = 4 representa uma

espécie de Fronteira de grande interesse teorico.

(it} a simetria do parametro de ordem, representada normalmente

pelo nimero n de componentes de Y . No caso de ferro ou



antiferromagnetos uniaxiais nr = t; n =2 na transigao superfluida;
n =3 para ferromagnetos clbicos isotrdpicos. Em linguagem mais téec-
nica, n. & a dimens3o da representacdo irrédutivel associada ao para-

metro de ordem.

{1ii) o alcance das for¢as mi¢roscopicas de interagdo. Em geral,
nas situagdes de interesse flsico, as Interagfes s&o de curtoe alcance.
As forgas de longo alcance sac as interagces dipolares e as forgas e-
lasticas, par. exemplo, gque. em muitos.-casos desempenham um papel secun-

darie.

I.2. TEORIAS CLASS!CAS DO COMPORTAMENTO CRFTICO

A equagdc de van deér Waals para a transig3c 1fquide-gds de
um fluido, que ja completou mais de um século de existdncia, constitui
a primeira temtativa tedrica bem sucedida de explicar o comportamento
critico. As teorias de Curie-Weiss pafa:o ferromagnetismo, de Bragg-
Williams para as ligas binarias, de Néel para o antiferromagnetismo,

constituem também exemplos anilagos ao da’ teoria de van der Waals. To

das estas teorias do comportamento criticoe, geralmente conhecidas como

teorias de campo médio ou. campo efetivo, bem como os seus varios tipos

de aperfeigoamentos ou generalizagoes, acabam produzindo uma expressac
para a energia livre que tem uma forma geral proposta por Landau(h) em
1937. Na linguagem dos ferromagnetos a energia livre de Landau é dada

por

2 4

G{T,HY = - MH + A+ BM" +CM + .0, (5)
onde os coeficientes A, 8, C,... sdo fungdes anaiiticas da temperatu
ra {devido 3 simetria do ferromagneto n3o surgem nesta expansao as po-
téncias {mpares da magnetizagao}. Nas vizinhancas de um ponto critice
usual. A e  C devem ser praticamente constantes, ao passo que B de

ve variar linearmente com a.temperatura. Assim temos

AT A AT . (6a)

BT & B(T-T) , onde B0 (6b)

Cmox o) >0 . (6c)

Para campo nulo e nas vizinhangas de TC , a energia livre pode ser re

presentada esquematicamente pelos graficos da Fig. 5.

A partir das Eqs. (5) e (&) é facil mestrar que a magnetiza-
¢30 espontdnea serd dada por
2

Mo -
o

Nlme

T, 7

ou seja, B = 1/2. Por outro lado, a suscetibilidade a campo nulo se-

rd dada assintoticamente por

(ISP B : s
X 5 (T Tc) para T> Tc (8a)
e
X v oo (T -T)_1 ara T<T (8b)
TE e P c
Isto indica que Y=<' 2! e que C#/C- = 2. A lsoterma critica se~
ra dada por
Hov o bei® (9)

ou seja, & = 3. Também é possivel mostrar que o calor especifico a

campo nule nag diverge, sofrendo apenas uma descontinuidade através de

T, . Entao temos o =ca' = 0.

c

€ Tnteressante observar que os expoentes criticos classicos

satisfazem as desigualdades

@' + 28 + v' 22 (Rushbrooke) (ro)



o' + B(1+8) 2 2 {Griffiths) - (11)

como igualdades estritas. Estas desigualdades podem ser provadas em
termos bem gerais, para fluidos ou ferromagnetos, com base apenas em
(5)

argumentas de convexidade ou de estabilidade termodinamica

é interessante notar que nas proximidades do ponto critico temos

2
2 .
GTLH) -an-—H o o1 g2 H_ (12).
' 2B (T-T ) 2% ¢ et )32
¢ ¢
ou seja,
G(T,HY - A ~ 2@ F{E%J , (13)
. _ .
com
F{x) = (constante) < C . (14)

e A=RS. A £q. (13} constitui a chamada ”formé de escala’ da ener-

gia livre classica.

I.3. 0 MODELO DE iseng e

E AS FALHAS DAS TEOR1AS CLASSICAS

0s valores dos expoentes criticos obtidos através da energia
livre de Landau estao em franco desacordo com os resul tados axperimen-
tais mencionados na se¢do 1.1. Também estao em desacorde com alguns

calcitlos rigorosos de modelos estatisticos e .com resultados obtidos a-

través de analises das expansdes em séries de certas grandezas termodl

ndmicas.

Na realidade hd muito poucos modelos estatisticos nao tri-
viais gue podem ser resolvidos exatamente. Dal vem a importancia do

modelo de Ising, que pode ser definide pelo hamiltoniano

Também

.8.
H=-4 ] oo -HJ o, (15)
Gpn ' i
“onde o, = %1 , ¥i , e a primeira soma € sobre os vizinhos mais proxi-

i
mos de-uma rede cristalina. Em uma dimensdo (d = 1}, as fungdes terme

dindmicas do modelo de bsing sdo perfeitamente analiticas. Em d = 2,
para H = 0, Onsager produziu uma solugao famosa, a partir da qual ob-
temos o = a' = 0 {divergéncia togaritmica) e B = 1/8 . Outro resul

N

tado rigoroso em d=2 & Yy =v'=7/4 £ interessante observar
que a desigualdade de Rushbrooke (Eq. 10) = & obedecida como uma igual-
dade .embora o nove conjunto de valores dos indices a, B e Y seja di-

ferente tanto dos dados experimentais quanto dos resultados classicos.

Em d =3 nao ha solucdes exatas para as fungoes termodind-
micas do modele.de Esing. No entanto, nes altimos trinta anos foram
desenvolvidas técnicas de expansoes em série 8); de altas ou de baixas
temperaturas, gque com um enorme trabalho permitem a'obtengéo de valo-
res para os Tndices criticos, dentro de um certo intervalo de erro. Na
tabeta abaixo indicamos os melhores valores para os indices criticos
de modelo de I1sing tridimensional por ocasido da publicagdo do tercei-
ro-volume da série sobre fendmenos criticos aditada por Domb e Green

(1974) -

TABELA DE EXPOENTES {RITICOS

Landau ) ;sing ésing Experiéncia E;Fir;co
8 3 + |x%- 0,312 (5)| 0.3 - 0,35 T
Y,y 1 % e %—: 1,25 1,2 - 1,4 Y =2
[ 3 15 % 5,00 (5) 4,2 - 4,8 5
o0 0 0flog) | & % = 0,125 20 -1

A tabela acima indica ¢laramente que o medelo de lsing tridi



mensional, apesar de toda a sus simplicidade, apresenta valores para
05 expoentes criticos que se situam nas proximidades da faixa experi-
mental. 0s valores classicos devem ser seguramente descartados (mais
adiante vamos ver que eles seriam validos para uma situagac em que
d s 4); bor curiosidade incluimos na Gltima coluna da tabela os valo-
res exatos obtidos para o modelo esférico(g)
tuagdo bastante artificial em gue as variaveis de spin pertencem ao do

P . s = 2
minio dos reais, mas com a restricac global de que E g, = N
i

Antes de encerrar esta secac seria interessante apontar que
hd virias maneiras de resolver aproximadamente o modelo de ising, sem~
pre produzindo_uﬁa expressac do tipo da Eq. (5) e, portanto, expoentes
classicos ]U); Por exemplo, basta supor que a magnetizagdc m por spin

esteja fixa-e escrever a energia livre na forma

G{m). = U -T5. . . - ' (18)
oﬁde
5 = ksﬁnw ) : {17)

com M = Nm = N+ “H_ e NM=H_+N_ . Se pudéssemos obter uma ex-

pressdoc rigorosa para a eaergia interna U com o vinculo de m. fixo

o problema poderia ser resolvido exatamente {bastaria retirar o vincu-

lo, minimizando @ em relagao a. m). A aproximagdo usual de campo mé

dio consiste em partir da Eq. (5) e fazer

U = <H> ¥ -4 Sg mz - H¥m

onde q & o ndmero de vizinhos na rede. Agora é simples escrever a e

nergia livre G(m) na forma de Landau.

I.4. TEORIAS DE ESCALA DO COMPORTAMENTO CRITICO

A expansao da snergia livre em uma serie de poténcias do pa-

, que corresponde a uma si

(18) .

.10,

rametro de ordem & uma hipdtese demasiadamente forte. Para o propric
modelo de |sing bidimensional a solugdo de Onsager indica que n3o €
possivel escrever esta série com coeficientes que sejam fungoes anali-
ticas da temperatura. As modernas hipdteses de escala, por outro la-
do, sdo mais fracas, propoem apenas certas formas gerais para os poten
ciais termodindmicos, e ndc produzem valores para os.expoentes criti-
cos. Embora n3c permictam uma abordagem microscépica dos fenmenos. cri-
ticos, as hipéteées de escala apontam um caminha bara gereralizar as e
quagoes de van der Waals ou de Curie-Weiss. 0O embasamento microscopi=
co das tecrias de escala seré fornecido posteriormente pela moderna

teoria do grupo de rencrmalizagao..

A hipbtese dé escala consiste na suposi¢ao de que, nas proxi
midades do ponto critico, a parte singular da energia livre possa ser

escrita na forma de uma fungao homogdnea generalizada, isto &,

. _ a b )
Gyng(EH) = AGOT,A0H): (19)
onde X  assume qualquer valor e os expoentes a e b sao dois parg-

R . a,
metros, Em particular, fazendo. A7t = 1 temos

1 .
G_.. (t,H) t G[l,tb/a] | {20}

Chamando G(1,x} = F(x). e redefinindo os expoentes a e .p temos FI

nalmente

Gsiﬂg(t-,H)- = .t Fi—

(21}
A partir desta Gltima expressio todos os Tndices criticos termodindmi-
cos podem ser escritos em termos de o e A . £ facil verificar que
as desigualdades de Griffiths e de Rushbrooke, por exemplo, sao imedia

tamente satisfeitas como iguaidades.

Em particular, a magnetizacdc & dada por

= |36] _ 2rosdo M) B [ H .
M= [BH]T L F [tA} t Y[tA]' . {22)



1.

Esta expressao pode ser reescrita na forma

B

ﬂi.i_-,'i). - Y[L] , (23)

donde vem a sugestao para a denominagao e de escala'. be fato,quan

do M/t® for colocada num grafico em fungaa de n/t? os dados exper]

mentais nas vizinhangas do ponto critico devem se situar ac longe de

duas curvas universais definidas pela funcdo Y{x) (que pode ser dife-
~ rente acima e abaixo de Tc). Neste sentido, B e & s3o os expoentes
que definem as escalas apropriadas para a magnetizagao & o campo magné
tico respectivamente. Ha excelentes confirmagoes experimentais das

{11} {12}

ieis de escala . Na Fig.b apresentamos o ajuste de Ho & Litster

para os dados experimentais obtidos com o composto {r Brg.

1.5, TEORIA DE ESCALA DAS CORRELAGCOES CRITiCAS

Nos definimos o ponio critico como o "terminus" de uma linha
de primeira ordem, o ponto onde o parametro de ordem vai a zero. Uma
definigio alternativa, mais microscopica, pode ser dada através da di-
vergencia do comprimento de correlagac associado ao parametro de or-

dem. " Na pratica estas duas definigdes sdo equivalentes.

Seja entdo ¥(r) uma variavel micrescopica ou guase-micros-
copica associada ao parimetro de ordem ¢ (pode ser a densidade de par
ticulas, num fluide, ou a magnetizacdo total, num ferromagnete,numa pe
quena regido com centro em r). A fungdo de correlacio de pares & de-

finida por
D) =@ w(0)> - @ <wln> (24)

onde. ja estamos considerando uma situagdo com simetria translacional.
Normalmente, a transformada de Fourjer.de T & diretamente acessivel

em experiéncias de espalhamento de luz ou de néutrons.

No ponto critico I decai como uma lei de poténcia,

12,

:

ficando assim definido o expoente n. Fora do ponto critico T decai

exponencialmente para r grande,
I ~ exp (- %) , {26)

onde o comprimento de correlacdo £, para f = 4 ¢ T proximo de Te,

é dado por
£~ g™ ou g™, (27)

ficande desta forma definidos os expoentes v e ' para T maior ou

menor. do gue TC respectivamente.

As teorias classicas, do tipo campo médio, que no contexto
das correlagdes criticas foram inicialmente desenvolvidas por Ornstein
e Zernike, fornecem os valores n=90 e v =v' = 1/2 , independente-
mente da dimensionalidade do sistema. 0s resultados exatos de Onsager
e Kaufmann para o modelo de Ising bidiménsional dao n=1/& e v=u'=l,
em marcaﬁte desacordo com os resu!tados_é]éssicos. Para © modelo de
{sing tridimensional, as melhores andlises das séries de altas tempera
turas até ha poucos anos{s) atras forneciam os valores n = 0,05(2) e
v = 0,643(3). Nas experiéncias, n se situa entre 0,03 e 0,i , en-
quanto v fica entre 0,62 e 0,7 , definitivamente distante dos va-

lores classicos.

Podemos agora construir uma teoria de escala para as fungdes
de correlagao:
H

_ a_ .b_.,c, _  -i/b r B
Tlr,t,H) = AT(A%e, A0, ACH) = ¢t F[;57E , 2275] (28)

Escolhendo convenientemente os expoentes a, b e ¢ temos finaimente a

forma de escala

Pl H) = cvtdm2en) o

L., iﬂ] : (29)
t
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Expressando a suscetibilidade termodinamica como uma soma sobre corre-
lacdes (teorema da flutuagdo - dissipagao da mecanica estatistica) ob-

temos a relagao de Fisher
v = {2mv (30)

que. pade ser rigorosamente provada como uma desigualdadé, (2-mv = v,
sob. certas condigaes(S). Portanto,. 71 e V. estao relacidnadps, nao
sSo. expoentes criticos independentes. “Isto significa que ha, na reali
dade, apenas trés expoentes independentes - dois termodinamicos e um

relacionado as correlagdes.

Sera que € possivel expressar todos os expoentes criticos em
termos. de dois expoentes. termodinamicos? A resposta afirmativa a esta
questao. & fornecida pela relagao de hiperescala,

B=-y+vd . ou w=2-a 3N

(12)

um dos pontos mais coatrovertidos das teorias de escala. Houve ate

que constftuiu, até a recente publicagio de um trabalho de Nickel

quem afirmasse que as relagoes de escala énvolvendo a dimensionaiidade
nao seriam validas para o modelo de Ising em d = 3 , ou quem tentasse

definir a dimensdo andmala. do vacuo

w = d == . (32)

Be fato, numa analise recente das expansoes em altas temperaturas para
(14). . .
estima o3 expoentes criti-
cos A= 1,563 = 0,003 , vy =1,250 + 0,003 e v = 0,640 - 0,637 . A
partir destes valores temos 24 - dv - y = - 0,038 + 0,012 , que & de~

o modelo de Ising tridimensionat, Baker

finitivamente diferente de zero! Além disto os valores disponiveis es

tavam em concordancia com as desigualdades dv 2 2 - g e dv 4+ ¥y 2 A,

que podem ser estabeiecidas mediante algumas hipdteses gerais sobre o .

compor tamento das fungdes de correlagdo.

A reia;io de hiperescala pode ser obtida heuristicamente de

by

varias maneiras. Basta, por exemplo, comparar a forma de escala da e-

nergia livre,

_ 20 H
G{T,H) = t F[tA] , {33)

com uma forma para a energia livre por spin obtida atraves da relagio'

G
oty = -fofal (38)
- |

onde L € a dimensio macroscopica da rede. Perto do ponto critico te

sy

mos LW E vt Partanto, devémos ter 2 - o =dv . A validade da

rela¢ao de. hiperescala para o modelo de Ising tridimensional foi indi-

(13)

para & série de altas temperaturas da fun¢ao de correlacdoc de pares na

cada num trabalho recente de Nickel que consequiu obter 21 termos
rede cubica de corpo centrado {cinco termos a mais do que nos traba-
lhos anteriores!). Uma analise preliminar desta série mostrou. que
v o= 0,631 * 5,003 e vy = 1,239 + 0,002 , ou seja, apesar
das expectativas o expoente vy ndo deve assumir o vaior mals atraente
5/%. Estes novos resultados sao consistentes com os calculos de grupo
de renormalizagéo de Le Guilloy e Zinn-Justin‘lS), vy = 1,241 = 4,002 e
v = 0,630 £ 0,0015. Portanto, vindicada a hipdtese de hiperescala, es
te & um bom momento para iniciar a apresentagdo do esquema do grupo de
renormalizagao, que tenta uma justificativa microscopica para as rela-

¢Oes fenomenoldgicas apresentadas nas duas (ltimas secdes.

1.6. 0 ESQUEMA DO GRUPO DE RENORMALIZA§ﬁ0(16)

0 esquema do grupo de renormalizagdo (GR) forma uma base con
ceitual para as idéjas de universalidade e para as formas de escala.
Poderfamos mesmo dizer, embora haja discordancias, que o esquema do GR
fornece as bases wmicroscopicas que estavam faltando nas teorias de
escala. - Além disto, o GR proporciona uma técnica muito eficiente para
caleular valdrES-para 0s expoentes criticos e nisto, sem divida, resi-

de. tode o seu sucesso.
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Nas proximidades do ponio critico o comprimente de  correla-

¢do. £ € muito grande, muito major do que a distdncia minima represen -

tada pelo par3metro da rede. Portanto, segundo a fdéia inicial de Ka-
danoff, & possivel diminuir o almero de graus-de liberdade de um siste
ma - num modelo de spins,'por exemplo, o5 spins SituadOS dentro de  um
bloco de. dimensao b , com b << £ , teriam um comportamento coerente
e seriam substituidos por uma nova variavel efetiva de spin. Esta
transformag3o de escala,.envolvende um fator b npos comprimentos e um
fator ¢ no valor dos spins, conduziria a um novo hamilteniano H' com

a mesma. forma de H. Assim podem ser obtidas relactes de recorréncia,

presumivelmente analiticas, entre os . parametros.de H' e de f . Na

criticalldade, apds um certo nimero de transformagoes, depois que se e
liminam os sspectos irrelevantes do hamiltoniano Inlicial, devemos atin
gir um ponto fixo H* da transformacao. Isto se verifica porque na

criticalidade E wvai 3 infinito, nao se alterando com uma mudanga na

escala de.comprimentos.

Numa 1inguagem um pouco mais matemitica as etapas do GR -sdo

as- seguintes:

(i} dado W[d] = H[c:l/kBT , obtém=se H'[o'] pela transformegdo

H = RH ' (35)

onde a barra na agBo H wvai ser omitida para simpTificar a notagdo. A

transformacao R deve preservar a fungdo de partigao, isto &,

1
ZNBﬂ =Tr eH =Trt eH = ZNQEV]_ y (36)
onde N' = N/BY . como j& dissemos, a transformagao R implica uma
mudanga de escala
> - + ) '
LR AN (37)

que preserva a densidade espacial dos graus de liberdade, e uma renor-
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malizagao dos spins,
oy : '
;
1 =
U? > U?; = = , {38)

que. geralmente preserva a magnitude das flutuagdes ciiticas (na reali-
dade o fator c pode até ser diferente em cada etapa da transforma-

gao, isto &, podemos ter ¢ = c{H)).

{i1) feita.a transformagao R , podemos escrever as novas expres-

soes para a energia livre por spin e para a fungdo de correlagao de pa .

res,

sl - %0 (39)
e

. -+ . .
T‘[r;H] = <:2 F% s HY . (&0
{iii) agora a transformagao deve ser repetida varias vezes,

HO= RH O, HY' = RH, Ll (k1)

Na criticalidade devemos atingir um ponto fixo da trans
formagao,

K- R | | (42)
Néstas condigoes éemos

T HY) = *2 ?[E; H*]. C _ ) _. (43j

Como a fungao de correlag¢ao de pares na criticalidade deve ser _Aada

assintoticamente pela expressdo (25), ja temos aqui uma informagao so-

bre o indice critico 1,



b 2 = ox ()

Perto da criticalidade podemos linearizar o hamilteniano H

em tornc.de H* . Assim. temos
RH = R(H*+hQ) = H* + h £ 0 + ... (&45)

onde L & um operador linear. Escrevendo agora 0 numa representa-

c3o diagenal em termos dos autovetores de L temos
H* = H + 7} h. 0. (46)

com

(47}

onde vamos escrever Aj_= bJtJ para garantir a propriedade de semigru-

po da transformagao R.

Temos agora uma base clara para discutir as idéias de univer
salidade e formular as tecrias de escala. 0 conjunto de valores {hj}
parametriza o hamiltenianc inicial, ¢ as sucessivas iteragdes definem
linhas de fluxo no espago dos hj's. Para Aj > 0 ,; o operador Q. é
chamado relevante; para Aj < 4, o operador Qj & irrelevante. £ cla
ro que apds -um ndmero grande de_iteragaes apenas os operadores reievan
tes permanecem, conduzinde o hamiltonianho para longe do ponto fixo.Por
tanto, na criticaltidade devemos zerar todos os parametros h, que cor
respondem a operadores relevantes (o caso de um operador marginal, pa-
ra o qual i, =0, precisa ser tratado a parte}. Diferentes pontos

fixos #H* devem correponder a diferentes ''classes de universalidade'

critica; no espago dos pardmetros ha regides distintas que podem produ

zir fluxos para cada um destes pontos fixos.

No caso de um ponto c¢ritico usual hd dois operadores relevan

tes - aa linguagem dos ferromagnetos, um deles poderia ser identifica-
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do com a energia e o outro com a magnetizagao. Assim, podemes fazer
h1 =t e h

5 = H . Na criticalidade devemos ter h1 = h2 =0, ou se
ja, t=H=10.

A teoria de escala surge naturalmente a partir desta formula

¢ao. Apds £ iteracdes, a energia livre pode ser escrita como

AL b4 A3£

_ -l M 2
G(hl,hz.hy...) = b. G(b " hy s b T by, b hy

h h

_ d/ A 2 3
= h, Gt , hlhzﬂl , h1"3”‘1 y eaa) . (48)

Com h1 =t , h2 = H', e h3 =g temos:

d . s __d
T; =2-a,ouseja, \y=5->0 |, (49)

P
™~

A= RS>0, {50}

P
-

wi

. = ¢ » ) (51)

orde ¢ ¢ denominade expoente de cruzamento. Como A3<D temos ¢<0 ,

de tal forma que assintoticamente, mesmo para a # 0 , vem

Glh uhyshen ) & 2% R g0, 0, (52)
. t

gue € a hipotese de =scala para a energia llvre nas vizinhancas de um

ponto erftico.

A teoria de escala para a fungao de correlagao de dois pon-

tos. & construida de maneira analoga:
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e PR X
P(FitH,g,...) = b (72 PEib L, b, %, )

d-2+n
=t :E T

. H g ]
D1, ) s e (53)
t"ll}\l tlz/ﬁ] t;l3/l| ]

onde I/K] =V , ou seja 2-0 = dv , ficando imediatamente satisfeita

a relagac de. hiperescala. Além disto o teorems da F?utuagéo'-dissipa—

¢do da

2+d _ N
Y = T ou ?\2 s = "3 . {54

Portantao, h1 e AZ {ou A1 e .¢c ) sao suficientes para determinar

todos os expoentes asscciados & um ponto_Crftico.

1.7. A EXPANSAD EM £ = 4-d

Atualmente ha varios esguemas para realizar aproximadamente
a transformagioc R. 56 existem calculos exatos em d = 1(]7)
rios modelos, inclusive para modelos que tém transigdes de fases),e co
megam a surgir alquns resultados rigorosos para tentar justificagdes

de todo este esquema(ia

A técnica de expansac em torno de d = 4 , proposta por Wil-
son e Fisher(16), teve um enorme sucesso devido 3 facilidade de traba-
lhar com o paridmetro pequeno ¢ = 4-d . Como exemplo, vamos partir de

um hamiltoniano isotrépico a campe nule, dade pela expressao

ng g (55)

-+ R . .~ -+ -+ - .
onde S, representa um spin n-vetorial na posigao T e J{r-r') & u-

ma intefagho de Intercdmbio de curto aicance. A fungdo de partigao do

sistema sera dada por

{para v&.
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e o na s
- egﬂang"s+G(§’E-sz)e3H {56)
r

]}
3} ror

Substituindo agora a fungdo & por um fator de pese, isto &, fazendo

{ 3] | 2
5[33 - 52] — exp L- % 33 - uggi | R (57)
T o cl )

e passando para a representagao de.-Fourier dos spins, podemos escrever

a fungao de partigaoc na forma

Z =1|4d l%_;\ M _ (58)
L.q E
ende
— 1 7 -
f=-3 [} + qz + 0{q )! §+ .o, -
= q -q
_u[{i.(&.—r'g&)(&:-'g-r-r —)-}+"" : (59)
a  q q‘  -9-q'-q"
-+ ‘)’. +“
9 9 g
com r = {constante) {T-T) , u>0 , e o vetor q limitado & pri-

. . . . - > - -
meira zona de Brillouin {isto €, com qu < w/fa , onde a e o parame-
tro da rede). Para um hamiltonianc mais geral & claro que os coefi-

cientes dos termos de spin seriam muito mais complicados.

A transformacde de GR consiste agora na eliminacdo dos graus
de liberdade correspondentes a valores do vetor de onda a situados
numa coroa externa da zona de Brillouin, definida por 1/b £ %Eia/ﬂs i
(ou seja, sao eliminadas as flutuagoes de spin correspondentes a peque
nos comprimentos de onda). Esta eliminagao & feita de maneira aproxi-
mada, supondo=se que u seja pegueno (de ordem menor ou igual a €}, e
uytilizando as propriedades da integral gaussiana para tratar ¢ termo
quartico perturbativamente. 0 hamiltoniano Wl tera 3 mesma forma

que H com as seguintes relagoes de recorréncia em ordem dominante,
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. )
' = b Lr + & (ne2) u AI] {60)

u' =u [1 + gfnb = 4 (n+8) u AZ] R (61}

onde A] e A2 s30 constantes estruturais produzidas pela integragao

d-dimensional. Além disto ainda temos

' 2
2o b?.—d+0(u) . . - (62)

ou seja, " =10(€z) . E facil verificar que as relagoes de recorren-

*

cia (60).e (61} conduzem a um ponto fixo trivial. r* =u* =0 e & um

ponto fixo nao triwvial -

A

* _ _.1 fnb _ n+2 .
o= - 1 Py (63)~

2 1 = "-"2'

b .
e

. _ efnb. _ '
uoo= N+ Az' : (64}

que. s& & estavel para € > 0 (ou seja, d < 4) . Na Fig. 7 esbogamos

os diagramas de fluxo para d < & (éuando o ponto fixe nao trivial po~ .

de ser atingido através de um certo eixo) e para d > 4 {quando o pon-

to fixo ndo trivial & totalmente instavel).

Diagonalizando as relagbes de recorréncia em torne do  ponto

fixo nao trivial temos

Ay o= 2- EE% £ + Y _ : (65)
e
R o (56)
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£ notavel observar que nestas expressoes, 2m perfeito acordo com as
idéias de universalidade, apenas comparecem a dimensicnalidade d da
rede cristalina e o nimero de componentes n do parametro de ordem.
Como Xu <D para d < 4 | a variavel u € irrelevante. Portanto, em
ordem £ todos os expoentes criticos podem ser calculados a partir de
(65) e da relagaoc n = D(EZ)
Ising) e d =3 temos B=0,3;7v=1,2;8=5;a=02;v-= 0,6,

Em particular, para n =1 (modelo de

que podem ser comparados com. os valores apresentados na tabela da se-
¢ac 4. E interessante observar que o, = A fHy = E/2 5 0u seja ¢ =
=-0,5 em d =3, a que pode acarretar certas corregoes nas formas
as;intéticas de escala. Para d > & , por outr6 lado, apenas o ponto
fixo trivial pode ser atingido, e todos os expoentes criticos assumem

os seus valares classicos.
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Até infcios da década de 70, antes do aparecimento da técnica de
grupo de renorma!iéagéo, ha varios trabalhos de revisdo sobre fe
nomenes criticos: M.E. Fisher, "Lectures in Theoretical Physics',
Vit C (Boulder,.Univ. Colorado Press), 1965; M.E. Fisher, Repts.
Progr. Phys. 30, 615 (1967}; P. Heller, Repts. Progr. Phys. 30,
731 {1967); L.P. Kadanoff at al., Rev. Mod. Phys. 39, 395{1967};
H.E. Stanley, “'Introduction to Phase Transitions and Critical
Phenomena'' (Oxford Univ. Press}, 1971.

Trabalthos de revisao mais atualizados podem ser encontrados nas
varios volumes da série '"Phase Transitions and Critical Phenome-
na't, editada por C. Domb & M.5. Green {Academic Press}, que pas-

saremos a designar por Domb-Green.
E.A. Guggemhein, J. Chem. Phys. 13, 253 (1945).

Ver, por exempio, o trabalho de revisdo de P, Heller citado na
Ref. 1.

Ver o capitulo sobre transicoes de fase de segunda ordem em qual
quer das edigdes do texto de Fisica Estatistica de L.D. Landau e
E.M. Lifshitz.

Ver o artigo de R.B. Griffiths no veiume 1 de Domb-Green (1971}.

Ha um 1ong6 texto sobre o modelo. de Ising: B.M. McCoy e T.T. Wu,
The Two-Dimensional Ising Model' (Cambridge, Mass.,Harward Uniwv.
Press), 1973. Uma das solugdes mais elegantes do modelo de Ising
bidimensional, através da redugdo a-um sistema de férmions, fol
obtida por T.D. Schultz, D.C. Mattis e E.H, Lieb, Rev.Mod. Phys.
36, 856 (1964).

D.B. Abraham, J. Stat. Phys, 19, 349 (1978).
Ver, por exemplo, o volume 3 de Domb-Green (1974).

T.H. Berlin e M. Kac, Phys. Rev. 86, 821 (1952). Ver, por exem-
plo, o artigo de G.$. Joyce no volume 2 de Domb-Green (1971).

Ver por exemplo, L.G. Ferreira, S.R, Salinas e M.J. Dliveira,
Phys. Status Sob. (b} 83, 229 (1977).

(11)

(12)

(13)

(14)
{15)
(16)

(17

(18}
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Ver, por exemplo, as seguintes revisoes de trabalhos experimen-
tais: M. Vicentini-Missoni, Escola de Varenna de 1970, n? 51,ed.
por M.S5. Green (Academic Press, Nova York}, 1971; L.J. De Jongh
e A.R. Miedema, Adv. Phys. 23, 1 (197&).

J.T. Ho e J.D. Litster, Phys, Rev. B2, 4523 (1970).

B. Nickel, Escola de Cargése sobre Transigdes de Fases, 1380; B.
Nickel, Physica 106A, 48 (1981).

G.A. Baker Jr., Phys. Rev. B 15, 1552 (1977).

J.€. Le Guillou e J. Zinn-Justin, Phys. Rev. B 21, 3976 (1980).
Ver o excelente artigo de revisao de M.E. Fisher, Rev.Mod. Phys.
46, 597 (1974). Para maiores detalhes ver também X.G. Wilson e
J. Kogut, Phys. Rept. 12C, 75 (1974). 0 volume 6 de Domb-Green

(1976) & inteiramente dedicado 3s técnicas de grupo de renormall

zagdo.

Ver, por exemplo, D.R. Nelson e M.E. Fisher, Ann. Phys. 391, 226
{1975} .

R.B. Griffiths, Physica 106A, 53 (1981).
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11. COMPORTAMENTC MULTEICRITICO - §NTRODUGAO

Os pontos criticos usuais raramente ocorrem de forma tao sim-

ples, num diagrama de fases bidimensional, em termos de temperatura e

do campo conjugado ao pardmetro de ordem. Geralmente ha alguma outra

variavel termodindmica - como a press3o, a composigdo, um campo magneti

co aplicado - que aumenta a dimensicnalidade do diagrama de fases e pro .

duz uma linha {ou superficie) de pontos criticos. Estas linhas podem

terminar, por exemplo, em um pento muiticritico.

Nestas notas vamos cqnsidérar quatro tipos de pontos mu]tiCﬁL
ticos cuja existéncia real esta mais ou menos bem estabelecida,  ou se-
ja,.que ja foram detectados em sistemas fluidos ou sdlidos. 0s pontos
tricriticos foram detectados em misturas de. He®-He®, .em materfais mety

magneticos, em. solidos sob pressao e em misturas de trés componentes

fluidos. Desde que o nome foi proposto por Griffiths(l) em 1970, eles

tém sido exaustivamente estudados. através de técnicas de:campo médio,

. de expansoes em series de altas temperaturas na presenga de um  campo,

de simulagoes de Monte Carlo e de grupo de renormalizagde. Hoje em dia-

esta bem estabelecido que os expoentes tricriticos em d=3 s3o dados

pelas teorias classicas com possiveis correcoes. logarftmicas.

0Os pontos bicriticos, batizados com este nome por Fisher e

(2)

cristais antiferromagnéticos com baixa anisotropia. Ainda ndo foram

Melson em 1974, foram detectados no diagrama campo x tempefatura de

detectados em fluidos, pois neste caso seria necessario trabalhar. com u

ma mistura de pelo menos sete componentes! 0s-pontos tetracriticos es-

tao conceituaimente perto dos pontos bicriticos e também j3 foram detec

tados em alguns cristais antiferromagnétices. Ha um nimerd grande de

trabalhos teoricos sobre estes pontos multicriticos, inclusive. -estudos

(3}

detathados das formas de escala. . Recentemente, Fisher propds.uma. no

va técnica de andlise de expansdes em séries de duas variaveis, espe~ .

cialmente projetada para dar informagdes sabre o comportamento termodi-

namico nas vizinhangas dos pontos multicriticos. NOs testamos esta téc

. - . . 4 : -
nica, em colaboragac com Jlirgen Stllck( ), e vamos- tentar explica-la na-

ultima segdo destas notas.
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Finalmente, vamos estudar os pontos de Lifshitz que foram pro

{5)

postos teoricamente por Hornreich, Luban e $htrikman em 1975,mas que

so foram detectados experimentalmente ha pouco mais de um ano, em cris-

tais de MnP , por Carlos Becerra e Nei Oiiveira de Sao Pauto e Shapira

e Chang do MIT(S?. Recentemente, em colaberagao com Carlos Yokol e Mau

ricie Coutinho Fi]ho(7} estudamos o efeito da aplicagdo de um campo mag
nético sobre um modelo de Ising com interacdes axialmente  competitivas
X (8)

que exibe um ponto de Lifshitz. Estudamos também um modeio para ex-

plicar as experiéncias de Becerra e colaboradores nas vizinhangas do

ponto de Lifshitz do MnP . (Ver o trabalho de Mauricie Coutinha

Filho{9).nos anais deste Simposio).

11.1. PONTOS TRICRITICOS - DEFINIQKD'E FENOMENGLOGIA

Vamos tomdr como exemplo. um sistems antiferromangético unia-
xial. No espago Hst x T ha ums linha de coexisténcia de fases que
termina num ponte critico, dado pela temperatura de Néel {ver a Fig. 3
onde esta esquematizade o diagrama andlego H x T de um ferromagne-
to). Agora, se aplicarmos um campo H real surge uma linha L de pon

tos criticas (a linha de Néel) que termina no ponto (Htr’T ), denomina

tr
do ponto tricritico (ver a Fig. 8). Para temperaturas Inferiores a Ter
a linha cheia indica uma'transiQSG de primeira ordem. 0 nome ponto tri
critico ndo & muito feliz, mas estd consagrado na literatura. Se colo-
carmos um outro eixo representande o campo alternado- HS'

t
nhas. de pontos criticos terminando no ponto tricritico. A -superficie

, temos 3 li~

hachurada no plano Hstnﬂ representaria na realidade uma superficie de -

coexistencia de duas fases antiferromagnéticas (cuja unica distingao se

ria dada pela translagao de um parimetro da rede); nc ponte tricritico.

estas duas fases se tornam idénticas & fase paramagnética.

Pontos tricriticos foram observados em varios materiais magné
ticas de alta anisotropia - que neste caso sao chamados metamagnetos -
como FeCf;, DAG, CsCoCls.2D30, Ni{NO3),.2H20, DyPG,, etc.. Hi alguns

anos. Stryjevski e Giordano(10)

publicsram uma excelente revisao dos tra
balhos. experimentais em sistemas magnéticos. £ interessante observar

um-grafico de magnetizagdo (que & a densidade conjugada ao campo H} con



]

“He’-He" -e em misturas de trés componentes fluidos
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_'tra a temperatura 30 longe da linha de Néel e depois ac longo da curva

de coexisténcia (ver a Fig. 8b). Abaixo de Ter hd coexisténcia de u-

ma fase paramagnética {com magnetizacdoc maior, mas com- magnetizagao al-

" ternada nula), e uma fase antiferromagnética (com magnetizagdo menor,mas
" com magrietizacdo alternada diferente de zero). Na realidade, quando o
campe H 'naoc é corrigido devido aos efeitos de desmagnetizagdo, o dia-

. grama H x T. experimental -acaba tendo a forma da Fig. 8b; no entanto,

como- foi dito na primeira. parte destas notas, estamos sempre consideran

.do um--campo magnético: apiicado devidamente corrigide. A magnetizacgao
" em. fungad' do campo para.vdrias temperaturas fixas & dada entdo pelos es
~duemas da Fig. 9.  Para 'T=Ttr ., & derivada 3M/9H diverge quando
CRAHL L .

tr

Pantos triceiticos também foram detectados em misturas de
(‘}). Alias,Griffiths

" introduziu a defini¢ao de ponto tricritico em conex3o com uma analise
‘ P .

do diaqrama de fases de misturas de He? com He" sob pressdo de vapor
9 p :

{ver os gréchos-eiqueméticos da Fig. 10}. .

£ importante observar que no diagrama H x T a transigao,

quer de primeira quanto de segunda ordem, -sempre ocorre entre as fases

antiferro e paramagnética, envolvendo,pertanto, a mesma mudanga de sime

tria. lsto indica que um Gnico pardmetro de ordem P & suficiente pa-

‘ra descrever ¢ ponto tricritico. Entao a energia livre de Landau nas

vizinhangas de um ponto tricritico de um cristal metamagnético pode ser

escrita, para. H§t=0 , na forma

G{T,H) = A(T,H) + B(T,H}¢® + COrLHU" + DT, + ..., (1)

onde os termos Impares nac foram incluides devidae & simetria do sistema

" metamagnético (& claro que para misturas de fluidos também teriamos 0%

_termos Tmpares em ‘¢). A linha de pontes criticos & definida pela con-

dicdo
B(T,H) =0 , com T,D>0 (2}

e o ponto tricritico & dado por

.28,
BIT,WY = S(T,4) =0, com. D3>0 . (3

figora & facil .calcular varios conjuntos de expoentes tricriticos (que,
em geral, .assumem vaiores distintos dos expoentes criticos usuais) e
mostrar que, no ponto tricritico; a linha A de pontos criticos se en~

contra tangencialmente c¢om a !inha de primeira ordem.

Para construir uma teoria de escala temos que inicialmente de

finir os eixos de escala apropriados. No plano Hst x T , devido a si~
metria do diagrama de fases, a escolha ¢ obvia, mas no plano Hx T a

(12}

situagiao ¢ mais complicada. Normaimente um dos eixos (a chamada df
regio fraca) & escothido paralelamente 3 curva de coexisténcia; o outro

eixo & um tanto arbitririo, contanto que nac seja paralelo d diregdo

e

fraca. Vamos entdo fazer a escolha indicada na Fig. 11, onde Hy{T)

a equacao da tangente 3 curva de coexist@ncia no ponte tricrftico, g =
SH-H(T) e t = (T-TO/T .
Entac temos
a_.b c -t/a Hst '
- ; - - g_ {
G(t,Hst,g} ABQTE,ATH, A g) =t G|, 573 cra .

‘ou séja, a parte singular da energia livre nas vizinhangas do ponto tri

critico obedece a equacgac de escala

a [

H Y .
ale 0 = £ F[;éf. 5 (5)

onde os expoentes o, A e ¢ caracterizam o comportamento trieritico.
Para H_,=0, a fungdo F(0,x) deve ter singularidades pelo menos em
dois valores de x , correspondentes 3s linhas de primeira e de segunda
ordem. Assim, as duas .1inhas devem ser descritas assintoticamente pela
mesma EXpressac ’

b

g = (constante) t , - ()

onde o expoente de cruzamento ¢ deve ser maior do que 1 a fim de que
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haja tangencialidade no ponto tricritico. Usando-se a expansdo de Lan-
dau & fécil‘verificar gue o¢=2', A=5/2 e o@=-1. No entaﬁto, ha manei~
ras a]terﬁativas de definir os expoentes tricriticos e até mesmo certa
confusdo na literatura (ver, por exemplo, algumas propostas de notagao
sugeridas por Griffiths(!3)).

£ importante observar que o comportamento critico ao longo da
linha A deve ser assintoticamente idéntico ac comportamento ne ponto
eritico usual H=0, T=TN - No-entanto, a medida que nos aproximamos do
ponto tricritico fica cada vez menor a regiae assintdtica em que se ve-
rificam os valores dos expoentes c¢riticos usuais. 0 expoente de cruza-

mento ¢ da uma idéla da largura desta regiac assintdtica: em termos

da temperatura teriamos algo como. AT - (Ht}-H)¢ . Ma linguagem do- GR

podemos dizer que a linha ) pertence a uma classe de universalidade

P . o . . & .
critica caracterizada por um mesmo hamilttonianc fixo HA = nas vizinhan

gas deste ponto fixo o operador magnetizagdo € irrelevante e ¢ expoente

® & negativo. Por outro lado o ponto tricritico pertence a uma outra-

v - . *
classe de universalidade, caracterizada por um hamiltanianc fixo Htr s

nas vizinhangas do qual ha tré@s operadores relevantes.

As formas de escala foram testadas experimentalmente em va-

(10) {1%)

rios materiais No caso do DAG, por exemplo, Giordano e Wolf

obtem os valores experimentais ¢ = (1,95+0,11) ; B, = (1,008+0,05); Y=
= (1,01%0,07) ; ﬁu = (2,120,2}) e a, = (8,5240,05) , em grande concor-
dancia com as previsdes da teoria de Landau: ¢=2 , 8u=l , Yu=1 , 6u=2 e

a,=1/2 . -Na Fig. 12 reproduzimas a curva. experimental de Giordaneo e

Wolf para a magnetizagdc contra a temperatura do DAG. As experiéncias

cam misturas de He®-He* também produzem expoentes tricrfticos em con-

- . =1 1
cordancia com os valores c1355|cos( 5)

(16)

de cristais de FeCf; ; os resultados sa0 bastante razodveis quando. os

Shang publicaram uma analise da forma de escala para a magnetizagio

dados sdo ajustados a uma equagao do tipo

onde Bu =2=g=¢ =1 2 ¢ = Bué = 2., mas ha melhoras sensfveis no a-

Recentemente Szlomon e

L. N I : : .
2-o~¢ Y[t¢] ¢ {n
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juste quando se usa uma forma de escala mais complicada que ja leva em

conta certas corre¢oes logaritmicas previstas pelos. calculos de GR.

1§.2. PONTOS BICRTTICOS £ TETRACRITICOS - DEFINICAQ E . FENOMENOLOGIA

0 diagrama de fases de um cristal antiferromagnético de baixa.
anisotropia & normalmente-dado pela -Fig. 13, onde H, & o campo inter-
ne na diregao da eixo facil. No ponto bicritico duas linhas do tipo. A,
Tz(H) e T;{H) ,. encontram-se tangencialmente com uma linha de coexis-
téncia de fases. Na regifo de baixas temperaturas hi duas fases ordena
das distintas - a fase de Néel, para campos baixos, em que o parametro.
de ordem & a magretizacio alternada na direcao do eixo facil, e a fase,
"spin-flop",. para campos mais altos, em qué o parametro de ardem & .a
magnetizagio alternada num plano normal ao eixo facil. . Portanto, ha.
dois pardmetros de ordem, ¥, e U, , sendo que- ; tem uma componen-
te (ny=1 ; & do tipo Ising} e ;. pode ter uma ou duas- componentes..
(np=1 , do-tipo Ising, ou n.=2 , do tipo XY}. No momento hid uma série
de resultados.experimentéis gue corroboram este tipo de diagrama: medi-

a7} para o GdAL0s. , de Oliveira, Paduan-Filho e Sali-

das de Rohrer
n&«:.{1 para o NiCl2.6Hz0, de Shapira & Becerra(19J para o MnFz, e de

Basten,Frikkee e de Jonge(zu)'para o CsMnBr3.2D,0 .

0 pontd tetracritico esta bastaate proxime do ponto bicritice

e pode ser explicado pelo mesmo esquema conceitual. MNovamente temos

dois parBmetros de ordem distintos, s&-que ao invés da linha de primei-

ra ordem ha uma fase intermediaria, em que  1#0. e Y0 (Ver o dia-
grama de fases da Fig. 14). A motivagdo para o nome tetracritico fica
entic obvia. - ha.quatro Finhas do tipo - A que se encontram neste pon-
to. . Ne entanto, a existéncia experimental dos pontos tetracriticas ain
da ndo esta tdo bem estabelecida - no diagrama de fases Hy-x T ha me-
didas de Basten(ZI), para tompostqs de C{oBr,.6H,0 parcialmente deute-
rados, evidenciande a existéncia de um pbnto tetracritico, mas com a fa
se inCermeqiéria numa faixa muito pequena de campos; Por outro lada,no

diagramz de fases H, x T, com H,,=HB ; onde H, & um campo aplicado-

"o longo da direcido intermediaria, Rohrer e Gerber 22) mostraram de ma~

neira inequivoca a existdncia de um ponto tetracritico em cristais de
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Num sistema antiferromagnético com baixa anisotropia a 'ener-

- gia livre de Landau pode ser escrita na forma

ki

G = Ao{T.H) + BL(T,H)G] + B2 (T,H)W; + CL(T.H)Y) +

+ C2 TR, + 2C12(T,Hhpded + ... {8)

_Minimizande esta expressao com relagio a ¥, e a Yz , & facil verifi-

car que-as linhas do tipe A , T:(H) e T:(H) , saa dadas respectiva-

mente por B:=0 ou Bz=0 , com os coeficientes dos termos quarticos

- - - LY - - . 2
positivaos. O ponto bicritice & definido por Bp=Bp=f , com ()2 <C;Ca.
Caso esta desigualdade seja invertida teremos um ponto tetracritico. E

interessante observar que a teoria de Landau prevé que-.as linhas do ti-

.po A se encontram no ponto sulticritico formando um certo dngulof{pois
B, e Bz devem ser escritos na forms a(T-TB) + b(H-HB)). A tangen-

cialidade destas linhas no ponto multicritico e um resultado novo, que

foi proporcionado pelas teorias de escala e que tem sido confirmado por

todas.as experiencias.

Para construir uma teoria de escala nas vizinhangas do ponto
bicritico temos que inicialmente definir os melhores eixoé de escala.
Um deles & claraiente dado pela reta tangente a3 iinha de coexistdncia
dé fases no ponto bicritico (direcao fraca), mas ha uma certa arbitra-
riedade na escolha de outro eixo., Tem sido vérificado experimentalmen-
te (mas também através de calculos de GR e dos novos aproximantes dife-

renciais. parciais) que a melhor escolha de sixos & dada por

it
1

g - pt (9)
e I = t+aqg ,. (10)

onde: g = HZ—H; s b= (T-T /Ty, p = TB(dH;/dT)B e g ¢ escolhido de

=

tal forma que TB < T <7, (ver Fig. 15). Entdac a parte singuler da ¢

M
nergia livre e escrita na. forma
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ali, = i2° p{i]' L o 0

onde o e ¢ 530 o3 expoentes bicriticos. MNas vizinhangas do ponto

bicritico, as linhas.criticas T:(H) e Tg(H) sao definidas por
¢

§c/E =+, ou -w, respectivamente, onde w, e. w, s3o duas cons-

tantes n3o universais. Assim temos
[ T otz ¢ -
U1C(T) # Hg +pt + w, ft + g{H, -HB)J =

+ 0,20t

] 2¢-1

+ L.

= HZ + pt + C t . (12}

B + C,t

e uma express3o assintStica idéntica para H:(T)

Ao longe da fronteira 1_"_' os indices ¢riticos devem ser do
tipo Ising (n1=1}, enquanto que aob1ongo de T: eles podem ser do tipo
Ising {nz=1), para materiais ortorrdmbicos, ou do tipo XY (nz=2), para
materiais uniaxiais. Portanto, os expoentes bigriticos ou saoc do tipo
XY {n=n1+nz=2) ou do tipo Heisenberg (n=n,+nz=3). No contextc de um
calculo de GR(ZS) os valores estimados de ¢ s3o muito proximos da uni
dade: ¢{n=3) = 1,25 e ¢(n=2) = 1,18. Portanto, a expansao {12) de
H: em poténcias de t¢ acaba tendo pouca utilidade pratica e Fisher{z)
propds uma forma de fixar o valor de g , correta pelo menos em primei-
ra ordem na anisotropia e na variavel € = 4-d ,

n+2 LT : (13)

qi{n) = o 10 H 9, = Tg ;;; He0

Embora as amplitudes w; & "w, n3o.sejam universais, os calculos de
GR indicam os seguintes valores para a razao Q(n} = a, /w, » Q{2)=1 (de
vido 3 simetria do hamiltoniano reduzido nas proximidades do ponto bi=
critico) e 0Q(3) = 2+8(€) . Estimativas numéricas baseadas em expan-

(24}

soes em séries de altas temperaturas dac .um valor mais definido,

(3} = 2,57 em d=3 .
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Ests teoria de escala tem sido comparada satisfatoriamen-

{25)

te com varios dados experimentais e com pelo menos uma simulagac do

tipo Monte Carlo(ZG). No caso do Niciz.éHzﬂ(ls) {ver Fig. 16) foi comn

seguido um ajuste satisfatorio dos dados com n=2 {usande a temperatu-
ra TB e a amplitude w, como pardmetros ajustaveis). Permitindo tam
bém flutuacoes nos valores de q , de ¢ e da razae Q obtiveram - se
os resultados- § = 1,29%4,07 e Q = 1,0620,22 , com valores de q que
fornecem T no intervalo entre Ty & Ty -

Um estudo experimental detalhade da propria forma de escala

20)

foi recentemente realizado por Basten, Frikkee e de Jénge( , nho casec
do antiferromagneto ortorrdmbico CsMnBri.20,0 , através de medidas de
difragio de néutrons {que d3o informacBes diretas sobre o comportamento

das magnetizagbes alternadas). As formas de @scala prevém. que

LN Ll = «B f gﬁ ] ) l
Mop e, ) It Ytlm‘ﬁ . _ {1k}

Quando n=2 espera-se que, devido 3 simetria do problema, a mesma fun-

b

¢30 de escala funcione pars M:t e M;t . Escrevendo x = g/wi te-

mos: {a) para x*1 , a fungdo de escala deve ser da forma Y:'L(x) ~

- (x—l.)BE , onde B 2 o expoente critico do modelo de lising

I
(d=3, n=1); (b) para. x+0 ; isto &, a0 jongo do eixo g=0, devemos ter

¥'st(x) - constante; (c) para =x»=, isto &, ao longo do eixo E=0, vem.

Yort(x) - % Como se pode verificar na Fig. 17, estas previsces

sac bem acalhidas pelos dados. experimentais.

IE.3, PONTG DE LIFSHITZ - DEFINIGAQ E FENOMENOLOGIA

(5)

0 ponto de Lifshitz fol proposto ha alguns anops.'”’ mas so foi
detectado experimentalmente h3a muito pouco tempo em cristais de MnPfs).
Ma regiao do ponto de Lifshitz, o diagrama de fases no plano H x T dos
crigtals de HnP estd esquematizade na Fig. 18a. H3 uma fase desorde-
nada, paramagnética, separada por duas linhas criticas, HO(T) e HK(T) .
das-duas fases ordenadas. Na fase ferromagnética o parametro de ordem

). & uma componente da magnetizagao perpendicular 3 diregdc do campo a-
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plicado (nas experiencias realizadas por Becerra e colaboradores(6) 0.
campo H foi aplicado ao longo da diregdo intermedidria do cristal).Na
fase '"fan'' esta componente da magnetizagao exibe um compartamente 0sci-
latério que, nas proximidades da linha X , pode ser caracterizado por
um vetor dg onda a na direcao normal a0 plano definido por H e peio
eixo facil. MNa Fig. 18b esquematizamos a variacao de g com a tempera
tura ao longo da linha X -~ isto nes permite definir um novo expoente
critico Bq , tal que q - (TL-T) q para T-’T[ . De certa forma a fa
se fefromagnética corresponde ao limite da fase ''fan'' pare comprimentos
de onda infinitoﬁ. Mo entanto, o interior da fase “fan'' talvez apre-
sente caracteristicas muito ricas - pode ser que constitua um exemplo
de fase incomensuravel, ou gque talvez seja formada por uma sucessao  de
fases cémensuréveis,-com valores distintos do comprimento de onda. No
ponto de Lifshitz, as fases '‘fan'' e ferromagnética, que coexistem ao
longo da linha de primeira ordem, tornam-se [dénticas 3 fase paramagné-
tica. Em principic poder{amos pensar num ponto de Lifshitz caracteriza
do por um parémefro de ordem @ de_'n componentes e por uma oscilagdo
na fase modulada em m (mgd) direcoes (o ponto de Lifshitz no MnP &

caracterizado por n=m=l e d=3).

A energia livre de Landau nas vizinhangas do ponto de Lifshitz

pode ser escrita na forma

G=Go+Jd3? {A P+ Bt (T - L+

> |2 L qJ2 .
+ a[?w(r)l + b‘ﬁzw(?)J + ---} ) {(15)
onde. os coeficientes A, 8, a, b s3o fungoes analiticas de TeH . A

linha Ho(T) & caracterizada por A=0 com B,a,b >0 . 0 ponto de
Lifshitz & dado por A=a=0 com B,b >0 . E facil mostrar que as trés
linhas do diagrama de fases se encontram tangencialmente no ponto de
Lifshitz (de acordo com as experigncias de Becerra e colaboradores) e
que B =1/2 (em razoave! concordancia com as experiéncias de difragao

(6),

de néutrons efetuadas por Mcon.e colabaradores Um resultadc . inte-

ressante da tecoria de Landau & o valor assintdtico da razao



.35.

Hy (T) - Hi{T) R : . .
O G A ) : o (e
HA(T) - Hy(T) :

qus pode ‘ser comparado com os dados experimentais (as medidas em MnP in

_dicem um valor -cerca de 30% mais baixo).

Uma teorla de escaia para o ponto de szshltz em MnP ..pode
sar construlda tomando como um dos eixos a dan§ao paraiela a linha de
bramelra ordem (g—O} e escolhendo o outro eixo, por exemplo, ao longo
da diregdc de H (E=0). - Analogamente aos casos dos pbntos tricriticos
Lo b= AT e
’L[ﬁHl(T)/dT]T=TL . As linhas de transicao devem ser assintotica-

ou hicriticos temos g = g-pt e i=t , com ¢ = H-H

mente dados por g = (constante}{'f[¢ - Usando este esquema Becerra e

colaboradores ajustaram o diagrama de fases do- MnP com 1/¢ 0,6320,04.

0 resultado da teoria de Landau & ¢=2 , mas um calculo de GR em primei
ra ordem em € (onde agora &=1,5 para d=3) da  1/¢=0, 625 27) Embo-
ra este valor também esteja sende indicado por calculos de Monte Car-
(28)
to

cia tdo grande entre os resultados tedricos e os dados experimentais!

k.. 0 MODELO DE ISING METAMAGNETICO

Tanto os pontos trieriticos guanto os pontos de Lifshitz, que

podem ser explicados através de um pardmetro de ordem com =1, sao pro

duzidos teoricamente através de modelos de Ising adequadamente escolhi-

dos. Para realizar um ponto tricritico basta escolher um modelo de

Ising em d=3 , na presen¢a de um campo magnetico, com interagaes'ferqa

magnéticas (J>0) entre primeiras vizinhos no plano x-y , e interagoes
antiferromagnaticas (J' = -RJ<0) entre priméiros vizinhos na diregdo z.
Num calculo de campo médio(29 , dependendo da razio R podemos  obter
essencialmente trés tipos de diagramas de fases, conforme os esquemas
da Fig. 19 Apenas no caso. (b} temos um ponto tricritico. No caso
{¢), que nunca foi reallzado experimentalmente, a tinha de primeira or-
dem termina num ponto critico terminal duplo (DCE}. Os mesmos tipos de

diagramas de fases s3o obtidos considerando-se um modelo de Ising em

, ainda e bom proceder com certa cauteia Frente a uma concordan—

.36,
d=3 com interagSes competitivas_entré primeiros e segundos vizinhos.

P Embora nac haja solugoes exatas, a forma gera! destes diagra-

mas de fase tem sido confirmada pela anaE|se de expansdes em séries de

(30) (31

altas temperaturas . e por simulagoes de Monte Carlo Nao se po-
de dizer que as anadlises numéricas sejam muito conclusivas, mas certa-
mente elas ndo estis em desacordo com o carétef classice do comporfamgﬂ
to termodinamico nas vizinhangas do ponto trncr;tnco . Recentemente
Jurgen Stllck(32) tentou analisar, com'a técnica dos aproximantes dife=
TBnCIaiS parciais, as séries de altas temperaturas obt:das por Stanley

(30)

e colaboradores - aparentemente ou as séries sao muito curtas ou as

“corregoes logaritmicas ao comportamento ciassico impedem a obtengio de

resultados mais conciusivos.,

0 primeiro calculo de GR nas v:zunhangas de um ponto: mu!tlcrr

(33)

tico foi efetuado por Wegner e Raede] no caso dos pontos tr|cr|t;—

ces.. WEgner e Rledel lntrodu2|ram-f1utﬁ396es na energia livre de Lan-

dau, formularam a primeira teoria de escala, definiram 6 expoente de

cruzamento e verificaram que a-dimensdo critica é d=3 . Isto &, para
d¥3 o comportamento tricritico € classico; mas deve haver importantes
corregaes logarftmicas nos expoenteé e nas formas de escala em d=3 (tais

corregoes, no entanto, ainda nao foram detectadas exper|menta1mente de

{16))_

maneira cabal Para o modelo de !slng metamagnetlco na presenga

de um campo, ha um calculo ‘de GR efetuado por Nelson e Flsher(3h),CUJas
etapas iniciais foram depois utilizadas para o estudo dos pontos bicri-

(23)

tices e Letracrttlcos . Vale a pena apresentar alguns resultados

deste calcuto:

(i} o hami | toniano inicial, definido numa rede cubica d-dimen
sional, que pode ser-subdividida em camadas do tipo A e do tipo B, com

interagdes de troca ferromagnéticas dentro das camadas e antiferromagné

ticas entre as camadas, € dado pela expressao

. ) . i . -
I JERY o, o, -H] e ° o - K ia, . 07
[ &R

[

L : o : _ ) ) L
onde ko & um vetor primitivo da zona de Brillouin na diregcac normal
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as camadas. Deve-se observar que, por conveniencia, os spins de uma
- . . - - . + -

das subredes foram invertidos - assim H € o campo magnetico, H e o

-+ > - - . i

campo alternade e J(r-r') € um parametrc de troca essencialmente posji

tivo.

(i) Como hd uma competigdo entre um ordenamento ferromangéti
co e outro antiferromagnético, € precisc tomar algum cuidado para fazer
a2 integragao na coroa externa da zona de Briliouin. Nelson e Fisher,

para evitar este problema, definiram duas variaveis distintas de spin,

correspondentes as duas subredes A e B do modelo metamagnético., Assim.

temos .

7oedRg (18)

onde g, se acopla ac campe alternado, enquanto o_ se acopia ao cam-

po aplicado. Desta maneira o hamiltoniano reduzido pode ser escrito na

forma
P 1 f - 2
i = -i 3‘ (r’. * q”. +'K1qJ') Gl!q Gl:-q )
L )
q
- 2 2
3 J (rz +q° + qux)cz,qu,-q + oy oo+ Ba0;
>
g
- f J { u, o g ) g T+
} i [" 1,9 1,9' 1,9% T1,-g-q'-q
- —)—I +“- .
9 9 9 .
+ 2 a a ag
“12 1.9 1’ql 2 qn 2’_q-q_|_q|| +
+ U2z dz,q Gz,q' G: ,qll 072’_q_q|_qn * (19)
onde o1 q e g q correspondem respectivamente ao vreescalanamento
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das variaveis U+(q) e O_{g) , com a notagao vetorial de ; omitida
por simplicidade, h, & proporcional ao campo direto, h, ao campo al-
ternado, e os fatores positiveos K1 e K: estao relacionados com ©s
valores anisotropicos dos parametros de troca. 0 vetor a & d-dimen-
sional, com d=1 componentes perpendiculares 2 uma componente paralela

{(q,) a diregao de anisotrepia do metamagneto de tsing.

(iii} A etapa seguinte consiste em redefinir g, , ou seja,ii
vrar-se de K, fazendo K=Ks/Ki e, o que & mais. essencial, em fazer
um desiocamento das variaveis o, q e 0 para se livrar dos termos -

, .

2,q
lineares no hamiltoniano reduzido. E facil mostrar que-

x|
il

1 R .
=-3 J [(r1!+q2) Gy 8+ Zry, 88, +
[
.

q

(rpy + Q.z, + KCIf} 07 (—TJ -

+
¢ ——

g !

-

o

-

Qi

Qi

™

4

J
5
g
+ Wp Oz Gz dz + wy Ty Gz Op + @y Oy O 81] -

|

l:uua'l&l&l&l + 2U126’1515’26’2 + uzzazazézéz-!,_ (20)

] 13

]
a4 —
O ——

onde os indices de conservagao do momento foram omitidos para maior sim
plicidade. Quando o campo alternado - h; se anula temos rig=wa=wy=0 ,
ou seja, ainda restam termos cruzados de ordem cubica e quartica que,no

esquema do GR, v3o ser tratados perturtivamente.

(iv) Agora a teoria de perturbacao pode ser desenvolvida da

.

maneira usual, envoivende dois propagadores distintos

G, = ry + elqz {21)

@
>
i

ras + ea{af + K qd) ' {22)
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onde estamos incluindo as amplitudes e; e e que serao escolhidas
logo abaixo. Estes dois propagadofes refletem a competigao entre os
dois campos de spins - 61 que esta relacionado com a magnetlzacac al-
ternada e que se torna critico, & 0, que estd relacionado com a magne
tizagdo e que permanece fora da criticalidade. Eﬁ cada etapa da recor-
réncia devemos fazer um novo deslocamento da varidvel 3; a fim de anu
Jar o coeficiente do termo em h; . J3 podemos anteéipar que o0s parémg
tros Uzz , Uiz € wy serao altamente irrelevantes. A etapa mais de-
Ticada consiste na escelbha dos fatores ¢; e ¢z de reescalonamento
das.varidveis de spin.~ aoc invés de fazer e,=e,=1 e manter constantes

os coeficientes dos termos quadraticos em: q , vamos escolher ¢, e &

‘tal que e;=t {como & usial)}, mas que o termo rzz permanega fixo {is

‘to &, gue o campo de spins G nac se aproxima da criticalidade). Nes

tas circunstancias € que os parametros €z , Uz , W12 € W 530 Ar-
relevantes. Assim, apds um certo nimero de iteragbes o hamiltoniano re

duzido pode ser escrito na forma

- 1 ) I .
Hz -z I {ryi+q?) &, 9, = % oz [ o, T, -
- . -+

q

J_ .6’1 5’; 62 = Uy J- . g
> +
q q

= g, G, §; 0y . {23)

—_—

.

1 ql!

0 ) ———

ay

Utitizando as relagoes de recorrdncia em ordem dominante em € = 8-d, &
facil obter os pontos fixos e desenhar um disgrama de fases no subespa-
go {uy1.x) , com x = wi’/rz2 ,urp = 0(8) e wy = 0(51/2) {ver a Fig.
20). Ha quatro pontos Fixos: (1) o ponto fixo-1, de cardter gaussiano,

totalmente instavel; {2) o panto fixe fl, do tipo Ising, que $G pode

" ser atingidoc a campo nulo; {3) o ponto fixo IIl, também do tipe Ising,

que pode ser atingido em campos pequenos e (4) o ponto fixo 1V, de ca-
rater gaussiano, que & atingido para x = u11/2 e que determina o caré
ter classico do cohportamento tricritico. Para x > u;i/2 , as linhas
de fluxo se dirigem para valores negativos de uy; e deve ccorrer uma

transicac de primeira ordem.

.QQ.

{v) finalmente, para fazer um contato com a teoria de Riedel

(33)

e Wegner , basta partir da Eq. (23) e integrar as variaveis nao-cri-

ticas Gz . Assim obtemos

— 1 .
Hz-5 [ (r11+q2) g1 g1 -~ u J J J Gy ¥y 07 Ty (23)
+ +
q a-9'q
com
. w]
u = Up,-- 2r,, ) . : o (24)

Comparando. com a Eq. T, que d3a a forma da energia livre de lLandau . nas
proximidades de um ponto tricritico, obtemos a mesma condigdo de tricri

calidade do paragrafo anterior (ry;=0 e u=0).

11.5. 0 MODELO BEG’

(35}

0 modelo de Blume, Emery e Griffiths , que estamos chaman-
do:de modelo BEG, foi inicialmente proposto para explicar o ponto tri-
erftica em misturas de- Hé comn He . Pode-se pensar num gas de rede
em que cada célula esteja ocupada por um tomo de Hé ou entac por um
atomo de He que pode se encontrar em duas situagoes {normal ou super-
fluido). Considerando apenas interagbes entre vizinhos mais proximos

isto conduz a um modelo de Ising com spin 1.

0 modelo BEG & bastante natural para estudar uma mistura de 3
componentes fluidos. Vamos chamar de P? uma variavel gue assume o va
lor 1 se a i-ésima célula de uma rede estiver ocupada por um dtomo do
tipo a e o valor zero de outra forma. £ claro que P?+P?+P? = i. Con
siderandeo apenas interagaes entre primeiros vizinhos, a energia total
do sistema pode ser escrita. na.forma

H
ey,

ot
2 I

+ uc P?) -
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-
-1 7 'a(P?PT + PRy 4 (PP + PYPM c(P?P? + P?Pq)] » (25)
a (55 i i i i ] ij i

onde g € o ndmero de coordenagac da rede, ¢ as grandezas

g, = = . _ {26}

com k = a,b,c e £a+£b+£c =} , representam as atividades de cada um
dos trés componentes fluidos. Este modelo depende, portanto, de cinco

parametros independentes.

Fazendo 5, = P?-P? , & facil reescrever a Eq. (26) na forma

de um hamiltoniano de ising com spin  $=t

H _ - 2 1 ;
-EB—T-—H%:Si D)i:si+q ) [JSiSJ.+

i
3

+ K 5252 4 = Hy 5.5, (s.+s.)] . (zn -
i7] A T

Na. literatura recente.hd um grande nimera de analise deste tipo de mede -

1036)

dividas de gque. hd um ponto tricritico no diagrama de-fases . Dx(kBT/J) ,

, especialmente num espago mais restrito de parametros = ndo ha

para H=H3=0 . Utilizando o esquema.de GR de Migdal e Kadahoff em d=2,

an

acaba de ser publicada uma analise dos diagramas de fluxos e dos

pontos fixos do modelo BEG no espage completo de 5 parametros (mas no-

dominio de valores de D, J e K que . correspondem a um estado funda- |

mental ferromanégtico). O resultado desta analise & extremamente rico
~ ha um ponto fixo caracterizado per'5 pérémetros relevantes (o ponto
de Potts de trés estados, cofrespondente ao hamiltoniano inicial com H=
=H3=0 , K=3J e 0D=2J), trés pontos fixes tricriticos caracterizados
por & pardmetros relevantes {no subespagc par, .isto &, com H=Hz;=0), e

mais um numero grande de pontos fixos.criticos.

b2,
11.6. 0 MODELO ANNNI

Talvez a maneira majs simples de produzir um ponte de
Lifshitz seja através de um modelo de Ising numa rede cubica simples
com interagoes ferromagnéticas (J,>0} entre vizinhos mais préximos e an
ti-ferromagnéticas (J,<0) entre segundo vizinhos ac longo de uma das di

(38)

recoes da rede. Este modelo, que foi proposto ha varios anos para'

explicar certas propriedades de cristais de terras raras, tem sido re-

(39)

centemente estudado através de varias técnicas Na Fig. 21 esquema
tizamos o diagrama de fases no piano T x p, onde p-= =J,/J; . 0 esta
do fundamental € conhecido exatamente: para p>1/2 ha uma fase antifer
romagnética em que duas camadas ¢om spins para cima se sucedem a duas
camadas .com spins para baixo (& o que chamamos de antifase (2,2)3<2>}
Calculos de campo medio e simylacoes de Monte farlo indicam que, para
um certa valor fixo de p>1/2 , & medida que a temperatura aumenta ocor
rem transigoes {que na aproximagdo de campo médio s3o de primeira  or-
dem} entre fases moduladas distintas gue podem ser caracterizadas par .
um vetor de onda gq . Dentro de cada fase modulada a magnetizagdo por
camada m(z} tem uma variagdo praticamente senoidal,sendo portanto. bem
descrita pelo vetor de-onda g do seu harmonio princiﬁa}. Recentemen-
te, em colaboragao com Carlos Yokoi e Mauricio Coutinho Filho, apalisa-
mos o diagrama de fases global do modeio ANNMNI, na presenca de um campo

magnetico aplicado, na aproximagac de campo médio(7)

. 0s resultados. des
ta andlise, bem como a andlise de um modelo do tipe X-Y adequado aos
cristals de MnP 8 , estao. apresentados no-trabalho de Mauricio Couti-

no Filho(g).

(&0)

ries de baixas temperaturas para analisar as fases moduladas nas vizi-

Recentemente Fisher e Selke utilizaram expansoes em sé-

nhanga§ do ponto de multifase T=0 , p=1/2 . 0s resultados obtidos po-
dem ser resumidos na. Fig. 22, onde a notagao <2,3> significa uma se="
quéncia periodica de n ‘pares de camadas com.spins apontando prédomi-
nantemente dois para cima e dois para Eaixo, sequida por trés camadas
apehtando predominantemente para cima, ou para baixo, a fim de manter o.

carater antiferromagnético da fase. Assim temos
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R N A a=g=3
<2,3> T A4 4 3 A A4 q-= %% x 2= %;

2 - 2T 3%
<2%,3> ER L2052 S B I I A 4 9 =35 % 3= 2

3 - . n by
DI bbb bbb bbbt b vt by g =g

<ML q=7-J!£—1- R R

Para ums temperatura fixa, podemos fazer um grafico dos valores dos har-

monicos principais contra a variavel p (ver a Fig. 23}. A medida . que
p aumenta os degraus vao se tarnando cada vez menores, sugerindo desta
forma um comportamento do tipo "escada do diabo". Para. p grandee T
proximo de Tl , longe do ponto de multifase, este comportamentd também

(38)

foi recentemente analisado por Bak e von Boebhm utilizando técnicas

da teoria de s0litons.

I1§.7. A TECNECA DOS APROXIMANTES DIFERENCIAIS PARCIAIS

{3,4,41)

Ha pouco. tempo foi sugerida uma nova classe de aproxi

mantes diferenciais para testar as formas de escala ¢ obter valores nu-

méricos para os parametros multicriticos. Vamos supar que uma grandeza

termodindmica nas vizinhangas de um ponto multicritico (xc,yc) possa

ser escrita na forma

£lx,y) = (w07 Z[——éz—l ’ (28}
IA§{¢J

onde

AR = Ax - = Ay {29)

N

Ay = Ay - e, Ax o . (30)

com Ax = x=x_ & by = y-y_ . Ent3o & facil verificar que f(x,y) obe-

dece a equacdo diferencial a derivadas parciais

e
7+ A 2 % v RECLA P
(A% + = ay) 3x_+ (e A% + dAY} By - Y[‘ ez) L (1)
Normatmente & possivel .obter um certo ntmero de termos de uma
expansao em séries de poténcias da fungao F(x,y}:y .
. K 3 -
Fl,y) = FOoy) = § - flr ® Y . ) (32}
k;k*CK

Vamos entao enceontrar trés polindmios PL(x,y) ' QH(k,y) e RN(x,y) tal

que a equa§56 diferencial

PLOGYIFG0y) = G (o) 2L Ry(xy) 22 (53

seja automaticamente satisfeita para certas condigbes convenientes de

contorno.

Comparando as duas gquégaessdiférenciais {31y e {33) ‘vemos.
que o ponto multicritico pode ser estimado pela interseccao das curvas
QM(x,y) =0 e RN{x,y) =0 . Alem disto, expandindo’ os pplianios.RL,
¢, e R, em torno do ponto melticritico, obtemos estimativas para os

M N
eixos de escala e para os pardmetros vy e ¢ . Assim temos

PLoy) P, | (3ka)

0 (xy) = Q B ¥ QG Ay, ' (34b)
e . .

Ry(,y) = Ry Ax + Rz &y (34¢}
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donde vem que
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R,-R R, -R, 42 R,
RIRACL R L
., 7270 T2 L[ 02 ] +h Q2 * (35}
P ' o
A | 6
e
Cy(@ates). s :
o= -1 m——m— . 37

c

Parametrizando x e vy em termos de uma nova variavel t  podemos ain.

da integrar numericamente a equagao diferencial e obter uma. estimativa

da prépria fungao de escala. 2{(z).

)

Em colaboragao com Jirgen Stilck' ™ realizamos recentemente

uma série de testes destes aproximantes. MNo-caso de fungdes conhecidas,

capazes de simular.as formas.de-escala, os aproximantes. produzem - gxcer- -

lentes estimativas dos par3metros multicriticos sem. ultrapassar a capa-
cidade do computador utilizado, ¥No entanto, quando tentamos estimati-—
vas com boa precisao do cruzamento dimensional (entre d=2 -e d=3} no
modelo de -1sing, constatamos que as expans_aés em séries existentes na

literatura. sao ainda um pouco. curtas. .

(k1)

Fisher e-co!_abo'radores

analisar as propriedades bicriticas do modeio de.Heisenberg classico a-:

nisotrapico,

- XX Yo 2zl -
He T EJL(SiSj SC O | (38).

(i)
onde se distinguem os trés tipos de comportamento:

(a} 0 g §p. < 4, = tipo tsing {n=1)

(6} 4, =4, - tipo Heisenberg {n=3)

empregaram um grande esforgo para.

b6,
(€) J, >J, 20 = tipo X (n=2)

Neste caso a variavel g e dada por

Jy =4
g = ——— {39)
J
onde J = % J, ¢+ -]3- 4, » ¢ 2 série que foi analisada & a da-suscetibili-
dade total .
2 ¥ g
X o= onimg s gx.ne (40)

Longos testes das formas de escala, bem como estimativas dos parametros
e - . . 4 . .

multicriticos, sao descritos por Fisher e Chen( G). Entre as estimati-,

vas mais interessantes temos 0(n=3) = 2,34+0,08 , que corrige o valor

adotado anteriormente, mas que ainda nao.concorda com os dados experi-

(42)

mentais (para o MnFgz. , por.exemplo, Rohrer e King obtem 0=

= 1,56%0,35)
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Fisher e J.H. Chen, Proc. 1980 Cargése Summer Institute on Phase . pressao {p) - temperatura (T).‘ fs linhas grossas indicam
Transitions. ) : transigoes de primeira ordem (coexistencia de fases). Tambem

(42) A.R. King e H. Rohrer, Phys. Rev. & 19, 586k (1979}. ) estic indicadas as temperaturas do ponte triple e do ponto

critica. (b) Grafico esquematico da densidade contra a tempg
ratura de um fluido simples. As linbas tracejadas indicam a

coexisténcia de.fases._
AGRADEC I MENTOS
F1G. 2 - Parametro de ordem da transicdo iiquido-gas.

Estas. notas de aula foram freguentemente baseadas em excelen- o R
L cees ‘ui FiG. 3 - Grafico esquematico.do diagrama de fases campo x temperatura
tes artigos de revisao dos Professores Robert B. Griffiths e  Michael que 9 P " .
. . f - . s de um ferromagneto simpies. A linha grossa.indica uma regiao
E. Fisher, cuja clareza e profundidade tém sido essenciais para o desen ~ B :
.. . .. . de coexistencia de duas fases ferromagneticas distintas.
volvimento das pesquisas em transicoes de fases. Agradecemos discus-

soes e comentarios de varios colegas, especialmente de Carlos 5.0. Yo~ FIG. & - Magnetizagao de um ferromagneto uniaxial simples em fungdo do

koi, Jirgen F. Stilck, Mauricio D. Coutinho-Filha e Vera 3. Henriques. campo. magnético para diferentes valores da temperatura.

FIG. 5 - Graficos esquematicos da energia livre de Landau nas vizinhan

¢as da temperatura critica.

FiG. & - Verificagdo da forma de escala para a magnetizagao, £q. (23),

nas vizinhangas do ponto critico do ferromagneto CVBF3- 0s da

dos experimentais foram adaptados do trabalho de Ho e

Litster(12). '

FIG. 7 - Diagramas de fluxo no espage r-u . Para d<i o ponta fixo,
trivial & instdvel e o ponto fixo ndo trivial fica situado na

regiao fisica do diagrama. Para d>b a situacao se inverte.

FIG. 8 - (a) Esbogo do diagrama de fases de um cristal metamagnético
no piano campo magnético -~ temperatura. A linha mais forte,
de transices de primeira ordem, & tangencial 3 tinha A no
ponto tricritice. A superficie hachurada indica a coexisién-
cia de duas fases antiferromagnéticas. ({b) Grafico esquemati
co da magnetizacao contra a temperatura ac longo das linhas
de transigao. A regiac de coexist@ncia de fases, paramagnéti

ca (P) - antiferromangética {A), esta indicada na figura.
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FIG.-9 - Grafico esquemdtico da magnetizagao de um cristal metamagné-

FIG.

Fl6. .

FlG.

FlG.

FIG.

FlG.

FIG.

¢ -

tico em fungao do campo interno para diferentes valeres da

temperatura.

Grafico esquematico do comportamento. termodinimico de uma

3

: 4 N : .
mistura de- He” com He' nas vizinhangas do ponto triceit]

" co. Em {a)- temos a concentragio'de He3{x) contra a tempe

i3 -

ih -

15 -

16 -

ratura {T).. Abaixoc de Ty, hd uma. regidc de coexist@ncia
entre uma fase superfluida (§) e uma fase normal (N}. 0 dia
grama de.fases. no-espago dos campos, onde A € a diferenga

3 e do Heh , esta esho-

entre os potenciais quimicos do. He
gado na parte {b) - a linha mais forte indica uma transicac

de primeira- ordem.

Eixos de escala nas vizinhangas de um ponto tricritico.

{1%)

Curvas experimentais.de Giordano e Wolf
¢30 contra -a temperatura.nas vizinhangas do ponto tricritico

do cristal metamagnético DAG.

Esbogo do diagrama de fases de-um antiferromagneto- de baixa
anisotropia. M, & o campo interno na direcio facil do cris
tal.. A linha mais forte indica uma transicao de primeira ar
dem entre as fases antiferromagnética (éu de_Nég],N) e 'spin-

flop" (SF). No ponto bieritico as linhas do tipo A, T: e

L. : . . e
Tc , encontram-se tangencialmente coma .linha de primeira or

dem.

Esbogo do diagrama de fases nas vizinhancas do ponto . tetra-
critico de um cristal antiferromagnético. Todas as linhas
sao do tipe X e seencontram tangencialments no ponto te-

tracritico (Th’ Hh)'
Eixos de escala nas vizinhancas de um pento bicritico.

Diagrama de fases do Nicﬂz.BHZO nas vizinhangas do ponto
L18)

bicritico A curva cheia, que se adapta melhor ags da-
dos experimentais, indica um ajuste com uma teoria de escala

usando n=2. - A curva tracejada corresponde a n=3.

para .a magnetiza’

FiG. 17 ~

FIG, i8 -

FIG. 19 -
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Teste das formas de escala nas vizinhangas do ponto bicriti-

co do cristal antiferromagnético CsMnBr3.ZDZO(20).

{a) Esbogo do diagrame de fases dos cristais de fosfets de
manganés, no plano HK-T , nas vizinhangas do ponto de
Lifshitz. O campe H esta aplicado na diregac intermedia-
ria e as setas indicam a diregaoc da magnetizagac por camada
(na fase "fan'*' a magnetizagdo tem uma componente oscilato-
ria). No ponto de Lifshitz, a linha mais forte H, (T}, de
transi¢oes de primeira ordem, encontra-se tangencialmente
com as linhas de segunda ordem. (b) Vetor de onda critico
ac longo da linha de sequnda ordem HA(T) (ag longo de HO(T)

temos qc=0).

Graficos esquematicos dos diagramas de fases que podem ser
obtidos, dependendo da razac R , no casco de um modelo de
Ising tridimensional com interagoes ferromagnéticas (J >0)
nos planos e antiferromagnéticos (-RJ <0) entre planos. As
linhas mais fortes indicam transicdes de primeira ordem. Em
{b) temos um ponto tricritico; em {¢) ha um ponto criticeo
terminal duple (DCE}.

Diagrama de fluxos do modelo de !sing metamagnético no espa-
co (u,,x}. {1} & um ponto fixo gaussiane. {!1} e (11l) sae
pontos fixos do tipe Ising: (IV) & o ponte fixo gaussiano

que determina o comportamento tricritico.

{a) Esbogo do dizgrama de fases do modelo ANNMI  no piano
p-T . As setas indicam a magnetizagcao por camada no estado
fundamental. No ponto de Lifshitz a linha mais forte T,{p),
de transicoes de primeira ordem, encontra-se tangencialmente
com as linhas de segunda ordem. (b) Esbogo da variagao do

vetor de onda critico com a2 temperatura ao longo da iinha pa

" ra-modulada.

FIG..20 -
FIG. 21 -
FiG. 22 -

Esbogo do diagrama de fases do modelo ANNNI nas vizinhangas

do ponto de multifase
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FIG. 23 - Grafico esquematico dos valores dos harmgnices principais
das fases modutadas (adaptado do trabalho. de Fisher e
Sel ke(lm)) .
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