.y

e

UNIVERSIDADE DE SAQ PAULO

INSTITUTO DBE FISICA
CAIXA POSTAL 20516
01498 - SAO PAULD - SP
BRASIL

o IFUSP/P 493
%L!- -USPp

PUBLIGACOES

IFUSP/P-493

":\‘
o,
.3«'\' -

AS ALGEBRAS DE GRASSMANN SCHONBERG ¥ GRANDE
UNIFICAQAO

Normando Celso'Fernandes

Instituto de Fisica; Universidade de Sdo Paulo

Outubro/?984




What God hath put asunder no man shall ever join

W. Pauli
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1. INTRODUGXO - Em Pfeica, a primeira teoria de unifica-
¢§o de alguns conceitos bdsicos dentro de um rormaligmo mate
ndtico convéniente talvez seja a Lei de Atracdo Univerasl de
Newton. Id,vemos a incorpora¢do de efeitos meeénicos-ocorreg-
do a nivel de experifncias do dia a disz como =& gravidade, nu
ma teoris wuite geral que engloba aspectos da Mecdnica Celes
te.Mais tarde,?aradaj Propunha & idéia de campo e com isse, a2
posaibilidade de explicar gravitacgfo e ¢letromagnetisme como
uma teoria global, Essas idéias iriam reaparecer mais tarde
nas teorias de campos unificsdos de Einstein. 0 desejo de u-
nificar, englobar, generalizar & ums constante do pensamento
cient{fico. Neste século,'algumaa teoriss unificadas jd4 mos-
traram o sucesso dessa atitude globalizante, Agsinm, a Macini
oa.Quéntiea,consaguiu incorporar vdrios aspectos da Qufmica
Tebrica, explicgndo de forma coerente a maioria dos proble~
mas propostos por essa disciplina. A Pfsica das Part{culas
Elementares também teatemunhou um grande sucesso unificador

por meio da Teoria de Glaghow~-Weinberg-Salap-Ward que forne-

* Resumo duma ralestra apresentada durante o Simpésio de
Pisica realizado de 28 a 31 de agostc de 1984 no IPUSP, Sdo

Paulc, em homenagem aos 70 ancs de Mdrio Sch¥nberg.




ce um esquema totalmente renormalizdvel incorporendo as in-
teragdes eletromagpéticas e fracas. A etapa seguinte seris g
tentativa de incorporar num d¥nico grande formalismo as quatro
intera¢des bdaicas conhecidas : eletromzgnetismo, interagdes
fracas, interagles fortes e gravita¢do. Dessas quatro, pode-
mos dizer gue &s tres primeiras jd foram unificadas, consti-
tuinde o objeto duma teoria denominada de Supersimetria, da
qual iremos expor alguns aspectos no Capitulo 2. A gquarta in-
teragdo bdsica, a gravitagdo, ainda resiste és tentativas de
incorpora¢dy, parecendo que ainda.haveré a necessidade dum

grande esforqo tedrico para se conseguir esse ohjetivo.

Nosso intento aqui & propor algumas idéias genéricas para

se tentar segulr como um roteire de compreensdo das dificul-
dades..

Neste frebalho pretendemos seguir uma linha inspirada numa
série de artigos publicada na década de 50 por Mdrio Schi¥p-
berg,. que culminou com a publicacde de sua monografis "Quan-
tum Mechanice and Geometry " gue, & nossc ver, representa
o comego de uma visfo algébrico-geométrica no sentido de u-
nificar algumas teorias fisicas e metemdticas.

Assim,. no Q&pitulo-z expomos as idéias bdsicas contidas
nas.tegoriazs de Superespago, de Superdlgebras e de Supersime-
tria,. realgando alguns aspectos que gserdo relevantes na
rprmuléggg,que:irgmosspropor. A possibilidade de termos es-
paQos—plﬁnps com: torgdo serd levantada. Qutros aspectos im-.
portgntgg-n&orabordados por nés, dever@o ser procurades na

bibliografia sucinta que fornecemos no. final.
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No Capftulo 3 definimos as dlgebras de Srassmann-Schénberg
por meio de suas relajoes de comutagfo ¢ de anti-comutagdo ,
procurando explieitar a profundidade da extensdo proposta por
Schdnberg 4s dlpgebras de Grassmann, no sentido de interpretd-
las fisicdmente. Damos também uma {déia da teoria das repre-
sentaqaes dessas dlgebras.

0 Capftulo 4 & dedicado zo estudo de possiveis estruturas
de fibrados convenientes parz a descrig¢fo dos aspectos geoné-
tricos e topoldégicos das £lgebras definidas. Este Capftule
nia deve ser entendlido como uma formulajde rigoresa da Teo—
ria doe Fibrades e sim como uma sugestdo de eventuais linhas
de pesquisa a serem desenvolvidas posteriormente. Os proble-
mas geométricos relacionados com o estudo das conex3es e com
a teoria do levantamenfo s@o dirigidos no sentido de forne-
cer ume 1déia intuitiva das dificuldades encontradas quando
ge pretende encaixar & gravitag@o no esquema das Grandes U-
nificagdes.

"0 Capf{tulo 5 & um sumdrio de conclusdes e sﬁgestSes algu—
mas das guais estdo sendo objeto de nossas refleiaes atuais,

Ko final deste artigo fornecemos uma bibliografia sucinta
de alguns. tépicoe avordados. Incluimos na 1isfa somente algu-
mas publicagdes que nos parecem pertinentes e pontos de vista

muito importantes sfo totalmente omitidos nas referéncias,




2. SUPERSIMETRIA, SUPERESPAGO E SUPERALGEBRAS - 0 espago
tempo usual é definido como sendo o " left coset " do quoci-
ente

Grupe de Poincaré (GP) / Srupo de Lorentz {(GL) =

exp 1 ( £V + mw M )
v, pY

= (1)
exp i ( wt” M}N )

que & parametrizado por 4 nifmeros reais. Como (GP) é (GL)
s8o0 métricos, ( 1 ) também & um espago mé&irico. ESSa defini~
gBo. pode ser generalizada : podemos consitruir diversas exten-
sdes. do espago tempo { Superespagos ) definindo quocientes
de Grupos Petendidos (GE) / (GL). Essa escolha assegura que,
ac menos localmente, 0 e3apago resultante € dado por um pro-
duto carfesiano. Essa trivizlidade local & necessdria para
que a invaridncia por Lorentz das leis f{sicas ezteja assé—
gurada, Também & gravitagfo pode estar presente se (GIL)

for um subgrupc normal de {GE)., Dessa maneira, os superes-
pagos. ficam munidos duma estrﬁtu;a de grupo.

Dependends da estrutura SE'superespsgo escolhida; podé
existir uma simetria que, dentro do guadro da.teoria quénti-
cae, pude-ﬁelaéiona: campos bosﬁﬁicds e fermidnicos. Esse no-
vo princfpio, chamado de Super;imetri&, que unifica os dois
congtituintes da matérié, parficulas e campos, Gue sempre
foram bem diferenciades. { especialmente em razdo das suas
estatisticasj);'foi;encontradb.pela primeira vez em 4 dimen-
ages por Gelffand-e;Likthmany-ﬁuma-extensﬁo ndo trivial de-
( 1 ). & caracterfstica principal da supersimetria & o apa-
recimento de supermultipletes contendo os dois tipos de cam-

pos. Entretanto, bésons e férmions com a mesma massa nAo sfo
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encontrados ra natureza. Esse fato fundamental indieca gue
a supersimetria deve ser quebrada. Na verdade, essa quebra
pode ser ihcorporada num esquema bastante amplo se adotamos
uma estrutura geométrieca bastante abrangente pars o supereé-
pago. _

Um exemplo fundaméntél de superespago pode sef'conéfruiﬁé

adotando-se a gseguinte definicié para o.quociente-i

d ¥ .
exp 1 ( & Q, +xP P, * w Mpy. ) .
exp 1 (W M, )
parametrizadc por x|{ e-por_qu&fro:variéfeis~de%Graésmann

anticomutativas adlieionais definidas por. B
{e“, o o o

Esse enriguecimento da estruture dd“ésﬁaﬁo“ﬁeﬁﬁb*pbi”ﬁeﬁﬁ
da adigdo de uma eatrutura algébriﬁoagébﬁ@tfiéafindé?éﬁdénte'
20 grupo de Poincaré foi proposta nuk sentido muito mais awm-
plo por Schbnberg na década de 50, Algumas consequéncias des-—
asa proposta serfio estudadas agui. :

A representacdo de dlgebra definida por ('2‘); que é um
exemplo deféuperélgebra, & construfda em termos de pformas
( Supercampos ). 0 isomorfismé existente entre a £lgebra de-
finida porz( 3 )} e o cdleculo diferencial foi notadbfpalés
prépric Grassmenrw, mereceéu especial atencao nos-traﬁaihos
de Schinberg e terd algumss implicagdes nas consideragSes
que iremoa desenvolver no Capftulo final. ' _

0 fato mais importante a ser deduzido das definigdes
(2)e( 3), segundo o ponto de vista adotado neste arti-
g0, & o.aparecimento explfcito na relacio de comutagio da

dlgebra graduada dos geradores diferencisis 3a supersimetria
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{Dq, DPZ =i(b’r’)om D, (&)

-da filtra¢do que aearreta & existencia de torgdo no super-

espag¢o mesme quando uma métrica plane & introduzida, Esse
aspecto geométrico fundamental do superespag¢o desempenhard
um papel muito importante tanto na classificacgfo duma pos-—
sfvel estruturs fibrada, quanto ne comparajdo entre teorias
de gravitagfo.

Como-dissemos no infcio deste Tapftulo, se pretendemos
encaixar & gravitagdo dentro da Grande Tnificasfe, a teo-
riado-superespage deve fornecer os elementos para que a’
empreitada se torne possivel, Usualmente consideramos a
gravitacfo como a teoria do espag¢o tempo curvo. 4 idéia
ébvia seria tentar faZer ¢ MesSmO COm © SUPETeIPRAGO. A
supergravitaqio serig. a teoria do superespago curvo. Mas
a relagdo: ( 4.} nos ensine que, a0 contrdric dos espagos
de-Riqmanntongga& gsqmgtri§$é.determinada pela curvatura,
a geometris: do- superespa¢o. &: determinada: pela torgdo. A
curvatura seria determinada: s partir,dg-tor;io.pur.meio
das identidades de Bianchi. Para N = 8. ¢ nimerc de compo-
nqntagada;torqﬁo;sepig exggg;adaﬁentg.grande, ¢ que com-
plicaria muito .o problema da splugdo do nidmero de compo=-

nentes.-dos: supercampos.. Esse.

problems bastante complicado
nio sgni,épépda@o_aqqi, D@;qq§§p,gqg;o'&ggviatat o-que de-.
ve ser guardado-em mente é.a:.relagdo ( 4.}. & sugeatdo da
cl&sg;fic&cﬁcgpg;;ggiohdg_torgﬁq;npsgindu;pa-re:letir F0=
bre a q.pnvenié"n.qia-,s_i%.--_se,a.dzc-ta'r_-'_p&ra- a gravitajdo.ou ume

te°riﬁﬁ511§ﬁgiﬂ§tﬁin-Qﬂ,é“la_cartan,.Ouré=la ¥eyl.

3. AS ALGEBRAS DE GRASSMANN-SCHONBERG.- 4 idéia de gene-

ralizagdo do espago contida no tradalno de Grassmenn tornou

‘se muito importante para a compreensdo das propriedades e

eperagbes relacionadas com vdrias £lgebres. Cada método de
pesquisa sobre ¢ mesmo tema - espago e matéria - cria suas
préprias-aplic&gaeé. Entretanto seria um erro no desenvol-
vimento de um dos métodos somente copiar uma lista das pro-
posigdes que ocorrem nog outros métodos e tentar provd-la
com 08 recursos do método em questdo. tretanto, élgumas
propoaigdesgerais de cada método parecem manter suas vali-
dades se a finalidade & constiruir um cdleulo abrangente re-
lacionado com.cada compartimento do pensamento ffsico . A
no#so ver, esse era um dos objetivos de Schénberg quando

nd nlgumas décadas atrds ele propdés algumas extensSes das
dlkebras-de vetores de Grassmann. Juando as regras de ma-
nipulagéio de certos simbolos algébricos e geométriqos sdo
conhecidas, as teorias ligadas ¥ essas regras podem ser
estudadas indépendentemente do significade intrinseco a-
tribuido aos simbolos. Como um exemplo dessa afirmacdo po-
demos citar a formulagio original de Dirac da Mecdnica
Quintica em termos dos operadores ( 2, p ).

Yamos considerar uma variedade n-dimensional afim M,
Grassgann definiu duas dlgebras sobre ela : uma d1lgebra
comatativa e uma anti-comutativa para os vetores contra—
variantes V de M. Esses elementos geométricos pertencenm
a0s8 e8spagos téngentes Tx( M ) aasociados com cada ponto x
de M. 0 espago formado pelos Tx( ¥ ) para todes os pontos

x constitui o fibrado tangente T{ M ).
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édhﬁnberg e$tendeu essas.élgebras.ao fiﬁrado cotangente
T *( M } impondo tambdém uma Filtrais sobre as estruturas
de Qrassmann com a definigfo de um invariante {0, V‘>
relacionando os vetores contravériantes Y com ag 1 formas
U ( vetores covariantes ). As dlgebras resultantes sdo :
i) Uma dlgebre associativa graduade anticomutativa. G,
cujos geradores sfo 03 elementos ( V ) e ( U‘) associados

aos Y e aos U obedecendo ds fegras de multiplicagéo

(Y)Y (v )« (v ).(v)=.0 o
(o) (o )y«(u )(uv)=0 Y (5
(o) (viy+ (Vv )(U)=<y v> 1,

: T8y

onde lGn ¢ a unidade ‘de G, -

i1) Uma 4lgebra associativa gréduada ddmﬁtativa Ln defi-

nida pelas regras de multiplicagdo para o3 geradores Cor-

respondentes
fviivd « (w3 {v] -0
{v}fo} +«{v}{v! -0 2 N
{oi{v) +{v}{v}l = <¢u, v> an '

os simbolos tendo uma interpretacdo dbvia,

Una base de G, & definida pelos 2°” elementos ( I, )71

i 1
(I 072w (I, ) . (1% 3% ... ( I% )®1 com os expo-
entes: r, g assuminde valores O e 1. De modo endlogo. temos
r by 3 n 3
uma base dg Ln H {Ili 1... {In‘ n‘f {Il} 1 s {I,} n

comr, 8 =0, 1, 2,...,% ., Assir, G, & de ordem 2°% en-

quanto Lh é de ordem infinite. Um elemento genédrico [ ge

G_ vode ser escrito comd
n
0,.,n
F = (pl al )t o1 -y (1, b1, M%) :.. (1F1)
ky ...k “

]
= p
P4 a

-« 8 -

—a

Um elemento genérico A de Ln rode ser escrito como

Oy..00
A = (ptal)™ (ayls a ) v llip | ) oyeed
n - n LI
q
Py &

I._{Ijl‘- {iji .{Ikl}' {qu},.

Concluimoa entdo éue G, ¢ representads por *ensores anti-
simétricos ('p formas ) eaquanto gque L, é representada por
tensores simétricos( Assgim, Gn pode ser interpretada como
um cé€lcule para bbjetos geométricés afins, o que generalizas
a dlgebra exterior. De modo andlogo, Lﬁ_ppde gar interpfetg
da como um célculo'para.objetosrgeométricos afins descritos
ror tensores simétricos. 7

Uma ‘d1gebra tensorial gfim-completa_podé ser definida
como Gn X Ln_.que pRosa a ger o.conceito mais importante
deste artigo. A essa £lgebra, gerada pelos ( T ) e {I},
damos o noﬁe de Grassmann-Schénberg.. Ela satifaz ds seguin-
tes regras de multiplicagdo :

(1) (1) + (1)) =0 |

() (%)« (af) =0 o NED

]
oN
e
[
7]

( IJ-)'(I#) + (1) (h

) {I;]'} {Ik} * {Ik}.{IJ?..
{3 {e} - {15} {03} .o ¢ 8)
{IJ} {Ik} - { Ik} {1}

com a unidade da dlgebra resultante sendo definida por meio

]
o

[}
o
L
=
al

duma identificacdo entre 1, e 1

n 43
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Neste poﬁto, apds termos definido a estrutura das dlge-—
bras de Grassmann-Schbnberg, podemos parar um pouco para
tragarmos algumas 1inhas gerais de trabalho e apresentar-
mos algumss sugestles. Uma das intengPes desta monografia
é fornecer um formalismo algébrico a ser utilizado na teo-
ria das Grandes Unificagdes. Em particular, uma .das metas
do estude das supersimetrias £ combinaf geradores que co-
mutam c¢om geradores que anticomutan ﬁuma'subérélgeﬁra. Se
consideramos os objetos geométrich'afihé'descritos pela
dlgebraé produtos Gn b ¢ Ln come sendo constituidos por com-
ponentes de supercampos teremos, pelo menos no caso das
supérsimetrias, um esquema algébrice pqderoéb para atacar
este mspecto das seorias unificadoras.

Schinberg demonstra gue a-élgebra_afiﬁ Gﬁ:cdntém algu-
mas dIlgebras métricas como subdlgebras.. ASéim, se definimos
Gn gobre o corpo dos reais} chegamos-atuma}éubélgebra quo-
ciente isomorfa B umz dlgebra de CIifford Gn'que, essencial-
mente § métrica. O fato de Gﬁ'conter'subélgebras equivalen—
tez a todas as dlgebras de Clifford e 33 £1gebras do tipo.
Duffin-Kemmer-Petiau mostra que dentro do cdlciulo afim a
teoria dos espinores se torng uma parte da teofia—dos ten-
sores antisimétricos. e que =z éepargqiﬁ existente entre o
cdlculo espinorial:e.o cdleulo tensorial se deve em parte
& uma lacuna iﬁterpretativa do cdleulo convencional. Alids,
em nossa opinido, essa forma de abordar os dois tipos de
cdlculos ganha um reforqb, emborz num contexto muite diver-:
se, nas conclusdes dum trabalho recente de Glckeler e Joos
( ver bibliografia )} onde ums transformacdo tensorial &

considerada como um produto duma transformagfo espinorial,

- 10 =

por - uma transformzgio do tipe SU(2) X SU{2). Podemos tam-
bén generalizar o estudo para umé métrica ndo plana, chegando
4 definigéo das dlgebras de Atiyazh-XAhler caracterizadas pe-
la produto

ax! vax - qu + deA ax”
onde V denota o produto de Clifford e A denota o produto
de Grassmann. Alguns resultados importantes. tém sido obtidos
dentro dessa &tica, especialmente no que se relaciona 4 de-
fini¢fo de correntes bosdnicas-fermidnicas. _

Uﬁa outra possibilidade estudada por Schinherg é a de de-
finir Gn sobre o corpo dos comﬁlexos. Como resultado ele ob-
tép uma 4lgebra equivalente & dlgebra de Jordan-Wigner para
o3 férmions.

Ainda dentro do espfrite de se éonsiderar a subordinagdo
‘de estruturas algébricas, algumes hipSteses relevantes podem
ser levantadas. ﬁo casc especffico de n = 2p = 4 vemos Jue
a 4lgebra de Clifford C, fica subordinada & Gy- ﬁo pdnto de
vista métrico, é o grupo ortogonal 0(4) que estd rel&éibné,
do & 04. Como SU(n) e U{n) sdo subgrupos de ¢(2n), algumas
estruturas algébricas do tipo Yang-Mills, relacionadas com
grupos ndo-abelianos como SU(2) podem ser definidas. Entre-
tanto, este ndo € um problema trivial por envolver teorias
gerais de levantamento de estruturas algébricas. Contudo,
estamos abordando neste momento assa poéaibilidade.

A dlgebra comutativa Ln consideréda como um cdloulo pa-
re os tensores simétricos também fornece =a possibilidade
de algumas generalizeg¢les importantes. L, defipida sobre o
corpo dos complexos fornece uma 4lgébra n-dimensional equi-

valente & 'dlgebra de Dirac-Jordan-Klein dos operadores de.
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criagio e de destruicdo para os bbésons. Desde que definames
L, sobre um espago linear de dimensdo 2n e ;dmitamos ai a
existoncia duma forma bilinear antisimétrice definida por
£, L}”> - <Vv', U” associada & geomeiria afim do esps-
¢o n-dimensional de. partida, poderemds definir uma 4lgebra
simplética de dimens&o 2n.E claro que se estivermos consi-
derando o eSpaqo de fases de um sistemad, por exempld, essa
estruture fica naturalmente associada ao fibrado cotangente,
Egga estruturs simplética, especiaimente quande & forma bi-

linear antisimétrica & ndo degenerada, cresce em importdncia

na formulacfo axiomftiza da Teoria Qufintica de Campos adota-

da por Segal. Para tanto, bzsta colocar as relagdes candni-
cas de comutagdo de Heisenberg n2 chamadz forma de Weyl e
definir um sistema de Weyl para os‘operadores unitdries.
Essa abordagem & feita, vor exemplo, por Bongaarts & quem
remetemos o leitor. _ . _ )

OQutros aspectos muito-importanfes do.estudo-de-Ln y 8l=
Zuns mencionados e outros bastente desenvolvidos. pelo pré-
prio Sch#nberg sdo a2 possibilidade - de extensfo da teoria
da integragdo mesmo quando os integrandos nio sdo fungdes
ordindrias, com 2 integragio podendo’ existir como.um produ-
to algébrico, o gue leva a uma algebrizagdo da andlise fun-
cional e ; interpretagéo fonma:_ia teoria:das distribuigbes.
0 esmiugamentordésaes-aspecxos foge-do-escopo.§o pﬁesente
trabalho e por si- 86 Justificaria outros trabalhoa;,?re-
ferimos remeter o legitor =zos traballios originais de Sché-
beré e a uma série de t;abalhqs gue vem s2ndo desenvolvi-

dos na Universidade de Londres por Bohm, Hiley e Prescura.
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4, ALGUNS-ASPECTOS GEOMETRICOS DAS.KLGEBRAS G-S - Como
vimos no Capftulo anterior, a dlgebra afin completa_&éfi-
nida pelo produto direto Gn X Ln fornece um ?élculo para
os objetos afing descritos por tensores de valéncias
quaisquer. Por outro lado, paodemos consijerar © superespa-
go definido no Cépftulo 2, { x,IQ Y, como ums vafie&ade
bdsica na qual age o grupe de reparametrizagéo ( grgﬁo.
estendido GE ). A variedade fangenteﬁi essa vérieQade
terd o grupeo de Lgrentz { GL j #omo grupo tangenfe. E
claro que gasa definig¢do de'éupgrgspa;b pode ser seneréli—'
zada, por exenmplo, admitindo-sé umd estrutura analitica
ao invés da afim usual mas isso, 2 neosso ver, além:ae com-
plicar o problema de clareza desta exposicdo ainda-apreéen-

ta o inconvenlente de introduzir ab initio uma estrutura

- métrica decorrente da analiticidade. Vamos nos restringir

a0 superespa¢o ordindrio. Do ponto de yista:ggométrico,
uma dlgeﬁra € um espago linear. As dlgebras deo Grassmann—
Schdnberg, sendo definidas por um produto difeto jéd suge-
rem intuitivamente uma generalizaj@o da definigdo de §a-
riedade. A generalizagio Sbvia & procurar uma estrutura
de fibrado que tenha como espago de base ou 0 espP250 tem-
po oun um'espago-mais gera; como O Superesparo, £ _que itew
nhe como- espage tetal um produto local de espajos compa-
tiveis com &s simetriss do problema. .

A questfo fundamental que se coloca agora e Jue estd
sendo objeto de.pesguisa do autor { ver bibliografia.}

§ de como caracterizar a estruturz fibrada mais conve-
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niente dentre a3 indlmeras possibilidades decorrentes das
£1lgebras de Grassmann-Schlinberg que possa descrever de

zodo satizfatério diversos aspectos relzecionades com z in-
corporagdo da gravitagfo. . 7

Voltemos aoc caso do espaic-(.x;'éﬁ-). £ rdcil de ver que
este espago ndo podeyéér-contféféé>% um ponto devido ds re-
lacdes de-éﬁticomataqio.péﬁagos_eﬁ“g ISstquer.dizer que .
a trivialidade locel do fibrado nio pode ser estendida pa-
ra.- & trivielidade global.. .

As dlgebras G-3 oferecem zrandes possibilidades de gene-
ralizagdes. Como uma Sugestio-para o estudo das superdlge-
bras com N = B, pedemos: fixar 64 X,L4 como sendo o ponte de
partida. A fixacdo de dimensdo 8 pode parecer arbitrdria
neste ponto mas, no nosso entender ela pode signifiear uma
restrigdo natural que_advém_ia_gxisténcia de apenas alguns
campos que sdo o ‘dos nimerps reais, 0 dos complexos, o dos
quetérnions e o dos octOnios.{ nimeros de Cayley } compatf-
veis com a estrutura de dlgebfas quociznte associativas.
Essa restrigde esté.ligad&_a&um.teofeha'cldasico.dé Hurwitz
que afirma que se ume flgebra qgociente— real associative
A tem ums norma gque satisfazz B L

tavl=lallvl a b€
entdo o campo sobre o qusl ela‘esfétéﬂﬁinida_sé node ser
um dos citados acima. As-4dlgebras ﬁa_Clifford, tomadas: co-
mo digebras. quociente reais sdo @m;gxgmplo;-Par outro lado,
a dimensdo de uma #£lgebra quocienté#sempre serd uma potén-
cia de 2. A dimensdo de_Gn é 2?“)5?3m sido feitza tentativas
de generalizagda do teorems de Hurwitz com a procurd de ou-

tras digebras quociente com dimensdes maiores que 3.Sob v4-
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rios aspectos, esse problema ainda permanece em aberto. Co-
wo jd afirmamos anteriormente, as dlgebras G-5 sio ums rea-
lizagib que admitem representa¢les tensoriais de gualquer
valéncia. ®m outros termos, dada & variedade de base My po-
demos definir um campe tensorial sobre M que serd uma secgdo
T% ( M), por exemplo. Para uma caracterizagdo desses campos
tensoriais, devemos estudar o chamado fibrado de referencia
F.(.M ) associado & M. Se P ( M) sdmitir uma seccdo defini-
dé'ﬁor

. 8: M —=F (N} .
ghtﬁo p Jrae {Vl (x) 4 «un v (x)}
onde fvi} é uma base de T ( M ). Isto vai significar que
M admite transporte por paralelisme de= vetores, ou seja, hd

um isomorfismo entre os diversos espagos tangentes TX(M)(

: E&té ¥ltimo chamamento & fundamental pois vai permitir a de-

finigdo de n secgles { que sdo fungbes contfnuas ) de P(M)
qﬁe, com as devidas adequagles, nos fornece o material neces-
sdrio para a definigdo do levantamento de certas estruturas
algébricas. Entretanto, ndo é qualquer veriedade que admite
que'ae defina transporte ﬁor paralelismo { pensado como um
CRS0 particular de levantamento }. Um grupo de lie sempre
é.par3191izdvel. Dado um grupe de Lie G, sua dlgebra de Lie
g & isomorfa so eapago tangente Te{ ¢ ), onde e = identidade.
As dlgebras G-5 sfo dlgebras associativas. Como a toda éige-
bra associativa corresponde uma'élgebxa_de Lie, desde que
definamos convenientemente o colchete de Lie, definimos uma
dlgebra qé Iie associade & cada dlgehra 5-5 e daf inferimos.
algumas estruturas bdsicas, Dentre as estruturas que vdo. nos
intereéaar ﬁ&is, temos as nogdes de conexdes, curvatura e

torgio. Pode-se mostrar que cada canexdo decorre da defini-
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¢do de ums certa 1 forms w que perténce ac fibrado cotan—
gente T *(P) onde P & o fibrado principal associade a M

( P(M) & um exemplo de um fibrado principal ). Neste ponto
achamos importante remeter o leitor 4 consulta do artigo
do Prof. Videire neste Simpésio , onde se encontra de mode
eristaline um exemplo muifo sﬁgestito do.estudo_do fibrado
prinecipal e suas implicacles na teoria geral do Eletromag-
netismo. O cardter abeliano do gfupo U(1l) da geometria das
equages de Maxwell simplifica o tratamento e & bastante
ilustrativo.

As dlgebras (-3, no entanto, adwitem diversos gfupos
néo abelianos como base, E claro que embors sendo local-
mente Isomorfos na dlgebra, as estruturas geométricas des-
sea grupos podem ser diferentes. Ko caso do superespago e
sua possivel interpretagdo como espago de base para as 41—
gebras G-S5, as teortas de Yang-Mills talvez sugiram & &na-
logia mais marcante e um roteiro a ser seguido, Em Yang-
Mills, onde o grupo estrutural & ndo abeliano come o SU{2),
a conex@o { potencial de gauge ) e a curvatura ( campo de
gauge ) refletem a existéncia de alguns aspectos geométri-
cog peculiares. Para podermos introduzir campos materiais
com partfculas masmivas e ndo m;ésivas tewos essencialmen-
te de definir um fibrado vetorial real m-dimensional E so-
bre o espago de base M de dimensfon {( n > w ). O grupe
estrutural'aerd Gl (m, R }. Dgsse modo, um campo materiasl

serd uma secgfo ¢ {x} = { ¢l,;.., ® ), ou seja, um m-

m
pleto. No fibrado principal P essociado a E, definimos uma

. . - E -
conexfo | que induz uma conexfo I~ em E. As conexdes assim
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definidas obedecem a

rE@T(H)=rE®I+I®r (9)

Analqgamente, a curvaturs satisfaz

gE © 1(0) @I+ I@R (10)
as notagdes sendo ébvias e ag contragdes sendo 2¢ usuais.
O importante a se notar de (9) e (10) & que mesmo tendo um
espago tempo planno (I = 0 }, podemos ter uma geometria de
Yang-Kills ndo plans ( [ © #0 ). O mesmo raciocfnio se a-
plicaria & curvatura. B claro gque as teorias de.Yang-Hills
fornecem muito mais que esse resultado geométrico que real-
camoa. No entanto, com & finaslidade de fornecermos apenas
um exemplo de como o grupo estrutural pode modificar a es-
trutura geométrica do fibrado, achamos gue a-ilﬁstrag§o=é
3ﬁficiente,

Como as teorias de Grande Unificagdo tém tamdbém por méta
incorporar a gravitaq&o, vamog agora fornecer alguns.argu-
mentos geométricos muite simﬁles que podam ajudar a resgl-
ver o problema de c¢lassificagdo de estruturas fibradas que
podem servir de candidatas & arenaz de unificagde. 0 tipo

de conexdo utilizads em Relatividade Geral difere muito das

‘conexdes do Eletromagnetismo e das teorias de Yang-Mills.

D¢ um modo geral, as teorias da Relatividade Geral de Eins-
tein e suas variantes sdo bdseadas na geometria riemanniana
(métrica). Elas podem admitir um tensor de torgdes gue sem—
pre estd relacionado a¢ tensor de curvatura. Se a métrica
for plane, a torgHo se anula. A primeira excegdo & uma teo-
ria essenci&lménte métrica que fornece as mesmas equagoes

bdsicas para os cempos que & teoria de Finstein & & teoria
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de Cartan. Na teoria de Jartan, gue dg certo mo@o englaﬁa
também a teoria de Weyl, é introduzida a nogdo vdsica de
torgdo independentemente da curvatura. Na teoria do trans-
porte paralelo de Levi-Civita, reduzimos_o'grgpo do fibrado
de referéncia F(M) de Gi_(ng ® ) para O(ﬁ) e encontramos
uma dnica conexfo que satisfaz ds imp@sigSes.qa torgd0 ser
nula & do tranéporté por paralelismé_conservar os produtos.
escalares. Isso, em termos ﬁas componentés covariantes do
tensor das fﬁrqSes signifieca simetria de;indices, o que_nib
ocorre na teoria de Cartan.

E importante notar que 2 ditisib que adotamos entre teo-
rias métricas asem torcié ou com tgrqio proveniente da eurva-
tura e teoriaa com torgdc indepeﬁdente da curvatura vai
nos servir rara classificar os tipoe de fibrados mais conve-
nientes paras as unificagdes e nfo pretende compreender as di-
veraas teorias mais.glaﬁoradas existentes.

O problema: da classificagdo de fibrados faz parte da cha-
meda teoria das classes caracterfsticas. Para & classifica-
80, partimos ou de fibrades principais ou de fibrados asso-
ciados. De um modo geral, quande os grupos estruturails dos
fibradcs.principais sdo O{k), S0{(k} e U(k) temos, respectiva-
mente, as classés de Poﬁtrjagin, de Euler-Pontrjagin e de
Chern. Parz easas c¢lasses, a fixa;io dos grupos de cohomolo-
gia correspondentes depende de modo essencial da curvatura.
A despeite do fato da teoria dessas trés classes se consti-
tuir,.a.nosso ver, numa das mais belas fusfes de coﬁceitos
algébrices e.topol6gicos, a2 solugdo do nosso preoblema ndo se

encontre af, No fundo, queremos determinar uma classe gue
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nos. d@ informagdes sobre a estrutura fibrada jue sejam in-
dependentes da curvatura., Ainde considerando os fibrados
com estrutura de grupo, existe uma classe gque pode satis-
fazer aos nossos requisitos. E a chamada classe de Stiefel-
Whitney. O grupo ggtrutural do fibrade principal & O(k) e

a diferenqa'esaencial entre essa classe-e & de Pontrjagin

¢ que oe grupes de cohomologia de Stiefel-Whitney ndo sdo
calculﬁdos”com coefiéientes reais como HY (¥; R ) mas sim
com coeficientes 2/2 { grupo aditivo dos inteiros médule 2)
como HP (M f 2/2 );'Vamos reunir aqui apenas alguns resul-
tados 1mportaﬁtes. As classes s3o denominadas de wi(E) pa-
ra o fibrado vetorial associade e de LA {P) para o fibrado
principal. Se tomamos E = T (M}, para i = 1 e 2, temos que
ae wl( T (M) }) =« 0, ¥ serd orientdvel, enquanto que se

wl( T (M) ) # 0, M nilo serd orientdvel. Analogamente, se
w2( T (M) ) =0, Madnite ume estrutura ¢om spin, enguanto
que se w2( T (M) } 20, ¥ nfo admite estrutura com spin.

A relevédncia dessas pbaervaqﬁes ¢ dbvia., Se tentamos defi-
nir espinores numa variedede M para s gual Wy = 0, teremos
a impossibilidade de. definir o transporté paralelo desses
espinores em M. Entdo, para definirmos espinores em M, te-
mos de ter Wy = 0 e tambénm w, = 0. Essas restrigdes sdo es-
senclais paras gue possamos incluir multipletos de part{culas
com 8pln nas teorias unificadas. Vemos assim um bom exemplo
de como a topelogle da variedade de partida pede dafinir
aspectos fundamentais das teorias flsices. Muito poderia
ser dito ainda sobre o problema c¢classificatério mas iszso

fica pare um trabalho mais téenico.
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5, CONCLUSOES - 0 leitor que teve a paciéncia de chegar
até este ponto j4 pdde perceber o cerdter informal que im-
primimos & dissertagfo. A nossa finalidade foi a de apre-
sentar algumas sugestBes e, a partir destas, algumas espe-
culagles, Em alguns casos as sugestdes sfo inteiramente in-
tuitivas. Esse caminho intuitivo pode levar T conclusdes
erroneas quendo um formalisme matemdtico mais rigoroso &
encontrado. Entretanto, nec nosso modc pessoal de encarar &
ciénecia, esse caminho intuitivo natural deve ser trilhado
até o wmomento- de encontrarmos dificuldades gue nos fagam
mudar de rumo. Bd védrios anos, quando sinda aluno de gra-
duag&9 do Prof. Schinberg, comegamos & tom2r contacto com
seu trabalho sobre algebrizagio da Fisica. Confessamos que
por muito tempo a monografia " Quantum Mechanics and Geo-
metry " permaneceu para nés como umA obra mistericsa que
possivelmente nada acrescentava 3 Mecdnica Qudntica gue
getuddvamos e pensdvamos entender. Foram necessdrios mui-
tos &nos de maturecdo a axperiéncia para que pudéssemos ho-
tar que as conseqﬁﬁncias de vdrias teorims ffsicas seriam
melhor entendidas e eatendidas se uma postura globalizante
4 la Sch¥nberg fosse adotada. Foi com o espirito de tentar
apresentar como algumas idéias de Schinberg ainda ndo to-
talmente exploradas podem ser complementadas e adicionadas
ds teorias de Grandes Unificagbes que aceitamos o convite
de. fazer esta exposigdo.

Estamos perfeltamente cdnscios de que alguns sapectos
fundamentais ndo foram abordados, Como exemplo, podemos ci-

tar o problema da classificagfio. Fode ser gue tenhamos de
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partir de definigaes—mais.éefais de fibrados, camo_a dad&r
na teoria de Ehresmann-Feldbau, na éual ndo definimos a
rrieri a ftopologias de grupo estrufural. Easa toﬁologia
seria fixada por imposigdes algébricés bem.gerais. Esse
ponto de vista tem de ser considerado. Por outfo lado,
mesmo aspectoR gerails que mencionamoé podem n&o ter ficado
claros dentro do ™ bundle " de i1déias apéesentado. Iszo

pode ser remediado, em parte, recorrendo & bibliografia,
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