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0 PROGRAMA DE ERLANGEN DE FELIX KLETN

¥RLARGEN = 1872

" { Tradugdo e comentdrios por Kormando Celso Pernandes )

APRESENTACKO ~ Nestd trabalhe apresentamos uma versdo em
lingua portuguesa do famoso Programe de Erlangen eujo +f{tu-
lo original deve-se ler * ConsideragSes Comparativas Sobre
4a Pesguisas Geamé;sricas Modernas ". Na sua forma_ final co-
mo a qﬁe apresentamos aqui, o programa foi publicado d¢om o
titulo “'Vergleichende Betrachtungen fiber naﬁere geoméfris~
che_Férschungen "y em ¥athematische Annalen, Vol XLIIT ,

{ 1893 ) p. 63. © programa original, contude, foi publicadb
por ccasifo da abertura do ano acadimico de 1872 da Univer-
sidade de Erlangen. Nessa éltura, Pelix Klein tinha apenas
23 anos de idade. . | . _

Seria dééneoassério realgar agui & inmportdncia do Progra—
ma de Erlangén na nistdériz do dese#velvimanto da eiéneis do
‘aéeulo XX. Fo dizer de J. .Dieudanné. esse trabalho serva
com¢ um verdadeirc " divisor de égnaé ® que coroa a longa ¢
brilhante evolugfo da Geometrism Projetiva,_grhqas a0 enfo-
que fundamental oolecado no eonceito de ETUpe. As coﬁaeqﬁén-
eias @ 08 prolongamentos das idéiés de Klein motivarﬁm & con
tinuam motivande pesquisas fundamentais em ¥atemdtica e em
Fisica., Pale profundidade dos temas abordados, preferimos
nfo tecer considerzgles especificas sobre os capitulos., Va-
mos apresentar o texto e dsixar gua ¢ leitor medité sobre

|
ele.

© 0 PROGRAMA DE ERLANGEN
CONSIDERAGUES COMPARATIVAS

Dentra o8 reaultados obtidos nos dltimos eincoenta anos

no campo da geometria, ocupa o Primeiro lugar o deseﬁvolvi

“mento da Geometris Projetiva ( veor Nots T ). Alnés qus &

prinefpio as relagdes métricas parecessen inacesaiveis a
essa diseiplina pois elas ndo se conser#am invariantes pe-
lae projegdes, recentemente, entretanto, foram elas também
incorporadas sob o ponto da vista projetivo, de modo gue
egora es métodos projetivos compreendem todas as geometrina

somente com & ressalva que as propriedades métricas, nflo

_mais como propriedades dos entes em gi, =fo vistas como re-

lagBes entre esses e uma forrma fundamental; o cireulo ima-

ginério no infinito ( da esfera ).

Counparando as nogles da geometria ordindria { elementar
com este método, que introduz gradativamente ar formaz no
@spago, surge a quastio ge exiaté um princ{pic geral, ase-
gundo o qual ambos os métodos podgm 8¢ orgapizar. Uma tal

questfo ganhs mais importdncia pois, junto com m gaometris

.@lementar ¢ com a projefiva,uma gérie de outres métodos se

apresenta, ainda que menos desenvolvidos, mas que merecen

também um direito de existéncla autdnoma. Tais métodos con-

- sigtiriam da geometria dos raios reciprocos, das transfor-

magSes racienais, ete., es quais serfo mencionadoes e expos-

tos no que se segue,




Aceitando a tarefa de sstabelecermos em sequéncia esses
desenvolvimentos, certamente ndo thegaremos a desenvolver.
nenhuma idéia essencialmehte nova mas sgsomente delinezremos
com clareza e precisdo o que j€ foi pensade sobre cada ms-
sunto de forma mais ou menog exatz, Eatretantc, a publica-
¢80 de consideracgdes dés:inadas 2 estabelecer uma visdo
global se Jusvifica pois, a geometria gue essencialments
é§ una, pelo desenvolvimento rédpldo pela gqual passa nos
dltimos tempos, se subdividiu demais em disciplinas quase
separadas { ver Hota II ) que progridem'independentemente
umgs das outras. |

Adicione-ge a isso & intencdo particular de exﬁor méto-
dos e péntos de Vista que se desenvolveram em traﬁalhos.re—
éentes de Lie e meus. Os nossos trabalhos, aiﬁda que se re-

ferindo 2 objetos distintos, entram nesse zodo geral de

congideracdes, necessitando,entretanto, 48 uma discussio gque-

caracterife o ponto de vista almejado & as suas tendéneias.
Linde jue 21té sgora s§ tenhamos falado de pesquisas geo-
métficas, dentre essas devemos tambénm enten&er 0g trabalhos
relativos &s variedades ¢om qualguer nidmero de dimensSes,
03 quais se desenvolveram a partir da geometria cbm a abhs-
traqie da Tepresentagio sapzcial, repréeentagéo alids ndo .
-.essencial pare as consideragles puramente matemdticas {.ver
Fotas IIX e IV ). No estude das variedades nés nos defron-

tamos com espécies diferentes como em geomeiria e iratamos,

° A
como &m geomstria, de por em relevo o que hd de comum e ¢ que

hd de diferenté_em pesquisas realizadas independentements.
§ : :

De maneira zbastrata, bastaria em seguida falar simplep-
mente de variedades com virias dimensaes mas, retornando

i representacdo geométrica maism famlliar, encontramos ex—

:pLicagoes mals simpies @ inteligfveis. Como axemplo, par-

tindo da coneiderac¢do de entes geométricos e desenvolven~
do o raciocinio sobre egses, reconstruimos o mesmo caminho
pércerrido pela ciéneia no seu desenvolvimento, o aque -
costuma ser ums base importante rara a exposicao.

FZo & possivel fazer aqul uma exposi¢do preliminar da

‘matéria com a qual nos ocuparemos ne seqﬂéncia, pols essa

ndo se adapta muito bem 2 uwma forma mais coneisa 1)
os titules dos pardgrafos mostirsrde o progresso geral do

pensamento. No finsl hf uma série de notas, as quais de-

senvelvem de forma mais empla alguns pontes particulares,

quando isso pode parecer 1til para a explicagfo geral do
texto, sendo que esses pontos estio bem separades de ou~
tros gemelhantes pois a finalidade & Seguif ¢ principic

ratemdtico abetrate de acordo com as censideragdes do

(I)Essa concisdp da forma é um defeito da nossa exposicio, e
é de se ssperar que ela ndo torne a compreensdo sensivelmen—
té mais penosa. Eu nZec poderia remediar issc a menos gue
fizesse uma exposzic¢do muito mais extensa; na qual serian de-~
senvolvidas em detalhes as teorias particulares gue aqui

s8¢0 apenas mencionadas.




- texto sm si.

-§1~
GRUPO DE TRARSFORMAGUES X0 ESPAGO « GHUPC PRINCIFPAL
COLOCA-SE U PROBLEHA GERAL

0 conceito mais essensisl dentrs aqueles necessérios
rara o que exPoremos ew aseguida é o de Zrupo de transfor-:_
magdes do espa¢o.

Compondo fantas fr&naformaqSes do espego quantas Quiser-

( 2 ) aempre teremos de novo uma transformagao. Ora, se
um dado conjunto de transformagoes &oza da propriedade de

que cada transformagao resuliante dg composigoas de trans-

formagdes do conjunto alnda pertence ao conjunto, chamarsmoa_

a es3s conjunto da grupe (3304 2

(2) Supomos sempre su;aito simultaneamente ds’ transforma—
¢Bea teodo o complexo das flguras do espago e falamoa, pPoOr-
tanto, simplesmente de transformagoes do espago. As trang-
fermagles podem introduzir ao invés'dos_ponﬁqs, ountros ele-
mentos, como o qua acontece com as tfansformagﬁeé reecipro-

cas w28, ne texto, nio dlstlnguiremos essea concaitea.

€3 )Essa definigae ainda neccesslta de um ucmplemento. Su-
pomos implicitamente, que o8 grup&s do texte sé admltem ope
‘ragBes cujas inversas tazbém estejam definides ; entretanta,
no taso duma infinidade de operagoea, isso nio decorre da
prépria deflniqao de grupo ; &, portanto, tma hipétese que
- deve ser gdicionada 4 definicfo de grupo do texto.
{4 & ﬁogio ¢ a denominagfo sdo emprestadas da teoris

5 .

U -exemplo d2 grupe de trénsformacaes é dadé peio coﬁjun—
to dos movimentos ( considerando cada movimento como uma o 7
peragio efetuada sobre tod& 0. espago ). Un grupo contido nes
_te.é,_por exémplo, o das rotagdee &¢ redor de um ponto - 2

Inversamente, um ZTUPO que _ccntém ¢ grupo dos movimentos &

- eonstitufdo relo conjunto dasg ffansfcrmaq&es homogréficas

( colineagSes ). Por outro lade, o ecédjunto das tranaforma-
gdes reeiprocas ( dualfsticas ) nfo constitui nenhum £Tupo,

pois duss reciprocidades aplicadas uma depois da outra aso

lugar 8 uma transformagdo homogrdfics — entretanto, teremoa

&e nove wm grupo se considerarmos o conjunto de todas ms

trans*orwacoes reciprocas e colineares (s ).

das sﬁbstituicﬁes onde consideramos, nieftraﬁsformagges dum

.campo continuo, mas sim permutagdes dum nimero finito ée

grandezas discretas. .
{ 5 ) Camille Jordan determinou todos 08 grupos contides
no grupo dos deslocamsntos ( isometriss.) ( Annali di ¥ate-

matica, t IT ).

(6 ) FE&o cbstante sempre considerarmos as traﬁaformaqaes

dum grupe cemo aparscendo em muceasBes sontinevas, convégmno-
tar que esse aspecto udo & essencial. Par exemplo, os deslo-
camentos em mimero limitado que fazem com que um COorpd Irg-

gﬁlar retorne ao ponto de partida também - formam um Zrupt ;

1530 também eeorrs para os dealocamentas, en numero limita-

do, que fazem com qug uma senoide venha & e superpor.




Estamoes entdio no espago das trensformages que ndo alte-
rem as propriedades_geométricas das figuras. De fats, pela
prépria conceituagdo de propriedades geoéétricas, vemnos que
‘estas ﬁltimas edo 1ndepandentas das posigBes que as figuras
& gerem estudadas ocupam no espago, das suas grandeszas ahso
luras e, Tinalmente, também da orientagao 17 ) segundo 8
qual suas parteséestao dlspostas. As propriedades da uma
tal figura permanecem portanto inalteradas em relagio‘a to=
" dos om movimentos do espego nas suas tranéformagSes da se-
melhanga, nos processos de refleiaes ( espelhamento ), come
tambér em ralagdo a todas as transformacies gue resultam '
das composi¢les deatas. O conjunto de tais tv&nsfcrn&goaa

chamaremncs de ETUDO principal (8. de transfcrmagoes do

espago ¢ a3 propriedades geométrieas nao Be alteram pelas

transformagdes gg £TUpo prlnc;pal. Podemos também afirm&r

" de modo *nverso t a5 propriedzdas gaaﬁétricas sao caracte

rizadas pela sua 1nvariancia com respeito éa transformacoes

: do gruvo prineipal. Em verdade, se se considera por um mo-
mentc o espago como imdvel, isto 4, como ume variedade rigi-

da, entdo cada figura terd um interesse individualj isso se

( 7 ) Por orientagio & preciso entender aqui & .propriedade:
ordem segundo a qual uma figura se distingue da sua simétri-
ce ( imagem refletida ). Assim & gque, pela'orientagéo, wma

-hélice destrégire so distingue duma hélice lavégira,

© 8 ) Por definicdo » ©@ssas transformag¢des forman necessaria

1

mente um grupo

expressa dizende que as propriedades intrinsecas da figura

"~ sdo propriamente goonétricas se elas se conservam gagundo

© ag transform&qoes do grupo pri ncipal.Esta nogdo, formulada

aqLi dum modo mais ou menos indeterminado, vai reaparecsr
de maneira meis clara ne desenvolvimento ulterior das con-
aiderz¢des. . .

Fagamds agora abstragdo da figﬁra material que, do ponto
de vista matemﬁtico, nfiic ¢ esgencial e considersnos no es-
rago,simpleamente uma variedade multidimensional Como exsm
Plo, vamos nos fixar ns repreasentacdo habitual do ponto co-
W um elémenﬁo do espzgo tomado como uma variedada tri-di-

mensional.Por enalogia com as transformagles do espago, fa-

" lamos de transformacgdes da variedédé: esaas também forman

grupos. Somente gue agul as coisaé nfo ge passamrcomo'no

espagoe onde wk grupd se diatingue de outro pelo seun signifi-.
cads 3 aqui cada grupo é equivalente a outro. Como genegrali-
s¢gao da Geometria surge assim ¢ mseguinte problema abrangen-

te 3

E dada uma variedade 8 nesta um grupg de trznsformagdes;

estudar 0s entss que fazem parte da variedade no que comcer-

ne &4s propriedades gue ndo se elteram pelay iranaforazacdes

do dado grupo.

Segundo & express@e moderna s qual se refere somente 2 um

- deterninado grupo, o de todas as transgormagoes linesares, pD

demcs tamhém dizer assim:




E dada uma variedade e nesta uz grupo d¢ transformacfes:

degsenvoiver 2 teoria dos invariantes relativos a egsse srupo.

Este é o problema geral que abrange em si, ndo somente =
geometria ordindria; mas tanbém, em particuiar 08 novos métu;
dos geométricos gque devemos enunciar e as dive;sas nansiras
de tratamento das variédades mulfidimensionais. Convén notar
qué ¢ a arbitrariedade que subsiste Ino gue dizm respeito‘a
"gscolha do grupé de transformagdes 2 ser fixado; e temoa
igual.direit&, no gue se segue { isso j4 estg‘impliéito ),
da fecer todas as espéciea de consideragdes que possan se

encaixar no esquema geral.

-§2-

0S GRUPOS DE TRANSFORMAGOES DOS QUAIS UM EXGLORA O
OUTRO ESTLO SUBORDIADOS ENTRE ELES. DIVERSOS PIPOS
DE PESQUISAS GEOMETRICAS B SUAS RELAGUES MOTUAS

Degsde que as propfiédgdes geométricas dos entes do¢ espa-
g6 perranecem inalterades em relagio & todas as traneforma
qSes do grupo principal, parece absurdo procurarmo's as pro-
priedadea para as quais a in&lferébilid&de 36 se a4 para
uma parte das préprias trapsformagdes. Mas a colocagfo de ﬁms
tal questic & justificdvel, ao menos formalmente, se estuda-
mos o5 sntes 40 espago em relssdo & elemehtos imaginadog fi-

xos. Consideremos como um exemple, 0 caso da trigonometria

esférica, onde além dos entes d4c espago, temos um ponto die-

tinto, fixado. Agora a quest&o primsrdial € esta : desenvol

‘ver o estudo das propriedades invariantes em relacdc ao

grupé principsl escolnido, ndc mais do3 prépriés entes do
espag¢o, mas do sistema que eles formam com o ponto fixado.
¥ag podemos foprmular esta questio‘de.outro modo: estudaf o3
entas do espago em sl mesmos no que concerne da propriedades
que ndo se alieram pslas itransformacgdes do grupo principal
que conservam f£fixo o ponto proposto, Em cutras pzlavras,

é indiferente fazer um estudo : ou das figuras do espago

em relag¢do a¢ grupe prihqipal acrescentande o ponto dado,

‘ou, sem acrescentar nada a priori, substituir o grupe prin-

cipal por outro que esteja contido nele ¢ culas transforma-
95#3 deixem inalterado o ponto dado.

Este € um primcfpio do gual iremos fazer uso freqﬁente
no que se¢ segue o por isso damos agora uma Fformulacdo ger;l
ilustrativa, _ _

Seja dada uma variedade e, yara t#zer seu estudo, damos
tambén um de seus grupes de transforma¢Bes. Coloce-se entdo

o problema de se estudar os entes contidos na variedadae e

geu relacionamento com um dos entes em especial. Podemos en-

t80 ou acrescentar ao sistema de entes mals esse ente dado

g assim estudar as broprieﬁédes de sistemz estendido rela-

eionedas B0 grupe proposto - ou, nfo estender o sistema mas

1igtitar as iransformacles gque formam a base do estuda égﬁe~

Jas gue jd estfo contidas no préprio grupo e que por hindte~

se deixam inelterade o ente proposto ( e dque necessarigmente

ainds formam um grupe ).

Yamos agora raciocinar de maneire oposta & questfo lavan-
tada no inicio'do pardgrafo & vamos nos ocupar 4o prebleﬁ&

inverso, que & muito simples. Frocuramos quais sdo as pro-

10




priedades dos exzes que se conservam segunde um gripo. de
tranaformagoes qﬁe contdm 0 grupo principal como parte. Cada
propriedade que enconiramos con tal pasduisa é uma proprieda

de geozétrica do préprio ente, mas & reciproca ndo & verda-

deire, Para a reciproca passa g vigorar o princfpio referido

acima, segundo o qual, agora o grupo principal & o mais res-

t=ito. Tém—se, portanto :

Substituindo g grupo principal por outre grupo mais ample

ag propriedades geomérricas S8e conservanm somente em parte._g

Testante aparece como propriedades nio mais dos préprics en-

tee mas comg propriedades do sistems resultante do acrdsecimeo

de um ente eepecial 303 enies originais, Esse ente ggpseial,
_— == v -

jue sempre pode ser determinado (1 ), $ definido pels condi

g&c gue, supondo-o fixo, as Ynices transformacBes dentre fo-

des do grupo dado, gue ainda gdo aplicdveis as espago, sdo

as gue pertencem a0 grupo principal.

Sobre eata proposigioc repousam as particularidades dos
noves raciceinios geométricos que devemos discutir e suas re
lagfes com ¢ método elementar, A suz caracterisiica & da co-

locar como fundamento das consideragfes, ao invés deo grupc

(13 Um'tal.ente vode aser gerado; ﬁor exemplo, aplicande
as transform&qaes do . grupo principal av elemento origin#l‘
arbitrdrio que‘nﬁa permanece invariante por nenhuma das .
tfénéformagseg do grup§ proposto.

K .
11

principal, ﬁm oﬁtro grupo mals extenso de transformagaes do
g3pago. As relacles mituss sfo daterﬁinadaa poOr uma propo-
sigﬁo.anéloga, desde que os grupoé esatsjam compreendidos um
no outro. Isto também vale ﬁara o tratamento das varieda&es

zultidimensicnais que iremos considerar. Isso serd mostrade

por meio de métodos simples pelos quais o3 teorsmas estabe=

lecidos de modo geral neste pardgrafo e no precedente encon

trarfo explicagdes em objetos concretos. -
-§3-
GEOMETRIA PROJETIVA

Cada transformagdo do espaco que nao perten¢a precisa-

ﬁente ao érupo principal pode servir para transferir para

‘novas figuras as propriedades de figuras j4 estabelseidas.

Assim, usamos a geomatria do plano coms a gecmetria das
3uperff§ies que 380 representdveis sobre o plano: entdo,
éntes MeSR0 que nascesse una vefdadeira geometriaz proja-
tiia, jd se perguntava ascerca das preprisdades duma dada-
figura que podiam se dedusir de cutra pbf ﬁéio de proje-

¢Se=. Mas a gaometria projetiva somente surgs mesmo & com

& idéia de considerzr a figura original como essencialmen—
_ta idéntica a todas que dela se dedusem projetivamente e

- pele enunciado de rropriedades gque se transfersm por Pro-—

jecfo de mode a tornar evidente suas independéneiaa das

12




3

modificagBeg qué esvejam sendo projetadas, Com isso, vol-
tamos a e¢olocar come fundemental o trztamento desenvolvido

ne § 1, definindo o grupo de todas ms iransformagdes =mroje-

tivas, griando dessa maneira 2 contragste entre a geomeiria’

projetiva e 2 geometrie elementar .

Um processo de desenveolvimento semelhante zo citédo aqui
pode, possivelmente, ser concebido  para qualguer tipe de
transrormac¢Eo 40 espago. Voltaremos a esse ponto diversés.
vezes. NFa prdpria Seometria projetiva esse desenvolviménfo
veio de duas_ﬁifeqaes. ﬁma das extensSes dos conceltos se.
deu com a compreensfo das transformagfes reciprocas ( dua-
1fsticas } no grupo escolhido como fundamental. Do ponto de
vista atual, duszs figuras duais entre si, ndo mais sip con—
sideradas comb diferentes mas como essénci&lmenﬁe idanticas.
Um outro passo se deu com a extensio do grupo fundamental de
transformagdes colineares g reciprocas mediants a considera-
g&o das transformagﬁés imagindrias correspondentes. Esse pag
30 éxige que antes estendamos o universe dos préprics ele-~
mentos do espago com a'iﬁtrodugic dos imagindrios - de mo-
do andlogo dquele gue inirodusz as tfansformagSes reciprocas

@o grupo fundazentzl e que mantém cs conceitos de ponto & de

plano come elementos do espago, Agui nfo € o lugar aypropria--

do pafa pes 2longarmos sobre a conveniéncia da introducfo

‘dosz elementos imagindriocs. Somente por meio deles & que ze
stinge a perfei:a.correspondénci&-entre a ciéncia do0 espago
e o czmpo das operagbes algébricas. Entrefanto, devemos now
tar 16 a razfo de tal introducio estd fundamentada na con-

siderv;3o de operagdes algébricas e ndo ne grupe das trans-

13

FormagBes projetivas e reciprocas. E, como para essas dlti-

mas podemos nos limitar a transformugdes reais desde qusz as
colineagfes & as reciprocidades reais jd formam um grupo -

assim, do mesmo moda, podemos introduzir elementos imagind-

rios do espag¢o, mesmo nfo nos coloecande. ascd o poﬁto de vig~

ta projetive e, Tazemos isso tendo como objetivo o estﬁdo
de entes algébricos.

As proposicSes gerais do pardgrafo precedents nos mostram
como devemos conceber as propriedades métricas a partiﬁ de
um ponto de vista projetivo. As propriedades métricas devenm
ser cénsidaradaa come reiaqaes projetivas com respeito a
uma forma fundamental, o eirculo imagindrio no infinito( 1),
élémento qﬁa.péssui a propriedade de se transformar em si
mesno por meio das Unicas transformagdes ﬁrojetivas que Izz-
bén _pertengam ad grupo principal., A proposicifoe enunciada
as3ain simplésmente necessita de um adendo easencial & visiq
ordindria restrita que corresponde & nos limitarmos zos ele-
mentog reais do espaco { e As transforﬁéqSes reais ), Para

estar sempre de acordo com este ponfo de vista, & necessdric

{ 1 ) Esta concepgdo dave ser lembrada come uma das coises

m&is bslasr( da escola francesa ) ; somente dessa mansira

fica estabelecida de modo precisb & distingZo enire proprie
dades do posi¢Ho e propriedadess métricas, distingio essa

que deve ger feita desde o comego em geometria projetiva.

14




ainda adicionar expréssamenta ao cireculo imagindric no in-~
finito, o sistema de eismentos reais (_pontos } do espago.

Convém lemprar agoré'o modo pelo qual von Staudt, na

: . . o .
sua Geometria das posigdes, constroi a Geometria projetiva-

isto é, aquelm geoméiriz projetiva que se limita & colocar
como fundamental o grupo de todas &s transformag¢les proje-

(1)

tivas @ reci{procas reais .
£ de se notar quée nessa obra, dﬁ.material das considerau
¢%es habituais, 2penas ¢ que se ccnaerﬁa nas transformacoes
.projetivas é mantido. Querendo lef;r en conta também as cop
sidéra;Ses des propriedades métricas, serd neceasdris intro-
duzi-las come relagtes ligadas ao cfreulo imagindrio no in-
finifo. 0 processo de idéias assim completado adquiré malor
importdneia naz consideracdes expostas squi pois veremos
que € possivel reconsiruir ediffcios geoméiricos andlogos,

dentro do espirito de cada um dos métedos geonétricos sin-

ples que exporemos a seguir.

( 1) A pesquisa mais awpla que compresnde também 8s traq&-

forma¢des imagindrias foi desenvolvida por von Staudt somen- .

te em " Beitrage rur Geowetrle der Jage *
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CORRENAGXO ESTABELECIDA POR MEIO DUMA TRANSFORMAGEO
DA VARIEDADE FUNDAMENTAL

Antes de ﬁassarmas a8 outras discussdes dos métodos gec-
métricos gque surgem quando do.estudo da geometria elementar
e da geometria projetiva, vamos tecer zlgumas consideragdes
geraizs que irgo_se aplicar no éue 268 segue e pars as guaisg
o que_jé discutimes servird de exemplo.

féﬁés éxaminar umg variedade A que teﬁ um grupo B ¢omo
fﬁndamenfal. Se, pof meic duma trensformacio qualquér a
variedade 4 & levada nums outra variedede A', 20 grupo B
de transforzacies de A corresponderé um novo grapo B' que
ird trensformar A'. Temos entio um principio gue sa enun-—
cie assim : 8o tratamento de A tendo B como fundamental
corresponde © trafamento da A' tendo B' como fundamentalj

isto &, cada propriedade duma figura contilde em 4 relati-

1
vamente ac grupo B fornsce uma figura correspondente em

- A' com respeito ao grupo B'.

- Sejs, por exemplo, A umz reta ( pontilhada ), e sejz B
o grupe das transforﬁagaes lireares, com ordem 3 do infini-
3 ¢ que transformz a refta nela mesms. A manaira de
gstudar A & entfo squels que & nova £lgebra choma de " Teo-
ria das formas bindriss ". Ora, podemcs raeferir a rete A

& uma eénica A' do plane, madiente projec@o por um ponto

deste dltima. As %rensformages linsares B da reta nela

‘wesma dfo lugar sgora, como se vg facilmente, s transfor-
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nag3es B' da cdnica nela mesma, isto &, as transformagoes
da c¢onica que correspondem &8 transformag¢bes lineares do

plano gue reproduzem a cdnica.
1)

Mas, de acordo com o0 principie do segundo pardgrafo ( .

. & indiferente estudarmos & geometriaz sobre uma cdnica supon—

do-2 fixa e levando em conta somenfg as transformaqSes line-
ares do plano que & reprodﬁzem, ou estudarmos a geometrie
sobre a cSnica considerando todas as trahsformagﬁas linsares
4o plano, deixande variar juatos o plano e & prépria_cSnicé.
As pfopriedades que descobrimes nos aistemas de pontos sobra
as conicas sdeo agora'prcjetivas no szentido usuél.Aduaindo _
estas dltimas consideragfes aos resultados jd obtidos, I
temog:

A teoria das formas bindri=s e & geomeitria projetiva dos

gistemas de pontos gobre ums comica sfio & mesme coisa, ou

seja, para cads proposic¢fio sobre as formas bindrias hd uma

proposicic correapondente sobre 9s sistemas de pontos g vice

(2

verasa

{ 1) 4 bem dizer, o princfpio é aplicado agui nums forma
um pouco mais geral.

{ 2 } ko invés da cdnica no planoc, podemos introdusir coﬁ'_
igual sucesso ums clibica no espago é, de mode geral, a n

@imensSen, algo andiogo.

Un outro sxemplo apto & tornar mais evidente este gémero

' de consideragbes & o éeguinte. Fstabelecendo uma relacdo ep
’

tre umé quddrica e um plano por meioc de projecdo estersogri

ficg obtemos sobre aquela superffcie um ponto fundamental ;
o centro de projecio. Ko plano obtemos dois pontos fundameg
tais; os tragos dgs goratriges que passam pelo centre. Ors,
pode-se moatrar gue me tfansfornaqﬁea lineares d¢ plano
que daixam inalterados os sous dols pontos fﬁndamentaiz,
ddo lﬁgar, por mei& da representacfo, 4 transformacfes li~

neares da quddrica nels mesms, transformagdes essas que nfo

‘alteram o centro de.projegic ( chamamos de transformacSes

lineares da qﬁédrica nela mesme dquelas trénsformaqaes

que operam linearmente no espags e ques sobrepdem a guddri-
ca a ela mesma ).  TFornam-se, portanfo, idénficos o estudo
rrojetive de um pland no qual se fixa &615 pontas como fun~
damentais e o estudo duma quddrica na qual se fixa um ponto.
0 primeiro estudo - ainda gque consideremos também elementos
imaginériqs - néo & outro senfo o plane no sentido da geone-
tria elementar. De fatp, o grupo principai das transférﬁaw
¢ées planas se compde das transformagSes lineares que deixam.
inalterade um par dg pontos { oé pontos eiclicos }. Obtemos

ent®o como conclusfo:

A geometria elementar do plano e o estude projetive duma

guédrica com um ponto icmado como fundamental sfo 2 mesma

colss,
Para outros exemplos ccmo tanbém para & exiensio, em par-

ticular, ao caso-hﬁltidimeﬂéional,'raenvio a0 meu trabdalho

MUber Liniengeometrie und metrische Geomeirie ", Hath. Ann.

Bd. ¥, 2 ,.p 271 , bem como mos trabalhos de Lie gue &inda

-serfo ecitados.
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SOBRE A ARBITRARITDADE ¥A ESCOLHA DO ELEMENTO IO ESPACO,
PRINCIPIO DE TRANSPORTE ( CORRELAGAC ) DE EESSE; GEOME-
TRIA DA RETA .

Como elemento da rets, do plano no eapsgo e, de modo ge-

ral, dumz variedade que gueremgs examinar, podemos tomar, ao

invés do ponto, guzlguer elemento contide na prépria varie-

adje : um grupo de pontos, eventualmente uma curva, uma Su-

=1

"perfieie, etc_( ver Nota IV ). Nio sendo fixado & priori o

'nﬁmero de paréietros arbitrdriocs d qual = forme escolhida
depende, & reta,.o vlanoe, © €3pAgo, ete. aparecem; dependen;
do do slements esceolkhido, como apreéentando ﬁm nﬁme:b qual-

duer de dimensQes. ¥as, desde gue admitamos como fundamento

do eatudo zeométrico u® Neemg gZrupe gg’transformagaes, ]

conteidio da Geometria permanece inalferado §oou seja, cads
teoremz obtido adotando um certo elemento do espago & tam-
bém um teorema 20 qual aé adapta um outre elemento gqualquer:
Troca-se apenas a ordem e & Conexizo entre as propcsigSes.

0 essencial &, ent2o, 0 érupo de trensformag¢des; ¢ nime-
ro ds dimenstes que queirsmos satribuir & variedade apareoce
como algo secundério. Est%beiecendo umé relgggo Qntré e3sas
observagfes e o qué a3z dito no inicic_do pardgrafo prece-
dente obtém-se uma linda série de aplicasdes ; algumas delas
serdo desenvolvidas ro tekto pois téis exemplos parecem nmeig
aptos que guzljuer longa exposigde a estabelecer o gignificy
do das consideragdes gerais.

i
A Geometriz projetiva sobre a reia { 2 teeria das formas
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‘bindrias ) equivale, pelo que foi dito no p&régrafo'préce-

dente,.é Geometria projetiva sobre a cdnica. Sobre esta ﬁi—
tima, consideremos agora como elemento, ao invés do ponto,

o par de pontos. Maz o complexo_dda pares de pontos de una
cénica pode ficar em correspondgncia com o sistems das retas
do plano, correépondéneia egsa estabelecida quando congider:z
mos o par de poﬁtos da coOnica que fornecem & intersecgdo com
a reta. Segundo essza represehtag&o, as transformas;fes lines-
res 8a clnica em sl mesma Ao lugar 2s trensformagdes do
plano { de retas ) gque deixam & conica invariante. Pelo pa-
rdgrafe 2 vemos que & indiferenie consi&ararmos ou ¢ Zrupo
destas Gltimas transformacbes ou, o grupo ds todas as trang
formagdes linearss do plano, adidionando ceds ver a edniecs

dada 3 figures do planc que devemos considerar. Reuninde

‘todas essas consideragles, temos :

A teoria das formas bindriass e a geometria projetiva do

plane com ums cénica como fundamental sfio idéntizas.

E, afinal, como os grupos sfo semaslhantes, a geomeiria
projetiva do plano com uma cdniea come fundamental c¢oinei-
de com a geonatria métrica-projetiva que se pode instituir
7o planp, aocbre uma cdnioca { ver Nota ¥V ), podemes entfo
afirmar @

A %eoria dag formas bindrias e a geomeiria méirica-pro-

jetiva geral no plano sdo idénticas.

Em lugar da cénica no plane podemes introduzir nas consi-

deragles precedentes uma suparficie cdbica no espajd, atc.,
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. mas nfo desenvolvéremoé'esse poncéito- A ¢onex§o'estabeieci¥:
da entre a geometria do plano e a do espago ou & de ume va-
riedade multidimensional ndo & outra coisa, em esséncis,
sendo ¢ principio de franspérte (.cdrrelagao Y de Hesse

( Borthards ' 5 Journal, vol. 66 ).

‘Um exemplo muito parecido temos na geometria projetiva do -

espago ou, em outros termos, na teoria das formas quaternd- _-f

rias, Admitinde z reta como glemento do espago e atribuinde-

lhe, como ge faz na teoria da reta, seis coordenades homogéd— . -
heas, havendo entre elas uma relacdo de condigSo quadrdtics,

" &g colineacdes e reciprocicdades 40 espace aparecem como trang

forzaglea linearss das seis veridvels cornsideradss como inde-

pendentea, transforma;ﬁes essas que menidnm Iinvariante e rela

gdo quadrdtica. As mesmas consideragdes desenvolvidas acima

_permitem afirmar :

A tecris des formas guaterndrias coincide com & determi- =

nacio mitrice~projetiva pume variedade representdvel por

geig varidvels homozeéneas.

Para ums exposicdo mais fetalhada desses conceitos, rean-;i'

vio = um trabalho gque serd publicedo em breve em Math, Amn.,

vol ¥I, ¥ Bber die sogenandte Hich— Euklldische Geometyrie ¥
(. Zweite Abhandlung j , como também a uma nota no fim.dasté
monografia { ver Nota VI ).

Convém adicionar As explicagles precedentes outras duss
observacoes,. das quais 2 primeira jé estd inelufda iﬁpliei%i :
mente no que dissemos até agora, mas devé ser mais desenvol-

“1

5
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- vida pois o argumsnto ao qual ela se'refefé'ae presta facils -

mente & malentendidos.
Introduzinde formas quaisguer come elementos do espago,
vemos que este pode admitir guantes dimensCes quisermos.-

Mas, se nos atemcs 20 método de racioccinio mais familiar a

.nés { o elemeniar ou ¢ projetivo ) entdo, o grupe que devenmos

" admitir como fundemental para 2 variedade multidimensional ¢

dado B Efiori 2 & hamado, respectivamente, ou de grupo prin-

* gipal ou-de grupo des trenaformagdes projetivas. Querendo

admitir um outre grupo, devemos extraiQIO, ou da intuigdo e~
lementar ou da intuicfo prejetiva, Portanto, se & verdade

que, mediante uma escolha conveniente 40 elemento do esp2¢o,

este pode representar uma variedsde com um nimerc arbitrério

de dimenades, concluimos gue : gom esta representacdo temos

gue eliminar inicislmente um determinado Zrupo gue geria o

fundamento do estudo geométrico ds variedade.ou, guerendp

continuar com o Rrupo, devemes acomodar nosess concepgtes

geqmétricas. Sem esta observacgio, poder-se-im, por arxemplo,
procuraf wma representagdo da geométria da réta do modo se-
guinte. Atribuiriamos 3 reia seis coordensdas e, outros tanQ-
tos caeficientea 3 odnice no .pleno. Imaginarfamoe entfo que

& geometria da reita seria & geometris Hum sistema de cSnicaa{

‘smistema epse gue seria seperade do complexo das conicas do

vlano por meio dume relagdo quedrdtica entre os coeficientes.

Isso goarie bem desde que colocdasemos como grupo fundamen~

" tal da geometri& ﬁlan& [} grupb formade pelo conjunto das
. transformacBes representadas pelas transforﬁagsesiﬁnearas

dos coeficientes duma cOnice, que reproduzem & equagdo condi-~
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cional quadrdtice. Mas, s5¢ nos aiemos ao tratamento elemen-

tar ou & geometria projetiva do plano, nio temos imagem ne-

o nhuma

A segunda observagZo se rﬁfeke & seguxnte nogéo @ seja

dado no espagoum grupo qualquer, por exemplo, o grupo prin-

cipal. Zgcolhe-se uma figura qualquer GO e3pagoly, por. exemplo,

um ponto, uma reia ou ginda um elipséﬁde, ete., & apiica—se
a egssg figuras sodes as %ranaformaéﬁas do grupo prinéip&l._OE
‘tém-ge assim uma variedade meltidimensional éom um nimeroc de
dimensdes igual. em geral, ac numerc de pargmetros arbitriQ
rios contides no grupe ;3 inferior, poréw, em CaAECS partiocu-
1ares. Issc ocorre quando & figura originalmeﬁté escolhida
tem & propriciede de se transformar em si mesma por méio
“dum mimero infinite de transformaqoes do grupo. L cada va—__
riedade assinm gerada, damos o nome de corno, em relagEo mo

' grupo_( l-}.

{ 1 ) Escolho esse nome sguinde Dedekind gue, na teoris dos

npiémeros chzma de " Corpo ° um campd de ndmeros que regulte
ds elementos dades ﬁcr meio de dperaqges-dadas.‘( Segunds |

edigdo das ligles dé Dedakind ).
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Ora, me queremos considerar ¢ espago segundo o espirito

do grupo e 20 n=smo tempo queremos assumir deterninadas fi-

L guras como elgmenios.dc espago sed que objetos guivalentes-

nesse sentldo venhgmiiser representados de mode diverso,

devemos aridentemente escolher os dementos do esveco de modo '

gue sua variedade constifus em 81 um corpo ou possa se de-

. compor em COYpOS (2 l Desta observagio, gue alids & eviden~

te, meis adiante faremos uma aplicagdo ( §9 }. 4 nocgo de

corpo reaparecerd no tltimo pardgrafo juntaments ocOm Ouw~

" 4ras no¢des correlatas.

{ 2 ) ¥No texto niocse df suficiente atengdo ao fato Je qua o

cs

grupo proposto pode conter 03 damados subgrupos excepcionais.

Se uma figura geométrica permanéce inalterade medisnte &3 O~

péragSes dum subgrupo excepcional, o mesmne se 44 para todas

g3 figuras que admitem essa propriadade « invariabilidade )

como um regultade da overagio do grupe inteire. Orz, um corps

‘assin constltu{do seria de fato imprépric pars represenuar

" as oneragoes d¢ grupc. Devemes entfo levar em contd , IO tef

to, sowente oS corpos msultantes de elemenios do espago que
nfo permanegam inalterados por nenhum subgrupo excepsional

do grupo proposto .
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GEOMETRIA DOS RATOS RECIPROCOS . INTERPRETAGEO DE
| X+ iy

Nesté parégrafg #bltamcs_é discussdo dos diversos cami-
nhos de investigeqdc geométrica que foram iniciados noS
pardgrafos 2 e 3 , Sobmuites aspectos, podemos con51darar )
uma categoria de eonsideragaes geométricas na gqual se faz
uso das transformagSes por raios raciprocos, cono andloga
20 racioeinio da geometria projetiva. Desza catsgoria fé—'
tem parie &8s pesquisas scbre superficies analagmﬁticas,
sobrea teoria geral dos sistenas ortogonais, sobre & teg-
ria do botencial; e tc. Se as consideragfes desenvolvidas até

agora nessa categoria pfe forsm ainda reunidas numa Geoume-

tria esyecial; como a projetiva, mesmo tendo SgOTe COmO Zri-

po fundazmental o coniunto &2s transformacies que resultas da -
-— - err— . b

composigde d0 grups principal com ag transformacdes por

raigs recivrocos, isso se dove 8o fato da que tal teoriz alnds

nEo.fqi Kposia com conexio § entraiento, 0s poucos autores

que se ocuparam deste ramo ndo ficaram longe duma tal expogi~

- g&o metddica.

k analogia eitre a geometria dos raios reciprocos e a2 pro- -

jetiva é_ evidente ; apenas necessita &e\umﬁ compRracis. Ih~:
ra isso; relembrgmos, er geral, o0s seguintes pontbs :

Ka Geometria projetiva os conceitos elementares afo os dé
ponto,‘de reta e de plano. 0 circulo e a esfera sao casos

partlculares da conlca e da quddrica. 0 1nf1n1to da geomatrla
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. elementar aperece COme um plano. a ?orma fundamental a

qual se refers a préprla geometrla é uma ednica 1maginér1a
no infinito.

. Ka geometria dos raios recfprocos 03 oonceitos eiementares

" afo o pouto, ° circule e s esfera. Heta & plano sao casos par

ticulares destes ditimos, caracterizados pelo fato de conte-

ram um certo pontd - o do infinito - ques, de resto, segundo

¢ espirito domé todo, ndo se distingue dos outroa poafos. A

© geometria elementar rsaparece quando imaginames esse ponto

oome fixo.

A gecmetris dos raics reciprocos é suscetfvel duma repre-

sentacdo que se avizinha da feoria dag formas bindriss e da

eometria da retaz quando desenvolvemos esta Ultima nos wole
£

'des do parégrafo precedsnte. Para isso, vamos nos restria-

gir as cons1deragoes da geomeiria plana &, por eonseguinte,

: 53 consideragoes da geome.ria dos raics reci{procos do pla-

( 1 )

( 1 ) 4 geometria dos raios reciproces sobre a reta ,

equivalente ao etude projetivo da reta, serd a dads pelas

K préprias transformagSes desta Yltima. Também na geomstria
~dos raids reciprocos se pode entdc falar da razio dupla

: eﬁtrecpatro pontos duma'reta_e depois, Auma circunfereéncia,

25" i
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J4 consideramos & conexso que existe éntrea.geometria

elementar do plano @ & geometria sobre uma gquédrica na qual

se distingue um ponto. Fazendé-se abstracio deste dltimo e
estudando-se entfo 2 geomeiria projetiva sobre 2 prépria su—
perficie, tem-se uma imagem da gpometriz dcs raiocs reciprocos

(.2 ) gue

~do plano. De fato, é fdeil nos convencermos en
- virtude da repreéentaqﬁc da quddrice, ao grupo de transfor-
m&goes por raios reeiprocos do planc covrespoude ¢ conjunte

aas transfornagber lineares da quédrica. Temoz, portanto H

A geometria. dos reios reciprocos n_t_) planc ea geomeiria

projetiva sobre uma quddrics sido eguivelentes -

% de modo andlogo

A geometrie dos raics recfproeos no espago s0 identifica

. com e estudo projetive duma variedade representada por wma

‘equagfo homogénea ds degundo grau com cinco varidveis.

A gecmetris deo espage fica desse modo ligade, por melo
da geometria dos raios reciprocos, & uma variedade quadri-
dimensional, do mesmo modo que a geometria projetiva z liga

a uma variedade pent&dimensipnal.

. . : I
A zeomatria dos raios reciprocos no plenc - sinda que eon~ -

" gideremos apanas as t?ansfcrm&gSas reals - permits, por ou-—
tro lado, quekatabalecamos ums, rapresentagéo interessante.

De fato, representands ums wrigvel complexa X + 1 ¥y no

plano, vemos gue s suas transformagdes lineares corresponde

\
"

: ol : o _
{ 2 ) Veja ¢ trabalho Jj4 citado : ¥ Yber Linlengeomeiris

und metrische Geomatrie *
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o gupo dos rasios reeiproces com a restrigio de ser real

;

¥as o estudo das Puncdes de ume varidvel complexa quando

‘submetidas a transformacSes lineares arbitrdri&s, ndo &

-:oatra coisa senao, embora de um modo um pouco diverso, a .

teoria das formas bindrias,
Entdo ¢

A teoria das formas bindriass encontra sua representagdo

=]
m.

geometri& dos raios reci{procos go plang real & precisamen-

I:.f

ds modo tal gue os'alores complexos das varlévela af se

encantrem.

(1) O modo de expressdo no te xto nio & exatc. s transior

a ma(‘;Ses'z': = (e +) /(¥z+8) ( onde z'=x*+iy' ,

“z=x+ly ) c¢orrespondem aé sguelas operagfes do grupo dos raios

recfprocos para as quais nfo hé nephum raviramento dos dngn

los { para as guais os pontos ciclicos de plenc naoc se permu
- . _

tem.). Quersndo abranger o grupo complexo dos raios recfpro-

cos serd necessdrio considerarmos, 'além ~das transformagdes

. mencionades, tembém as outras ( nfo menos importantes )

= {(AZz+PB) /(%2 + &) onde, de novo z'=x'+iy’ nde

_;é fungfo de z = x + iy mas de Z =x - 1iy.
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Do piaﬁo podemos agors paftir para & qddrica, para re-
cairmos na pesquisa habitual com vistas s tranaformac3es o T ol : :

o : . B : - . -+ GBNERALIZACKO DOS ParLGRAFOS PRECEDENTES
projetivas. Como conzideramos somente elementeos reais do_ ; _ _ )
. e - ) ) - QROL SFRE :

- o planc, & escolha & quddrica ndo pode ser gqualquer. Em par-- . GEOUSTRIA DA ESFERA DE LIE
ticular, podemos admitir uma esfera —CORO ge faz tambim Co-
mumente para s interpretagdo duua varidvel complexa e ovbemos - "k teoria das formas binirias, a geometria dos ralos recf

desse modo a proposicdo seguinte ¢ : S N . _
' ROty & ' ... 'procos e a geometrla da reta, teorlas das guals acabamos de

exibir a conexdo geral e qua parecem diferir zpenas no to~

| 4 teoria das formas bingrias 2 varidveis complexes en- = R . . . .

- N T e . eante ac nimsro da dimensdes, sic suscetfivels de algumas X
:cqntra sus representaglio na geometria projetiva da superfi- '“ : N ._' " tensdes que fremos expor. Rssas generalizagies servirfo ra
gie esférica reel. , S ' ' _ "o ra esclarecar, com novos ‘examplos, a 1déiz de que o gryg

N : _ o : Lo _ po qua fixa o modo de estudar um donfnlo dado pods ser ese

Néo pude me esquiver. de expor muma nota ( ver Fota VII ) P . tendldo .arhitrariamente; antfetanto, ncssa intengio agul

come esta representagio elucida bem 2 teoria das formgs:bi—' o o ; aprésanﬁar as considerages dasenvolvidas por Lie num

gérias,cﬁbicas ¢ quaternérims. . AR ." . , ‘f __" o :;f" . trabalho racente 1) & as relagSes sntre essas considars-

| gBea @ o gue apresentamos atéd agora nom capitulos preceden-
. i.- -:_:-  ~_: _g.'1:'  | “; SRR : SR tes, 0 modo pelo qual chegarémos a geometria da gsfara de
| : | | o " e . . Lle difere daguele adetado por gle pelo fato deole =e avyolar
o | S S ' ) : o ,_.'. T.. e ;w ,:;:f- | c | . 8% nogbes da geomstrla dé'reta anquanto que nds, para nos
aterros principaimente a intuigio geomdtrica ordiniria e
__para mantermos uma conexaAo com os parégrafos rrecodentes,
manteremos u@ nﬁmero.manor de varlivels. Come o prépri§ Lis
& notou ( Gbttinger Nachriehten, 1871, n¢ 7, 22 ), as conm-
‘sideragdes sic Indapendentes do nimero as variivsie. Bias
pertencem ao efreulo hais exteﬁso das pesqulsas relativas

‘ ao astudo projetivo das equaqSes quadréticas com nilmerd

29 g

R S R _ S o i ... (1) Partielle Dirfarentialgleichungsn ond Conplexe,
S Co T e T Nath, Annalen, 3 V.
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qualquer de varidvels, pesqulsas sobre és.quais jéd Tizemos
'alguns acancs e que ainda iremos reencontrar { ver entre ou-
tros o § 10 ). ' ' o

Eu Tarso dé éorraspond@ncia,obtida por projeg§o estareo;
gréfica,entfe o plano real @ a esfera. J4 no § 5 nds asta-’
beleda:os a correspondéncié gntre z fsta de plane 8 o par
de'pogtos nos quals ela Intersecta uma cSnica, o] qué 1igg
a Geometris do plano 2 gaocmatria sobre a qanica. Nés pode-
_mos,'dc desmo zodo, estabalecér umz. céfraspondéncia sntre a
geomatria do espagzo & a gsometfia sobre a eafera, fazendo
eorresponder a éada piano do espago a circunferdncia 26 gUn~
a gual ele coriz a esfara. Se agora, por prcjeqéo estefeo-
gréfica, nés_tranapﬁrtamos a geometria estabelecida sobre
a esfera para a do'glano ( & entio cada circunferéncia 53“
transforma numa circunfergncia )}, Vemos nue vao 5@ cOrres-
pender : a gaometrla de espago, que fam por elemento o pla-
no & por gfupo o das gransformajfaes liredres gua transformanm
a gsfera nala prépria; @ a gsometrla plans, que Ysm por ele-
mento a circunfer%ncia_e por grupo o &es ralos vatcoras rq~

efrrocos.

(uerexos agora estsender deo duas manelras a primelra des-

. N .
3zs gaonatrlias, tomando, ao Invezs do =3el grupo, umr grups
t

‘mals geral. A generaliza;io resultante se tranafera sntio

- N )
imediztzmente, ror meio da representagao, & geometria plana.-
3 Gao,

3m lugar das transformagaas 1ineares do agpage da plancs
gue deixam invariante a esfera, podames sem nos afastarmos
 maito, sscolhel ou o conjunto das transforuagose linearss

'

31

do espago, ot o complexo das tranzformagdes dos planos-éue
( num sentidp que vai ser aindé preclsado ) doixzam a esfera.
imalterada ;3 no primalro caso fazemos_abstéagéo da esfora ;
no éagundo, do cardter iinear das trénsformagaes a serem e~
pregadag. A primeira ganeralizag&o & facilments concebfvel:

podanns antao examini-la em primeire lugar e extralr as con-

. . .
_sequencias para a geometrla plana. Voltaremos depols nossa

atengdo rara a segunda, para a gual teremes primeliracente Jde
detorminar a transformagdo a mals geral poesivel.
Todas as transformagbes linsarss do sspago transformam

felxe= ¢ ogstralas de planos, respsctivamente, em falxes o

.astrelas. Sobre g esfera, o felxe ds planocs da ur felxe de

.circunferancias, isﬁoré, uma série simplesmente Infinltz de

circunfer@néias se cortando nos mesnos pontos; a estrela de

 planos, uﬁa estrala de circunferéncias, isto 6, uma série
.quplazente infinita de circunferencias ortogonals a wma oir-

.cunfergncia fixa { a circunfarsncia cujo plano ftem por polo

o ponto pale qual passam os planos }. is transformagﬁes ii-
neares do espago corrsspondsm éntio, sobre 2 esferaz s, por
¢enseguinte no plano, as transformagBes circtilares caracta-
rizadas pelo fato de transformarem felixes o estrelias de clr-
cunféréncias am felxes e estrelas de circunferéncias (1.

4 goometris do plano obtida com a adogag desse prung de

~3ransformacoes é a rerrasehﬁagio'gg geometria projetiva or—

giné;ia g9 gsrago . Nessa geometrla nidc mais podenmos usar o

"~ ponto como elemento do plano; pols os pontos, em relagéo ao:

( 1 ) Grassmann em sen Ausdehnungsiehre, censldera casual-

‘mente essas transformacles ( p. 278 da edigio de 1862 )
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a0 gfupo‘de transformagbes escolhldo, nio constituem um
corpe ( § 5 ), escolnemes entio como elementos as circlne
ferancias. | .

?aré a segunﬁa'eitensﬁo ds qle falamos; g rreciso pri#
nelrarente. Indagar sobre a ndtursza do grupo cofrespoﬁdénté
5e_transforma§59s « Trata-se de encontrér transformages tals
que todo felxe de planos con o gixo tangehte a esfera g6 1lu-
gar a un { outro felixe ) igualmente'disposte. Por braviﬁade,

voderos prircelro transformar a pergunta usando a dualidada e,

ror outro lado, diminuir de uma unldads o nimsro ds dimensSes;

terfambs antao da sncontrar ag transﬁormagSes pontuais 4o
plano qﬁs fizessem corresponder a cada tangehta duma cdnlea
dada,uma outra tangante'é méama conlea. Para atingif essa
Tinslidada, Qonsiderémos o_piano com sha conica éoﬁo imagen
-duma guddrica projetada a partlr de um pbnto qie nao se an-
contra sobre ala, de-manei;a a fazer com qua a conlca saja

a cu:va da contorné ararante. is tangentes da caﬁica corres-
rondem as geratrizes da qugdrica 8 a questic rroposta estara
reduzida a esta outra : encontrar o conjunto dass transforma-
zoes pénfuais que reproduzem a superficle, as gez‘aﬁri'zas o
'permahecendo garatrizes.
' Ora, hi tantas dessas transformég&es QEantaSIQueiramos:
' basta_cénsiderar_o conto da superficle como intersecgio

das geratrizes dé cada sistgma.e'transformar,.de qualquar'
modo, esses sistemas neles mesmos. Dentre essas transformagSés

98 encontram, em partleular, aquelas que saoc lineares i -
‘ 3 s 24 .
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riam as transformagéas lineares ; as outras desaparecerlam'.

N ~ ” . P i L
essas 880 a8 unicas que irermos considerar. Se tivéssenmos gfow

tivamente, nao tma supsrffcie, mas uma varledade muitidimen-

" gional representzds por uma equagao quadratlca, &4 perranscae-

(1

Quando referldas =obre oiplano-por meio de projagﬁo ( nio

' . L ) ~
. @stereograflica )}, e3sas transformagoes lineaTes aus raprodu-

" zem a superficls se torpam transformacdes pontkals com duas

detaerminagtes, de forma que a cada tangente da cdnica de con—
torno qorresnonde nr*ra tangente 3 entretanto z uma reta
ghalquer corresponda , em geral, uma céniea que possﬁi i
contacte duplo com & cdnica de conborno aparents. 83te grupo

de transformagdes pode -ser caractarizado dum modo multe. con-

-venlante se adotamos uma determlnagao zétrica projetiva ba-

seada sobre a conlea de contorno aparenta. As tranaforma¢des
tém agora o efeito de mudar oontos que, no =zantldo métrico,

estio a uma disténcia nula um do ouiro ou, pontos gue egstio

‘a uma distincla constante dum ponte Tixo sendo mudados para

2 mesma configuragio gaomdtrica.

- ( 1 )} Se projetamos esterecgraficaments a varledads, obtemos

o eonhecido Yeorema : " Além das transformagoes do grupe dos
féios voiores recfprocos, n5o axiste, nos campos multidimsn-
sicnais { e jé no espago ) , nenhuma tranalormacac pontual
conferme. No plano, ao contrario, existe uma infinidade ",

Ver alnda os trabalhos citades de Lia.
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Todas essas conslderagdes podem ser estendldas a i nime-

ro gualquer de varldvels; em particular, elas podem ser uti-

" 1izadas na solugio da gquest3o colocada no infelo relativa 3
gsfera & an planc que agora é ascolhido‘como glemento do eg-

~rajo. 4esse easo, podamos fornscer ur resultado partieularmep

te intultivo, pois o angulo formado por dols planos, no senw f

“tlde da detéiﬂinagio métrica baseada sobra a esfera, g 1-
gual ao Anzulo formado no seniido ordindrio, pelas clrcunfe-
réocias ds intersquao.na esfera. -

Obtemos, en:io, sobre a esfera &, por consegllnte sobré

o plano, um grupe de $ransformagdes clreulares que tem a

'proprisdade da transformer gfrenlos tanpentes { gue formam

um §ngu;g nalo Y e giggugos gue cortam outro gegindo lm
| pesno Angulo, resvechtivaments em cfreizios gus satlisfazsm

203 mesmes raghlsliios. A esse grupo de transformagaes per-

tercem as transformacdes lineares sobre z esfera e a3 transe

(1)

formaans vor raios vatorss rec{procos no plano

(1) as férmulas seguintes tornaraoc multo mals claras as -

consideragdes do texto. Seja
2 2 2 2 .
Xl + X5 + x3 +_xu o

: - . . ’ "
a eqtagac, er coordenadas tetradédricas ordinarias, da esfera

”, . .
que & relaclonada estereograficaments ao planc, 05 x que sa-~

tisfazem essa equagio de condigio adqulrem entio para nds o
gignificado de coordenadas tetracfcilcas no plano ; @

Uy Xyt Uy X F g X3 + wy, X = 0
S8 tornz a eguigdo geral do c{rcule no planc. Se calculames o

- ralo dessa c{rcﬁlo, encontramos a ralz quadrada
2o w22 a2
\/ oy ;+ B, + u3 + uu -
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A geometrla do circulo que sa pode construlr com esse

grupo a anﬁloga 4 Gaometrla da goferg proposta por Lie

para © es8pago a que parece tar tma importﬁncia excepclonal

nos esiudos sobre a curvatura das superf{cles, Ela abrange

a goomatria dos ralos vetores recfprocos no mesmo sentldo-

em que essa abrangs a geometrla elamentar.
As fransformagdes circulares ( esféricas ) que acabamos

de obter tAm, em particular, a proprisdads de transformar

circunferéncias { esfaras ) tangentes em cutras Igtalments

tangenfes. Congildarando todas as curvas ( suparffcles )
como envoltdrias ds clreunferancias { esferas ), vemos qua

duas carvas ( superf{cies_) tangentes sarac sempre trana-

-formadas em curvas { superficias } iguzlmente tangentes,

I

que reprasentaremos por 1 us. Podamos agora ccnsidarar os
cfrcuios como elemantos do plano. Entéo, o grupo dos ralos

vatores rec{pracos @ ofsreca como o conjunio de transfor-

magdes llneares homogéneas de By Uy s Uz s u& » tal que

2 2 2 2
T r T tugT oy

B8 repréduza g manes de um fator. O gripe mals extenso gque

. . i .
‘eorresponde a Geometria da esfara de Lle sa compoe de trans-

formagBes lineares das ¢ineo variivals 4y , B, , Uz s O s

U5 que, & menos de um fator, reproduzenm

2.,.2,.2 2 2
l],i +!.12 +11—5 +uh +t35 .
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As transformagoss em pauta pertencem a catsgorla gqus estuda-

remos de medo geral mals tarde, as fransformecdos de gontac-

to, isto é, transformagoes tals que o contacto das figuras

nermanece &nvariants. As transformacdes ciréilares menciona-

das‘primeiraﬁenta nasta'parégrafo; ao lédo das Quais podendd'
se colocér as transformagSes esféricas anilogag, hio £ao
. transformacdes de contacto.

_As duas espécies de extansses'qua relacibnamds apsnas ¢om
2 gaometrla dos ralos recfprocos se aplicam-também de manelra
analoga a gaomatria da reta & 8m geral s ao estudo projetlvo
‘duma variedade caracterizada por’ tna equagao quadratica s .

" coxzo Ja mencionamos.

w68 -

ENU2ERACKC DE OUTROS IETODOS JUE Tﬁm?oa BASE UM
GRUPO DE TRANSFORMACOSS mems

A gsometria elementar, a geometrla dos raios vetores ra-

" efproces & mesmo a geometria projetiva gquande dela nio leva-

mos sm conta as transformagoes por dualidads que acarretam

uma mudanga do elemento do espago, sdo exemplcs particulares

dos npumerosos metodos ds sstudo imaginévaiss nos quals adota-

TOS COmO bésidcs o8 grupos da transformagSes pontuals. Aghi

' LA ”
vamos asalnslar somente os tres melodos seguintes, que ado-

. " . N [ B
tam grupos de transformacdes pontuals. Alinda que esszes moto-

i

\ R

 'seggir;

tém g8 voltado essencilalmente para as transforzagdes da se-

. { duas curvas ) se transaormassem umas nas outras, essas

o peuquisas fogem do nosso objetivo

(1 ) Enguanto que, nos exemplosvrecedentas, tfnhames grupos

- : - -
. @legante, as nossas conalderagoaz, fato gue el nao sabla enm

dos estejam longe d¢ egtarenm desénvolvidos como dlseipli-
nas préprias, comd a geometrlia projetiva, podemos, entre-
tanto,reconhecer os seus papéls nas pesquisas'modarnas.( 1)
1 . Q grupo das Lransformacges ragionals. ~ Nas transfore-

mégsas'racionais, g preciso distuingulr culdadosaments se

‘glas sao raclonals para todos os pontos do campo zobra o

qual =& cpera, como O espagoe ok o plano, etc., ou s8 alas

g20 racionals somenta . - para os pontes dum conjunto
Qua psrtence ao campo, Colo uma superffcie ol Oms cUrva.

. - Pl -
Somente as primelras sao gplicavels na consirugac dums geo-

‘matria do espage our do plano; as 6ltlmas, segunde o nosso

ponto de vista, sé vio ter Importancia quando do esiudo &a

geomotria duma supsrifcie ou de uma curva dada. 4 mesma dis-

iingﬁo se aplica para a angivsis gitus que iremos tratar a
Entretanto, as pésquiéaa dazenvolvidas por nds atéd agel

gunda sgpdela, Como nio propomog agui o astudo da geomstria
sobre uma superffcia, nem gobre uma c¢hurva, pols o problema I
af serla o de encontrar eritérios para que duas superficies

(z)

o asquema garal

M e 4T N et e e e e A S e v T L s e

con nm nﬁmerc 1ixnitado de parimetrog, chegamos agora a coOn-

sideragao de grupos chamados Infinitos.

{ 2} Elas ss relaclonam, de outro modo o de modo mals
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- @xposto naste trabalno ndo abrangs a totalldade das pesgul-
sas matenditisas : cartos carlnhos encontram-se rsunidos
‘aqul somente porgne permitem un certo enfoque comunm,

Fara umz geometria das t“ansformanoss racionais, qua

admita cono fundamentais as transformagces da prizeira eg-

hecis, somente oxistam até agora aTguns princfpias. Aara.
.ﬁs formas de¢ Frimeirg aspecie sobre a reta, as transforma-
gbas racionals se reduzem as transformagoes iin;ares =]
nio: forneéem nada de aovo. No plano conhecemos bem o come

'-plaxo dasg transformagces racionats ( transformagoss dg Cre-

s mona 73 sabemos gue slas resultam da cqmposi;ao de transfor-.’

" magles quadraticas, Conhecemos tambdm as caracter{sticas in-

varlantes das curvas planas, suas.espgcies,'a'eiisténcia de

. médulos; mas edsas éonsideragﬁea nio estis alnda vardadaira-
- nente desenvolvidas como uma geomatria'do plané,noc nosso en-
- tendimento. ?ara © espago, toda a taoria esta apenas nascan-
do. Corhecemos ata agora um Dequeno nizero de transformaqoes

racionais a assas sio utilizadas para re;acionar supsrffcles

1872, Sendo dada uma forma algébrica gualquer { curva, su-
perficis , ete. ) podemos trénsporté-la para um espaco sl-
perior, inmtroduzindo como cosrdenadas as razdes
?1 H pé Ioese I y} = dul H dua $ ces ¢ dup ;
_onda ul, ua,...,'uc sdo as integrals abglianas da primsira
'espécie Iigadas é-curva. Temos soments qué admitir como ba-

slco para as considaraQGBS sabre gdge aspago: da ordem supa-

£~ B
ricﬂ, ¢ grupc das transformas; 20¢s lineares hov oaeneas dog 7

_'Ver trabalaos de BrTll Noetner @ dabar, assim domo o mel

" Zar Thaorie dar?Abalschen Functionen: Math, Ann. XXXVI

conhacldas com desconhacldas,

2 Analvsis gltug - Na chamada Ang¢zsi situs sstudamos

a 1nvarianc1a por transformaxoas que resultamn da composinao

'da transformagdes 1nf1nitamente nequenas ( infinitésimos ).

Como Ja dlssamos, 8 preciso distinguir tambhém aguil se deve«
mos cpnsiderar & campc total, por examplo o a8paj0o, como

. -~ - . . .
submetldo a transformagdoc, ot somente um conjunto contido

nela, como uma superffeie.'As transformagSss de primeira es -

pécie poderlam ser tomadas como fundamento duma geometria do

8apago. Soun grupo serla constitufdo de um modo -totaiments

difevante dos qus conglderamos atd aqui. Como sle abrangs
todas as_transformaans que resultam da transfcrﬁaqaes pon-
tuals, infinitésimaafe razle, sle préprio au 11mita 208 8w
lementios reals do espago e corresponde ao dnmfnio da Tfungao

arbit“aria. Podamns astondaer de modo convanlsnte ests gro-

. po ds fransformagdes relaclonando-o com as transfcrmagﬁas

. ! .
hemograficas reais que meodificam tanbém os elemantos no in-

© finiso.

-3¢ = 0 gruvo dg fodag go iransformagbes pontusis . Se, em

f_ralaqio a agge grupo, nenhtma supérffcia pessui propriedadss

Individnals, pois cada uma delas pode ser transforrada em

quélquer outra palas opéragSes do grupo, sxiatem, antre-

. ﬁanto, eiamentos de ordem mais elevada que permitem gua o
{ gztndo dasse grupo posss ser empregado de modo vantajoso.
“Ho estudo geomet“ico adotado por nos, pouco Importa que QSn:
) 5e8 eleﬂentos tenhaxn sido considerzdos ate aqul manos gomo

. elamentns geométricos Go que elsmentos anaifticos gque, por
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- ' e : o . transformagles pontuals qua ds xam snjun -
acaso snccntram wsa aplicagao geométrica g, que nho seu sshu~ mag 4 Lxan o conju tc de planos inva

. - . ‘ ‘riante, ou, decorrente Gesse fat d am invariante ©
@o hajan sido ezrregados métodos { como precisaments trans- s T to, delx iant conjup

o~ L , : - . %o das retas.
forzagoes pontuais arbitrarlas } que sf remotamente sao con- :

& geometirla projetlva se obtdm entio da geometris de todas

i cebldos como transformazdes geonétricas., Bntre essas formas .
S as transformagfas pontuals gom a adlecso da yarisdade dog pla-

nogs do mesmo mofdn gue a geomgtria glementar se gbtém da
projetiva gom a adlgdo do cfroulo imeginsrio no infinito.

analfticas encontram-se as axpresspbes diferencials homogéneaS"'

e, em segulda, as equagoes a derivadas parclals. Entretanto,

para o estudo geral. dessas filtimas eguagbes, parecs qus o

grupo de todas as transforma;&és da cbntacto $ preferfvel. Em partlguiar, devamos, do ponto da vista das transformagoes

. ) - ) R " -pontuais, concebar a propriedads duma sunerffoie come sendo : :
A p;oposlgao fundamental da geometria qua admite como fun-"- P 2 prop a e o s

-, _
< - : - L L alszébrics @ com uma certa ordem, c¢omo Invariants se unde o
dzmantal o grupc f¢ todas as transiormagons pontuals a: umg - & = 4 g

. - unto do anog. 1 sa torna bem claro ndo, segulne
tal transformazac & sampre, para umg parte Infinitesimal dg - eonj dos pl < 1890 orna bs ¢ aro guando, seguln

’ - - ~
} - - : Graggmann, 1 mos . =] 5 aleme o br 3
eopaco, sguivalents a uma transformacao Iingar. Os dessnvol- do Grasswanm, 1lgamos a geragao dos elsmentos alge icos a

. vimantos da geomatria projetiva sao entio aplicdvels aos in~ ° :sualconstrugao.linaar.

finltesimos, qualquer qus saeja 0 grupo admitido como basico
ne estudo das varisdades e, - temos af uma garagterfsu 23 ng-- ’ ."_7 B ',,:_ S .
sivel do método da geozetrla projstiva. L : -3 9--:

Ji falamos anterlorments da relagdc qus exlste entre o3

éstudos qus se apoiam sm grupog que abrangem ouiros grupos; "¢ _ : ) oo
' ' - 0 GRUPO DAS TRANSFORMAGUES DE CONTACTO

. o . . o
daremos aqul mals um exemplo -da taorla geral do paragrafo 2.

Ed +* : -
Prevemos a questdo de como @ preclso concebar, do ponto de

. » ' C
3 - - . : R . . Ha meito tempo que conslderamos, em casos articulares . g
vista do " conjunto das transformagdes ponthals ', as pro- - .- IR po q » D < s .

- ”
. . ) R : transformecoes de contacto; © propric Jacobl uson, am
_priedadss prOJativas, & gueremos fazer isso sem levarmos em - as g § 5 o prep &

 conta as transt rmngies por dualidade, pols ezsas sio pré- pesquisas analfticas, a transformagao de contacto a mals gé-

L4 -
ratl. Entratantc, elsz g0 foram colocadas enire as CODCEpPgoes

{1}

;_ . p;ias do grupo da geomst“ia projetiva. Bssa questao nao 4

difersate dasta outra s gual deve_sar a condigao para que D . ..geometricas mals frequentas palos t*abaihos recentes da Lia

grapo das transformaqSés lineares seja separado do conjuan-

: . ) r » N o : - “1 .
6o Gas urans;orma 5oz pomtuals 7 © que caracteriza as pri- ( 1) Ver o trabalhe ja citade : " Uber partlells D ffergntia&

satras & ave a to20 pieno corresponde um slanc. Elas sio - glaichungen und Complexs ", Math. Ann. Bd, V. Os desanvolvimen

tos rela*ivos as equagoas da darivadas parcials exlbldes no -

X ' ; _' - ' S ,T ;.' N SRR texto s3o davidos a comunicagoes orais de Lia, outubro de 1872.




Nio sera, entratanto, supdrfluo expor aqul claramente o gle
- é uza transforma-ao da contacﬁa, limiténdo-nos, COomo sempre,
a0 espago yontual tridizensional. )

Por ‘transformagac de contacts, § preciso entender, do pon-
 to da vista analftico, toda transfofmagéa na 3aal os valoras
. das varidvels x, y, z @ das derivadas parclals dz/dx = Dy

dz/dy = q; S520 akpressas em fungio de quantidades anélogas
xt, ¥, z'; pf, 1f. % evidente que, em geral, supsrficies
tangentes 98 transforman em superficiaé tangentes, o que
.justifica o noxe de transformacdes de gontéct . Se partimos‘ 
do ponto como elsments do espago, as transformEQSGs de con-
'tacto sa dlvidem am tréds classas aquelas gque a Infinidade
'tripla de pontos fazem corresponder novamenta pontos { essas
820 as transformagdes pontuals gqua acabamos de considerar 1,
aglelas qua'transformam a Infinldade sm curvas e, enfim, a-
.qaelas que a traneforma em supsrficles. Nio & necassdiric con-
giljerar assa divisao como assencial pols, usandeo-se outros
alementos do espago alnda em nfinerc triplamente infinlto,
.idqmo o planos,'reanéontramos cutra vez uma divisao am trgs[
Il:grupcs ;5 contudo, ésta nio geincide com aguaia que & obtém
quando se parts de pontos.

Se aplicamos a um ponto tédas as transformagdes de contac-
%o, obtemos a totaiidédé da pontos, e curvas e de suparii-
:clas. Sara preclzo entio a totalldade doé'pbntos, das curvas
‘g das saperffclea'para constitulrmos um cbrpo do nosago grupo,

Fodenmos conciunlr desta regra geral que, no sentido das trang-

- "I -
... formagoes de conbtacto, nao & corrato tratar uma guastac (cow

mo, por exsaplo, a tadria das equagSes a derivadas parclals

kY

N s

- Ihes gdo vizinhos. O ponto, a eurva e a superffeils ficam as-

' que iremos estudar imediatamente ) empregando somante coor-

denadas de pontos e dae planos, pois Justamenta esses elemeh-

tos do espago escolhildos como base nic constithem nm coTDo.

Mas, se gueremos nos ater aocs métodos habltuals, a intro- .

dug&o, como glemente do espago, da todos os Indlvifducs con-
tldos no corpo em questao, 1sso.n£o seré praticével, polis o
nﬁmero déssas alemantos sera 1nf1n1tamente infinito. Disso
decorre a necessidade de introduzir como e;émenta do espaco
nessas consideragSes, nio o ponto, nem a curva, nem a supar-
ticis mas siz o glomento de sunerffgle; Isto é, 0 sistsma de
valores X, ¥y 2, Py Q. Por uma transfcrmaggo de contacto
qualguer, cada elements de superficie ss transforma em on-

tro 3 essa qufntupla Infinidade de elementos de superficis

constltul um corpo.

Partindﬁ dessa ponto de visita, é Preciso concaber o ponto,
a clurva @ a superffcie come agregades= de slementos dé supar-
£{c1s e, como agregados duma dupla Infinldade desses eleman- : -
tos. De fato, a superffcle & cobarta por e 2 elementos, um
aflmsro Igusl de eiémantos fornece as tangentss a utma curva

* -,
e 9356 & também 0 mimero de elementos Qe pasSsam POr UM DOR-

to. Mas esges agregados, duplamente Infinitos, da slementos,

tém ainda uma propriadade caracterf{stica comum, Se, para dois
glemenktos da supe:ffcia congecutlivos X, ¥, 2, P, 9 @ X + dia
y+dy, z +dz, p+dp , q + dq; tivermog

dz = pdx - g dy =0
diremos que eles sac aggoglados em nosigSQ. Entao, o ponto, a

curva ¢ a superficie sdo todos os trés, gonibntos duplamenta

Infinltos dg elementos sends gue cada alsmento é assocglado ax
posicao gom agueles ( em nimero gltrles de infinitdsde ) gue

U
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. ” - T |
) . . . ) o Nog niao podemos agul deixar para mais longe essas conside-
sim caracterizaios de modd dnico e & Laxhém assim que elss

~ . - h )
Tagoes sOOrd as aglagoes a9 derlvadas pareilals ; POT egss no=-

£

2vel ser repragontados analitlcamente sz guersmos tomar por

. . ] tive, torno a citar os trabathos de Lie., Notemos somenta ain-
base o0 gzrupo das transformagoes de contacto.

- - . o, da que,do pento de vista das tran5¢o*magoes da contzcto, tma
A associagao em poslzao de dols slemantos consscutives &

- . squacio a darivadas parclals de primeira ordem nic possul ne-
uea relagao inveriante por toda transformatao da contacto.

. nhiun invariénte, que cada tuma delas pode ser transformada em
dntretzanto, de modo recfproco, podamos tambem definlr as : .
transformagdes d¢ contacto como ag gubstitolicles de gloco ya-

- L - s
riavels *, ¥, 3, P; 4 , tals gue a relacio dz- p dx - ! dy =0

Dermaneca lpvariante. Em tals peaguisas, o espago deva aer vis

outra gualquer e que, portanto, as equagdes llneares nio se
distinguem umas das outras., Soments quando voltawos go ponto

de vista das transformagbes pontuais & que notamos distlngles.

Os grupos de transformagdes de contacto, de transformagday
to domo uma varisdade Dauﬁadimensional g, para gstudar essa

) _ pontuals e de transformagces projetivas, podem ser caracteri-

variedads, teros que adaltir como grupo funﬁamsntal o conjun- . _ .

_ . . . : zados por um raclocinieo coinan que nao quaro deixar de mencio-

to das transfornagoss de variavels gue delxem invarlante ums (1) . - .

» Ja dafinimos as transformag¢ces de contacto come

‘relagdo diferencilal determinada. ; . . .

. o, - T aguelas que conservanm a assoclagao em posicao de dols alemane

Os conjuntos representados por ums ou por varias equagoas R ] : o - . i

. . - : w0 bod congecutivos, As transformagoes pontuals, ao contrarlo, r

entre as. varlavels, Isto e, gs gguagdes a derlvadas pargiafs . 7| T . . :

_ o " - apresantam a propriedade caracterfstica de transformar elemen- S

de rrimeira prden g geus sighamas, ss oferacel como objatos .. .- RS _ : . : ¢

' L . _ . ' R P ‘tos retilfnecs consecutivos assgoclados em posigaoc er ¢lamen- :

de estudo. £ uma questfo fundazental saber como,; dos conjun~ - - - : - - . :

: T - Lo i tos de mesme paturaza . Finalmente, as transformagoes homogra

tos da elementos que zatisfazem as equagdes dadag, podemog . - - S . ' _ - :

= . flcas @ por dualidade conservam a asaoclagao am posigae ds £

deduzlr conjuntos de alementos slmplesmante e duplamente in- Lo - _ ;

R i dolg elementos conexos. Como elemento conaxe, eatendemos o i

finitos, tals quo cada um dos elemanteos astsja assocliado em. : H

conjunto dum elemento de superffcis com um elemento retiifnec’

posicao com 0 vizinho. O problema da resolugao duma equagao . .

Co econtido nels ; elemantos conexos consacutivos 820 chamados de

a derivada=z par ciais de primeira crdem recal numa questao sa= . - . .

. assoclados em posigas quando nao somente o ponto, mas taxbam
zmelhante. Fodemos formula-is assim: deduzlr da infinidade ’ _ .

. : . . - o elamanto ret1ifneo de um e3ta contidc no elements de super-

'quadrapla de elementos, que satisfazem a aquacao, todos os : :

f{cia do outro. A denominagao { aliis proviséria ) de alapen-~
conjuntos duplamente iInfinitos de mesma natureza. Em Da”ti- L )

eular, o problsma da solugao completa_adquira'dasde o infeic

gsta forma nracisa : diVidir a Infinidade quédvupla de ele=- S .
~mantos gua’ sa:is;azem a equazdo numa Iinflnidade dupla de (1) Eu de“? ¢3sas definlgoes 4 tm charamento de Lie.
tals conJuﬂtos.

L
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59 gonexo se 1iza aos entes introduzidos recentesente em geow

)

- metria vor Clebsch { s Que sao definidos por uma equagao
que contén as coordanadas do ponto, 4o planec e da reta g cu;o

analogo ne plano recebeu de Cleosch O noma de CONEXO.. .

SOBRE AS VARIIDADES coM Uz NHBRO QUALJUER DE DIMENSORS

4 . ) .
Ja notanos diversas vezes qle, ac estabelocermos uma Iiga-

¢80 entre as nossas consideragdes e as nogbes de espago, nio

Ctemos outra finalidade senic faciiitar o dssanvolvimento de

nogtes abstratas por melo dg exeieplos clares. No fundo, essas

coqsideragaes sdo Independentes da representagio sens{vel o

partancem ao dominio garal de sstudos matematicos que c*ama—

“nos de tsorla das variadadas com virias d~maasoes ou, bre-

vemente { seguindo Grassmann } ds tsorla gg gxtansio { Aus-

dehnungslehre )} . ¥ evidenta o medd palo qual devemos rela-
¢ionar 0 Jua jé afirmamos sobre o gspago com o concelito puro
de varisdaje. Hotemos somente, ainda uma vaz, que ne estudo
= abstrato, temos, com vistas a goohetria, a vantagen de podar

ascoller Intairamente o grupo de transfornacoss qus deve ser

1 ) OBtt, Abhandlungen, B XVII: 1572 « v Bher aine Fundamen

talaufgabe der Invarlantsntheorie " &, tazbdm GBLt. Nachrizh-

ten, nd 2z ; 1%?2 : " Uber ein Grandgebilde der analytlschan - .

asometrle der Ib %na L

Y

: tomado por base, enqu;qto que em geometvia do es,ago, un gru-

po conrpletamenta date"minado, o gru“o prinelipal, é aado g
priord.
55 abordaremos aquil, e ainda assim de passagem, oa tras

métodos de estudo sezulntes :

I. R5§0é6 do sstudy projosive ou f1cebra Hoderna ( Téo;ia'
dos ;nvarian4e } .~ Seu gruno e compoe do conjunto das
t"ansformavoes lineares e por dualidads das variivels EMmProe
gadas para a representagio do elemento da variedade : o a
gensralizagao da geometria projetiva. J4 assinaiamos como
asse 2dtode & empregado na discussio dos infinltdsimos duma

varledade que possul uma dimensdo sxira. Ele anrange oz dols

'_ metodu;de astudo que vamos indicar a seguir, no sentido gue

sall grupo abrange o3 grupos bdsleos dos outros deis metados.

II, - é varledade gom curvatura constantg . - Em Rlemann,
a nogdo duma tal varisdade resulta da no¢ao wals geral duma
variedads na qual é dada uma expressic difersncial das vari-
dvais, 0 grupo, para &gsa véfiadade, conslsta do conjunto
daa transformagﬁes‘das varidvels gue deixa invarlants a ox-
pressio dada. Chegamos por ouiro caminko a nogio dowma va-
riadade com eurvatura constanie quando estabelecemos, no
sentido projetivo, uma determinacio métrica baseada numa

- > Ld L4
agquagac quadratlca dada entrs as variavels. Rsts metedo; como

- rd
‘o de Rlemann, permite a generalizagdo para as variavels com-

plexas ; podemos depols restringir a varisbilidade ao campo

it A
real. § a asse ramo qua pertence a sequenciz de pesqulsas
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que-abordamos nos paragrafos 5, 6 g T.

IiI. -4 varladzde piana . ~ Riemann deslzna por vérieda
da plana a verledads com curvatura constante nula. Sua teo-
ria é a generalizagic imediata Ga geometrlaz elementar. Sel

grupo pode, como o grupe princlpal am gecmetria, ser desta-

cade do grupo projetivo, mantando-se fixa uma figuré fepfe— ‘

 sentada por duas aqﬁagﬁes, amz linear e outra quaﬁm’tica_.“
Se quoremos nos adaptar a forma sezundo & quzl a tébria 8
apresentada habitunalmente,. devemos distinguir entre o real

& o imaginirio. 4 prépris geomstria elementar aparsce em

primaire lugar nessa teoria ; depois aparecem as generaliza--

’ gSes desenvolvidas recentsmenta sobre a teoria ordirnaria da

curvatura, etec..
' OBSZRVAGOES FINAIS

 Para terminar, famemos . - duas observagdes | que eatido
em relagio {rt1m com o qua dissemos atd aqul : a primeira

diz raspsito ao algoritmo a ser empregado na representagao

‘das nogSas aprezantadas ; naz segunda Indicaremos alguns pro~T

blemzs gue parecem ser importantes e facundoes,

Freqﬁentamenta'crltiéamos a geometria anal{tica porgque,

gom & introducao do sistsma de coordenadés,‘ela introduz e~
lementos arbitrdrios, e essa critica atinge lgualmente todo
modo. de estudar as variedadas que usa os valores das varin"

» . : .
aveis como caracteristilcas da' variedade. Se edsa erftica ara

basté?ta_jusﬁificada, gspecialments no princfpio, peio modo

~dafeltuoso de'ﬁrabaihar com as coordenadas, ela agora pepde

1y

“l9

palosg guatéraions.

sentido, desde que o método geja raclonalments eﬁpregadp,_As L
;:expraSSGGS analfticas que podanm ae apresentar'nd_estudo duﬁé
- varledads do ponto de vista do grupo, devem, devido a seu
;. slgnificado, ser independentss do slstema de ¢coordenadas,
f enquanto'o slstema permanécer arbitrério : essa indapendénr
" ela deve ser colocada em eviddncia nas fdérmulas. A ﬁlgéﬁra
‘modarna mostra que l1lszo a possf?el e mostra tazbém como de-
" vemos proceder; a nogao de Invarlincla é posta em relavo da
 forms mals evidentas Ela tem ums Isi de formagao geral s '

" parfeita dms expresscas Invariantes e se reatringe a operar

somante com alas. ¥ 1sso que faz com que sla fornega o tra-

" tamento anaiftlco mesmo guando adotamos cutros grupos, que

- ndo o projetive, como basicos (1 )nﬁ precliso. evidentemen-

te, gue o algoritme se adapte aoc nossc objetivo, gue empre-~
guemos uma 6xpressiao clara e precisa da concepgio a, por

fim que ele seja conventente para podermes penstrar em cam=

* pos alnda nio explorados.

Para o estabelacimento dos problemas que iremos ainda

o - : -
- menclonar, tornz-se necessaria uma comparagac entre as i~

ﬁéias que acabamos de menclonar e a %Lgorla das sglagoas ds

l Galols.

Na teoria ds Galols, como tambdm aqui, todo o interease

esta nos grupos da transformagaes. Masg os objetos aos'quais

_#e referem as transformagfes sdo bem diferentes : em CGalois,

" 1idamos com um ndmero limitado de elamentos dlstintos; aqii,

com um nfmero Indefinide de elementos dum conjunto contfnuo.

;'( 1 ) Por exemplo, para o grupo de rotagdes do espage tridi-

manslonal ao redor dum ponto flxo, um tal algoriime é gado
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-Entretanto, pels fdentidade do concaito de grupo, podemosllen

(1)

var a comparagio mals. longa

~tra earacterlzada a posicio que devemes atribuir a certas pas

(z2)

qulsas comegadas por Llse e por aim
vlasta exposto aqﬁi.
Na teorls de Galols cono els & axposta, por exemplo, no

T Traltd d'ﬁlzes“e surarienre de Ssrret ou no Trgite deg gubs-

“titutions de C. Jordan; o verdadsiro objete das pesguisas é

a progria teoria de grupos oa a teorla das substitulcdes

a teoria das aquaﬂoes decorre como Uma aplicagao. Por ana-

7ogia, gueremes uma Laoria das tvans;ormncoes‘ tma teoria dos

._gLapos 3ue podam sear engsndrados por trans;ormagoes duma da-
da natureza. 4s nogdea ds comutatividade, de simllitudae, ate.
sarian eapregadas come na teorla das‘Substitu1§533. 0 estudo
dura variedade extrafde da qonsideraégo.dum grupa_fundameﬁ—'
'.‘tai de transforﬁagﬁss surgirié como uma é?licagao da teoria

. das transforzagCes.

. e ’ - ) - ” .
¥a teorla das eguagoes, sao as fungoss simetrleas dos cog

" ficlentes gue primeliro chamaz a atenczo. Bm ssguida, o inte-
resse se volla para as axpressdes.que parmanscem inalteradas,

se nio para todas as permutacBes das rafzes, palo menss para

{ 1) Lembrarei aqul gue Grassmann, i ma introdugio da ia

edi;ao da Ausdehnungslehre ( 1844 ), estabalecia ur paralele  *V s

entre a'Anﬁlise combinatoria a a_Teoria da extensio.

{ 2 ) Ver nosso trabalho : " Uber diajenlgen ebenen Cur#en,

walche durch eln geschlosseanas System von einfach unsndlich

vielen vartausnnbaren linearen Transformdtlionen in sich Hbar
gahan " Math. ann., B. IV .

W
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@ indlecarmos como se¢ sncon-

s dentro do ponto da -

- das por Lle e por mim no trabalho. citado e ao problema geral

‘¢bss lineares permutavels no plane H é uma parte da.teoria s

" garal das fransformacgdes que acabamos de expor

* transformagdes infinitesimals. No § 7 do trabdatho citado,
' Lie s eu mostramos gue : equagdes diferancilals ordinirias

c-que admitem as mesmas transformagdes Infinitesimails apresen-

. diversos s, em particular, no clitado mais acimz ( Math. Ann.

o grands nimers delas. No estudo duma variadade com um gru-

po admltido como fundamental,-poderfamos guerer primeiramen-

'_ te determlnar os corpos { § & ) & as figuras que permanecam

Inaltoradas sob & agdo de todas as tréns’xformag'o’es do grupo 3

entreténto, hd filguras que nZo admifer todas as transformagoes

-do grupo mas gomenfe algumas delas, Essas figuras, dentro do

estudo baseado sobre o grupo, sio particularmente Interessan-

tes pois gozam de propriedades notavels. ¥ assim, por exemplo,

" gue dentro da gaometria ordindria distinguimoes corpos simétr;

¢os s regulares, superffcles de revolugéo'e hglicoldais. Se

¢ adotarnoes o_ﬁontc de wvista da geometria projetiva e impomos,

em particular, que as transformagaes gqus delixam as figuras

.
Invariantes sejanm permutéveis, chegamog as Tliguras considera=-

snunciado no . § 6., Nes § 1 & 3 encontramos a determinagio ds

todos o8 grupos qus snglobam uma infinidade de transforma-

(1)

1 Coo-

{ 1) %o texto devo abster-me de mostrar como & frut{fers,

: para a teorla das squagbes diferencials, a consideragioc das ;

tam as mesmas dificuldades de Iintegracaoc. Lie, em trabalhos

L4
Ba&. V ), faz ver, através de divarsos exemplos, como ezsas

conglderacoes devem ser aplicadas para as equagaes a dariva-

- das parclais { ver também as Comunleagdas a Acadenla de Chris—

- %$lania, malo 1872 ). Posso hoje Indlear o fato de que oa dois - ir
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qOTAS

I.= So%ra o goﬁtraSue eo geomatria modernma , gntre Qg_
zé%odos anatftico e sintdting

A diferenga entre a fiova geomedrla sintdtica s a nova

" gecmetria ana1ftica nao daVQ sar consziderada, hojé an dia;
como sssenclal. As ﬁatériaS'estudadas @ ¢ modo de discussio
pouco a pouco foram se tornando Inteiramente somelhantes.

Por isso, no texto, escolhemos o nome " geometria projetiw

va " para indfcar as duas. Se o método sintdtico & vaniajo-

30 para a intulg£o do aspago, smprastandso agslm as suas pri-_-

metras teorias elamentares um atfativo particular, o campo .
dumza tal intulg ao nio sendo por ssse motivo fachado para o
método anaiitico_a, por isso, podendo conceber as formulas
da geoometrila anél{tiéa como uma expreésgo clara e proclsa
das relagSes geométricas. Por outro lado, nao podemos des-
prezar, para as pesquisas ulteriores, o benaffcip que tm
formalismo bem fundado oférace, pols esss precede, de carta‘;

maneira, ¢ pangamentc. Devamos, portanto, nos ater sempre

probiemay mencionados no texto coni inaaram a a1r¢g1r uma gran

de parte dos trabalnos ulterioras de Lie @ meus. No tocante

a Lie, podesmos cltar sobretudo sua * Tgoris dos grupos cont{-

. Vo - - -,
nios de transformageos ", cuja exposlzao sistematica @ objie-~

to de dols Volumes ( Lelpzig, t.I, 1888;t.II, 1590 }. Daentre--
as minhas pesquisas postarioraes ao'p:esanta artigﬁ, au posso.
inﬁiear aquelas sobra osg corpos regulares, sobre as fuagles '
modulares elfticas @, om garal, sobre as fungdes uniformes
que adzitem transformagbes lineares. Ja am 138 aeu axpunha

as primeiras numa Cbra especial : “_Voriesungen tibar das_i—
‘kosaade%
{ Leipziz )

¥

und dis RuflBsung der Gleichungsn vom finften Grade”

a0 prineipfo de nio conslderar como exaurldo um argumento

' matemﬁtlco, atd que Iss0 niao se torne evidants no contexto,

. - [ - >
= B. 0 avangar por intermedio de um formallsme nZo & mals

gua ua primairo passo, porém multo Importante.

Il. - Divisio da geometria moderna em discinlinas
Ss, por exemplo, obeervamos como o fisico matemitico se

prive das vantagens que als extrairla; em muitos casocs, du- -

o ma 1ntu1g£o rrojetiva mesmo pouco dasenvolvida; comoc, por

outro lado, aguels que culbtiva a geometrla projetiva abor-

- da potco a rics mina de verdades matemiticas qus den lugar

" d descobarta da teorla da curvatura das superffcies, 1

necessirio admltir que © gstado atual da eiéncia geomét;ica

& bastante inperfelto e deve melhorar em brava.

AIII. ~ Sobre a Importancla da Intulcio do aspage

Quando, nho texto, falamos da Intulgdo do espago como

,qualquer colsa acessoria, o fazemos em razdo da naturaza pu-_

ramenta matemitlca das consideragtes a serem formuladas. 4
intufedo tem para essas s (alea finalidada da evidencia, a
qualg porém, do Jado pedagégico, $ de grandae importéncia.

Un modelo geom&trico por sxemplo 5, gob esse ponto da vis-

) ta, muito instrutlivo e Intereesants.

Bem difsrente & a questio da importancia da Intuicio geo-

métrica em garal. Bu a considero como uma colsa gue subsiste

am si. Bxiste uma gaonetrlia propriamente dita gue sé pode

|.8er, come as pesgulsas das quals nos ocupemos, ums forma sen-

sivel de considéragﬁes abstratas . Nessa goometria, temos de

" goncaber de modo absoluto as figuras do espag¢o na plsna ver-

- dade de suas formay ¢ de entender { o gue constiitul o lado
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: - - o "

‘ ‘matematico ) suas relagoss como consequénclas gvidentes dos

postulados da Intuigdo do espajo. Nessa geometrla, seja exe-
“‘entado e sxamlpado ol somente representado, us modelo nao &

an meio para atlinglr um fim , ﬁas gz finaiidade em @i,

: . -
.Institnlndo dessa manelira a gsometria com axlistencia pr5~

prla, sem dependsr da matemitica pura, nic fazemos nzda da
novo, £ desejévelg gntretanto, colocar ex?ressamanta ainda
" nne vez esse pcntoiem evidéncia, poly as basquisas recentes
se afastan desse ponto de vista. E laso se Iigé ao fato
gue, Inversamenta, a prépria investigacgao rarémenta estuda
.as pronviadacas das formas dos entes do §8pagdy, as bem qua

' asse camlnho parece ser par*icularmenta fectndo.

IV. - Sohre ag variedadss gom um nlrero gualguer de dimene
s5a3. '

_ 'gﬁe‘o ospaéo,'cdncebldo como lugar da pontoé'sé tenna
trés dimensbas, nio precisa ser discutido do ponto de vista
matenitico. Jza, do e smo ponto de vista matemitlco, nio po-
demos impedir a afirmagasde que els podater quatro ou mais

.. L . . . .
dimensoes. No entantec, so podazos percebsr trds, & taoria das

) L ‘ . _ _ :
variedadas cor varlas dimensoes, da manelra como els Sa desen

volve nas pesqulsas matemiticas modernas @, por suz propria
natureza, totalmente indeperdente de %als afirmagdss. No en-
tanto, sstabelsceu-se uma linguagen qus seguramentse decorre

i 24 EO .
.da 1431z de dimensac. Ao invés de elementos dum conjunto con

tfnuo, falamos de pontos dum aspago superlor, atc. Em =1, es-’

" sa mansira de expressao apresenta miitos aspectos bons, pols

refeorindo~ge g cancepgﬁss gaométricas, alz facilita a compra~-

\
" angaoc. for Duﬁfo lade, eszsa forma de exXpredgsio. tem come con=
. ; . :

55

&

'Seqﬁéncia danosa- o fato do fazser supor parz nultos gque as

' o, - ~
- pesqulsas sobre as varisdadss com varlas dimensoces astao in-

timamente ligadas ao concelto da natureza do a3pago. ¥ada &

- mais 1nfundado que esta grenga. g certo que as pesqulsas mata

méticas rapidamenté_ancuntrariam aplicagdes gaondtricas s8 a
representagéo fosse exata; mas o valor ¢ & finalldads das
pesqulsas sobre essas variedadeyg; sendo lndependentes das
fepresentagaes gaoméﬁricas, spresentam wm grande_conteﬁdo ma-
temitico intrfnseco. ' _

Bem diferente desse raclocinio ¢ o modo Indlcado por

Pilioker de considerar o verdadeiro eapago come wea variedade

com .um nimers ¢ualquer de dimensGas, introduzindo como els-

'hento { var § 5 do texto ) uma figura { curva, superficie,eta)

que depende dum nimero qualquer de parametros,

0 modo de representacdo gue considera o elemento da varie-

‘dade com um niimaro qualguer de dimensaas como anilogo ac pon~

to do aspago fol dasenvolvido pela primeira vez por Grassmann
na sua ™ Auédehnungsleﬁre " de 18L)i. Grassmann nic se Preoc G-

pa com as idéias dque apresentamos sobre & natureza do e3pago;

‘as 1381as de Grassmany lembram remotamente algumas sugesﬁSes

&e Gauss '@ =8 espalham pelas pesquisas de Rlemann sobre as va
riedades multidimensionzis.

0s dois modos de've:, tanto o d¢ Grassmann como o ds Pli~

“cker, apresentam suae vantagens partlculares ; og dols 530

‘empregados, com lueTro.

V. ~ Sobre g gue chamamos de Geomatris nio Buglidians
Como tam sldo mostrade en pesaulsas recentes, a geomeiris

mhtrica projetiva da qual nos ocupamos no texto; coincide oa-
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soncialmente cem a geomatriz métrlea que obismos gquando re-

Jeitamos o poestulado das paralslas a8 .qua, sob o nome de Soo-

zetrls nao euclidisna, & atualmnente objeto dé fraguentas de= |

bates e discussfas. Se nao menclonamos esse noms no toxto,
isso se dave a um motlivo gus avizinha das explicagoes da
nbta Frecedente. Associa-s9 ao nome ds geometria nio eucli-L
dlanz uma quantidade de 1ddias nio mateméﬁicas, aceitas com ..
muito ontnsizsno por un iédo 8 com multa repulsa por outrb.
ias son essas ideias, noasa estudo puramente matamatico nada
tam a ver., Por maia das coqs*dsrauoas que 32 ssglem, Gulise-
mos trazer um pouco 4a luz a essa dlscussio,

As pesquisas am patta sobre a teoria dasg paralélas & ssus
_desanvolvimentos sucassivos apresantam duas facetas com Ime

- . .
rorianclas matematlcas oreclsgas.

8ias mostram primeirame 1wta, @ podamos coﬂsiderar a colsa co—f )

me definitivamente esgouada, que o axloma das paralslas nio

5 uma consequancia matematica dos axiomas qus geralments o

precadam, nas que ele & a exXrressao dum fato Intuitive §8= - |

senclalmanta novo que foi deixado de ladO palas pasquisas

anterioraes, Uma dilscussio sema;hante poderia g deveria ser
felta, mesmo fora da geometrla, em relaggo a cada axioma;

ganhar fanos muita compreensio sobre a posicio oposta aocs

exionas. . . .

3m segbndo lugar, assas pesguisas nos forneceram uma No-

cdo natemitica preclosa, a dume varledade com curvatura cong- |

| s . -
tante. 51z astd ligada, como ja notamos e desenvolvanos ame
H]

plaments no § 10, do modo mais estreitq,_§ determinagioc ma-_:f'

trica prcjet;vg daéenvcivida indepshdsntaménta de gqualquser

i
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teorié da paralelaé. Se o sstudo dessa detarninagio mdtrica
rrojetiva; em s1 ofsrece um grande Interasse matemiatico &
?ermité nuzerogas aplicagdes, podemos reafirmar sua Impor=
tancla lembrando que ole compreende alnda, como um caso
particular ( caso limite ), a determinagio métrica da gaow

mafria o enslna a considerar g¢sta dum ponto da vista mais a-

lavado.

Totalmente independente dessas consideracdes & a questio

de saber_sobre © que rapousa o axloma das paralelas, se ole

-deve ser considerado como dado de um modo absolute, o qua

quarém alguns, ou como estabelecido somente da modo aproxi-

_ mado a partir da expariéncia, como gluerem outros. Se houves-

o . :
Sam Tazces para sa aceltar ests (ltimo mode da V8T, a8 pesS~

: ” - ' -
quisas matematicas em questio nos mostrariam como entio dave
ser construida uns geometria mais exata. Mas asta & evidanta-

mente uma questio filoséfica gue atinge rrincfpios mals go-

rais do nosso entenditento. Elz ndo Interessa ao matematico
- gomo $al, & ele pocde desejar Que stas pasquisas nie sejan do-
o rendentes da resposta que, de uwm lado ou ds outro, pode lhe -

- sei_dadaa'

a ¢omo aestudo dupa variedads com

VI. - A ggoietrig da ret

. gurvators conatgﬂte.

Relacionando wna com a outra 2 geometria da reta com a de-
tarminaqao métrica rrojetiva numa variledads pentadimensionai

nés devemos estar atentos ao fatods que &s Tetas (no sentido

da determinmgio métrica ) s& nos oferecem o5 alementos no ine

-'; finlto da varisdade. Tornz~-se assim neceésérip examinar qual

58




'5.0 valor dama deteréinagﬁo mitriza projati#a rara seus 8-
lemenios no infinito; iremos desenvolver aqul asta questds

nara afassar as dificuldadas que sa opoem a concepgao da
geometfia da reta como geometria mdtrisa. Referimos ésses
desenvolvinantos ao axempio intuitivo gue oferece a_detar-
minagﬁo'métrlca piojativa baseada sohre umalsuparf{cia dao
sagundo gralla.

Um par de pontosg'fomado arblirariamente no aspaqo,é-
preéenta, em relag5§ a superf{cie, um Invariznte absoluto:
A'razio anharmonica éua os dois pontos formam com os dols
pontos de intersacgdo da reta que oS une com a supsrficie;
antretanto, $e os dois pontos ss c¢colocam sobre a superf{-

cle; a raz3o anharmonica tende para zaro Independentemanta

e

2 posigzo dos pontos; exceto no caso onde os dols pontos

golocam sobre uma geratriz, caso no gual a razio se tor

'

indeterninada; & o Gnico caso particular gque pode ocorrar
cor seu posicionamento relativo se elas nzo coincldem; te- -

- mos s2sim 2 proposicdo :

Y datarminzefio metrlea projetiva gue pedemos basear ho

393 sobre mg sggerf{cie de sagundg gray pag fornecg ne-

nhome determinscic mdtrlea para a geopetris sobrs gssa su-

gerffcia.

A tsto se 1iga o fato deque podemos, por transformagaas'li-

. _
neargs da superf{cia nela mesma, trazer tres qualsquer de
' (1) '

. - -
“seus pontos em coingidencia com tres outros

)
\
3

. ' ... - ) Fl ’
{ 1) G3Sstaoc ralagbes sad alteradas nz geometria metrliea or-
. oL .
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‘Para ter sobre a propria superficle uma déterminagso -
trieca, 8 praciso restringir o grupo de transformagdes e cha-
'ga-sg a isso_mantendo fixo um ponto gualquer do espago ( ou
son pla:io polar ). Suponhamos prima(ira:gerite' que o pento nac
astaja sqbre a suparr{cie; A partir deése ponto nds a Pro-

jetamos entdo sobre um plano, ¢ Qua fornece uma conlca como

- e¢urva de contorno aparente. Sobre esta conlea basgamos, no

planc, uma determinagio métrica projetiva que referiremos _
depols sobre a suparffcie. Esta & uma verdadeira determlnagao

métrica com curvatura constante, donde extrafmos a proposigio:

Umy detarminacio métrica gom ghrvatura gonstante & obtida -
' ggbfg a gugerffgie dasde gue mantephamos fixgo um ponto gus

pio gsteia ‘sobre a suverffcis.
' Tomos, do mesmo modo &

Tomando gomo ponko fixo um pente da propria supertfels,

gbtém-gs sobra essa ums determinacio métriea gom ggrvéthrg
Aula. s ' ' ' )

dinéria; para dols pontes no infinito, axiaté saguramente um
I1nvarlants absoluto. & contradigic qua poderfamcs assim en-

contrar, lavando sm conta as transformagdas linearssa gue ad-

mites a supsrffcie no InfInito, & afastada ss se leva em con-

ta as translacdes @ as transformagdés por similituds que ndo

_afatamlp lugar dos pontos no infinito.
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Fara todas essas deterninazle

ele, ag garatrizes sdo linhas eom coapriments nulo, As e8x-

- ’ N rs -
. Tressoces rara o elamento ds arco da superficlie nizo diferem,

nes difarentes daterminagtes, a menos de um fator constanta.

‘N30 exlsts sobre a supsrficle ws elements de arco zbsolute,

antretanto podemos falar do éngulo formado por duas diregSes. :

sobre a superfizie.

. Todas aszsas proposlicdes o considaraglds podem ser aplica-
_ J . R
das a geormetrla.da reta. Pars o rroprio espage formado de

retas ndo exlste g prlorl nenhuma determinacio métrica. S4

obtemos uma quando mahtamos f£1xo um complexo linear e, entio

ala tem curvatura constante ou nula dapendendo do complaxo
sar gerél ou.particalar ( uma reta ). & oscolha deosse Com=-
plexo tambdm estd l1izada a existdneia de um elemento ds arce
absoluto. jualjuer que seja essz escolha, a distén&ia gntra

. ) _ . -
duas retas Inflialtamente vizinhas gue se cortam 6 nula ey

podemos tambem falar do éngulo formado por duas resas Infinityg

mente préxizes duma reta dada ¢ L 7. -

VII. - 3Jobre a intarrretacho das formes bindrlag

Jostraremcs agul qual representagdo simplas podsmos, por

meio da interoretagio de x + I y aobre & aafera, obter para

- ) -~ : ’ - T
" os mistemas de formas que estdao ligzdos a forma bindria o~ .0 .

blea e a forma bindria blgusdratica.

(1) Ver % trabalho @ Ubar:Liniangeomatrie und mstrischq S

Georetrie ™ ( lath, Ann. 3d. V, 271 )

i

1

Pl .
matricas sobre a supsrff-

Ura forza bindria cfibica £ tem : um eovarlants cibleo L

. v .
um quadrético A e um invariants B (2 ). Com { & Q formamos

toda uma série de govariantes do; sexto zrau

QZ + AR fZ 3 7
entre-bé quals so ehcontra igualments L&B. Podeﬁos denong-

(-2

trar que cada covariante da forma ctibica se decompde

am sistemas de sels pontos, A infinidade serd dupla sa A

- puder assunir valoras coaplaxos,

0 conjunto da formas assim definidoe pode ser revresentado

“ sobra. a esfara da segulnta maneira (3 }:ﬁ por meio de uma
transformagio iinear convenlente, trazemos cs trés pontos

‘revragsantados por £ sobre tras pontos equldistantes sobre

um'gfanQe efreuto, Podemos tomar essa grande cfreulo como o
equadorj as 1angltﬁdes Gos trés.pontos f situados sobrs sla
s8o 0° , 120°% e 2/,0°% Q & eatio representads pslos pontos
do aquédor cujas-longithdes sio 60°%, 180° & 300°. A serd

represantado pelos dols polos. Cada forma'QZ + A ]

{( 1) Ver os capftulos de Clebsch sobre a quastioc : * Theoris

'~ der binYren Formen

( 2 ) Pala consideragdc das transformagdes linsares de f

:°1 hala_mesma. Ver Math. 4nn., IV, 352.

(3 ) Ver tambdm BELTRAMI : " Ricerche sulla Geometrla delie

£ forme binarie cublohe * ( Memorla Acc. Bologna, 1870 )
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o

revresentada por sels Tonkos cu3=a latitudes e longl tudes es=

t3o contldas na tabela segulnte, onde of e (@ designaz atfmo- -

'rus guaisquer

o ..':- d_ . a - o _. Ced ol

> 1207+ 240"+ 6 -p ]206—-.(5 -zéo"—-({-
interesssnte ver, exazinando a sucessio desses sistemas de
rontos sébre a esfsra, como deduzlmos f{ @ Q coﬁtadqs daplos,
s A contado triplo. . .

Umpa forima biquadratica pessnl um covariante H também bi—
quadrético, um covarlants ﬁe sexto grau T, & dois invarlantes
1ej . Cconjunto de formas biquadrétiéas 1 H+AJ L, que
co:reépondem todas ao mesmo T, é rarticularmente notévsl;.a

- N4
gsse eonjunto pertencem 08 trés Tatores quadraticos nos

quais T pode se decompor, ¢cada um deles estando contado duplaw .~

mente.

Tracemos agora, I
lares Ox, Oy @ Oz. 03 sels pontos de 1ntersscgao com a. esfa-
}a dac a forma Te Dasignandc por Y, ¥y e z as coordenadas dum M
sonto qua_quer_da es;era, os guatre pontos que corraspondem

a ume biguadritica L H + A § £ sdo dados pela tabela

X5 Ts Zs

X4 T fz=  :7 o '.'1 o ’
Xy ¥y <Za | ' !

=Xy =¥y Z

- : v .
Escaes quatre pontos sao SGHETE O3 vartlces dum tetrasdro -

. - . - . :
Casmasrico cujas arestas opestas sac divididas em duas par—..
tas igualis pelos elxos do sistema de coordenadas ; © papel

dese pen;ado\oc‘ T, coZo reselvents de 1 H+ XM Jf,mna
teoria das Bqua Gas biqLudratluas, é posto aasim an eviden=
ela. '

{ 53'

N - "_,*
Delo caentro da aafersz, tres elxos retangu— -

UMA NOTA SXPLICATIVA -
‘Normando Celao Feraandes

. Departamento da Ffsica'Eiperlmentai

'Institutp_de Fi{sica - U S P

Poucos trabalhos matemiticos exerceram uma influéncia so-

" bre os desenvolvinentos ulteriores da Geomairia s da Fisica

que saja comparada ao est{mulo recebvide pelo PROGRAMA DR
ERLANGEN de Felix Klein. Essa trabalhe marca o surgimento
duma nova era na,histﬁria da Geometrla. ¥le contém o germs

da malor parte das teorlas géométricas modarnas &, por que

- nJe dlzer, de grande parte da Fislca Tedrica comtemporanea.

As 1aéias propostas por Klein para o estudo Go virias geo-

matrlas, vistas come teorias de invariantas sob a agdo de
‘ grupds convsniantas de tranéformaans, permitiram qve ale

" degenvolvesse uma consxad profunda entre as geometrise @

estabelecesse mesmo uma axiomitica e uma classificagio das

teorias geométricas.

Sasgulindo Klein, entendsmos - como " propriedades geomé—

;-tricas " oag propriedades das rigﬁras do gspage B 8 as

Drandazas relacionzdas com assas fighras que parcanacem lne-

r-variantes quandc efstuamos gualjuer transformaqao partencans
ta aum certo zrupo G. As propriedades geometricas BET20 a3
. mesmas para todas as flguras egikivalantes. O sistema de pro-

j_posiQSGSI relativas as propriedades de flguras e grandezas
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Qe rermanecem lnvaeriantes por todas as transformagSas do

: . : _
grupe G sera chamado de " geometria do grupo G ¥,

ara tornar mais praciso essa conceito de goometria (1 );

vamos necessitar da duas aefinigoas : a de objeto geomatr;g

@ a de agdo de um zrupo . Dados do*s grupes G e H, uma apli- 8

cagao M de GewmH s ¥M: G —H sarda um morfismo se possulr

a propriedads : M ( gg' ) =M {( g ) M ( g' ) quaiguer gque

sajem g, g' de’G. Seja E um conjunto gqualqlera Consideramoé o

o grupo formade por todas as bljegles ( aplicagles biunivo-

cas ) de E. Chamamos de ggéc de am grupo O sobre o conjunto’;;

B, tode morfismo do grupoc & sobre o conjunto das Bijeqoas :

de 3§, Flnalrents, chama&as de objetos geone tricos. o8

elementos de um conjunto E sobre o jqual tenhamos definldo a
agdo de nm grupo G. o _ _

Com essas duas definigdes, chegamos;_enxé.'b2 a entendar
o gua passa.a ser a definigzo geométrica de Kleln : uma

zeomsetria e constltulda pela espacificaggo de uxn conjunto

g ( gue serd o espago ) & de um grupo G ( de transformagdes

de¢ 3§ ) . §

Camo vemos, a amplidzo a a generalidads da definigao
kleiniana de geometria permitem as ~ais variadas 1nterpre-
tagdes & extansdes. No nosso modo de ver, o PROGRANA DE EA-
LANGIN representa o coroamento de toda uwma linhz de psnsa-. _'
Zento, iniciada ror Lobatchesky, que faz ¢om que nio mals
intérpretemos O e35Dpags COmO merc reéeptéculo inarte das fiw
guras nale contiaas, mas sim come parte iantegrante da pré—

oria ci@ncia geométricaa ¥ssa iinha, complemantada com as

$1ddias fundaventais de Riemenn, abrit caminho Tara as nos-

O
¥

Sas concepghes atuals das teorias geomdtricas. Seria inposssf-

vel enumerarmos aqul todas as racificagoces e sngesides, tanto

. . . o
- em Matematica como em Fislca, que frutificaram a rartir do

"PROGRANA DE ERLANGEN. Mesmo em dreas especificas os progres-

sos foram tao grandes e importantes que nac terfamos a prea-
tensfe de procurar condensar em poucas péginas 0 desenvolvi-

monto clent{fico de mais de tr séctlo de pesquisas. Aldm dlse

T T we 3 -~
‘80, como & Obvio, nio terfamos competencla para realizar tai

(29

N rJ -
taraefa Como ja dissemos na Apresentzagao, hogsa intene

- I d
¢ao @ de apenas apresentar e¢sse texto classico a alinhavar,

- am linhas gerals, aliguns argumentos diddticos que podem aju=-

-

dar © leitor a tirar suas préprias conelusdes, Se o leitor

. » -
tiver uma razoavel formagdo matematica, poderd, sem orejui-
zos,'ﬁréscindir da leitura d0s nosSos comentirios, Sstes co-

mentérios, ctja - escolha fol suscitada pele dasejo de atuali-

! . .
-.ZaT uns peteos conceltos do texto original que, para 05 aatle

dantes nic s3c maite familiares, devem ser 1nterpretados como

um simples complamento.

Alguns conceltos bislcos enitidos por Klein mostram a ge-
ngralidade do seu raclocinio._zntretanto, tara termos uma
viséo rmals intulslvas da defiuig§0 de geomeiria, & necesadris’

que o grupe G @ o esrago § gobre ¢ qual ele aga, ganher con-

tornos mais coneretos. O prdprio Xlein inieiz o sen traba-

~ 1lho com am exenplo bem ¢laro : a pgometria projetiva. 4

- georetrila projetiva apresenta a vantagem de 8& apresentar

como nm c¢aso bem gerzl pols ela engloba as varias gaoratrias
mails famillares como a ortogonal, a afim, atc. S5la 6 wia dis-
c¢iplina que estuda as propriedades das figuras e éas granda-

zas relaclonadas com essas figuras que permanscem invariane

it
H




tes mediante a2 arilcagao de gualjuer transformacio orojetiva.

"0 conjunto das nransformagS@s rrojetivas constitul o chamado'

gruro nrojetlvo.

Vamos estudar agora, de nodo intuitzvo, o gue antendamos

por esnzago rreoletivo (3 ). 3z segulda, a neqao da transfor-

ma;éo projetiva se torna Imedlata. Vamoz %tomar um ponto A

qualquer do abpago & uma reta

a4 que nio paséa por A. Por A o

e

M & 3 passamos um plano of @

conslderamos todas as possi-

vels retas que passam por A
e gue estejam am o . Kasas

retas formam o feilxe de retas

no plano, com centro A, Esta-

N
M belecamos ama correspondencla

entre os raios m do feilxe A4 com os pontos M da a. Fara quale

guer ponto i de g existe um ralo o do feixe A. Vas a racf-

. Troca 4 enganosa. O raio g' qus é paraielo a a nae corta g

. : -~ ) - ’
a8, Dortanto, a correspondencla aestabslecida nao 8 binnfvoca. -

‘Para remedlsr casa situagio, dizemos gue as retas paralelas

e coriam no infinito. Dessa zanelra, o rale a' val corree-

sonder nic a um ponto ordinarle ds g, mas a un govo gbisto, '

o ronts pe infinito de a. 3ssa definlgao pode ser estendida .
e, vemos asgim que o ponto no infinito de¢ cada reta tambem
'.?ertance a cada planc que contém essa reta; todas as retas

tem ur ponto comum no infinite; o slstema da retas paralelas-

niam plano fica sendo chamado e falxe de retas ¢om centro no

ponto no infinito. Lqui, jA encontramos Lma NOGA0 que, ombo-
R o ) = 7 ‘
o €7

i

. gchedas ", " superffcies fechadas " e " espagos fechados " com

.ra sendo elemeﬁnar, arresanta uma_caracterfstica nova @ por

projecio, um falxs de retas com gentro no infinito node. se

tornar am felxe arbitririo.

Os pontos no infinite de retas niao paralélas no pilano sio

eonglderados distintos e assim, cada plano passa a conter in-
finltos pontos ne Infinite. O conjunto de todos os pontos no

~infinito de um plano & chamado de reta no infinite do planc.

Essas'consideragﬁes se generalizam facillmente para 0 caso &5-
. .
pacial. Af, ao invés da resa no infinlto, vamos ter um plano

oo Infinito que seré, no espago, ¢ conjunto de tédos 08 pon-

tos no ipfinito. Isso & clarc de se ver se pensamés num plano

gualgoer no egpago. Eage plano deterzlina uma reta no infinito.

Egsa reta pode ser. interpretada como a 1ntersac950 do plaroc

' dado conm 5 plano no infiniteo.

Desga mansira, chegamos as definigdes fundazentais de es-

pagos projetivos : : e

-1) Uma peta projstiva sers oma rata ordinaria a gual adiclong-

mos um pento no infinito. Desae modo, uma reta projesiva fica

(L)

. msendo econsiderada uma " curva fechada "

-
2) Ua pianc projetivo sera um plano colum malis uma reta no In~ .

7 finlto

%) Finalmente, um espaco Drojetive gers o espago euclidlano

comux adleionado de um plano no infinito.

Uma 1iustragao interessante do fato de termos " curvas fe-

a adicdo de elementous no infinito & ancontrada, por exemplo,
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no ﬁodelo de Born - Von Karmann pars um eristal €5 ). Por uma
extensio de linguagem, poderiamos dizer que ease modelo apréF
‘senta uma certa caracterf{stica projesiva.

Vamos éprésentar agora alguns argumantos declalvos para & -
.distingéo conceitﬁal aﬂtrs geometrla projstiva e geometfia
elementar { euclidiana }. Im geometria auclidiana, o3 elemehe-
tos no 1nf1nito tambem aparecem, mas szo usados somente para
a caracterikagao da certos fatos geometricos: dizamos 8m gao=
metria elamentar, gque duas retés paralelas S8 encontram no
Infinito o que o cilindro & um cone cajo vértice se shcontra
no infinito, ete. s o infinito, nesse santido, flca sendo
algo vago e nZo faz parts da teor;a:gsométrica. Por outro la-
do, em geometris projetiva, os slementos no infinito fazém
'parte do corpe da teorla, sendo tratados en pé de Igualdads
com oS alementse geométricos usuals. Vamos_ﬁrocurar realgar

ainda male o contraste entre geometria elementar e geometria

-
projetiva. Zssenclalments, a geormetrla euclldlana esta praccu-

fpada am estabslacer relaqaes métricas sobre as figuras: compri-
menitos & angulos, Jm sagmento de reta AB sempre pode ser medle.
. do em zeometria slemensar, dando comeo resultado um nimaro,
.Entretanto, sa um dos pantos éxtremos do segmente val para o
infinito, o processo de medids perde sentido. Do mesmo modo,‘
Tlc= 1mpossfvel concebsr a medida de um éngulo.se un de sans
lados val para o infinito. Assix, em geometria elemantar, os
glementos no iafinito, ainda ghe iImportantes, sao inteiramente

diatintos dos elanantow geonétriccs ustkais. A geometrla préje-

tiva comtrasta frontalments com o que acabames de afirmar, Ne;_"'

la, como oe procesgos de medida ( rmétricos ) nio tém sentldo

\_\

A

LAY
vy

‘a consulta ao 11vro 1a ¢itado de Bfimov

pols, dependsndo do centro de projecdo um elémento ne Infini-

to pode ser transformado nam elemrento asual e.vica-ﬁersé; b 8
ca 1mposs{vel a distingdo antre um elemento ordinario e um
alemento no- infinito. ,

Como eonelusao, vemos gque para definir de mode preclso a
nc@ao de aspago projetlvo, temos de banlr da geometria projs-
tiva tudo que estiver relaclonado com redids. -

suntamente ¢om o concelto da ggpago projetive, vamos ten--

_tar desenvolver a nogao de fransformacic projetiva ( projeii-

yidada ).

Para malor clareza das 1déias, vanns congidarar ainda duas

‘retas g @ ' num plano of . Jueremos estabelacer wma corres-

-
ponGencis blunfvees antra pontos de g e af, ou seja, dado umw

'pohto ¥ de g & um ponto M* de g!, devemos especificar de qus

modo ao ponto ¥ eorresponde soments um ponto i'. Podemos defi-

_nir o relaclonamento entre M ¢ T dizando que Mt & uma fungao

fde M M =15 M), A especificacao da fungdo ( aplicagde )

‘T define, entio, uma fransformacig prodetiva { uma proletivi-

dade ), 1sto &, dado o ponto M, sampre sabaremos determinar o
vonto 1) = £{ ¥ ). £ claro gue a noglo de projetlvidade pode
ser generallzada para outres elemantos projstivos funda;en—
tals. Se tiverios, ?or exanplo, dols planos projstivos « e

o ' no espage projetivo, podemoq daterminar uma apllcacgio #

"tal que of =F { &) e, assim por diants. O problema da de-

terminagéo das fungSes qua definem todas as projetividadss 3

.\um problemz rssolivide masz, sua reprodugaa aqui nos levarla =z

ums extensio multe grands desta nota. Recomendamos ao leitor

(3,

onde encontra-

nos 'as expresooes analiticas das projetividades.
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‘Uma outra noqu fundamental ¢a geometrls projstiva qus

- \ o .
rassalta alnda mais as diferencas dela com relagao & eucii-"

4 o . 4 .
diana, e forneclda pelo chamedo prrincicio de duslijads. Para

Ilustrar mals clarameate assa princfpio, vames tomar comb
neosgo espago projetivo, o plano projetivo. Nessa gecmeirla
vrojetiva bl-dimenslonal, 86 temes dols slementos fundamentais:

‘o poato € 2 reta. Uma andlise dos fundamentos da geometria pro-

ijetiva nmostra %ua a cada proposigdc formulada para um eleménto.’

{ ponto ) existe uma projosizao dusl para o outro elémento

( rata ). 3m outras palavras, se fprmulamos tm teorena pafa
un tlpo ds elerento { um ponto, Dpor exenplo }, existiré um
‘teorema dual pars o outro elemento ( reta ) de manelra gque

ée trocarnos ponios por retas e fetas_por'pontos'no enunciado'
dos teoremas, do vonto de vista légico, [+ contaﬁdo gers o
T@amo. Um sxem?lo'simples esclarece & nogao inugitada d9 dua-
Lldade projetiva que nao axlste em geoﬁetria aucllidiana. Che= "

mames os pontos do plano projetive de glamentos de primeira

- . rd -
gsnégie e as retas de elementos de gesunda especls. Fropomos

antao o teorema : " dols elementos da- primelrs aspéeie sempre'”
dafinam um o somante un elemento comur de segundi espécia ol
?raduziﬁdo.isso am linguagem usual, tarfzmos dois teoramas’

:dﬁ = . '

or dols vontos dlstintos gé passa Uma Feta M

3

0

: L4 .
2) " Duas retas dlstintas sempra se cortam nuom unico ponto ™

. ”, .
Obyigmente, o segundo teoraema sera o fual do priceiro sa
' : . - ’
conaldaramos agora as retas como elementos de primelrz esne-
A s R .
ofe & oS Tontos gomo o3 de segunda esvecle. As adaptagoss dos

i
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-enunciados sso lmedlatas.
‘ﬁ luportante notar que os pontos s as retas da georetrla su

clidiana nio s3o elamentos duals, Assim, to plano euclidiane

. da gecmetrla Qlementar sempre podémos afirmar gue " por dols

-
pontos dlstintos passa uma e uma g0 reta " mas, a afirmativa
. 1 - -
duzal " duas retas sempre tem wm ponto comum ", nio forma seh~

‘tldo. As retas podem ser paralelas e, portante, nio se ecortam

emn nenhum pohbo.
0 princ{pib de duaildade projetiva também vale para © espi~

g0 projetivo tri-dimensional e af, a geomstria projetiva pode

‘ser formulade em termos de proposigdas para uma dada especie

de elementos ol para os elementos duais. O rasultade ldgico 5;

-
o masmo. ¥ claro que para objetos gsometricos concretos, as

proposigﬁes duals expressam, em geral, fatos concretos difarsn

_tes. No espago, tendo provado um determinado teorema projetivo,

pedemos formular © tecrema dual se sobstituimos as paiavras de
acordo cdm o esquama ‘ . |
' ponto ~—> plano .
rata -—* rata
‘plano —+ ponto

A valldez do teorema éeri astabelecida palo princ{pio de

dualidade.

Cremos que a-exposigio sucinta que fizemos do prlncfﬁio de'

" dnalidade j4 serve para o leltor ter uma 1ddia Go que Kieim

quer dizer quando ele, ou leva em conta transformagoes por

duziidade ol nZo as considera. Ele tinha sx ments zs OXpras-

sbes analiticas ( em termos de coordenadas )} do princfpio de

aualldade { grupos de transformagdes ).
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Naeste ponto, 1ntérrompemos nosso discurso geométrico o~

priamante dito, para tecermos algumas consideragSes especula
‘tivas em FPisicz. Ha muitos anoé,.SchEnberg (6 fazié uma
sugestao que, a nosso ver, merece uma meditagao mais profun-:
da; Dizla ele gme, talvez foése o carater dual-projetiﬁo que
eéstivesse se manifestands no enunclade do Principio de'Compia-
mentaridade dé Bohr. C éspactorcorpuscular da uma_partfcula '
‘estarla relacionado com o ponto projetivo anquanto que.o ag-
pecto ondulatério ( onda plana pafa a pért{cula llvra ) as- -
taria relaclonado com o plano projetivo. Bata & uma observa-l
gd3o que ganha contornos mals nftidos se raeiocinamos no esp{-
rito da dualidade proaetiva : ponto o plano. Outros aspac-
tos de carater projetivo paracem tambem astar pregqntes ng
vecdnica Juintica ¢ 7 ), Uma iinha de raciocfnlo bastante

importante & dessnvolvida por Jauch (8 ?o

Volteros agora ac problema prorosto no infclo destes comen—

téries : como definir uma geometrla, Sagundo Klein, a geomo-

tria rrojetiva 6 wma discipliné destinada ao estudo das pro-i

uriedades das figuras @ das granﬁazas 1igadas a essas figuras

'qua sao ilnvariantes am Talagio a qualguer transformagao pro---'

Jetiva. rodemos, portanto, deflnir a geometria p“oaauiva co-_

mo a gegmetrig dcq grupog Qrojativos.

Agora, falta apenas uma definigdo do gZrupo projetivo. Va-

mos apresentar sUa repraesentagas ¢omo um grupo de transfoTma=
goas. ara 1aso, necassitamos definir trr slgtema projetivc de
coordénadas, Vames partir do ‘slstema cartesianc e comegamos

estudando a reta projetiva. Coordenadas no plano a no aspago

C T3

sd0 obtidas como extensdes Sbvias. Juando estabalecamos um

slatema de coordenadss na reta, atribulmos valores para as

coordenadas da qualquer ponto, con excegio de um : o pondc

. no infinito. Vamos introduzir coordenadas para essa ponto

tambdm, Seja g uma reta vprojetiva. X sers um ponto qualquer

- . de g con coordenada X . Definlaos dole ndmerss xX; & X , que

Lo N . -
nao se anulam sltultaneamente, c¢omo goordenadas homoreneas

-da N ge a razao xy / x, for igual a x ﬁ_xl / X» = x. O ponto

no infinlto tera cosrdenadas X; @ Xp 4 com X, = 0. Como as

- eoordenadas homoganeas 88 apresentam colo razdes, Vvemos que
:. e xl a @ xz Tepresentan o mgsmo ponto X e daf inferimos
’gqﬁe cada voubo da retz projetiva admite um ndmero infinlto de
;paresrde coqfdanadas hcmogénsas. Basa arbitrzriledade nz ggco-
élha da.f> permlte gque normalizemos os nimeros x; @ X, conve-
fnientemente. Asainm, podemos escolher os seguinies valeras

. representativoa dos pontos: x =0 = { 0, 1 ) ; = = ca =

(1, 0) 3 x =1=( 1,1 ). A escolha dasses pontos fixa 1n-

telraments o slstama de coordenadas homogeneas da reta proje-

- tiva,; Bm geral, adota-se a seguints nomenclabura para sgasasz

~ Lol
‘tres pontos que fixam as coordenadas homogensas dz reta projes-

tiva : Ai = 4;( 0,1} ; AZ =A5( 1,0} e E =E( 1,1 ). Proca-

o,
dando dé modo anélogo, obtanos os pontos basicos no plano pro-

gevtvo €30 1 4,072,009, 45( 0,1,0 ), 850 0,0,1 ) o

B{ 1,1,1 ). No'espaqo rrojetive, temos : A;( 1,0,0,0 ),
45 0,1,0,0 ) , Ax( 0,0,1,0 ) , 2,( 0,0,0,1 ) e B( 1,1,1,1 ).

"Vamoa agorz resolver um problema no pland ?rojetlvo que

- val servir para caracterizar de maneira analftica uma transfop

7




magho projative {_Sejam dots plancs of & & . Zm ambos pia-
nos introduzimos sistemas de coordenadas projetivas homogé—'
neas. §a o< ezcolhemos um ponto I X1 xZ s X3 Yo Er o !

rr

am ponto a'( x' , x' , x' ). Dizemos gue X! corresponde a I
1 2 3

'T_segunao g transfgrmagio projetiva sa as coérdenadas hono-
’"éSﬁﬂas satisfazem as.equagéas
Cfxf =gy Xy +ogp % + g5 %3
Cr x}t = cpy Xy + Cpp Xy + Cp3 X3
| €f x5 = ey ¥p oz Xy + 035 ¥
' onds P 40 & am niwero gualguer. Podemos escraver M! =
{L ( % ) @ chamaros a transformagZo de Jlnear. Como as coorde-
- nadas $30 homogéneas, a escolha de @' nio afeta a localiza~
‘:850 do pouto ', A transformacio iinear fica, entiao, caracto-
rizada pela matriz C = ] ey ] o Ela sera blunfvoca, 1at0 "

a cada I corrasnome wn Gnico ' se det § # O. Eosas transfor-

mé§5ea admivem as Inversas s M = L™t (w ). 118m do mais,

. podemos considerar 3 pontos X, M' e MIY g dafinir MF = 7

L,OW) , M =L,( M) et =L( M) , Como a transforma-
cdo & 1iﬁear,'chegamos a concltsdo que Hf' = I Ly ()=

L { ¥ ), donde LA L = Lo vale a lel de coﬁnosigio de grupo.
'EHtaO, o conjunto das t“ansformaooes projetivas forma um grupo,
" ghazado de ERUTO grajetiv + No caso do grupo p”OJGﬁiVO plang,

o nimsro de parametros 4 8 { oltc razdes entre os clk J. Hio

. hi restrigles sobre os Cq) « Apenas dat}'cik ] # 0. Para ex-
Frimir o grupo projetlvo nc espage, apenas nacessitamos intro-

o ~ - A :
duzir uma coordenada homogenea a mals. O numero de parametros

-elE,cm;mujcﬁcJ#O.

Vamos comoarar algunas geomatriaa a estabelacer, baseados

‘ que colocamos & det C # 0. Nao jogames com os valores dos ey

‘da. As nogdes de vetor, de equlpoldncla entre dels yabores,

©“ teoria dos vetores llvres, da sua equivaléncia, de sua reducao

' 2 um vetor mals um binirlo, apesar da forma métrica dz qual &

' do grupo afim. Podemos lmpor gue o deterninante de | e ]
‘86 .possa valer i, Dessa maneira obtewos ¢ charmado zrupp afim

“‘ynlmodular. No plano, esse grupo tera 5 paraceiros Independen—

nas fériulas de'transformaQSGB rrojetivas; o gue chamamos

-de hiararquia de geomstrlias. A matrlz gue caracteriza uma

tranaformagio projetiva plana 8 ben garal. A Unlca restrigdo .

k.
Uma escolha partleular Importante ocorre quando colocamos

cjl = ¢3p =0, Uma transformagao assim obtlda denomina-se

_transformagég afim @ partence ac grupe afim do plano. Diza-

mos que temos pma geometria do plane afim. Nao restringimos

o valor do determinante. O grupo aflm plano possul 6 parama-

.tros- 36 com a2 restrlcdo imposta aos coaflclentas G371 @ Czp

vemos que a goomatria muoda multo. Na gecmetrla do plano afim

‘(- topologlcamente o plano afim & equivalente ao plano eucli-

) > -
dianc J, a pontos ordinarios sempra vao c¢orrasponder ponios

. ordinirios. A pontos no infinite correspondem pontos no Infi-

nito. A noglo de paralellismo no sentide etnclidianc é restaura-~ -

”

de soms geomdtrica de dols vetores sio afins; a noglo de modu-

1o de um vetor, emtretanto, nio & afim ( 9 Je sim mdtrica. A

habitualments revestida, é ume teoria puraments afim, Estas

' “obsérva@Ses, apssar de fuglrem um pouco da tonica principal

. basaada no trabathe de Kiein, se justificam dada a importancla

das transformagﬁes afins { lineares ) rnas teorlas do espago.

- Uma outra especializagéo pocde ser efetnada sobre as matrizes

7%




| - . L .' e . | .
S tes. adsse grupeo Jja revmite definlr areas de flguras plahas

( nio de?lnlnos comprinentos mas deflinim 105 Areas ). No 82pago;,
terfamcs a conserva§ao de volumes. 4 sua 1mport§ncia, tanto enm
andiiee (_teoria aa iﬁtegragio j, COmo 8m Ffsica, ¢ fundazene
:tai, 4 malor parte das lels r{sicas fornecem invariantes da
}géémetria afln unimbdular. A_defini;éo de trabalho em Hecani-

‘eay, a lel dos sases, &tC., sao exemplos qus, dum ponto da vista

' geonétrido, Interpretamos como objetos da geomatria aflm unimo-

"Zj:dular.

Como Qltima 1lustragdo dessa raciocfnio geomatricc, impomosa
. que.as zatrlzes da transformagio afim | ey | satlsfagam a cop
:d1§5° J*cik ¥ Cqy v = I;'onde i Cqyc It denota a transposta

L dae | i ] 8 I & a patriz 1dentldade. Com eéssa restrigdo defi-

- hi:os ‘o grugoe oriosonal que, no plano, passa a ter 3 parametros.

Ra geometria do gruapo cortogonal, ja temos definida a nogao de
g;stgngia gntre dolis pontos. Ela e, portanio, a geometria sla-

'-.mentar { ebclidiana }.

Vemos zssim, c¢om os exemplos citados, que o grupo mais amplo

de transformagoes lineares € o gruno proletlveo enquanto o mails

restrito & o grjogonal, » Do ponto de vista expresso ho COmAgo,
K4

.a zeomairiz Tr o*etlva passa a ser & mals pobre { ZEenoT nimere

de lnvariantes ) enquanto que a ortogonal fica sendo a mais

rica ( maior niimero de invariantes )
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