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RESUMO

Analisamcds em detalhe as propriedades de dois mapea
f'méntos bidimensionais que correspondem 3 solﬁcéo de modelos de
spin na &rvore de Cayley no limite de coordenacic infinita. Os
'ﬁbaelbs considerados se originham em meéanismos propostos para
expiicér a ocorréncia de fases moduladas em cristais magnéticos.
Mdsframés qug aparecem escadas do diabo caracterizadas por uma
dimensionalidade'ﬁractal gue aumenta com a tempefafura. Apresen
tamos evidéﬁcias numéricas de que existe um atrator estranho, de
‘carater fractal, no modelo de Ising con iﬁteragées competitivas
av longo dos ramos da drvore de Cayley. A rota péra o ca&s se

verifica de acordo com ¢ cendric de Feigenbaum.

‘ABSTRACT

T We- analyze iﬁqdétéil'the properties of “two Ewo-di-

mensional méppihgs1borrespohding.t¢f£he=éqlutions;of $pin-fodels -

on a Cayley tree in the infinite~cbbrdinatiqhhlimit.'The;models
‘under consideration are relateéd ‘to some ‘mecharisms which" were’

-proposed to explain the occurrence of modulated phases in mag-

netic crfstals.' We show the ex;stenée of ‘devil's staircases
characterized by fractal dimensionalities which increase with
temperature. We present numerical evidences to support the
existence of a strange attractor, of a fractal character, in the
Ising model with competing interactions restricted to the branches
of a Cayley tree. The route to chaos agrees with the scenario

of Feigenbaumn.
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Nossas investigagdes sobre as propriedades termodi-
namicas de sistemas magnéticos com ordenamentos modulados fo-
ram inspiradas em medidas experimentails realizadas no Laboratd-
rio de Baixas Temperaturas do IFUSP. Como sabemos, no inicio
da década de 60 o Prof. Schemberg foi a figura central no pro-
cesso de criagdc de um nilcleo de pesguisa em Fisica deo Estado
86lido . no antigc Departamentoc de_Fisica da Faculdade de Filoso-
fia, Ciéncias e Letras da USP. Temos grande satisfacdo, portan
to, em.apresentar um trabalho desta natureza como parte das co-
memoragdes gue se realizam por ocasiad do seu septuagésimo. ani-
versario. Alén disto, o Prof. 5c£emberg foi um pioneiro ra in-
troducao de métodos de teoria de campos em Mecanica Estatistica
e responsavel, durante varios anos, pelas discipliﬁas desta area
na-Universidade de Sdo Paulo.

Vamos inicialmente nbs referir a uma experiéncia rea

‘1), en colaboragao com

lizada por Carlos Becerra e Nei Oliveira
Ul érupo do MIT, para a determinacdc detalhada das fronteiras de
fases do composto MnP nas vizinhangas do chamado ponto de
Lifshitz (ver a Fig. 1) . 0 grafico representa o campo magnéti-
co aplicado na direcdo intermediidria do cristal contra a témpe-
ratura. Ha uma fase péramagnética, desordenada, uma fase ferro
magnética, bem como uma fase modulada, gue érchamada de "fan",
ou leque{ 05'cristai§ dé MnP exibem caﬁadas magnéticas ao lon
go do eixo duro. Na fase leque, a magnetizaclo por spin aponta
ao longo de uma certa direcdo numa camada, ao longo de uma dire
c3o ligeiramente diferente na camada seguinte, e assim por dian

te, descrevendoc um leque no espago, com: um determinado compri-

mento de onda. Experiéncias posteriores de difracdo de néutrons
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verificaram que o namerc de onda varia ac longo da linha leque-
paramagnética, e que se anula no ponto de Lifshitz (ao longo da
linha ferro-paramagnética o niimero de onda & nulc). Acreditamos
que -esta se trata de uma das medidas mais claras e completas nas
vizinhancag de uvm ponto de Lifshitz. No diagrama de fases ex-
pandido, inserido dentro da Fig. 1, estd o grafico completo do
campo contr& a temperatura. Nas proximidades da origeni ha und
outra fase que pﬂséui.um ordenamento helicoidal completo. - ao
longe do.éixo durb a magnetizacdo por spin descreve uma hélice
no espago.

Nos Gltimos anos as atengées.do nosso grupo em Séq
Paulo_sé dirigiram em parte para a interpretagac de resultados
nas vizinhangas de poentcos multicriticos. Existem poucos pontgs
multieriticos disponiveis e o ponto de Lifshitz & um deles, com
caracteristicas bem definidas. WNa literatura hé_uma s@rie de
exemplos de materiais magnéticos com ordenamentos modulados, em
bora 's& o MaP tenha sido explorado em detalhe. Em muitos ca-
sos ha transigoes entre fases com modulacgdes diferentes, sendo
possivel, por exemplo, fazer um gridfico do nimeroc de onda prin-
cipal de cada uma destas fases em funcio de um parimetrc como a
temperatura. Graficos desta natureza, para materiais gue exi-
bem uma sucesséo de fases moduladas,'constituem um exemplo do
que tem side chamade ultimamente de "escada do diabe". HE tam~
bém materiais de cardter ferroelétrico que exibém Fendmenos deg‘
te tipo - um dos nossos modeleos tebricos aparentemente explica

os aspectos qualitatives do diagrama de fases de uma substdncia

‘ferroelétrica denominada tiuréia.

Basicamente deis tipos de mecanismos t&m sido utili
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zados para explicar o magnetismo modulads (2, Num deles, os spins
interagem competitivamente ac longo de um eixo. - Assim, a inte-

‘racdo entre spins pode ser escrita na forma

-J, . 8

151,95 51,9041 = 72 54,5,k 54,9, k42 ! (1

onde S

5i,9.% é um spin de Ising (+1) na posigio (i,§,k) da re-

de cristalina e o5 pardmetros de-intercimbic tém sinais opostos

2

nhos ac longo do eixo 2z interdgem ferromagneticamente, enguan

(por: exemplo, J,>0 e J <0}. -Mests caso, os primeiros vizi-

to_os segundos-viziﬁhos interagem antiferromagneticamente. Ha
uma competigido entre os dois'tipos de ordenamento, que pode le-
var 3 existéncia de fases moduladas. No outro mecanismo, a in-
teragdo & dada éelo chamado hamiltoniane de Dzyaloshinski-Moriya,

isto &, pela expressao
...J'1 _S’-Z. §z.' - J2(§E x gz') - ) .. (2)

ohde §E & um spin vetorial na posigido f de uma fede crista~
lina ¢ £ & um vetor unitdrio na direcio do eixo z. O primei
ro termo representa uma tendéncia de alinhamento dos spins, en-
guanto o te;mO'que-envolve o produto vétofial favorece spine per
pendiculéres. A. existéncia desta qdmpetigéo entre primeiros vi
zinhos & que pode gerar estruturas moduladas.

O primeiro mecanismo do par@grafo anterior da ori-
gem a um hamiltonianoc de Ising que foi proposte por Elictt em

1961 para explicar o cordenamento modulado em cristais de érbio.

Este modelo, gue ultimamente tem side chamade de modelo ANNNI

-5,
("axial Eext—gearest—geighbbr Ising"), & dado pelo hamiltoniano

i Z(XY),' z(z) : Z(z) - 5 (
H==27J,, 5. 8, =J L 5. 8. — 4. S. - H S. 3}
oy T BT Ty T T

i

onde &, .&%1, para qualguer ponté i de uma rede cibica sim-

ples e -H & o campo magnético aplicado. Temos assim uma inte-

ra¢ao. Jo >0  entre primeiros vizinhos nos planos (xy), J1 >0

2-< 0. entre'se

gundos vizinhos ao longo :do eixo =z . Denominamos p = = JZJJf

entre primeiros vizinhos ao longo do eixo z, & J

o parametrc gue indica a .competicio entre primeiros'e segundos
vizinhos.
G -hamiltoniano de Dzyaloshinski-Moriya a campo nulo

& dado por

Io8.8 -0 1 B8z .,

‘oride tij); indica'ﬁm;paf”de'primeirbs'viZEhhqs; l?odémbé'éimpli

ficar um pouco este modelo supondo que §i -séjénuh vetor bidi-
mensional, com médulo constante, apontando dpenas em p dire—
¢des distintas. Esta forma particular :do h%miltbniano de
Dzyaloshinski-Moriya tem side chamada na literatiira récente dge
"modelo -de Potts quiral”. Neste caso o hamiltoniano (4) pode
ser escrito como

H o= =T 7 ccs%(ni-n.-m . (5)

{i3) ]

onde J e A dependem de J.I e J2 , &8 n & um inteiro gue va




riade 0 a p-1.

Estes dois mecanismos t&m sido bastante estudados na
literatura. Embora émbos tenham sido considerados pelo nosso
grupo agui em S3o Paulo, o modelo ANNNI & mais conhecido e cer-
tamente vale a pena descrever algumas de suas .propriedades(3).
PbdehdsﬁgonStruir-um-diag;ama de’ fases em que um dos eixos & a
témééiatura-e:o-outro'é.o parimetre p. Este diagrama de fases
ja foi estudado por varias técnicas, gue essencialmente confir-
mam'aﬂiﬁagem_prpduzida poi uma aproximacdo cuidadosa-de campo mé
did; NaIFig. 2" = gue tem uma certa semelbanca com a Eig.? - po

de-se-notar uma fase paramagnética, uma fase ferromagnética, e

uma  regido em que aparecen inUmeras fases moduladas. A tempera.

turas. baixas, para p>-%,' temos- uma fase modulada em que, ao lon
go;da diregaoc z,;ﬁé sempre dois planos com a magnetizacio por
sp;nrpositiva seguidos por -dois planos com a magnetizacido por
spin negativa.. Podemos. associar a esta fase um nimero de onda
pfincipal, g=21/4, onde 4 & o periodo de repeticéo em unida-
: deswaosparaﬁetro da .rede cristalina, As outras fases moduladas
podem. ser analisadas numericamente. e também. sdo caracterizadas
por. um dgterminado nﬁmexq:deuonda.principal. As- linhas paramag

néticas,,pq: outro lado, podem ser obtidas analiticamente den-

tro da. aproximacdo. de campo médio. . Também & possivel verificar

analiticamente que ao longo da fronteira para-modulada o'nﬁmero-

de. onda varia continuamente com P, indo a zZere ho ponto de

Lifshitz. Portanto, a baixas temperaturas a modulagdoc & carac-

terizada por comprimentos’ de onda comensuraveis com o parametro

da rede cristalina, enguante. se espera gue a temperaturas mais

altas surjam regides de fases incomensuriveis. Um dos problemas

LT,

gue tém intrigado os investigadores desta drea €& o surgimento
das fases incomensuriveis - serd gue elas existem a tenﬁxmaturas
baixas? a partir.de'que ténperatura elas comegam a ocupar' uma
regiac finita do diagrama Txp?

A andlise de campo médio do modelo ANNNI se baseia

ra equacad

| | : ‘ . . | ,
m = tmﬁlEET {4Jhmk + JT(mk-1 +mk+1) + Jz(mk_24-mk+2) + H} ..
. (6)

onge m g.a magnétizagéo por spin de um plano (xy) na posicgio
k. Esta € uma expresséo tradicional de campo médio, mas que
além de my envolve também as magnetizagSes dos planos primei-
ros e seguﬁdps vizinhos. Em colaboragéé com Mauricio Coutinho,
de Recife, 0 nosso grupo realizou uvma andlise nﬁmérica detalha-
da desta enggéo ndo linear de diferencas(3)? No entanto, a a-
nalise & trabalhosa e fica guase impossivel 3 medida que a tem-
peratura scbe e que comegam a surgir indmeras fagses moduladas,
com os mais diversos periodos. Certamente as guestdes mais su-
tis sobre o diagrama de fases ndo poderio ser respondidas atra-

vésg desfe tipo de andlise.

A Eq.{G): & uma eguacao de diferencas nio linear,de 

.quarta ordem, e pode, portanto, ser escrita camo um problema de

mapeamento num- espago gradridimensional (ou seja, como um conjun
to de gquatre egua¢des de diferencas de primeira ordem). Existém
algumas analises recentes'deste mapeamento, mas em geral elas tam
bém sdo muito trabalhosas., Embora os volumes sejam preservados

sob o mapeamento (isto €, o jacobiano do sistema de equacdes &
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unitirie), as solucdes estaveis (pontos fixos, cicles limites)

cbrrespondem a solucgbes instiveis termcdinamicamente. Como es-
tamos'interessados am so;ucaes termodinamicamente estaveis, o
pfdblema fica imensamente complicado.

Antes de entrar nos aspectos especificos dos nossos
traba;hos'mais :écentes, convém mencionar as propriedades de um
modelo "de: Ising, com interacdes apenas entre primeiros vizinhos,
definido~sobfe ﬁma7estrutura denoninada arvore de Cayley. Na
Fi§;3-, ohde-esbécamos ¢ desenho de um arvore de'Cayley com co-
ofdenagéo. z=3 {:estéo‘indicadps o sltic central e tr8s geragdes

designadas pelo indice ‘r. A arvore de Cayley se caracteriza pe

" la simetria radial e pela inexisténcia de ciclos fechados. &

“justameiite esta iltimaz ‘propriedade gue nos permite escrever a

equagio de recoxréiicia exata

1+ (canh B3) m__,

I ’
T (Canh I m_

- _Z—_1
m, = tanh {BH + == £

(7)

‘onde £ = T/kBTt, para a-maghetizacéo por spin, m, de um sitio

na geragdc r da arvore, em termos de m , para um sitio na

r=-1

geragdo anterior. Esta equagdo ndo passa entie de um mapeamen—
to unidimensional, gue pode ser analisado com facilidade. Um pon

to fixo deste mapeamento, m =m* , corresponde a conheci-

r = Mg
da aproximacdo de Bethe-Peierls para o medelc de Ising numa re-—

de de Bravaig com coordenacde 2z. Portanto, embora haja uma sé

rie de caracteristicas ndoc fisicas associadas & Aarvore de Cayley,
o ponto fixo do mapeamento, ou seja, a magnetizacac por spin bem

no centro de uma &rvore muito grande, corresponde a aproximagdo
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fisica de BetheuPeiérls. Além disto, um aspecto interessante
deste problema, que foi bastante explorado pelo nosso gﬁmn aqui
em S&o Paulo, consiste no estudo do mapeamento no limite de .co-
ordenagdc infinita, isto &, para z-»+® , J-+0, com =zJ = cons-—
tante. Nesfe casc a Eqg. (7} pode ser escrita como

m, = ﬁanh {BH + BZer—1} ’ . (8}
cujo poﬁto.fi#o m* corresponde 3 conhecidissima aproximacdo de
campo médio para a magnetizacfo por spin do modelo de Ising.
Recehtemente estudamos na arvore de Cayley tanto o
modelc de Potts quirai quanto um-anilogo do modelo ANNNI - gue
vamos chamar de modelo de Vannimenus - em que as interagdes com
petitivas ocorrem entre pfimeiros e segundos vizinhos ao longo
da direcdo radial. Verificamos a enorme simplicidade gue surge
no limite de coordenacdo infinita. Por exemplo, no caso do mo-
delo de Potts quiral, o problema se escreve Como um mapeamento
p-dimensicnal. No entanto, no limite de coordenacdoc infinita o
sistema se reduz a duas equa¢bes de primeira ordem, ou seja, a
um mapeaments bidimensional. © modelo de Vannimenus, inicial-
mente estudado numa arveore de coordeﬁacéo z=3 , pode ser escri
to como um mapeamento tridimensional para 2z finito. No.entag
to, no limite de coordenagdc infinita ele também se reduz a um
mapeamento bidimensional, que pode entdo ser estudado numerica-
mente de forma detalhada e precisa. Somente nestas circunstin-
cias & qgue conseguimos responder as questdes mais sutis coloca-
das a respeito do diagrama de fases - qual a natureza da escada
do diabo (para T 'fixb; a4 medida que p varial)? qual a dimensic

nalidade fractal da escada do diabo (isto &, qual a extensio ocu
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pada pelas fases incomensurdveis)? qual a variagdo da dimensig
nalidade fractal da escada do diabo com a temperatura? gquzl a
naturesza dos atratores (isto &, das fases moduladas) para T e
p fixos?

Inicialmente, Carles Yokoi e Mario de Oliveiré4) eg
tudaram o modelo de Potts guiral de p estados no limite de co

ordenacic infinita. Escrevendo as duas componentes da magneti-

zacgdo por spin na forma complexa
m = m + im ’ ' (2)
o ‘problema se reduz ao mapeamento bidimensional

Pl L1 : .
. Eb e exp{%_eXP[i %§ A]mr_1 e; + c.c.} ’ (10)
CN=Q - .

H
CEl-

onde a-temperatura € dada em unidades de kj/zJ, e, é a raiz

n-ésima- da unidade e N & um fator de normalizagdo dado por

N = P§T exp{% exp[i %}A]mr_I e; + c.c.} . (11)
n=0
A partir da Eg. {10} & possivel estudar em detalhe o diagrama ée
fases no plane- Tx A (ver a Fig. 4).. Na literatura estava em
aberto o problema da dimensienalidade fractal da escada do dia—
bo' {ver a Fig. 5a, em que bs patamares representam a extensao
das fases comensuraveis) -~ gual a dimensionalidade do conjunte
de ponteos gque sobrevive quandc sac subtraidos, num dado interva

lo entre AT_e Azi todos os patamares com extensdo superior a

1T

uma certa medida arbitrariamente pequena € 7?7 A dimensionalida-
de fractal D €& obtida a partir do coeficiente angulat das re
tas mostradas na Fig. 5b, onde. L(g} & o comprimentoc que resta
quando subtraimos do intervalo Az— A1 todes os patamares com
comprimentos superiores.-a €. Com DF <1 para temperaturas bai
xas, ndo ha dividas de gue, nestas circunstdndias, as fases in-
comensuriveis ocupam uma regido ée medida nula e a escada do dia
bo & qompleta. No éntanto, quando a temperatura aumenta a di-
mensiona;idadé fractal tende & unidade, indicando assim gque as
fases incomensuréveis podem ocupar regifes finitas do plano e a
escada do diabo, portanto, se.torna incompleta.

0 modelo de Vannimenus no limite.de coordenacdo in-
firita pode ser escrito como um mapeamento extremamente shmﬂes(a,

dado pela eguagio

. , - .
tanh T (mr-T".Pn&aZ + H) . (12)

=}
I

onde T & a températura em unidades de .kB/zJ1 r P = ;zsz/sz
e H & o' campo aplicado. A partir desta equacdo obtivemos o
diagrama de_féses no plaro  Txp (ver a Fig.Gi. Estudamos em
detalhe a sucessio de fases moduladas ¢ a dimensdo fractal da es
cada do diabo, no estilb do gue j& havia sido feito no caso do
modelb de Potts quiral. Y grgnde surpresa, no entanto, foi o a
parecimento de atfatores estranhos, de natureza fractal, asso~'
ciédos a brdenaméntos.modulédos em gue os sping se disp&@nde ma
neira cadtica aoc longe da direcgdo radial. Vamos examinar este

ponto em detalhe nos proximos pardgrafos.

A Eq. {12) foi estudada numericamente apenas para
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H=0. Inicialmente escolliemos um pcnto no diagrama de fases, i

|

to &, fixamos T e p. Em geral adotamos m0=rn1= 1 como as
condigbes iniciais do mapeamentc (esta escolha & arbitridria, em

bora sempre ‘deva ser examinada a possibilidade de coexisténcia

de atratores estiveis atingidos & partir de diferentes condigdes

iniciaisg)s Como m varia entre -1 e +1., & fAcil desenhar os

fluxoszcbr:éspondéntes a Eq.(ﬂéﬂf; Na Fig. 7 mostramos um flu—

'xoztipicb“para um-ponte na regido paramagnética, com T>1/4p .

‘Neste exemplo o fluxo se inicia no ponte {1,1) e acaba atingin—

do a origem, ocu seia, atingindo um ponto fixo trivial paramagné
tico, de forma oscilatéria, Na Fig. 8 mostramos um grafico ti-
pico na regifo {3,3) - depois de um transitdério inicial, a mag-
netizagao acaba percorrendo apenaé seié valores, gue caracte—
rizam tma fase modulada comensurivel com g=2v/6. Na regido
ihéomeﬁsurével temos um ciclo limite = apds um transitdrio ini-
ci&l, a magnetizagdo percorre, com uma certa precisdo, todos os
pontos de uma curva fechada (ver a Fig. 9, para um ponto (P,p)

logo abaixo da linha critica paramagnética medulada). A partir

‘da arilise destes atratores & que foi possivel obter o diagrama

de fases (Fig. 6} e analisar a dimensionalidade fractal da esca

da do diabo. MNa regific hachurada da Fig. 6 detectamos a possi-

" bilidade de coexisténcia de fases; nesta regizo o limite de es-

tabilidade da fase ferrcmagnética penetra dentro da regific de
estabilidade meodulada. Os atratores estranhos foram encontrados
inicialmente dentro desta regiao, com as condi¢des iniciais
my=m, =1. Na Fig. 10 mostramos o diagrama de fluxo de um atra
tor estfanho ~ a principio poderiamos pensar que ndo passa de

um ciclo limite correspondente a uma certa fase incomensuravel.
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No entanﬁb; as figuras seguihtes, 11, 12 e 13, evidenciam clara
mente gue esta curva & na realidade formada por uma coiecéo de
curvas qﬁe se- subdividem em mais curvas 3 medida que:o_@iagrama
& observado em maior detalhe, com maior precisdo. Estaﬁos, por
tanto, diante de um atrator que aparentemente possui caréctérig
ticas de - auto-similaridade, ou de homotetia, que constituem a
propriedade principal dos fractais.

Além de examinar as caracteristicas de auto-simila—
ridade do atrator estranho, calculamos o chamado expoente de
Lyapunov e estudamos a “"rota para o caos". Na Fig.?é'moétramos
a variacac do expoente de Lyapunov A com o pardmetro p para
T=0,2 - 0o caos se estabelecé nos intervalos em gque A>0, cb
servando este grafico em detalhe, verificamos.que 'A',exibe'uﬁa
série de picos, ou seja, vai a zero para uma certa seqgiiénecia de
valeores de p, anies de en;rar numa regifo de valores pesitivos.
Os picos, ou zeros de A, correspondem a uma série de bifurca-
cdes, ou seja, transigdes entre fases moduladas de periodos di-
ferentes, gue definem uma rota para o caos. Damos abaixo, na Ta
bela I, os valores numéricos para as posicdes destas bifurcacdes.
Temos, portanto, uma éeqﬁéncia de dobramentos de periodo, que se
encaixa muito bem dentro do chamado "cendrio de Feigenbaum" pa-
ra o cacs. Na Tabela IT calculamos a razaoc 6n = (pn+1-pn)/{pn+2+pn_1) P
que ne limite n+® deve corresponder a um dos expoentes uni-
versais definidos por Feigenbaum. Os resultades d@a Tabela IT
estdo em iﬁpressionante concordancia com o valor limite
§=4,4692016... obtido por Feigenbaum para o mapeamento logis-

tice, x,

141 = A%y (exy)
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TABELA I
PERIODO ORDEM (n} VALOR DE p (p,)
16 1 0,695 959 675 44
32 2 0,696 021 075 024
64 3 0,696 034 739 418
128 4 0,696 037 687 838
256 5 0,696 038 320 412
512 6 0,696 038 455 939
1024 ' 7 0,696 038 484 967
2048 8 0,696 038 491 184
4096 9 - 0,696 038 492 515
TABELA II
n 6n
1 4,4934
2 4,6344
3 4,6609
4 4,6675
5 14,6688
6 4,6691
7 4,668
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Em resumo, © modelo de Vannimenus apresenta.um -atra

tor estranho que se realiza através de uma rota para Q..Caes de:

acordo com o cendrio de Feigenbaum. Embora o mapemmﬁﬁpﬁb#ﬁmen;'

sional correspondente ac modelo de Vannimenus tenha -pouco-iem oo

mum com o mapeamehto logistico, mails uma vez prevalecenl-aS‘ ca-

racteristicas universais do comportamento cadtico.

*Pexto baseado numa palestra apresentada por SRS durante 0. Sime

pésio em comemoracdo acs 70 anos do Prof. M. Schemberg.
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LEGENDAS

DAS FIGURAS

Fig. 1 -

Fig. 2 -

Fig. 3 -~

Fig. 4 -

Fig. 54 =

Diagrama de fases do MnP nas vizinhancas do ponto de
Lifshitz {figura reproduzida do trabalho de Becerra,

Shapira, Oliveira e Chang(1)

). O campo magnético & a-
plicado na direcdc intermediaria, b , enguanto a modu-
lagae ocorre ao longo do eixo duro, 3. A figura menor
mostra o diagrama completo, incluindo o ponto triplo in

ferior.

Esbogo do diagrama de fases do modelo ANNNI. Na regiio
modulada estfio sendo indicadas -apenas algumas fases co

ménsuraveis.

Arvore de Cayley com trés geragdes e um sitio central.
Estdo indicadas, pela letra J, algumas interacdes en-

tre primeiros vizinhos.

Diagrama de fases, no planc Tx A, do modelo de Potts
quiral no limite de coordenagdc infinita. Est3o sendo

indicadas, pelo namerc de conda principal, apenas as fa

ses comensurdveis mais importantes. Na regidio hachura

da hd possibilidade de coexisténcia de fases.

Escada do diabo para o modele.de Potts quiral ne limi-
te de coordenagdoc infinita, em treés temperaturas dife-—
rentes. Os patamares representam fases comensuraveis

~ . -5
com extensaoc superior a 3 x 10 f

Fig. 5b - Grafico log-log de L{e)/e como funcde de 1/¢ para di

Fig. b -

Fig. 7

Fig. 8

Fig. 9

Fig. 10

versas temperaturas., A tangente destas retas fornece

a dimensionalidade fractal D_ associada & escada do

F
diabo,

Diagrama de fases, no plans Txp, do modelo de-Vaﬁni
menus no limite de coordenacdo infinita. Estdo sendo
indicadas, pelo hiimero de onda principal, apenas as fa
ses comensuriveis mais significativas. .Na regido hachu

rada sdo estiveis os pontos fixos correspondentes &s

fases ferromagnética e modulada.

Fluxo tipico na regifo paramagnética {com T > % p). Es
tao ‘desenhados 400 pontos obtidos por iteracgdes a par-

=M, =1.

tir da condigéo inicial M0 1

Fluxo tipico na regifio da fase comensurdvel (3,3). Es
tio desernhados. 1000 pontos obtidos por iteragSes a par
tir da condigdo inicial M

OaM.I:‘l .

Fluxo tipico na regifio incomensuravel. Est#o desenha-
dos 400 pontos obtidos por iteragbes a partir da condi

¢é@o inicial M0=MT=1'

Atrator estranho associado ao modelo de Vannimenus. -As

priméiras. 10° iteragdes sdo descartadas, sendo .colaca.
e . L
dos no grafico apenas os pontos corréspondentes &s - 10

iteragdes subsegiientes.




Fig. 11 -~

- Fig. 12 -

ampliacdo do reténgulo indicado na Fig. 10. As primei

ras 104 iteracdes sac descartadas. De um total de

82426 iteracdes subseglientes, sdo localizados neste gra

Fico apenas 5000 pontos.

.Ampliaqéo-do retadngulo indicado na Fig. tt. As primei

ras 10% itaracées sdo descartadas. De um total de

3 x10% iteragdes, sdo localizados neste grafico ape-

. mas: 3000 pontos.

Figw 13-

Ampliagdo do: retingulo indicado na Fig. 12. As primei

".fras-Tﬂg-iteragaes s3o descartadas. De um total de 107

iteragdes, sdo localizados neste grafico apenas 15000

- pontos; Esta-Seqﬁéncia de figuras -~ 'da Fig. 10 a Fig.

Téﬂ—rilust:a~a propriedade de auto-similaridade do a-.-

_ trator:estranho.

Fig. 14 -

Vafiagéo do expoente de Lyapuﬁpv- A com o pardmetro p

“-para T=0,2. As Orbitas cabticas correspondema A>0.
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