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APRESENTACAD

Dando segiiéncia aos nossos estudos sobre alguns tra-

balhos fundamentais em geometria, iniciados com a publicagio do

_Programa de Erlangen de Felix Klein, apresentamos aqui as "Hipd-

teses" deLBf Riemann. A tradugdo do texto integral alemdo foi
feita.sobre a edigio contida no livre "Das Xontinuum und andere
Mohogfaphién", da Chelsea Publ. Co., Newaﬂ{(1923), ed. H. Weyl.
O-tfabalho de tradugdc foi feito em cpnjunto por Normande Celso
Feinandes;_professor do iFUSP e Dimas da Citz Oliveira, professor
de.HisESria‘&a Escdla'Estadual de’ 1@ Grau "Prof. Carlos Pasguale",

Sao Paulo, S$.P.. A revisdo final foi feita por N.C. Fernandes.

Taxbém os. comentarios sobre o. texto, bem como a bibliografia in-

serida ac-final do mesmo, $ac de autoria e de ‘responsabilidade

de §.C. Fernandes.

Antes. do texto do prdpric Riemann, preferimos adicio
har o prefdgic escrito por H. Weyl no livro citade acina. Para
o leitor mais_interéssado nos desenvolvimentos analiticos, reco-
mendamos-'a leitura das explicagdes Ge H. Weyl contidas no mesmo

livro, em seguida ao trabalhe de Riemann.

Eégeramos que esta publicagac possa servir de instru
mento de divulgacio em portuguds da monumental obra de Riemann.

Que o estudioso de geometria, de relatividade, de fisica, de fi-

losofia, etc., encontre aqui um ponto de referéncia para suas in

dagagbes futuras. Acreditamos que estes registros podem ter al-

guma importdncia na formagac de nossos estudantes.

Sao Paulo, agosto de 1985

B. RIEMANK

"SOBRE AS HIPOTESES QUE SERVEM DE FUNDAMENTO & GEOMETRIA"

Reeditade ¢ explicade por H. Weyl

3¢ Pdigdo - Prefdeio do Editor

A tese de livre-docéncia de Riemann "Scbre as hipbte

se5 .gué  servem de fundamento- 3 geometria®”, por ele defendida em

vista da sua habilitag3dc na Faculdade de Filosofia de Gdttingen,

fol publicéda_pe;a primeira.-vez apds sua morte, no volume 13 dos
Ensaios da-Sociedade de Ciéhcias-de: Gdttingen (Abhandlungen der
Gesellschaft“der'Wissen5chafﬁén:2u.GBttingen, Bande. 13 (186717 .

bepois qué_Lobatchevsky.e Bolyai, .em principio sem transcender a

posigao euclidiana.e alifs; ac contririo, em estreita conex@c com

o modelo’ dos fElemehtOS“_de Euclides, -tinham desenvolvido uma Geo
metria 16gica e consegiiente internamente, a gual repousava na. ne

gagdc ac invés de na aceitagid do Postulado das Paralelas, o) pro

blema ‘do espago £oi levantado néssa prelecio de Riemann a partir

dﬁmsponto de vista'novcieﬂde‘vaiidade universal. Aqui foi dado

i geometria o mesmo - impulséd - gue - Faraday e Maxwall realizaram no

‘dcmninic- da Fisica, especialmenté da teoria. do Eletromagnetismo,

‘pela passagem da tedria ﬁa'agﬁo.é distancia para a do efeito de

propagﬁgﬁo: o principic para compreender o mundo desde © seu com

‘portamento no infinitamente pequenc chegou & realizag¢do, Da mes

ma motivagdo epistemalégica surgem afinal de contas suas grandio
sas conclusBes no déminic da Teoria das Fungdes Analiticas assim
como suas especulagdes fisicas. £ exatamente sobre este motivo
gue repousa a unidade percebida em toda a obra de Rigmann, qual-

quer que seja a diversidade dos dominios por ele explorados.

Y
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Entretanto, as idéias gue o grande matematico desen-
volveu na conferéncia agui novamente impressa, tornaram—se de am
plo significado nao scmente para a Geometria, pois elas possuem
hoje uma grande atualidade visto que, por meio delas, fol coloca
do o fundamento conceitual da Tecria da Relatividade Generaliza-
da, por menos que o seu criador,. Einstein, tenha sideo influencia
do por Riemann de maneira direta e consciente. Na verdade, as ex
ploragdes do Gltimo pardgrafo, transcendentes d matemidtica, apon
tam com surpreendente inteligibilidade - somes tentados a falar
por adivinhagdo ~ na direc¢do daguelas consegii@ncias fisicas da
teoria do espago de Riemann tal como a Teoria da Gravitagio de
Einstein as tirou., Todavia, estd clarc gue Riemann nada cophecia
desta relagdo com a Gravitag@o, pois suas prdprias tentativas de
sondar a conexao da Luz, da Eletricidade, do Magnetismo e da Gra
vitag3o, gue coincidem com a tese de livre-docéncia, ndo estao,
de fato, em nenhuma relagdo com ela. Na época da habilitagio,

Riemann escreveu ac seu irmdo: "... depois disto, eu me ocupei no

vamente da minha investigag@o sobre a conexdc das leis fundamen-—

tais da fisica e me aprofundei de tal mede nisto que, quando o te
ma da tese me foi apresentado, ndoc podia desembaragar-me {comple

tamente) daquela".

0s dois assuntos gue entao se agitavam em sua mente,

cresceram agora em intima conexao.

Desde a edigac das obras de Riemann preparada por

Dedekind e Weber, sua profunda tese de habilitagdo €& geralmente

acessivel. Todavia, por estimulc da editora, eu me achei bastan
te disposto a preparar uma edicdc especial, pois parece-me de fa
te desejivel qgue este escriteo, também admirdvel cobra-prima do pan
to de vista da exposigéo, venha a cair no maiocr numero possivel

de m3os e seja lido por todos que hoje veltam seu interesse para

4.

a Teoria da Relatividade. Eu zcrescentei um comentdrio: na pri-
meira parte sao realizados os calculos analiticos apenas mencio-
nados por Riemann; na segunda parte & relacionada a bibliografia
posterior sobre o assunto; e na terceira parte & lancada a ponte
para o modernc desenvolvimento realizado scb o signo da Teoria
da Relatividade. Tendo em vista & legibilidade, foi escolhido

um tipo tdo grande guanto o do texto principal.

Para aquele que deseja conhecer taoc somente os prin-
cipios fundamentais sem estudar os problemas em detalhe, aconse-
lhamos insistentemente ndo deixar gue o seu prazer na leitura se
ja perturbado pelas explicagfes formais. O sumirioc acrescentado

d tese juntamente com as notas, sio de Riemann.

Oxald este escrito contribua ainda mais para sua for
ma atual, tal como ele j& o fez em grande proporgdo desde o seu

aparecimentc, para estimular a vitalidade das idéias.

Nas anotagOes da segunda e terceira edigdes foram in

troduzidas somente modificagdes ndo essenciais.

Zurique, margo de 1923

Hermann Weyl

%)
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B. RIEMANN

SOBRE AS HIPOTESES QUE SERVEM DE FUNDAMENTO A GEOMETRIA

INDICE

I. Conceito de uma grandeza n~dimensional

II. Relagbes métricas das guais uma variedade n-dimensional & sus-
cetivel, com a hipdtese de que as linhas possuem um compri-
mento independente da posigdc e, por conseguinte, toda linha

& mensurivel por intermédio de cutra linha
III. Aplicacdes ao espago
Sunério

Comentarios

Como & sabido, a Geometria pressupde como alge dado,
tanto o conceito de espagoe quanto as idéias fundamentais das cons
trugdes do espage. Ela fornece apenas as definigdes formais des
ses Conéeitds e idéias, enguanto gue as determinagbes essenciais
se apresentam sob a forma de axiomas. As relagdes entre esses
dados primitivos permanecem na escuriddo; ndo se sabe mesmo se
estdo necessariamente ligados entre eles ou se essa ligagio & pos

sivel, a priori.

Desde Fuclides até Legendre, para citar os mais céle
bres reformadores modernos da Geometria, esta obscuridade nZo foi
dissipada nem pelos matematicos nem pelos fildsofos que dela se
ocuparam. A razao disto &, sem divida, que © conceito geral -de

grandezas com miilltiplas dimensces, que compreendem cComo caso par

.
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ticular as grandezas espaciais, n3ac constituiu objeto de nenhum
estudo. Por conseguinte, eu me propus, antes de tudo, a tarefa
de construir o conceito de uma grandeza com miltiplas dimensdes,
a partir dos conceitos gerais de grandeza®. Disso resultard que
uma grandeza com miltiplas dimensdes serd suscetivel de diferen-
tes relagdes métricas e que o espage** n3o serd mais do que caso
particular de uma grandeza tri-dimensional., Mas dal segue-se uma
conseqiiéncia necessiria: os fundamentos da geometria nac podem se
deduzir dos conceitos gerais de grandeza, mas todas aquelas qua-
lidades pelas'quais o espago se distingue das demais grandezas
tri-dimensionais imagindveis somente podem ser extraidas da expe
ridncia. Dal surge o problema de investigar os fatos mais sim-
ples por meio dos quais as relagdes métricas do espago podem sexr
determinadas; uma tarefa que, pela prxdpria natureza do objeto,
nao fica perfeitamente determinada; pois podemos indicar varios
sistemas de fatos simples gue s3o suficientes para a determina-.
¢80 das relagdes métricas do espago. O sistema mais importante,
tendo em vista nossa finalidade, & o estabelecido por Euclides.
Esses fateos, como todos os fatos possiveis, nao s3o necessirios***,
mas t8m somente certeza empirica; eles sao hipdteses. Podenos,
portanto, investigar sua probabilidade que, dentro dos limites
da obseérvagac, & certamente muito grande e julgar a legitimidade
de sua extensao para além dos limites da observagio, tanto para
o lado do infinitamente grande guanto para ¢ lade do infinitamen

te pequeno.

*NT. -~ Ou seja, do comceito geral de uma grandeza, construir um ente mais
complexo formado por diversas grandezas.

**NT. - Ele se refere ao nosso espago comum {trés dimensdes).

**¥NT. - Deve-se entender "necessario a priori" no sentino kantiano.
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I. CONCEITC DE UMA GRANDEZA n-DIMENSIONAL

Na medida em gue eu busco agora, entre gutras tare—
fas, solucicnar ¢ problema do desenvolvimento do conceito duma
grandeza com dimenstes miltiplas, ainda mais eu acredito poder
reivindicar indulgéncia critica, visto gue sou pouco exercitado
nagueles trabalhos de natureza filesdfica cujas dificuldades con
sistem mais nos conceitos do que na construgdo e, além disso, sal
vo algumas indicagdes muite curtas que Gauss forneceu a respeito
disso no segundc ensaio sobre os Residuos Biquadrados®, bem como
certas pesguisas filosbficas de Herbart, eu ndo dispunha de quais

quer trabalhas introdutdries.

§l. Os conceitos de grandeza sd s3c possivels guando
se encontra uma nogio geral antedecente gue admite diferentes mo
dos de determinagac. Esses modos de determinacdo formam uma va-
riedade**
uma passagem continua de um modo para outro; em particular, es-
ses modos de determinagio se denominam, ho primeiro caso, pontos
e, no segundo caso, elementos da variedade. As nogdes cujos mo-
dos de determinagaoc formam uma variedade discreta sdo tac abun~
dantes que, pelo menos nas linguas cultas, pode-se encontrar sem

pre um conceito no gual tais modos estdo contidos (e os matemati

cos teriam por conseguinte o direito, na teoria das grandezas dis

*NT. - Esse trabalho de Gauss foi publicado no "Gbttingen Gelehrte Anzelge"
e no livro do seun Jubileu.

**NT. - No texto e a prlmelra vez que aparece o termo Mannigfaltigkeit que
em Gauss, op.cit., e descrito como Varietas, A nogac de variedade
considerada por Riemann ainda nao tinha o sentido preciso que hoje
encontramos em Geometria Diferencial e em Topologia. Alguns autores
atribuem a Grassmann (Die Ausdehnuagslehre Berlim (1862)) a primei-
ra introdugio matemidtica mais rlgarusa desse conceito tao Ffundawen~
tal para o desenvolvimento da Matematica de nossos dias.

discreta ou continua na medida em gue acontece ou nao

.8.

cretas, de postular sem hesitagzo a condig3o de gue os objetos
dados seriam tomados como de mesma espécie); por outreo lado, as
ocasites para a formagdo de nogfes cujos modos de determinagio
formam uma variedade continua sao tdc rarcos na vida comum que as
posicdes dos objetos sensiveis e as cores sdo talvez as {nicas
situagles simples, nas guais os modos de determinagdo Formam uma
variedade multi-dimensional. Ocasides mais freqlientes para a for
magao e aperfeicoamento desses conceitos se encontram somente nas

Matemiticas mais elevadas®.

Uma parte duma variedade, separada do reste por uma
marca ou por um limite se chama um guantum (plur. quanta) . A com
paragdo entre os quanta, do ponto de vista da guantidade, se di
da seguinte maneira: no caso das grandezas discretas, pela conta
gem, no caso das grandezas continuas, péla medida. O medir con-
siste na superposigao das grandezas a serem comparadas; o medir
consiste, portanto, dum modo de usar uma grandeza como um padrao
para a outra. Na auséncia desse meio, duas grandezas s& podem
ser comparadas guando uma & parte da outra e ainda assim s8 se
pode distinguir o mais e o menos e nao o quanto. As investiga-
¢Oes que podem ser feitas nesse caso formam uma divisio gerazl da
ciéneia das grandezas na qual as grandezas sic consideradas como
ndo podendo existir independentemente da posicao e como nio ex-
primiveis ém termos de uma unidade, mas como regides duma varie-
dade. Tais investigagdes se tornaram uma necessidade para varias

partes da matemitica, especialmente para a teoria das funcdes a-

naliticas com muitos valores; e a falta das referidas pesguisas

€ talvez um motivo crucial pele qual o célebre tecrema de ABEL e

*NT. - No Brasil ndo ha um termo consagradc para o que Riemann chama de Mate—
matica Superior (hohere Mathematik). Em ingl&s se usa Higher
Mathematics e em frances Hautes Mathemathues.
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oS desenvolvimentos de LAGRANGE, de PFAFF e de JACORI permanece—
ram tanto tempo infecundos no desenvolvimento da teoria geral das
equagdes diferenciais. Dentro desse ramo geral da teoria das
grandezas extensas, onde ndo supomos nada além do que 33 esta con
tido no conceito dessas grandezas, serd necegsaric salientar dois
pontos para preencher o objetivo presente: ¢ primeiro irad tornar
nitida a formagdio do conceito de variedade de muitas dimensdes, o
segunde se refere d redugdo das determinagdes de lugar numa varie
dade ds determinagdes de guantidade e & esse @iltimo ponto que ira
ressaltar claramente o cariter essencial de uma extensdo n-dimen

sional.

§2. Considerandoc um conceito cujos modos de determi-
nagio formam uma variedade continua*, se passamos, sequndo uUR pro
cedimento determinado, dum modo de determinacio a outro**, os mo
dos de determinagdo percorridos formardo uma variedade estendida
num 6 sentido, cujo carfter essencial serd de que, nessa varie-
dade, 36 podemos, partindo dum ponto, avangar dum mode continuo
em duas diregdes, para frente e para trds. Imaginemos agora que
esta variedade se transporte, por sua vez, sobre uma outra varie
dade completamente distinta, e isso ainda por um procedimento de
terminado, isto &, de tal forma gue cada um de seus pontos se

transporte para um determinado ponto da outra variedade; o con-

junto dos modos de determinagdo assim obtido formard uma varieda

de de duas dimensdes***, Obtém-se, de modo semelhante, uma va-

*NT. - Por exemplo, as determinacoes sucessivas das posicoes dum movel em
uma dimensao.
*%NT. - Por meio de uma fungdo, atribuindo um nimero a cada determinagac.
**ENT. - Em geometria diferencial, uma regido de superficie se considera sim

plesmente como uma multiplicidade =? , em correspondencia biuniveca
com o par de nimeros (u,v) de um certe campo e pode—se mesmo dizer
que se considera como superficie esse mesmo ©2 de pares de nime-
ros. Esse proced:t.mento pode ser generalizado para grupes de 3 ou
mais nimeros, ate n.

L10.

riedade de tré&s dimensces, se se concebe gue uma variedade de duas
dimensdes se transporta de um modo determinado sobre uma outra can
pPletamente distinta, e fica ficil de ver como esza construcido se
generaliza. Se, ao invés de considerar o conceito como determi-
navel, considera-se seu cbjeto como variével*, pode~se designar
essa construgdo como a composigdo duma variabilidade de nt+l di-
mensdes por meic duma variabilidade de n dimensSes e duma varia

bilidade de uma 55 dimens3o**.

§3. Agora eu vou indicar, inversamente, como uma va-
riabilidade cujo campo & dado, pode ser deccmposta em uma varia—
bilidade de uma- dimens3o e uma variabilidade de dimens3c menor.
Imagina-se para este objetivo uma porgdo variivel de uma varieda
de de uma dimensfo, contada a partir dum ponto fixo inicial, de
tal modo que os valores da mesma (porgaﬁ) sejam compardveis uns
com os outros - porgao esta que para cada ponto da variedade da-
da possui um valor determinado que varia continuamente com o pon
to; cu, com cutras palavras, toma-se dentro da variedade uma fun
¢ho continua da posigdo que, entretanto, nioc & constante ac lon-
go de uma parte dessa variedade. Todo sistema de pontos para os
quais a fungdo assume um valor constante, constitui, portanto, uma
variedade de dimensdc menor que a variedade dada. Essas varieda
des se trénsformam continﬁamente umas nas outras com a mudanga da
fungio; pode-se admitir, portanto, que uma dentre essas varieda-

des engendra as outras, e isso pode acontecer, falando generica-

*NT. - O espago—tempo de Newton, com dimensdo {3+1) pode ser pensado come
uma 11ustragao desse raciocinio, onde o tempo funciona como objeto
variavel.

**NT. — Preferimos manter a nomenclatura estabelecida por Rigmann de

Veranderllchkelt Varxabllldade. Podemos pensar na varlablllda-
de como um parametro mmerico que niae tem necessarlamente 0 carater
cartesiano de uma distdncia. Sendo um referencial numérico, podemos
substitui-lo por uma fungao desse mesmo parametro.
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mente, de tal modo que cada ponto duma variedade se transforma
num determinado ponte de ocutra. Os casos de excegao, cujo estu-
do aiids & importante, podem ser omitidos agui. Assim, a deter-
minagao de posigac numa dada variedade & reduzida a uma determi-
nagiao de grandeza {quantidade) & a uma determinagio de posigdo nu
ma variedade de dimensio menor*. Agora & facil mostrar que esta
variedade possui n-1 dimensBes quando a variedade dada possui
n dimensbes. Por meio da repeticdo deste processo n vezes, a
determinagio de posigao numa variedade de n dimensdes se reduzi
ra entdo a n determinagSes de grandeza (quantidade), guando es-
te raciocinio for possivel**, Existem entretanto, variedades nas
guais a determinagfo de posigd@o nfc exige um nimero finito, mas

sim uma série infinita ou uma variedade continua de determinagdes

de grandeza. Tais variedades sdo, por exemplo, as constituidas

pelas determinagOes possiveis de uma fungao para um dado dominio,

as formas possiveis de uma figura espacial e assim por diante.

II. RELACOES METRICAS DAS QUAIS UMA VARIEDADE n-DIMENSIONAL E SUS-—

CETIVEL, COM A HIPOTESE DE QUE AS LINHAS POSSUEM UM COMPRI- .

MENTO INDEPENDENTE DA POSICEO E, POR CONSEGUINTE, TODA LINHA
E MENSURAVEL POR INTERMEDIQ DE QUTRA LINHA

Depois que o conceito de uma variedade n-dimensional

foi construido e verificado que o seu verdadeiro cariter congis-

te na propriedade de que a determinagZo de posigio nela pode ser.

reduzida a n determinacdes de grandeza, chega-se ao sequndo pro

*NT. - Ao inviés de variedade de dimensZo menor, pode-se pensar em outro senti

do = "einer minderfach ausgedehnten Manmnigfaltigkeit" uwma variedade

menos complexa.

Nt - £ importante frisar esse condicionamento ao possivel.

.12,

blema exposto acima, um estudo sobre as relagdes de medida das
guais uma tal variedade & suscetivel, e sobre as condicdes sufi-
cientes para a determinaclo dessas relagtes de medida. Essas re
lacbes de medida sd podem ser estudadas em ho¢Ses abstratas de
grandeza, ‘¢ as dependéncias duma relacldioc ¢om ocutra somente podem
ser representadas por formulas. Sob certas condicOes, entretan-
to, elas sfo decomponiveis em relagdes gue, tomadas separadamen-
te, sdo capazes de representagdo geométrica; e assim torna-se pos
sivel exprimir geometricamente os resultados calculados. Assim,
para chegar & um terrenc sélido, ainda que ndo podendo evitar nas
formulas consideragbes abstratas, pode-se ao Menos representar os
resultados do cdlcule em forma geométrica. Os fundamentos para
ambas as tarefas estdo contidos no célebre ensaio de Gauss sobre

as superficies curvas¥®.

§1. As determinagdes métricas requerem uma independén
cia das grandezas em relagao a posicio, independéncia essa que
pode_ée realizar de varias maneiras; a hipGtese que se apresenta
em primeiro lugar e da qual vou tratar agui & a de que o compri-
ﬁénto das linhas € independente de suas posicdes &, por conseguin
te, toda linha & mensurivel por meioc de cutra linha. a fixagao
de posigdo sendo reduzida i fixacdo de grandezas, e a posigic dum
ponto numa variedade n-dimensional sendo expressa conseqiientemen
te por meio de n variaveis xl,xz,...,xn r @& determinacdo duma
linha se fard com o fornecimento dessas grandezas comd fungGes du

ma varidvel. Em seguida, o problema & estabelecer uma expressio

matemética para o comprimento das linhas; para este fim as gran-

dezas x té&m de ser consideradas como exprimiveis em termos de

*NT. - © citado trabalho de Gauss & "Disquisitiones generales circa superfi-

cies curvas'.




.13,

certas unidadés. Eu vou tratar desse problema somente sob cer-
tas limitagbes e me atendo primeiramente Aquelas linkas para as
quais as razdes entre os acréscimos dx das variaveis X cor-
respondentes variam de um modec. continuo; pode-~se em sequida con-
ceber as linhas como decompostas em elementos, sendo gue dentro
desses elementos as razbes entre as quantidades dx podem ser to
madas como constantes e a tarefa se reduz depois a isto: estabe-~
lecer para cada ponto una expressido geral do elemento linear ds
que comega nesse ponto, expressao essa gque conterd as grandezas
x e as grandezas dx . Eu admito agora, em segundo lugar, gue o
comprimento do elementc linear, abstragio feita de grandezas de

segunda ordem, continua inalterado, guando todos os pontos desse

elemento sofrem um mesmo deslocamento infinitésimo, o que impli-

ca aoc mesmo tempo que se todas as grandezas dx crescem segundo
uma mesma proporcao, © elemento linear também vai variar segundo
essa proporgaco. Admitidas essas hipoteses, o elemento linear fale]
dera ser uma fungio homogénea qualguer de primeirc grau das gran
dezas dx, que permanecerd inalterada quande todas as grandezas
dx trocarem de sinal, e na qual as constantes arbittrarias serio
fungoes contiﬁuas das grandezas x. Para encontrar os casos mais
simples, eu procuro em primeiro lugar uma expressac para as va-
riedades de n-1 dimensdes as quais em todas as partes se distan
ciam igualmente do ponto inicial do elemento linear®, isto &: eu
procure uma fungao continua da pbsicéo gue distingue as varieda-
des umas @as outras. Essa fungao devera ou crescer ocu decrescer
em todas as diregdes a partir da origem; eu assumo gue ela cres-
ce em todas as diregdes e que portanto, ela tem um minimo na ori

gem. E preciso entdo, se seus quocientes diferenciais de primei

¥NT. - Deve-se pensar num sistema com simetria radial. Weyl introduz o mome
de "Zentralkoordinatem'.
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ra e segunda ordem sdo finitos, que a diferencial de primeira ox
dem se anule, & que a de seguhda ordem nac se torne nunca negati
va; eu admitirei que ela permanece sempre positiva. Esta expres
sio diferencial de segunda ordem permancce entio ceonstante guan-
do ds permanece constante e cresce quadraticamente, quando as
grandezas dx e, por ¢enseguinte, também ds variam todas jun-
tas numa mesma proporc¢fio; ela € portantc = constante x ds? e en-
tdo ds & igual 3 raiz quadrada duma funcdo inteira hamogénea do
segqundo grau, sempre positiva, das grandezas dx e na qual os coe
ficientes s@o funcdes continuas das grandezas x . Para o espago
ordindrio, se exprimimos as posicdes dos pontos em coordenadas re
tangulares, temos ds = VI(dx)? ; portanto o espago estd contido
neste caso mais simples. O proxime caso mais simples abrangeria
as variedades nas quais o elemento linear seria escrito como a
raiz quarta duma expressio diferencial do quartc grau. A inves-
tigagio mais abrangente dessas classes mais gerais de variedades
néo_ekigiria na verdade guaisguer principios essencialmente dife
rentes, mas seria bastante morosa e langaria pouca nova luz rela
tivamente & teoria do espaco, tanto mais porque os resultados nio
se deixam expressax gecmetricamente; por conseguinte eu me limi-
to as variedades nas quais o elemento linear serd expresso pela
raiz guadrada de uma expressio diferencial de segundo grau. Po-
de-se transformar uma tal expressfo numa ocutra semelhante, na mne
dida em que se substitui as n variaveis independentes por fun-'
¢oes de n novas varidveis independentes. Por este caminho, en-—
tretanto, ndo se poderd transformar qualquer expressdc em outra
qualquer; pois a expressao contém n(n+1})/2 coeficientes, os quais
sao fungdes arbitradrias das varifveis independentes; pela intro-
ducdo de novas variidveis, poder-se-a, entretantc, chegar somente

a n relagdes e igualar somente n dos coeficientes a grandezas
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dadas. Os ni(n-1)/2 coeficientes restantes ficam ent&o comple-
tamente determinades. pela prdpria natureza da variedade a ser reg
presentada, e assim a determinacgdc de suas relagdes métricas exi
ge n(n-1)/2 fungdes de posigao. Assim, as variedades para as
quais o elemento linear pode ser reduzido & forma VI(dx)Z, co-
me o plano e o espago, constituem um case particular das varieda
des gue estudamos aqui; elas merecem talvez um nome especial e
eu portanto némearei com precisdo aguelas variedades nas guais o
guadrade do elemento linear equivale & soma dos quadrados das di
ferenciais independentes; eu as chamarei de variedades planas. Pa-
ra poder agora passar em revista as diferencgas essenciais de to-
das as variedades suscetiveis de serem representadas na forma su
posta, & necessirio eliminar as diferengas gue provém do modo de
representacdo, o gue serd alcangado pela selegio das grandezas

variaveis segundo um determinado principio.

§2, Para esta finalidade, imagina-se gue, a partir

dum ponto dado, constrdi-se um sistema formado pelas 1linhas de
mais curta distlncia* que passam pelo ponto; depois, a posigiio de
um ponto indeterriinade poderd ser determinada pela direg8o ini-
cial da geodésica sobre a gual ele se encontra e pela sua distén

cia, sobre a mesma, do pontc inicial; portanto, pede ser expres-

sa por meio das razdes dx" das quantidades dx sobre essa geo

désica, e por meio do comprimentc s dessa linha. Introduz-se
agora, ao invéds de dx", as expressoes lineares do formadas por
essas grandezas, e tais gue o valor inicial do gquadrado do ele-
mento linear seja igual 4 soma dos guadrados dessas expressées,de

tal forma que as var;éveis independentes sejam a grandeza s e

*NT. - Linhas de mais curta dist@ncia = geod@sicas. No oripinal "kiirzesten
Linien"
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as razdes das quantidades do; e substituimeos finalmente os da
por grandezéé XyrXps ones Xy GUE lhes sejam proporcionais, e cu-
ja scma dos quadrados seja igual a s? . Ac se introduzir estas
grandezas, o quadrado do elemento linear para valores infinitamen
te pequenos de x serd igual a I dx?; o termo de ordem seguinte
nesse quadrado serd igual a uma fungdo homogénea de segundo grau
das n(n-1}/2 grandezas (x;8x; ~X,d%;), (x;dx; - xdx2},..., por
tanto um infinitésimo de guarta ordem; de tal modo gque obtemos
uma grandeza finita dividindo esse termo pelo quadrado do triin-
gulo infinitamente pegueno® cujos vértices correspondem aos sis-
temas de valores (0,0,...) , (x3,%X3,%3,.-.) , (dx;,dxs,dx;3,...)

das vari@iveis. Esta grandeza conserva 0 mesmo valor enguanto as
grandezas X e dx estiverem contidas nas mesmas formas lineares
bindrias, ou enquanto as duas gecdésicas, desde o valor 0 até
os valores x e desde o valor 0 até os valores dx, permanece-
rem no mesmo elemento superficial. A grandeza acima s® depende
da posigdo e da orientagdo do elemento superficial. Esse termo
evidentemente serd igual a ¢ gquando a variedade representada &
plana, isto &, guando o quadrado. do elemento linear & redutivel
a $£dx?, e ele pode, conseglientemente, ser considerado como a
medida de quanto a variedade se afasta da planaridade** nesse pmn
to e nessa diregdo superficial. Multiplicando-o por —%—,ele se
torna igual 3 guantidade que Gauss chamou de medida da curvatu-
ra*** duma superficie. Para determinar as relagdes métricas du-
ma variedade n-dimensional, suscetivel duma representagdo supos-

ta acima, viu-se gue sdo necessirias n(n-1}/2 fungdes de posi-

*NT. = 'Das Quadrat des unendlich kleinen Dreiecks" deve ser entendido co
mo o "quadrado da area do triingule infinit@simo".
*%*NT, - Ebenheit = planaridade. Segue o original.
**%*NT. -~ Hoje em dia usa-se mais comumente apenas o termo curvatura. Ver

Cartan ref, (16}, Chap. VII.




-

.17,

c80; se entdo s53c dadas, em cada pontd, as medidas da curvatura
segundo n(n-1)/2 diregdes superficiais, pode-se determinar por
seu interm&dio as relagdes métricas da variedade, desde que en-
tre esses valores n3o existam identidades, relacbes essas que e-
fetivamente nao existem de modo geral. As relagdOes métricas das
variedades nas quais o elemento linear & representado pela raiz
quadrada duma expressao diferencial do segundo grau podem assim
se exprimir duma maneira totalmente independente da escolha das
grandezas variaveis. Um caminho muito semelhante para este mes-
mo fim se deixa trilhar tamb&m guando se trata de variedades nas
quais o elemento linear & representado por uma expressdo mencs sim
ples, por exemplo pela raiz guarta de uma expressio .diferencial
do quarto grau. Assim, para falar de um modo geral, o elemento
linear ndo se deixaria mais reduzir 4 forma da raiz guadrada de
uma soma de guadrados de expressdOes diferenciais e, por conseguin
te - na expressao do guadrado do elemento linear - o afastamento
da planaridade seriz um infinitésimo de segunda ordem enquanto
que, nas variedades consideradas precedentemente, esse afastamen
to seria um infinitésimo de guarta ordem. Essa propriedade des-
sas Lltimas variedades pode ser denominada talvez de planaridade
nas partes infinitesimais. Mas a propriedade mais importante desg
sas variedades para o presente objetivo e, talvez a finica que mo
tivou seu estudo atd agui &, entretanto, esta: ela consiste no
fato de as relacbes métricas das variedades de duas dimensdes po
derem ser representadas geometrigamente pelas das superficies e
das relaghes métricas das variedades de um nimerc maior de dimen
s0es poderem se reduzir dquelas das superficies contidas nelas.

Isso carece ainda duma breve explicagdo.

§3. No modo de conceber as superflcies, imiscui-se sem

pre, ao lado das relagdes métricas intrinsecas, para as guais sé
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temos.que considerar os comprimentos dos caminhos tragados sobre
essas superficies, a idéia da posigido de pontes situados fora da
superficie. Pode-se, entretanto, fazer abstracioc das relagoes mé
tricas externas na medida em que se faz com que essas superficies
sofram variagbes tais gue os comprimentos das linhas situadas 50
bre elas permanegam invaridveis, isto &, guando se supde as 1li-
nhas flexiveis sen extensao, e se considera ao mesmo tempo como
sendo de mesma espécie as superficies assim obtidas. Assim, por
exemplo, superficies cilindricas ou cénicas quaisquer serio vis-
tas como equivalentes a um plano, porgue elas podem ser vistas
como formadas pela simples curvatura do plano, suas relagdes mé-
tricas intrinsecas permanecendo inalteradas e todas proposicdes
concernentes a essas relagdes mé&tricas como continuando a subsis
tir. Portanto toda planimetria € mantida. Por outro lado, elas
sdo0 essencialmente nio equivalentes 3 esfera, gque nioc pode se
transformar num plano sem sofrer extens3o. Segundo a investiga-
gdo precedente, as relagdes métricas intrinsecas duma grandeza
bi-dimensional, para a qual o elemento linear se escreve como a
raiz quadrada duma expressio diferencial de segunda ordem, o gue
acontece com as superficies, sdc caracterizadas em cada pato por
uma medida da curvatura. Agora, em se tratando de superficies, o
significado evidente desta medida de curvatura se oferece: que
ela &, neste ponto, o produte das duas curvaturas da superficie,
ou ainda, que © produte das duas curvaturas por um tri3ngule in-
finitésimo formado pelas geodésicas & igual i metade do excesso
da soma dos &ngulos desse trifngulo, medidas essas efetuadas so-

bre os raios®. A primeira definigdc suporia o postulado de gque ©

*NT. - Uma forma altemmativa mais compreensivel dessa afirmagdo seria "a cur
vatura €, nesse ponto, o produto das duas curvaturas da superficie od:
mulviplicada pela drea de um peguenc tridngulo geodésico, ela & igual
ao excesso esfarico do mesmo". Um comentdrio mais amplo desse ponto
& oferecido na parte das notas explicativas.
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produto de dois raios de curvatura permanece inalterado coma sim
pies flexdo duma superficie, enguanto que na segunda, a suposi~
¢ao & de que no mesmo lugar, O eXCesso da soma dos 4dngulos dum
trifngulo infinitésimc & proporcional & &rea do tridngulo*. Pa-
ra dar ﬁm significado méis concreto & medida de curvatura duma
variedade de n dimensSes num dado ponto e, segundo uma diregao
superficial dada, que passa por esse ponto, tem-se gue partir des
te raciocinio: uma geodésica, partindo dum ponto, fica completa-
mente determinada quande se fornece sua diregaoc inicial. Deste

modo, obter-se-3 uma superficie determinada se forem prolongadas

as diregdes iniciais gue saem conjuntamente dum ponto dado e s5i-

tuadas scbre o elemento superficial dado, e esta superficie te-
rd, no pontc dado, uma medida de curvatura determinada, que & ao
mesme tempo a medida de curvatura da variedade de n dimensdes no

ponto dade e segundo a diregao superficial dada.

§4. Agora, antes que a aplicagdc ao espago seja fei
ta, algumas consideragOes sobre as variedades planas em geral sac
necessarias, istoc &, sobre aquelas variedades nas quais o guadra
do do elemento linear & representavel por uma soma de gquadrados

das diferenciais completas.

Numa variedade plana de n dimensdes, a medida da
curvatura & nula em gualguer ponto e em gualguer diregéo; entre-
tanto, de acordo com a discussdoc anterior, para determinar as re
lacOes métricas & suficiente saber que elas sdo nulas em qualguer
ponto sequndo n(n-1) /2 diregSes superficiais para as gquais as
medidas de curvaturalséo independentgs umas das outras. As va-

riedades para as guais a medida de curvatura & igual a (0 em to-

*NT. - Em trigonometria esférica, a soma dos angulos de um triangulo excede
dois angulos retos.
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dos os pontos, podem ser conslideradas come um casco particular das
variedades cuja medida de curvatura & constante para todos os pon
tos. A caracteristica comum dessas variedades com medida de cur
vatura constante também pode ser expressa assim: as figuras nelas
contidas se movimentam sem sofrer extensdes (dilatacdes). Pois
& evidente que as figuras nido poderiam se mover nessas varieda-
dés, com translagdes e rotagdes arbitrédrias, se a medida de cur-
vatﬁra nao fosse a mesma em cada pontoc e em todas. as direcgdes.
Mas, por outro lado, as relagOes métricas da variedade s3o com-
pletamente determinadas pela medida de curvatura; entac as rela-
¢oes métricas a partir de um ponto e em todas as direcgdes sioc e-
Xatamente as mesmas gue a partir de um outro ponto e, por <conse-
guinte, pode-se, partindo desse ponto, executar as mesmas <ons-
trugtes, donde se segue que nas variedades para as quais a medi-
da de curvatura & constante, pode-se dar as figuras uma posicio
arbitréfia qualguer. As relagbes métricas dessas variedades de—
pendem somente do valor da medida de curvatura e, qguanto 4 repre
sentacdo analitica, nota-se gue ac designar-se esse valor per o

pode-se dar & expressidc do elemente linear a forma

T dx .
Ix

PP

§5. A consideracdo das superficies com medida de cur
vatura constante pode servir para esclarecer os estudos preceden
tes por meio dum exemplo geométrico., £ facil de ver que as su-
perficies cuja medida de curvatura & constante e positiva podem
sempre se aplicar scbre uma esfera cujo raio & igual & unidade
dividida pela raiz quadrada da medida de curvatura; mas, para pe

der visualisar a variedade completa dessas superficies, di-se a

-




.21,

uma das superficies a forma de uma esfera e &s outras a forma de
superficies de revolug¢dc tocando a esfera segundo o equador. As
superficies de medida de curvatura maior que a da esfera tocariam
entdo a esfera interiormente, e assumiriam uma forma semelhante
& parte exterior duma superficie anular, a mais afastada possi-
vel do eixo dessa superficie. Elas podem ser aplicadas sobre zo
nas de esferas tendo raios menores, mas recobririam essas zonas
mais que uma vez., As superficies com medidas de curvatura meno-
res sdo obtidas a partir de esferas com raios maiores, cortando
ur fusc delimitade por dois grandes semi-circulos e unindo entre
elas as secantes. A superficie de medida de curvatura nula se-
ria uma superficie c¢ilindrica tendo por base o eguador; as super
ficies de medida de curvatura negativas tocariam esse cilindro ex
teriormente, e teriam uma forma semelhante & da parte interior
duma superficie anular, dirigida para'o eixo. Concebendo-se es-
tas superficies come o lugar onde pode se mover um segmento super
ficial, da mesma maneira como o espacgo € o lugar onde se movem oS
corpas, © segmento superficial se moverda sem se estender scbre to
das essas superficies. BAs superficies com medida de curvatura po
sitiva poderdac sempre receber uma forma tal gue os segmentos su-
perficiais possam, além do mais, se mover sobre elas sem flexido,
e essa forma serd a de uma esfera; mas isso nio ocorre mais ho
caso de superficies com medida de curvatura negativa. Além des-
sa propriedade dos segmentos superficiais serem independentes da
posicido, a superficie com medida de curvatura nula possui ainda
a propriedade da direglo ser independente da posigdo, proprieda-

de gue ndc existe mais para as outras superficies.
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III. APLICACOES AQ ESPACO

§1. hpds estes estudos scbre a determinacgio das rela
¢des métricas duma grandeza de n dimensdes, pode—se agora indi-
car as condigdes suficientes e necessirias para a determinacdc das
rela¢Oes métricas do espago, quando se admite como hipbtese que
as linhas s&oc independentes da posigdo, e que o elemento linear &
exprimivel comc a raiz guadrada duma expressdc diferencial de se
gundo grau, isto &, que o espago & uma grandeza plana nas suas par

tes infinitesimais.

Primeiramente, estas condigdes podem ser expressas de
tal modo que a medida de curvatura seja igual a 0 em gualgquer
ponte nas trés diregbes de superficie e, por conseguinte, as re-
lagoes métricas do espaco figquem determinadas se a soma dos dngu

los de um triangulo for, em gualguer lugar, igual a dois dngulos

retos.

Mas supondo-se, em segundo lugar, como Euclides, uma
existéncia independente da posicio, nioc somente para as linhas,
mas ainda para 0S CoOrpos, segue-se dai gque a medida de curvatura
& constante para todos os pontos e entio, a soma dos gngulos fi-
ca determinada para todos os tridngulos, quando ela & determina-

da para um deles.

Finalmente, em terceiro lugar, poder-se-ia, ao invés
de admitir o comprimentc das linhas como independente da posigao
e da diregao, pressupor também uma independéncia do seu compri-

mentc e da sua diregdo em relaglo 3 posigdo. Segundo esta concep

_Gao, as variagdes ou ag diferencas de lugar seriam grandezas com

plexas, exprimiveis por intermé&dio de trés unidades independen—

tes.




"
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§2. No decorrer das consideracoes apresentadas, foram
primeiramente distingliidas as relagdes de extensdo ou partigdo e
as relacdes de medida e encontrou-se gue, para mesmas relacdes de
extensio, podia-se conceber diferentes rela¢des métricas; foram,
em seguida, procurados 0s sistemas simples de fixag¢des métricas,
por meio dos quais as relagdes métricas do espago sic completa-
mente determinadas e entdo, todas as proposicdes referentes a es
sas relagdes decorrem como conseqgiiéncias necessdrias. Agora res
ta debater como, em gue grau e até onde essas hipoteses sdao con-
firmadas pela experiéncia. Com respeito a isso, existe entre as
relag¢des simples de extensao e as relagdes métricas uma diferen-
ca essencial: nas primeiras, onde os casos possiveis formam uma

variedade discreta, os resultados da experiéncia nao sao, em ver

dade, jamais completamente certos mas também ndo sio inexatos; en

guanto que nas segundas, onde os cases possiveis formam uma varie

dade continua, toda determinaclo da experiéncia permanece sempre
inexata, por maior gue possa ser a probabilidade de sua exatidio

aproximada. Esta circunstdncia serd importante guando se tentar -

estender as determinac¢des empiricas além dos limites da observa-
gdo tanto para o infinitamente grande guanto para o infinitamen-
te pegqueno; pois as relagdOes métricas, para estas dltimas, podem
evidentemente tornar-se mais e mais inexatas, © gue nio acontece

para as primeiras.

Na extensadc das construgdes do espago ao infinitamen
te grande, & necessidrio distinguir ilimitagdo e infinitude; o pri
meiro pertence as relagdes de extensdo, o segundo &s relagdes mé
tricas. Que o espag¢o seja uma variedade ilimitada de tré@s dimen
sdes, & uma hipOtese que & empregada em toda concepgio do mundo
exterior, segundcd a qual o dominioc das percepgdes reais se com-

pleta a cada instante e as possiveis posigOes de um chjeto procu
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rado saoc construidos e que se vé constantemente confirmada por
essas aplicagbes. A propriedade do espago ser ilimitado possui
uma certeza empirica maior do que gualquer experiencia exterior.
Mas daqui ndc resulta absoclutamente que ¢ espago seja infinito;
ac contridrio; supondo-se a independéncia dos corpos com a posi-
gdo (e portanto se & atribuida ao espaco uma medida de curvatura
censtante), ¢ espage seria necessariamente finito, ainda que es-
sa medida de curvatura tivesse um valor positivo muito pegueno.
Ao preolongar-se todas as gecodésicas que partem dum dado elemento
de superficie, obtém-se uma superficie ilimitada de curvatura cons
tante, istc &, uma superficie que numa variedade plana de trés
dimensdes assumiria a forma de uma esfera, sendo conseqgientemnen—

te finita.

§3. As questdes sobre o infinitamente grande siao ing
tels para a explicagao da natureza. Mas tudo se passa diferente
mente com as questdes sobre o infinitamente pequenoc. E sobre a
ekatidéo com a gual nos seguimos os fenOmenos no infinitamente pe
gueno gue repousa essencialmente nosso conhecimento sobre suas
relacgdes causais. Os progressos dos Ultimos séculos no conheci-
mento da mecdnica dependem quase gque somente da exatiddo da cons
trugdo que se tornou possivel gragas d invencdo do cilculo infi-
nitesimal e aos principios simples descobertos por Arguimedes,
por Galilei e por Newton, dos quais se serve a fisica moderna.
Mas nas ciéncias naturais, onde ainda faltam principics simples
para tais construgdes, para se conhecer o nexo causal, os fenamg
nos que OCOrrem no Migrocosmos s&o seguidos tdo rigorosamente quan
te permite o microscdpioc. As questdes sobre as relacdes métri—

cas no infinitamente pequenc nac sdo entdo questdes supdrfluas.

Se supomos que 0S5 COrpos existem independentemente das

posigdes, a curvatura serda constante em todos os pontos e, a par
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tir dos resultados de observacgOes astrondmicas, a medida de cur-
vatura nac pode ser diferente de zero; ou, de qualguer maneira,
o reciproco da curvatura seria uma area que, comparada com ela,
o alcance de nossos telescopios seria desprezivel. Mas se essa
independéncia dos corpos com a posic@o ndo existe, nio podemos ti
rar conclusdes partindo de relagdes métricas do grande, e indo pa
ra relacdes métricas do infinitamente pequeno; neste caso a medi
da de curvatura em cada ponto pode ter um valor arbitririoe em
trés direcdes, desde que a medida de curvatura total de cada por
gdo mensuravel do espago nao difira sensivelmente de zero. Ain-
da relagoes mais complicadas podem existir se supusermos. que o
elemento linear seja exprimivel como. a raiz guadrada de uma dife
rencial quidrica. Neste caso parece que as nogdes empiricas 50~
bre as gquais as determinacdes métricas do espago sdo fundadas, ou
seja, a no¢do de um corpo solido e de um raio de luz, cessam de
serem vdlidas para o infinitamente pequeno. £, portanto, licito
supcr que as relacgdes métricas do espago no infinitamente peque-
ne ndc estdo de acordo com as hipoteses da geometria, e & o gque
seria necessario efetivamente admitir, se desse mode se pudesse

obter uma explicacdo mais simples dos fendmenos.

A questéo da validez das hipdteses da geometria no
infinitamente pegueno esta ligada & questdo dos fundamentos das
relagdes métricas do espago. Neste Gltimo problema, gue podemos
ainda encarar Como pertencéndo a4 doutrina 46 espago, encontramos
uma_aplicagéo da ressalva precedente que, numa variedade discre-
ta, o principio das relagdes métricas ja estd cﬁntido no congcei-
to dessa variedade, enqguanto que, numa variedade continua, esse
prihcipio deve vir ae fora. E preciso entdo, ou que a realidade
sobre a qual estd fundamentado o espago forme uma variedade dis-

creta, ou que o fundamento das relagdes métricas seja procurade
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fora da variedade, nas forgas- de ligagdo gque agem sobre ela.

As respostas a essas guestdes somente podem ser obti
das partindo do modc de conceber os fendmenos, concepcac essa jus
tificada pela experig@ncia e gue Newton tomou por base, efetuando
sobre essa concepgdo modificagdes sucessivas exigidas pelos fa-
tos gue ela ndo podia explicar. Pesquisas gue partem de nogoes
gerais, como as gue foram realizadas aqui, podem servir somente
para isto: impedir que um trabalho como este nio seja entravado
por visdes muito estreitas, e gue ¢ progresso no conhecimento da
dependéncia mitua das coisas ndo encontre um obsticulo nos pre-—

conceitos tradicionais.

Isto nos conduz ao dominio de outra cidneia, ao domi
nio da fisica, dentro da qual o objeto do presente trabalho nio

permite que entremos hoje.
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SUMARIO

PLANO DE. PESQUISA

CONCEITO DE UMA GRANDEZA -n—DIMENSIONAL

Variedades continuas e discretas. As partes determinadas du
ma  variedade sao chamadas de guanta. Divisao da teoria das
grandezas: continuas nas teorias:

(1) Teoria das simples relagdes de extensdo, na gual ndo ha
a suposigidoc de que as grandezas sejam independentes das
posigdes;

(2) Teoria das relagOes métricas, na qual essa independ@ncia

deve ser suposta.

Geragdo do conceito duma variedade de uma, de duas;..., de n -

dimensoes.

Redugio da determinacdo de posigdo, numa dada variedade, a de

terminagoes de quantidades. Carater essencial duma varieda-’

de de n dimensoes.

RELACOES METRICAS DAS QUALS UMA VARIEDADE n-DIMENSIONAL E SUS
CETIVEL, COM A HIPGTESE DE QUE AS LINHAS POSSUEM UM COMPRI~
MENTO INDEPENDENTE DA POSICAO E, POR CONSEGUINTE, TODA LINHA

E MENSURAVEL POR INTERMEDIO DE OUTRA LINHA

Expressac para o elemento linear. Considera-se como planas
as variedades nas quais o elemento linear & exprimivel como
& raiz quadrada duma soma de guadrades de diferenciais com—

pletas.

Estudo das variedades de n dimensdes, nas gquais o elemento 1i

near pode ser representado pela raiz quadrada duma expressio

§3.

§4.
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dife?encial do segundo grau. Medida.do afastamento aa plana
ridade (medida de curvatura) num ponto dado e segundo uma di
regao supérficial dada. Para a determinacdoc de suas relagdes
métricas, sob certas restric¢bes, & necessdrio e suficiente que
se de dé arbitrariamente em cada ponto a medida de curvatura

segundo ni{n-1}/2 dire¢des superficiais.
Explicagdo geométrica.

As variedades planas (nas guais a medida de curvatura & nula
em todos os pontos} podem ser consideradas como um caso par—
ticular das variedades cuja medida de curvatura € constante.
Estas podem ainda ser definidas pela propriedade de que as

grandezas de n dimensdes nelas contidas sdo independerites das

 posigbes (mobilidade dessas grandezas sem dilatacdo).

§5.

IIT}

§1.

§2.

§3.

Superficies de medida de curvatura constante.

APLICACAO AOQ ESPACO

Sistemas de fatos suficientes para a determinagic das rela-

¢Oes métricas do espago, tais como supostos-pela geometria.

Até que ponto & provavel a legitimidade dessas determinacgdes
emplricas, quandc se sai dos limites da cbservacio para en-

trar no infinitamente grande?

Até que ponto essa legitimidade & provavel para o infinitamen
te pequenc? Conexdo dessa questio com a interpretacao dos fe

nomencs naturais.*

*OBSERVACAO TO- PROPRIO RIEMANN - "0 §3 do Capitule ITI deve ser remanejado e
reescrito.™ S

4+
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“questionivel. Pouco apds, Einstein
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COMENTARIOS

NORMANDO CELS0 FERNANDES

Sem divida, © nosso século tem testemunhado o surgi-

mento de algumas teorias gue, dentro do dominio da Fisica inter-
pretada. como ¢i8ncia da natureza, representam verdadeiras revo-

lucbes epistemoldgicas. Assim, na virada do século, Planck {1 1

cava_as:bases da Teoria Quantica, cuja universalidade parece in-

2 . .
(2 estremecia os alicerces da

dominadofafmeéénica de Newton com o langamento da Teoria da Rela

(3y .

‘tividade ‘Restrita. Onze anos de@ois, o propric Einstein in-

corﬁoravay num formalisﬁo extfemamente avangado para a época, a
gravitagdo numa.teéria geométriéa.ao espago-tempo demoninada Teo
ria da Relatividade Generalizada_(Teoria da Gravitacdo). Esta
tedfia, gdnsiaerada por: alguns autpres'como uma das mais perfei-
tas obrés.do esﬁiritd humano,.langava a idéia augdaciosa da possi
biliéade da geometrizagdo completa das teorias fisicas. A tenta
cdo oferecida pela possibilidade da fusdo Fisica-Geometria come-
gou a tomar conta*dbs espiritos dos.mais importantes. c¢ientistas,
mesmo estando estas ocupados com problemas onde a gravitacio nio

: (4 ) . . . p :
comparec1a( ). Mas teria Einstein extraide do nada o geme  explo
sivo das novas concepgdes? Provavelmente nic. A visfo geométri

ca einsteiniana teve suas origens nas consideragdes de outro gé&-

‘nio - B. Riemann. E scbre o trabalhe fundamental do grande ged-

metré alemdo do século passado gue iremos tecer algumas conside-
ragdes. -As nossas observacdes devem ser tomadas mais camw as opid
nides de um esﬁudioso'de alguns aspectos da cobra de Riemann do
que como a andlise profunda de um especialista. Nos ndo teria-

mos a pretensao de exaurir numa seqgléncia de alguns comentarios
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a potencialidade do raciccinio riemanniano por acharmos que a ri
gueza do conjunto de idéias exposto por Riemann estravasa de mui

to a teoria da Relatividade Generalizada e deve ainda, no futuro,

servir de base a novas conceépg¢des do universo. Mesmo as moder-

nas teorias de campos ¢ particulas elementares baseadas tanto em

modelos do tipo Yang-Mills como de outros "gauges" encontram em—

‘basamento em raciocinios riemanniancs. Agui, um chamamentc & mui

to importante. Nas nossas afirmagdes nao sdo dirigidas criticas
a Einstein. Apenas achamos gue a énfase einsteiniana se centra
na Teoria da Gravitacdo e também na sua possivel unificagao com
o eletromagnetismo de Maxwell. Isso, por si sb, j& representa
uma conguista insuperdvel. As teorias de Einstein evidentemente
ndo poderiam ser perfeitas apesar de constituirem um esforgo su-
blime tantc no sentido da elevacgdo das idéias quantc no sentido

do esclarecinento dos postulados fundamentais.

Entrando na parte de comentdrios sobre a obra de
Riemann propriamente dita, & natural que se procure uma linha de
raciocinic coerente para a abordagem dos mais diferentes aspectos
geoméﬁricos sugeridos pelo eminente matematico. Nao pretendendo

repetir a profunda analise desenvolvida por WeYl(S),

a guem reme
temos ¢ leitor, onde todas as implicagdes analiticas sdo esmiuca
das e completadas, preferimos seguir uma linha conceitual, procu
rando nos éscorar, quando possivel, na seqﬁéncié historica. Nao
sabemos se iremos ser bem sucedidos, dadas a amplidao dos temas
e a complexidade das jidé&ias envolvidas, motivo pelo gqual, paro-
diando o prdéprio Riemann, solicitamos a indulgéncia do leitor. Na
impossibilidade de esgotar completamente, mesmo alguns topicos es

pecificos do trabalho, preferimos gue estes figuem como temas de

pesquisas e aprofundamentos ulteriores.

A




31,

No final do sécule passado varios livros €& monogra-—
fias foram escritos, tanto no sentido de rever o trabalho de
Riemann, como no de completd-lo. A nosso ver, um livro que sin=-
tetiza virios aspectos com bastante profundidade & o classico de
G. Verénese(G). Esse iivro sera tcmadé como ponto de éartida pa
ra oS nossos comentarios. Na pagina VIII da sua introdugao, Ve-

ronese afirma:

"As ciBncias formais sdao para nds exatas, as experi-
mentais sico mais exatas quanto mais simples e intuitivos sac. os

axiomas propriamente ditos, sobre os guais elas se apoiam, @ guan

to mais rapildamente esses axiomas podem substituir seus objetos-
mediante formas abstratas e podem se desenvolver com ¢ método de |

dutivo. A ciéncia experimental mais exata & a geometria, pois os_is'

chjetos exteriores ao pensamento, que servem para a determinacéo;
dos axiomas, v8Bm substituidos na nossa mente por formas abstratas’
e entdo as verdades dos objetos se demonstram por meio da.cembi-

nagio das formas ja obtidas independentemente do que vem. de foéi_

ra".

Colocada éa maneira como colocamos, parece gue e55a

citacdo, que resume bem o espirito da &poca, ou & uma opinifc pes
soal desse autor ou tem alguma ligacao direta com Riemann. Para
nés, nenhuma das alternativas reflete toda a verdade. Ela encar
na apenas a ambiéncia reinante.ao final do século passadq,zmé en

volvia o espirito da geometria do espac¢o. Na verdade, a origem

- . 7
empirica da geometria espacial que ja era reconhecida por Gauss()

(8)

e por Grassmann talvez tenha side discutida pela primeira vez

pPor Lobatchevsky[g}. No entanto, pode-se dizer gue foi a expe-

riéncia que forneceu aos gedmetras da antigiiidade um certo nime-

ro de nog¢des primitivas, de axiomas ou de postulados fundamentais .
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gue foram tomados por eles como base da ciéncia geométrica. A su
perabunddncia dessas nogdes e conceltos foi reduzida ao minimo
por Euclides nos seus Elementos. Mas, apesar do sentimento uni-
versal acerca dos Elementos, uma idéia devia fatalmente surgir um
dia: o qué poderia acontecer se um dos postulados de Euclides nao
fosse rigorosamente valido ou se pudesse ser substituldo por um
mais geral? Por voita de 1813 varios gedmetras, guase que simul
taneamente tiveram essa intuig¢do e, atacando mais de perto ¢ pos
tulado V de Euclides (o das paralelas), chegaram a conceber uma

doutrina gue pode ser chamada de anti-euclidiana, ou de geametria
{10)

astral e finalmente de ndo-euclidiana Mesmo antes da data
citada, indmeras tentativas tinham sido feitas, no sentido de, ou
negar o postulado ou chegar a prova-lo como conseqiiéncia dos ou-
tros postulados. O proprio Gauss, a partir de 1792 ocupcu-se des
se_pfobleﬁa chegando d convicgdao de que o célebre postulade nao
estava'contido na nogdo classica de linha reta e que, abandonan-
do-o, éodia—se estabelecer uma geometria mais geral gue a de
Euclides e ainda perfeitamente rigorosa. A partir de 1813 Gauss
pafecia perder toda a hesitacdo e comecava a conceber um projeto
de-exposic&o dé nova geometria. No entanto, talvez por temer a

incompreensao, Gauss nada publica.

De 1815 em di;nte, comecam a surgir resultados sobre
a nova geometria, independentes do postulado V. Na Universidade
de Kazan, Riissia, Nicolas Lobatchevsky e em Temesvar, Hungria,
Jean Bolyai, independentemente, apresentam conclusdes importan-—
tes. J. Bolyai, numa carta a seu pai, Wolfgang Bolyai (que fora
seu primeiro mestre) anuncia que "havia descoberto coisas maravi
lhosas e qﬁe as havia tirade do nada". 0s seus resultados cons-
tituiram um dnico trabalho gue acabou sendo publicade como um a-

péndice a um tratadc escrite pelo pai. Depois disso {1832}, J.

RS
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Bolyail segue a carreira militar e abandona as pesquisas geométri

cas.

Por -outro lado, Lobatchevsky, com perseveranca e fi-
brarincdmuns,_continua seu trabalho incessante. Abandonado sozi
nho na luta, ndo se deixa esmorecer e continua a defender a nova
teoria. Durante um guarto de -século seus trabalhos vao apéreceg
do. Realmente. um munde novo aparecia, onde a soma dos &dngulos
ada ﬁm_triéngulo, em oposigdo . a Buclides, podia ser mencor do que
dois angulos retos. Essa soma-tambéﬁ podia variar. Esses resul
tados abriam uma nova visao e_davém lugar & pergunta: gqual das
duas geometrias, a de Euclides. ou a nova & verificada experimen-
talmente no espaco £isico? Surgia assim a nogido de uma gaﬁmtria

fisica. Lobatchevsky tentava encontrar um embasamento fisico de

‘suas hipdteses, olhande para medidas astrondmicas. Os resultados

nao foram animadores. Mas nem ppt-isso a importancia epistemold
gica da postura cientifica dOS'fuhdadores das geometrias ndo-eu-
CIidianés deixa de ser fundamental._ A atitude decisivamente en-
pirista em face a geometria, atitude essa gue se confrontava com
o posicionamehto kantiand, abria uma nova visio cientifica, per-

feitamente de acordo. com a citagéd_acima de Vercnese.

.Neste ponto, sem;qﬁereﬁrentrar numa polémica filoso~
fica, o gue nos afastaria muito das- finalidades. deste panfleto,
somente citamos alguns posicionamentos de élguns pensadores e dei
xamos ao leitor a tarefa de tirar conclusdes. Alguns auﬂnes(11)
situam os fundadores da nova geometria entre os filosofos positi

(9)

vistas. Outros , atribuem uma posicdo totalmente materialista
a Lobatchevsky. Essa, a nesso ver, & uma guestdo profunda cuja
resposta apresenta implicacdes gnoseclogicas bastante grandes.

Se por um lado, no comegc do século XIX o positivismo avangava bas-
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tante suas fronteiras, convém notar que a obra basica de Comte

{(12)

56 surgia em 1840 . enquénto que, por outro lado;na mesma épo

.ca, cristalizavam-se os fundamentos do materialismo dﬂﬂético“3].

Essa anialise deve ser completada por especialistas. Né;, adotan
do takvez uma atitude conciliatéria entre os dois posicﬂwmmentos
e ndo querendo fugir do tema central a que nos propusemos, prefe
rimos ver Lobafchevsky como um quebrador de preconceitos. Agui
uma’.ressalva & fundamental. Kant, como todo- génio, se por um la
do, na Critica da Razdo Pura sustenta a validez absoluta de to-
dos os postulados de Euclides, por outro iado, depois(14) pare-

¢ia ndo ser contridrio i idéia da existéncia de varias geametrias.

Como uma obsepvagéo final desta partée dos comentirios,
vamos mencionar a critica ao chamado postulade do plano de Eﬁclé
des: "uma reta que tem dois pontos cémuhé com um pléno, pertence
a esse plano". O préprio Gauss reédnhecia uma imperfeicao ﬂeése
enunciado pois ele contém a definicio do plano completo. Essa de
finicdoc contém mais do que o necessario para a definigso de uma
superficie. Ela envolve tacitamente um teorema que deve ser de
monstrado. A demonstracdo dessa preposicido, dentfo do esquama eu
clidiana, reguer a introdugio de um espaco éom mais Ge txés di-
mensSes, o gual podemos construir sem, no entanto,‘délé fazer uma
observagdo direta. =Situagdes como essa que, mesmo dentro da geo
metria elementér, exibiam a falta .de uma maior DBase cilentifica

. 8
para a geometria, levaram Grassmann( !

a afirmar: "Quando wn axio-
ma pode ser omitide sem a introdugfo dum novo, isso deve ser fei
to ainda gque ds custas duma transformacio completa da ciéneia,
peis com uma tal omissdc a ci&neia, na sua esséncia, ganha em sim

plicidade".
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Sentindo a nebuloéidade gue envolvia os fundamgntos
da geometria, nos quais a nogao de espa¢o, as primeiras proposi-
cbes, as construgdes mais simples, eram consideradas como dados
a.priori, sem gquestionar a eventual independéncia e a compatibi-—
lidade dos axiomas, Riemann impde & Geometria uma visdo nova, ori

ginal e profunda.

Cumpre ressaltar que Riemann & o primeiro gelmetra
que, analisando profundamente as bases da geometria, rampe os viB

culos com a geometria de Euclides. Para isso ele parte, desde o

inicio, de nocdes analiticas. e de propriedades diferenciais de.

eépagg;p

Como j& no comego Riemann chama a atengdo para a con

ceituacio. de variedade (Mannigfaltigkeit) vamos tentar agul.expor

sy a nogae geral de variedade

(16)

um pouce da teoria desses entes
& bastante dificil de ser definida com precisdo Uma super—
fiqie fornece a. idéia duma variedade bi-dimensional. Se tomamos,
éor exemplo, a superficie de uma esfera ou de um toro, pakmps dg
compor éssa superficie num numero finito de partes de tal modo
que exista uma representagdoc biunivoca de cada uma dessas partes
sobre uma regido simplesmente conexa do plano euclidiano. Seguin

{16}

dd Cartan podemos precisar ainda mais essa nogdo, chamando de
Pu. um ponta gualguer da variedade, definindc nas vizinhancgas de
Py um sistema de coordenadas {u,v) tal gue: se (uy,v,) sdo as
.éoordenadas de Py, existe um nGmero positive r gue satisfaz a

seguinte.propriedaae. Todo sistema de nameros {u,v) satisfazen—

do 3 desigualdade
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constitui um sistema de coordenadas de um ponto e de um S0 ponto
vizinho de P, sobre a variedade. A reciproca deve ser valida:
numa vizinhanga suficientemente peguena de Py, todo pontoc P tem

coordenadas que satisfazem essa desigualdade.

hs superficies da esfera e do toro sdaoc variedades bi
-dimensionais sem fronteira. Um cilindro de revolugéo; um para-
boldide hiperbblico sdo variedades bi-dimensionais abertas (com
fronteira no infinito). Uma folha de um cone de revolucio, eX-
cluindo-se o vértice, constitui uma variedade com uma fronteira

no infinito e uma fronteira & distincia finita (o vértice). O vo

lume interior a uma esfera constitui uma variedade aberta tri-di

mensional, a fronteira sendo a superficie esférica. Se tomamos

esse volume e a ele adicionamos a superficie esférica, temos uma

variedade tri-dimensional fechada.

Em geometria diferencial, uma regiéo de superficie &
simplesmente uma multiplicidade =? , em correspondéncia biunivo-
ca continua com os pares de nimeros (u,v) de um certo campo. Po
de-se mesmo dizer que a prdpria superficie & constituida por es-—
ses »? pares de nimeros para as quais-vale-a formula para o ele
mento linear ds? = Edu® + 2Fdudv + Cdv?® que define a distdn-
cia ds entre dois elementos infinitamente vizinhos(17). Dessa
expressio se calcula o comprimento. de um arco finito por meioc da
2

integragdo. Nessa multiplicidade «°, variando a expressio do e

lemento linear ds, isto &, variando as funcdes B, F e G de

{u,v), vamos ter uma variagaoc da determinacio métrica (Masshbes-—

timmung)} ou, brevemente, da métrica. Esse procedimento pode ser
repetido para grupos de 3, 4, n nOmeros, levando a multiplici-
dades =% , % , ... ,mn e temos, portanto, espagos de 3, 4, ...,n

dimensdes, esses também podendo apresentar infinitas métricas.
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Pode-se igualar o elemento linear i raiz quadrada duma forma di-
ferencial das n variéveiﬁ ou a uma expressac conveniente de ou-
tra forma. Essas possibilidades Riemann também deixa em aberto.
A métrica euclidiana do espago ordindric & somente uma dentre es
sas infinitas possibilidades, no caso tri-dimensiocnal. Ela & a
mais simples, mas a certeza que ndés lhe atribuimos, ainda que se
ja dificil decidir por outra nos limites dOSanSSOS campos de ob
servacao, sb pode ter um caridter empirico. BAgui ji se v& o quio
fundamental & a posigdo filosdfica de Riemann, ao se apoiar no
comportaménto infinitesimal para a definicac de entes matemdti-

COS.

Entdc, j4 na introducdo Riemann admite a possibilida

de de infinitas geometrias: a geometria do nosso espago tri-dimen

sioral usual deve ser distingiliida das outras geometrias das infi
nitas variedades tri-dimensionais somente por meio de dados expe

rimentais.

Antes de prosseguirmos a an&lise sobre outros aspec-
tos do trabalho de Riemann, gostariameos de nos deter um pouco nes-—
te ponto, Dentro do espiritc riemannianc, o nimero n de dimen-

sbes fica em aberto. Uma variedade genérica 4-dimensional também

‘'seria passivel das mesmas consideragdes. Poig s3o justamente es

sas variedades que constituem o substratum das teorias relativis
ticas. E claro que a distingac do espage fisico 4-dimensionsl das
demais variedades 4-dimensionais ndc pode ser feita por métodos
diretos de observagao. No case de 2 ou 3 dimensdes, mesmo Lobatchevsky
em out:o contexto, tentou encontrar justificativas baseadas em
dados astrondmicos para sua geometria. Em 1911 Einstein teve a
grande idéia de associar a geometria do espago-tempo guadri-di-

mensional com a matéria. As leis e axiomas gue surgiam dessa as
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sociagdo & que iriam permitir que a escolha da métrica fosse a
melhor possivel. A determinagio empirica entrava via gravitacio
e seus efeitos. Isso sem falar na determinagic anterior contida
nas equacoes de Maxwell e na relatividade restrita. Maé come nes
Se casoc a geometria & plana, a presenca das idéias de Riemenn nio
aparece tdo nitidamente. Convém lembrar que, guando para os fi-
sicos, mesmo o nimeroc 4 de dimensdes se mostrou insuficiente, fg
ram'por eles consideradas variedades cém 5 ou mais dimensaeé. Co
mo exemplo, temos o modelo de Einstein—Kaluéa—Klein gue nos dias
de hoje esta reaparecendo, fantasiado de um modo ou de catro, mas
com bastante vigor. Sobre este e outros aspectos iremos retor-
nar mais tatde, inclusive sobre a nota de rodapé colocada pelo
proprio Riemann no seu sumdric, quando diz que agquele pardgrafo
do Cépitulo IIT deve ser reescrito e rearranjado. O gue serda que

ele tinha em mente?

Mas voltemos ac gue diz Veronese no apéndice histéri
co do seu livro. Se o leitor estranhar nossa insist®ncia em ci-
tar Veronese, vale a pena esclarecer que esse gedmetra, além da
autoridade de gue desfrutava na -época, .-era -auvtor de um sistem geo
métrico préprioc com varias unidades de medida e no livro citado
apresenta ¢ -estudc completo de uma variedade 4-dimensional den-

tro da chamada geometria geral.

Ele critica Riemann por algumas obscuridades e inde—
terminagdes, chegando mesmo a afirmar que Riemann deveria trans-

formar radicalmente os primeiros pardgrafos por inteiro.

Em primeiro lugar, & criticada a definiclo cbscura de
grandeza oferecida por Riemann. De fato Riemann diz "RBufeinanderlegen
der zu vergleichenden Grdssen" {superposicdo das grandezas a se—

rem comparadas) e também que a medida requer "ein Mittel die eine
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Grosse als Massstab auf die andere fortzutragen" (um modo de usar
uma grandeza como um padric para a outra); Veronese clama entao
pelo fato de Riemann, sem dar nenhuma explicacéo, adotar o con-
ceito. de movimento de corpos rigidos em variedades puramente abs

tratas.

Em seguida, diz Veronese, "ele parte das idélas de con
tinuidade e do discreto sem defini-las (I, §1)}, mas admite tacita
ménte depois como conhecidos. tanto © continuo numérico camo a con
tinuidade das fungdes em-geral (II, §2)". Aqui, sem deixrarmos de
dar razdo a Veronese, preferimos atribuir 4 genialidade intuiti-
va de Riemann o enunciado dessas nog¢oes. Genialidade também ma-
nifesta quando ele supde a variedade unidimensional {einfache
ausgedehnte Mannigfaltigkeit} como sendo distingliida pelo fato de que
partindo de um elemento (ponto) € possivel um avango (Fortgang)
continuo segundo dois sentidos (Seiten), para a frente e para
tras. Ele nem definia o que gueria dizer com sentido, nem com pa
ra a frente (vowdrts), nem com para tras (riickwdrts) numa tal va
riedade. Essas definigdes, bem como a prova de que toda varieda
de unidimensional & orientdvel, s vieram a aparecer bem depois
de sua morte, grag¢as aos trabalhos de Hausdorff, Dedekind e ou-

tros(18).

Em {I, §3) ele fala duma porgido variavel (verandexliches
Stlck) de uma variedade unidimensional sem mencionar o gue & en-~
tendido. por Eo;cao. Depois de mostrar como & gerada uma varieda
de n—dimenéional, demonstra que um elemento deséa variedade fica
determinado ;.):or n grandezas contimuas independentes X1, Xz, ... x, €
também a reciproca, de que I grandeZzas X, Xz, ... P X determi-
nam um inrico elemento da variedade. . Ele supte entdc claramente
uma correspondéncia continua entre os elementos da variedade e o
continuc aritmético: a uma variacdo infinitésima do elemento da

variedade corresponde uma variacdo infinitésima do continmuo X1, %z, ... r Ko

.40.

Esta pode ser tomada comc a primeira hipotege de

Riemann. WNo capitulo II ele escreve explicitamente que o verda-
deirec carater {wesentliches Kennzeichen) duma variedade n-dimen-
sional & a determinacidc de um elementc seu {(posigdo) por meio de
n grandezas (coordenadas). Agui, por acharmos que o assunto &
demasiadamente importante, vames neos deter um pouco mais. Por
mais intuitiva gque possa parecer a fixagao do nimero de dimen-
sbes duma variedade, especialmente para o fisico, gue adota esse
nimero como sendo o nimero de pardmetros necessirios para a de-
terminagio de cada elemento do sistema em estudo, um cuidado a

mais deve ser tomado(19).

Uma descoberta fundamental feita por G. Cantor estre
meceu por algum tempo a confianga depositada em tal definigéo; e
se pudemos restaurar essa confianca, ainda gue de modo ja um pou
co diverso, foi gracas & introdugao da nogdo de continuidade na

defini¢do do numerc de dimensées. G. Cantor(zo)

demonstrou gue
se pode estabelecér uma correspondéncia pontual biunivoca entre
ur guadrade e um intervalce duma reta, ou seja, entre o plano e a
reta. A partir dessa correspondéncia, podia-se determinar a po-
sigac dum ponto M dum plano P a partir da posicac m sobre uma
reta D que correspondia ao planc P. Entd3o, a posigido do ponto
M no planc P podia ser determinada por um Unico parametro, ou
seja, a abcissa do ponto m sobre a reta D. Ora, intuitivamen-
te o espago do plano & um espago mais rico que o espaco duma re-
ta. E a andlise de Cantor provava gue esses espacos tinham exa-
tamente ¢ mesno nGmero de pontos: dando nomes diferentes a cada
ponto da reta (a aritmética fornecia esses nomes a partir dos nid
meros reaié), esses nomes eram sqficientes para designar sem am-
bigiidade todos os pontos do plano. Com isso, o planoc era rebai

xado 4 categoria dum espaco unidimensional. Chviamente os mate-

LY
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maticos nic podiam aceitar uma conclusio tio oposta & nossa in-

tuigde. Vamos agora citar uma frase de M, Fréchet(19}

que situa
bem esse impasse mas gue pode ser colocada como um posicionamen-—
to gnoseolégico face a cutras situacdes em cidncia: "A atitude
dos matemiticos com relagdo ac problema de Cantor nos mostra mais
uma vez gque eles obedecem,_muitas vezes inconscientemente a esta
lei: se & preciso desconfiar da intuicdo no estabelecimento da pro
va, & a intuicdo e ndc a logica gue deve nos guiar na diregic a
ser seguida nas nossas pesqguisas. Entre duas definigdes, uma de
las, vaga, intuitiva, fornecida pela experidncia; a outra preci-
sa e rigorosa, & & primeira que devemos nos amarrar, Se as conse
giiéncias da segunda mostram gue ela rfoc se limita a dar uma Ffor-
ma matematica precisa 3 primeira, se ela a altera de modo essen-—

cial™,

Para achar a solugdo do impasse de Cantor n3o foi pre
¢iso procurar demais: a correspondéncia de Cantor era biunivoca,
mas ela ndo era bicontinua e nem mesmo continua. Quando o ponto
m percorria a sua reta D, sempre no mesmo sentido, o pontc cor-
respondente M no plano P efetuava uma danga cattica, saltando

instantaneamente de um pontc de P a outro'ponto completamente a

fastado.do primeiro. 0 planc P ficava totalmente revirado pela
correspondéncia: ndo era mais um plano e sim um caos de pontos.
Certa vez ouvimos um matemdtico se referir ac "plano satinico de
Cantor™. Para maiores detalhes sobre essas transformacdes nio

continuas, remetemos a O. Chisini(zl).

A definig¢io do nimero de dimensSes, depols dessas dis
cussdes, passou a ser um tema importante de pesguisa. Poincare
formulava uma hipdtese topoldgica gue permitia a passagem de n

a n+1 dimensdes. O importante & gque sempre o nimero de dimenw
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sGes seria um nimero inteiroe. Hausdorff(zz), ainda gue de modo
mencs intuitivo que o de Poincard, admitia uma escala continua de
nitmero de dimensdes. Olhando pela primeira vez, este parece ser
um problema puramente académico. WNo entanto, os fisicos vio mais
além. Recentemente, Giambiagi(ZB), no contexto da teoria de. canm
pos, verifica que alguns resultados surpreendentemente bons sido
encontrados gquando o niimero éue representa as dimensdes duma va-
riedade pode assumir valores continuos como um parimetro. Esse
conceito bastante contraintuitive deve merecer a atencio de al-
guns pesquisadores numa profunda revisic da definicio de dimensio

nalidade. Por enquanto, vamos citando Poincaré(24):

"Se um re-
sultado tem um valor, esse apareée quando se verifica que elemen
tos conhecidos hd muito tempo, mas até entdo tidos como esparsos
e estranhos, podem ser relacionados. O, resultado novo introdué
subitamente a ordem onde havia uma aparéncia de desordem. Ele de

ve também nos fornecer uma visio de conjunto desses elementos e

os papéis que eles desempenham nesse conjunto”,

Na sga primeira'hipétese, Riemann ndo supde a neces-
sidade da continuidade da correspondéncia entre os elementos da
variedade e os sistemas de valores de continuo Xy s Xgpeee, X . Des
sa manéira, o nlmero de coordenadas reais. independentes e conti-
nuas que servem para a determinacio dnica e completa dos elemen-
tos duma wvariedade n—dimensionél, pode ser reduzido a um nimero
arbitririo :de pardmetros. No entanto, as conseqiencias ulterio-
res nos levam a’crer que Riemann tinha a intuicic dessa continui

dade.

A segunda hjpdtese de Riemann diz respeito 3 indepen

déncia do comprimento de linha com a posi¢do e ele mesmo diz que

"toda linha & mensurdvel por intermédio de outra linha"”. Para a
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determinacdo da linha, Riemann admite gue as coordenadas de seus
pontos devem ser Funcdes de uma varidvel (pardmetro). Essas fun

cdes devem ser tais que as linhas representadas por elas sejam

mensurdveis por uma gualquer dessas fungdes. Essa hipdtese néoc

mantém. a rigidez e sim a conservagao do comprimento da linha.

A terceira hipdtese de Riemann impde que o comprimen

to de um elemento nao varia, a menos de infinitésimos de ordem
superior, quando todos os pontos do elemento sofrem um deslocamen
to infinitesimal, ou quandc as coordenadas Xy recebem incremen

tos infinitesimais.

A quarta hipotese de Riemann impde que o elemento 1i

near ds seja essencialmente pesitivo; seja nule somente quando
se anularem simultaneamente todas as diferenciais dxi e perma-

neca inalterado quando todas as diferenciais trocam de sinal.

Agora ja& temos nas mios os ingredientes necessirios
para o tratamento do caso mais simples consideradc por Riemann:
colocamcs ¢ guadrado ds? do elemento linear igual a2 uma forma
diferencial guadratica nos x; 3 dsz=izkaikdxidxk,
ficientes aik sendo, na regido considérada, fungdes reais, fi-
nitas e continuas dos X - 880 também funcgdes deriviveis. Su~
poe-se também que a forma seja sempre definida e positiva para e
vitar que o elemento linear tenha comprimentc nulo ou imagindrio.

A fixacio desta determina¢do métrica depende da escolha das fun-

cdes aik(xl . Como temos uma forma binomial, deveriamos ter n?

~ P R .- . - n
fungdes possiveis, mas impondo ja uma simetria, teremos (2+1) =

= ni{n+1)/2 funcoes. Mas podemos ainda reduzir esse nGmerc, es-

colhendo n fungoes independentes arbitrarias. Ent8o, na verda-

de, temos que determinar nin-1)/2 = (2} fungobes de posigido pa

ra fixar a métrica. Escolhendo essas fungdes, podemos calcular

com ©s coe
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o comprimento de um arco finito de uma linha por meio da integra-—
gdo, colocando a expressdo da linha en forma paramétrica. Pode-
mos entlc formar as equacdes diferenciais para as linhas de mais
curta distincia (kiirzesten Linien) que seraoc as geodésicas. Ca-
da linha geodésica fica determinada, dadas as coordenadas de um
ponto pelo gual ela passa e sua diregdoc nesse ponto, isto &, for
necendo um grupo de valores simultinecs dos x, e das relagdes
mituas das diferenciais primeiras nesse ponto. Vamos ilustrar es
te raciocinio com uma interpretagio cinematica bastante simples.
Um ponto gue se move sobre uma superficie somente sob o efeito
duma velocidade inicial (n&o ha forga) descreve uma geodésica des
sa superficie, com velocidade constante. Vamos generalizar um pou

(25)

co esta afirmagao Vamos supor um sistema de pontos, todoes
com a mesma massa e cada um com uma dada velocidade inicial. So
bre esse sistema ndo estdo agindo forg¢as. Se representamos esse

sistema analiticamente por meio das coordenadas de Lagrange, c

movimento serd uma geodésica de um espago S. Nesse espago, 6]
comprimento de arco se identifica com o proprio tempo. Resumin-

do, a sucessio das posigdes do sistema com o correr do tenpo se-

rd a sucessio das posicdes de um ponto sobre uma geodésica de S.

Depois desta ilustragdo, vamos voltar ao problem das
geodésicas e ver come Riemann define curvatura. Como vimos, uma
linha géodésica fica determinada guando se fornece as coordenadas
de um ponto pelo gual ela passa e a diregao que & especificada pe

las razoes entre as diferenclais nesse ponto. Como inicie, wva-

mos adotar o procedimentc de Riemann do capitulo I, §3. Num da-
do ponto (x) da variedade, as dire¢les gue saem desse ‘pontotze,
constituem uma multiplicidade =t . Chamamos de "feixe de di-

regdes” aquelas que correspondem a incrementos das coordenadas

do_tipo dxy = Ad;x; + ud, X{ , COm A, 1 pardnetros homogénecs

A




‘algebra-exterior pode ser vista em Cartan
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e &; e d, diferenciais correspondentes a duas diregdes arbitra
rias a partir éo ponto (x}. As =! geodésicas que passam pelo pon

1

to (2} segundo as «* dire¢Ses de um feixe formam uma superficie

agora como variedade =?, que terd um elemente linear que sera
fungdo das coordenadas da variedade original, desde gque es-
Ccrevamos essas coordenadas em funcdo dos dois pardmetros da varie

dade w?

de geodésicas. A curvatura o desta superficie no pon-
to (X}, gue se.deduz do elemento linear em duas varidveis, & cha
mada por Riemann de medida de curvatura, ou simplesmente curvatu
ra do espacc no ponto (x)} segundo a orientacio considerada. Ana

liticamente, a curvatura pode ser expressa como a razao entre daas

formas gquadrdticas das variiveis

d, ¥, 4y x4, % 4, %y

Pik ds - ds ds ~as

que sdc . as ‘coordenadas de Grassmann da orientagdo. E interessan

te notar gue as coordenadas de Grassmann, queé agui -sdo introduzi

das apenas como um modo de exprimir a curvatura, Comecaram, nos
Qltimos anos, a exercer um papel fundamental para as teorias de
(27} '

Superespagos e Grande Unificacao A equivaléneia entre es-—

sas coordénadas antisimétricas e o formalismo dos bivetores e a
(16}

Antes de passarmos a outras consideracbes scbre a mé
trica, athamos opeortunc aqui dar uma imagem geométrica simples da
curvatura riemanniana gue nao nos aparece bastante explicita no
préprio-te#to. Essa interpretacgédc & baseada no famoso teorema de
Gauss sobre a sowma dos angulos de um trifngule geodésico numa va

riedade qualquer(16).

Consideremos sobre uma superficie o ciclo formado por

um trifngulo geodésico infinitesimal abe. Vamos considerar o
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planc tangente ac vertice a . Desenvolvendo esse tridnqulec so-
bre o plano tangente, vamos obter um tridngulo retilineo ABCa,
sendo- que, por enguanto a I A, aproximadamente. O lado AB pelo

qual comegamos o desenvolvimento & tangente ac lado ab do trian

‘gulo gecdésico. DPara fazer com gue o lado AC figque tangente ao

lado ac, € preciso girar a direcdc de AC (fechar o trifngulo re
tilineo) de um dngulo olAc, onde o & a curvatura e Ad & a
éréa do trifngulo geodésico. Ora, no desenvolvimento, os dngu-
los 8 e € sfo conservados. Dessa maneira, o &ngulo A& do triin

gulo retilineo fica, pertanto, sendo igual a n-8-8 . Transpor

tande para o tridngulec geodésico, encontramos entio:
T B - & +oolhc = A

donde, seguefse 0. teorema de Gauss
a+b 8 -7 2 ano .

:Ne caso particular da.esféra de raic R ,Vo primeifo
menbro, gue expressa © -eXcessc angular esférico &, efetivamente
igual & drea do triingule dividida por R® (para a esfera a=1/R?).
A curvatura de Riemann num ponte gualdquer dumaqéuperficie (o dun
espago riemanniano-qualquer.bi-dimensional).pode, portanto, ser
definida como o limite da razio (4+B+&-7w)/A0 onde 4&,5,8
sdo os-dngulos dum triénguio-géoaésico infinitesimal da area Ag,

tendo o ponto a coincidinde com o ponto escolhido.

Geometricamente, pode-se imaginar gue as (2 } fun-
¢oes de posicdo, das quais depende a métrica, sejam as curvaturas
{16}

do espag¢o num ponto, segundo esse mesmo numerc de diregdes
As diregdes s8o escolhidas de modo arbitrario. Assim, conheci—
das para um pontc as (g) curvaturas, ficam conhecidas as curva

turag também para as outras diregdes e, portanto, fica determina
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da a métrica inteira.

Um caso muito importante abordade por Riemann ocor-
re guando a curvatura o tem um valor coastante para qualqﬁer
ponto e gualguer conjunto de direcoes. Esse & um espago COm CuUX
vatura constante. Para ele é possivel a escolha de coordenadas

x. de tal forma que o elementc linear seja
1
as® = rax}/(1+a/4Ixf) .
E facil de ver que para todas as variedades com cur—

vatura constante e, também, para as superficies com curvatura cons

tante existe uma propriedade caracteristica: duas regites conve-

nientes das variedades com curvatura constante podem ser aplica~ .
das uma sobre a outra. Isto quer dizer gue essas regioes podem

ser‘superpostés por simples deformacdo desde que os comprimentos

nad se alterem. Elas sao variedades isométricas, Para varieda-

("3t

trog. Podemos, por exempld, fazer coincidir 2 pontos arhitririos

des. n-dimensionais, essa superposigio depende de

das regides consideradas e nessas regides definimos dois grupos

arbitrarics de (2)- direcoes mutuamente ortogonais. Isso equi-

vale a dizer que numa variedade com curvatura constante as figu-

ras podem se: mover livremente, conservando distancias e dngulos.

Dentre as variedades com curvatura constante, Riemann
considera também o casc onde essa curvatura @ nula em todos os
pontos e segundo (2 ) orientacdes genéricas. Essas sdo as va-
r;edades-Elanas para as quais o elemento linear assume a ferma

ds? = def , como em gepometria euclidiana.

Na derradeira parte de sua monografia, Riemann apli-

ca os conceitos e os resultados obtidos anteriormente  aoc estudo

parame
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do espago ordinario tri-dimensional. Aqui pode-se notar o guan-

to de especulative e de intuigao guiava o raciocinio riemamniano.

E tal a rigueza de idéias apresentada nessa parte gue sobre ela

poderiamos nos alongar o quanto quiséssemos. No entanto, vamos

nos restringir a alguns aspectos que, apesar de na3o apresentarem
uma visdo completa do profundo raciecinio de Riemann, pelo menos
nos parecem pertinentes ao estudo da Fisica atual. Inicialmente,

Riemann admite como dados experimentais:

a) gque o espag¢o ordinario seja uma variedade tri-dimensional;

b) gque a distincia seja tal que o quadrado do elemento linear ds?
possa se exprimir como uma’ forma diferencial guadratica defi-
nida.positiva nos x,. Essa hipdtese equivale a admitir a va
lidez da geometria euclidiana num dominio infinitesimal, onde
os cqeficientes ag podém ser tomados como constantes, o que
acarreta a redugidc da forma diferencial a uma soma de quadra-
dos;

c) gue as figuras podem se mover livremente, isto &, que com um
movimento podemos justapor dols pontos arbitrarios e, com eles,
dois triedros ortogonais arbitririos corientados com mesmo sen

tido, ligadeos aos dois pontos arbitrdrios.

A sua conclusdo € Sbvia: o espago ordindrio é uma va
riedade tri-dimensional com curvatura constante. <Como a curvatu
ra & expressa como o inverso do produto dos dois raios principais
de curvatura o *# 1/RiR: , ele admite, raciocinandc sobre medi-
das astrondmicas efetuadas sobre trifingulos de grande extensdo,
que o valor absoluto da curvatura o ndoc pode diferir sensivel-
mente @e Zero. Ficava.muito dificil decidir com seguranca o va-—
lor de o § 0. & hipbtese =0 conduzia 4 geometria euclidia

na. Nessa geometria, o espag¢e ordindrio seria uma variedade tri

—dimensiocnal plana. Para a<0, teriamos a geometria .de

sv

-4
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Lobatchevsky. Finalmente, para o >0, via-se o surgimento do
que mais tarde passou a se chamar de geometria riemanniana. Nes
sa tiltima geometria & gue a distingdc entre ilimitagdoc e infini-
tude se torna essencial. Riemann cbserva que se o >0, © espa-

¢6 se torna ilimitado, mas finito, o gue cocorre, por exemplo, no

cago - da. geometria sobre a esfera em duas dimensoes. Para dar uma

" visdo mais intuitiva, nessa geometria o papel desempenhadeo pelas

"rétas" seria substituido pelo de curvas fechadas, como das cir-
cunferéncias. Essa questdo, que nos lembra o ponto de vista da
geometria projetiva, permite uma abordagem bastante ampla da geo

metria. riemanniana..

Mas o capitulo III das HipOteses nao se resume ape—
nas na definigdo da nova geometria. A frase de abertura do §3:
"as questoes sobre o infinitamente grande s&o inlteis para a ex-

plicacio da natureza", que viria a exercer grande infludncia so-

bre os pesquisadores subseglietites a Riemann, desde Beltrami(zs)

(2)

até Einstein , abriu caminho a longas polé&micas, algumas das
quais ainda em discussdo. Vamos procurar nos fixar na Teoria da
Relatividade Generalizada. Segundo V. Fock(zg) desde que uma teo
ria universal da gravitacdo nao cabe dentro do esguema de um es-
pago uniforme de Galilei {euclidianoc ou pseudo-euclidiano), & ne
cessario abandonar a uniformidade do espa¢o.como um todo, adotan
do a uniformidade somente nas partes infinitesimais. No entanto,
& preciso ter cuidado com a conceituacido do espago como um todo.
Para construir uma teoria da gravitacldo ou para formular uma teo
ria fisica ries moldes da teoria de campos, o estudo local do es-—
pégo e do tempo'mostra-se insuficiente. De um modo ou de outro,
temos: de Caractefizar as propriedades do espago como um todo, sen
do esté, pensado como uma regidc tac grande que nos seus contor-

nos 0S campos podem Se tornar despreziveis. Isso deve ser feito
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tendo em vista a unicidade das solugdes dos pfoblemas propostos.
Esge racioclinio torna-se claro guando consideramos as eguagoes
dos campos como eguagdes diferenciais parciais, as solugdes das
quais sendo ﬁqicas, somente quando condigdes iniciais, ou ao con
torno, ou eguivalentes, sdoc fixadas. As equagoes de campos e as
condigdes ao contorno estdo ligadas de modo indisseoliivel e as il
timas nao podem, de modo algum, ser consideradas menos importan—
tes gue as primeiras. Portantc, em problemas relacionados com a
espago como um tedo, as condicdes ao contorno se referem a re-
gldes distantes e sua formulacdo impde um conhecimento das pro-
priedades globais do espago. Neste ponto, para ndo fugir ac nos
so escopo de comentar a obra de Riemann, remetemos o leitor a li

teratﬁra(30)'(31).

"Mas tudo se passa diferentemente com as guestoes sg

‘bre o infinitamente pequeno”, afirma, em sequida, Riemann. O gque

seria, para Riemann, a geometria do infinitamente pequeno? Ele
mesmo admite como licita a idéia de qﬁe as relacdes métricas do
espaco no infinitamente pegueno ndo estdo de acordo com as hipd-
teses da geometria. Desse desacordo poderia surgir uma explica-
¢io mais simples dos fendmenos. Para ele, mesmo as nogdes empi-
ricas sobre as quais se fundamentam as relagbes métricas, como as
definigdes de corpo sdlido e de raio de luz, perderiam sia vali-
dez. Dagui, um ¢ritico menos cuidadoso e mais apaixonado poderia
deduzir uwma clarividéncia de idéias relativisticas. Nesse plano
hipotétice também seria Gtil relembrar a frase de Ieﬂxﬁz(3a: "To
da grandeza matemidtica que decresce passa, antes de cessar de e-
xistir, por um'estado.particular tal que nada menor gue ela exis
te; & o atomo dessa grandeza, que contém em substancia, e no es-

tado mals reduzido possivel, toda a série de propriedades gque a

analise vira a deduzir em seguida". Sem procurarmos nos alongar
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mais sobre essas conjecturas, deixamos, entretanto, no ar a per-

gunta: até gue ponto a conjungao dessas especulagdes influencia-
ram as modernas teorias de unificagaoc de campos (do tipo Einstein-
Kaluza-Klein} que chegam a incluir dimensdes escondidas (ou "en~
roladas" dentro de um volume com as dimensdes do comprimento de
Planck}? £ claro que a resposta a. uma pergunta como esta & ex-
tremamente complexa e demandaria uma revisdo de todo o desenvol-
vimento histdrico da teoria de campos. Inumergs caminhos foram
sequidos, alguns com sucesso, outros hido. Na seqgligncia, iremos
alinhavar os tragos fundamentais de algumas poucas linhas segui-

das.

Outra frase de Riemann gque nes chamou profundamente a
atengdo, pelo fato de estarmos envolvidos no memento com pesgui-

sas similares(33,,

& a seguinte: "E sobre a exatidido com a qual
nds sequimos os fendmenos no infinitamente pegueno que repouss es
sencialmente nosso conhecimento sobre suas relagdes causais". Es
sa. afirmagdo, colocada assim de modo geral, parece contradizer a

primeira vista o posicionamento kantiano sobre a causalﬂkﬂe‘34):

"E, pois, sempre relativamente a uma regra segundo a
qual sic os fendmenos determinados em sua sucessdo, quer dizer,

tal como se dao, pelo estado precedente, gue dou d& minha sintese

subjetiva (da apreensio)} um valor obijetivo; e s scb esta suposi

cio & possivel: a mesma experiéncia de algo que sucede.  Isto cer
tamente. parece. contradizer todas as observagoes que sempre s5e £i
zeram sobre a. marcha do nosso entendimento. Segundo aquelas ob-
servagdes, sO pela percepgac e comparagac de muitos eventos gue
se verificaram sucessivamente de um modo uniforme, com fendmencs
antecedentes, € que descobrimos uma regra, pela gual certos even
tos seguem sempre & certos fendmenos e que estabelecemos o con-

ceito de causa'.
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Nesta citagéae de‘Kant, fica bem clara a distingdo e-
pistemclogica entre os dois empregos da palavra "regra". No pri
meirc sentido, a regra seria fixada "a priori" e dela decorreriam
as observagdes que nos levariam ac nexo causal. No segundo sen-
tido, a régra seria subtraida do conhecimento empirico. 0 pro-

(33)

prio Kant mais adiante, torna mais enfatica a distingao:

"Nesse sentido, esse conceito seria puramente empiri
ce e a regra (no sequndo sentide) gue da, a saber, gue tude gue
sucede tem uma causa, seria tidc contingente como a propria expe-
riéncia; sua universalidade e sua necessidade seriam, pois, mera
mente ficticias, sem nenhum valor verdadeiro, porque ndo se fun-

dam "a priori", mas na ilusdo".

Neste ponto, para permanecermos numa atitﬁde impar-
cial, devemos confessar gue as afirmagdes de Riemann, por serem
sucintas, ndo nos permitem concluir claramente seu posicionamen-—
to. Mas como a guestdo & altamente apaixonante, vamos formular
algumas indagagses, cujas respostas também ficam a cargo do lei-

tor.

vVamos admitir, tentando colocar Riemann dentro do pe
sicienamente kantiane, que a regra (no primeiro sentido) seja, por
exemple, a validez das equagtes diferenciais de Maxwell.‘ Neste
ponto, um chamamento é muitoc importante pois as eguagtes de Maxwell,
além.de nio dependerem da métrica, descrevem o campo eletromagné
tico gue, no sentido de Faraday, se comporta como um auténtice
1(35)_

campo, em oposicdo ac campo gravitaciona E eclaro que a nos

sa colocagao do problema & imprecisa pois estdo ausentes, por en

guanto, as condigdes ao contorno e a defini¢fdo do espago como um

todo. HNesse contexto restrito, poderiam as equagoes de HMaxwell

serem tomadas como "ilusdes contingentes"? . A resposta ndo é dbvia.

-
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Mesmo com as limitacdes gue impusemos, Gue eXpPresSsan apenas uma
faceta do problema, acreditamos gue elas coirespondem a leis da
natureza e, portanto, dependendo de um complemento no enunciado
do problema, os requisitos da definicao kantianarseriam preenchi

dos. Voltemos a Kant:

"Mas se esta representacdo de uma regra gue determi-
na a série de eventos ndo pode obter a claridade logica de um con

ceito deé causa, sendo quando a empregamcs ha experiéncia, o co-

nhecimento desta regra, como condigdo da unidade sintética dos fe
ndmenos no tempo, & o fundamento da propria experiéncia e, por con

seguinte, a precede "a priori

Ora, n3o sO o campo eletromagnético mas também a maio
ria das leis naturais que governam a evolugdo dos varios proces-
sos fisicos, sS83oc escritas em termos de-egquagdes diferenciais. A
forma destas, por seu turno, ndo depende das condigbes ao contor
no. Por outro lade, a fisica normalmente  serve-se da existéncia
de integrais do movimento, e essa existéncia depende da defini-
‘cdo -do espago bomo um todo(zg). Vamos inserir uma pergunta su-
til: o gue seria empregar a redra na experiéncia, para Kant? Se
fia sequir os fenomenos no infinitamente pequene, caro diz Riemann

ow: haveria algo de mais profundo, come o conteddo do teorema de
(33) Nes

Noether, que nos conduziria também as leis de conservagao?
sa lifha de raciocinioc, o teorema de Noether pensado como resul-
tado algébrico nao tem a claridade lbgica de um conceito de cau-
s&, mas. quando usade para fornecer conservagdes parece completar

as imposicgoes kantianas.

Outro tema gque se coloca em estreita correlacido c<om

esse raciocinic & o que envolve, a nosso ver, uma das dificulda-

des centrais da teoria do campo gravitacional de Einstein: como

.54,

& interpretada a causalidade por Einstein na sua Teoria da Rela-
tividade Generalizada? BEstaria a sua atitude (inspirada em Riemarm)

baseada somente em conceitos estritamente locais (principio de e

quivaléncia)? Pode ser que uma resposta abrangente a essas per-

guntas se encontre no trabalho de Schénberg(36)

onde a relagio
causal entre um par de eventos fisicos passa a ser o fundamento
fisico da. geometria de Riemann do espaco~tempo e da flecha do tem
po. A gravitagdo & obtida a partir do campo fisico de causalida
de gue também pode ser utilizado para desenvolver uma teoria de
unificacdo. Nesse caso, a regra, cujo conhecimento se +torna o
fundamento.da propria experiéncia, seria uma interpretacdc. mais

ampla do tensor g na formulacio dos principios variacicnais.

Hv
Alguns resultados mais concretos est@o em vias de desenvolvimen—
to por parte desse autor(37). Uma outra alternativa foi propos-

ta recentemente por nés(38),

que poderia fornecer a causalidade
como um importante resultado geométrico da imposicdo de um esgue

ma dinamicoc bastante amplo.

Com esses derradeiros destaques esperamos ter aguga-
do a curipsidade da leitor para um aprofundamento da leitura do
trabalho eriginal, E dbvio gue muito ainda deveria ser dito, mas
essa }a ndo seria uma tarefa nossa. O propric Riemann nos ofere
ce ao final do trabalho um Sumario, com o planc de pesquisa. No
que se refere ao §3 do capitulec III (paragrafo final), como 3ji
dissemos, ele coloca a nota de rodapé que diz: "esse paradgrafo de

ve ser remanejadoc e reescrito”.

Ele nein remanejou nem reescreveu esse paragrafo. Es
sa tarefa acabou ficando para as geracgbes de cientistas e fildso
fos gue o sucederam e gue, se por um lado vieram enriguecer so-

bremaneira a literatura matemitica, por outro, serviram para edi
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ficar algumas das mais brilhantes teorias fisicas modernas. Mas
o leitor que ndo se iluda. Se ele guiser, ainda vai encontrar
na obra de Riemann uma fonte inesgotdvel de idéias gue devem ser

desenvolvidas.

Na impossibilidade de podermos reunir nestes breves
comentiarios as contribuig¢des mais importantes no seguimento do
pensamento riemanniano, como as de Beltrami, Christoffel, Helmholitz,

Klein, Lie e outros, enviamos ¢ leitor a literatura ja citada e,

(22)

em especial a Misner, Thorne e Wheeler Porém, como conside

ramos fundamental o trabalho de um gedmetra deste século, E. Cartan,

vamos nos utilizar de algumas citacdes desse autor(39)(40)(41’(42)(43).

(39}

Na referéncia ele. diz:

"X primeira vista, a nogdo de grupo parece estranha- i
Ceometria dos espagos de Riemann, pois estes ndo possuem & homo-—

(44). Entretan—

geneidade de nenhum espace com grupo fundamental
to, se um espago de Riemann nidc pessui uma homogeneidade absolu-

ta, ele possui, contudo, uma espécie de homogeneidade infinitesi

mal; na vizinhanca imediata de um dado ponto ele pode ser assemg

lhado a um espacgo euclidiano. Ko entanto, se dois pequenos peda
gos vizinhos de um espago de Riemann podem ser assemelhados, ca-
da um por sua vez, a peguenos pedacos de espagos euclidianos, os
dois pequenos pedacos nac mantém ligacdes entre eles; eles nae

podem, sem nova convencao, sSer vistos come pertencendo.a um ini-

co espago euclidiano. Dito de outra fqrm&, um espacgo de Riemann
admite, na wvizinhanca de um peonto A, uma rotacdoc ac redor desse
ponto, mas uma translacdo mesmo considerada pelos efeitos que ela
produz sobre uma regido muito pequena do espaco, nao forma senti

do. Ora, & o proprio desenvolvimento da Teoria da Relatividade,

atada i obrigacdc paradoxal de interpretar num e por meio dum Uni

riamos de formular mais uma pergunta

.36.

versc nio homogéneo, os resultados de numerosas experigncias fei
tas bor chservadores que créem na homogeneidade desse Universo que
permitic saltar, em parte, ¢ fossc que separava os espagos de
Riemann do espacgo euclidiano. O primeiro passo nesse sentido foi
a obra de Levi-Civita, com a introdugaoc da sua nqg&o de parale-

lismo(45).

Cartan explorou bastante esse ponto de vista geomé-

trico e estabeleceu também outro, algébrico-analitico, gque exi-

bia a grande semelhanca existente entre os simbolos tensoriais de
Riemann e a teoria dos grupos. VAarias extensdes foram feitas e
ainda estdo por serem completadas. Introduzinde a nog¢do de tor-—
gég, Cartan chegou as variedades com conexao afim mais gerais. 0]
espaco de Riemann sem torcdo seria o© espago gravitacional de

Einstein.

Qutrc resultado importante era reconhecido: era pos-
sivel apoiar tanto o eletromagnetismc de Maxwell como a geametria
diferencial em algumas identidades integrais simples. Imediata-
mente surgia a idéia de unir o campo gravitacional e ¢ campo ele

- (46)

tromagnético num s6 formalismo. Surgia com Weyl se bem que

num contexto. bem diferente do atual, a idéia de "gauge" num espa

¢o riemanniano que ndo possuia torgio.

Kb6s, antes de encerrarmos estes comentdrios, gosta-
(47) = = .

: sera gue ndo seria um
postulado gratuito admitirmos que existe um espago no qual todas

as propriedades fisicas seriam interpretadas. matematicamente?

i

Laplace j4 pensava nessa quest50{47){48);

"Uma inteligénecia gque, num certo instante, conheces-

se todas as forgas das guals a natureza & animada e g situagio res

[
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pectiva dos seres gue a compde, se alids ela fosse tio vasta pa-
ra poder submeter esses dados 3 Analise, conseguiria embragar na
nesma formula os movimentos dos maiores corpos do universo € oS
dos Atomos mais leves: nada seria incerto para ela e o futuro,co

mo. o passado, estaria presente a seus olhos",

Modernamente, "todas as forgas das quais a natureza
& animada" estdo num espace geométrico do qual pesquisamos a es-—
trutura; & possivel que dessa maneira.sé venhamos a obter imagens
muito parciais. Enguanto aguardamos a resposta, vamos relembrar

o gue diz o Mestre(49):

"... somos apenas homens, de forma gue nos basta acel
tar nessas matérias uma aproximagio aceitdvel, e gue ndo devemos

buscar -aléem”".

Para finalizar vamoé relembrar que pProcCuramos mmﬁégg
tar agui uma andlise simplificada das idéias. de Riemann gque, a
noss§ ver, mais aestacam-nas“ﬂigéteses. 0 leitor pouco familia-
rizado com esse trabalho ndo fica isento de ter gue comsultar ndo
50 a nossa como também uma bibliqgrafia.mais ampla scbre o mate-
matico de Hanover e meditér profundamente. As referéncias cole-
tadas por nos podem seivir como um guia nesse caminhar solitario

de cada um.

:SﬁozPaulo,'agosto de 1985
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