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SUMARIO

Veremos como "deduzir" de modo simples as equages
fundamentais da teoria da gravitaglBio de Eimstein para alunos do
.curéo de graduagdo que tenham alguma nocBo de relatividade res-
trita. Apesar da teoria ter cercarde setenta anos, n8Eo existe
.nenhum tratamento que seja aceito como rigoroso para chegar até
as equagfes de Einstein. Mostraremos aqui uma das possiveis de-
ducBes das equacBes de campo da gravitagio, Nossa intengiio € mas
trar come uma mistura de argumentos fisicamente razodveis, sim-
plicidade matemdtica e sensibilidade estética nos leva, wmais au

mengs de modo dnico, &s referidas equagﬁes(1-3).

1. A GEOMETRIA DO £SPACO-TEMPO

_ A Fisica deste século tenm mostradb, de modo dramiti-
cb(a?, como sde ilusdrios e limitados todos os ;onceitos que as
'homens criam para analisar e.exp;ica; os fendmenos naturais. Ca
da palavra, conceito ou imagem, apesar de parecérem_muito preci-
s0s e claros, sdo somente descrigﬁes aproximadas_ da_ realiqade.
Apesar disso, a nossa tend&ncia.é sempre acrédita;_qug-as-cri;-
gbes de nossa mente representemra realidade propriamente dita.
Como € extremamente dificil termos uma consciéncia éxata ﬁas_li-
mitagdes dos_conceitos gerados por nossa mente, tendemos a con-

fundi-}os com a realidade. Um dos nossos objetivos € o de bus-

car superar tal confusZo. Isto & possivel & medida que as ngs-

. $as técnicas experimentais vdo evoluindo. Ampliando o horizonte

de'experiéncias as restrigﬁe% de nossa mente racional to;nam-se
mais claraﬁ; lévando-nos a abandonar, ou modificar, alguns con-
ceitos estabelecidos.

Acreditamos que, dentre os gonpeitos cr}adqs para des
crever a natureza, o espago e ¢ tempo s%Ho es mais importantes.
Eles s8o de vital importéncia para a ciéncia, filosofia e para
nassa vida_cotidiaha: eles servem para ordenar eventos e objetos
nc ambiente gue nos cerca. Como praticamente todas as leis da
fisica s83o formuladas usando as nocdes de espaco e tempo, uma das
maiores revolug@es na histdria da fisica fol a profunda modifica
¢8o dessas nogles fundamentais, gerada pela teoria da relatlvida
ﬁe.

Até o inicio deste século os fisicos acreditavam na

existénela de um espago absoluto tridimensionel Euclideano, indg

pendente dos objetos materiais gue s3o contidos por ele. Admitiam




3.

também que © tempo era uma dimensZo separada, iguaimente-abéolu—
to, fluindo de modo uniforme, independentemente do mundo material.
Essas concepgfes, pelo menoé no mundo ocidental, estavam tZo pro
fundamente arraigadas nas mentes de fildsofos e cientistas que
éram tidas como ﬁrupriedades géﬁuina§ e indubitdveis da natureza.

DeQemos aos gfegoé a idéia de que a geomsiria Eucli-

deana é a expressfo exata da natureza. Essa crenga, que surgiu

com o aparecimento do texto “Elementos" de Euclides, perdurou por-

mais de'doig'mil anos. Sohente‘nos primérdios do século vinte
‘0s fl$1CDS, gragas a tecnlcas experlmentals mais sofisticadas, co-
mecaram a desconflar dessa concengU geometrlca, divina e exata,
de mundo. Assim, Minkowsky, combinando a'eleUmdin&M£a de Faraday-
Maxwell com o principio da reiatividade restrita (R.R.) deéco-
briu que ‘a geometrla do espago- tempo é pseudo Euclideana {ou de
'Mlnkowsky} Esta descoberta fundamental f01 comunlcada pelo pPré
prio Mznkowsky numa’ Famosa conferen01a pronunciada em 1908 cem
as seguintes palavras. YAs concepgles de espago e tempo de dese-
jo apresentar aos senhores emerglram do solo da FlSlCa experlmen
tal e nisto reSide s poderib das novas idéias. Essas concepgoes
sdo radicais! Daqu: para-diante, o espago por 51 mesmo e @ tem-
po por si mesmo estao condenados a desaparecer como simples som-
bras e s0 uma espécie de uni§0 entre ambos'preservargiﬁma.reali-
dadeiindépehdénte"; 7 7 : o o ’

A relatividade festrita e também a relatividade ée—

"ral (R.G.), como veremos nessas notas, mudaram Tadicalmente as

nossas ndgﬁes sabre ¢ espaga e o tempo. O espago dus eventos fi

sicos ndo pode ser considerado come tridimensional. Espago e tem

po aparecem intima e inseparavelmente conectados comstituindo um

sistema mais complexo: um continuum guadridimensional denaminado

W4

de "espago-tempo". Os dois ndo podem ser separados: o que & es-
pago para um observador podersd ser uma mistura de eépago e tempo
para outro, Dentro desse contexto n3o faz sentide indagarmos a-
cerca do comprimento "real” de um cbjeto ou do intervalo de tem-
po "real" de um acontecimento. Isto seria equivalente a pergun-
tarmas qual o comprimento real da sombra de uma pessoa. A sam-
bra é uma projegsio de pontos de um espago tridimensional sobre
uma superficie bidimensional e terd comprimentos diferentes con-
forme os difereﬁtes &ngulos de projegiio sobre a referida superfi
5(4). De mode andlogo o camprimento de um objeto ou o interva
lo de tempo de um acontecimento serfo as projegies de pontos do
espago-tempo quadridimensional sebre uma superficie tridimensional.
"Foi com o aparecimento da R;R. que comegamos a perce
ber que o espago e o tempo, assim coma deve pcorrer com outros
conceitos, sdo construcdes de nossa mente e, por conseguinte, de
vem ser considerados como alge relativo, ilusdrio e limitada. Com
€ssa nova teoria -apreridemos que um sistema de coordenadas-nﬁdboﬁ
sul um significado objetivo; as coordenadas do espago-tempo - sHo:
apenas elementos de uma linguagem gue um observador utiliza para
descrever o seu meio ambiente. ’

Atrayés do estudo das propriedades fisicas de um da-
do campo de forgas'seria possivel, em principie, detérminar a mé
trica do espago-tempo associada ao referide campa. De passagem,
até o presente momento, acredita-se que uma geometria pseudo-Eu-
clideana esteja associads as interagdes farte, fraca e eletromag

nética. A afirmagdc de que processos fisicos ocorrem num espaco
pseudo-Euclideanc é muito mais rica do que o principio da relati

vidade. Corresponde a generalizar tal principio tornando possi-



vel a’utilizagﬁé tant0~de"refe£enciais inerciais como ndo ‘iner-
ciais para o estudo das leis da Fisic%. Neste sentido, devemos
notar que encontramos_frequeﬁtementé na literatura afirmagdies que
a R;R:‘trata somente da descrigfo de fendmenos em sistemas iner-
- ciais, enquanto gue a descrigdo dos fendmenos em referﬁmiais-nﬁo
inerciais é uma_prerrdgativa da R.G.. Estas afirmagBes estdo er
radas. SégUe de modo trivial da descoberta de Minkowsky que po-
démos-uéar qualquer‘sistema de referéhcia, inercial ou ndo iner-
CiéL, para descrever 0s fénémeﬁos fisicos(5}.
| " A R.R. que teve inicio devids a conflitos entre resul
tados=experimentais e as previs@es da Fisicé Néwtbniana;dénstruiu
uma estrutura comum'para a Eletrodinémiéa der?araday—Mé¥well e a
Mecdnica de Newton, unificou e completou a fisica cldssica.
Veremﬁs nessas notas, através do estudo da tedrid da
gravitacio de Einstein ou teoria da rélatividade geral (R.GJ,.CE
mo € a métricé do eshago—tempo na presenga de um campo gravitacig
ﬁal.' E imﬁortante salientar que, quando a R.G. foi “formulada’l’
em 1916, n¥a havia nenhum conflito sério éntre as predigdes da
fEDria_Newtoﬁiéna da“gravitacﬁo & os resultados experimentais. d
‘que ievou Einstein a modificar a teoria clédssica da gravitagéo
foi o fate de uma interagBic gravitaciomal instant&nea estar em
desacordo com a R.R.. Notemos gue a R.G. nBo & uma simples geng
raliiagﬁo da teoria Newtoniana da grﬁvitagﬁo usando‘a R.R. (to-

das as tentativas neste sentido ndo tiveram muito sucesso!).

Analisaremos, na prdxima secglo, a equivaldncia, na

teoria Newtoniana, entre a massa inercial e a gravitacional. Es

fé fato & de fﬁndamental ihporténcié pois ele &€ a pedra angular

da R.G..

2. MASSA INERCIAL E MASSA GRAVITACIONAL

As experiéncias legenddrias de Galileo ?na torre de
Pisa mostraram que a aceleracfo que um corpe adquire num campo
gravitacional uniforme independe .de sua massa. Disto Newtaon in-
feriv a igualdade entre a massa inercial e a gravitacﬁmal. 0 con
ceito de massa é introduzido na teoria de duas maneiras logicamen
te distintas e estas s80 agora postuladas como sendo iguais nume
ricamente. Este é_um aspecto surpreendente, possuindDJalgo de mé
gico até hoje .ainda ndo esclarecido.

0 conceito de massa fol introduzide através da segun

(1) (D

da lei de Newton: Forga = m x aceleragdo. Esta massa
€ a inmercial, que & uma medida da resisténcia oferecida pelo cor
Po a uma mudanga de velocidade. . Esse mesmo corpo interage com
outro gravitacionalmente, segundo a teoria de;Newton,:conforme a
lei G m(g)M(g)/R2 » sendo R a disténcia entre eles; As grande
zas m(g) e MFQ) 580 as "cargas" ou massas gravitaéionais dos
dois corpos em interagfio. De acordo com a segunda lei de Newton
a aceleragﬁo Y que o cOorpg de massa m(g) sof;e é Y =

(m(g)/m(l)) G M{g)/R2 - De acordo com Galileo, todes os corpos
localizados a mesma distédncia R de M(g) tE8m a mesma acelera-
cdo. Isto implicaria que .m(g{/m(l? deveria-ser uma constante
universal. Sem perda de gengralidade poderiamos assumﬁ:que m(g)

fosse idéntica a _m(I).

Notemos que este resultado.féi deduzido.
apelando para a experiéncia. Desde Newton, experiéncias tém si-
do feitas com o intuito de verificar até que_ponto as:duas mas-
sas sfo exatamente iguais. Uma conseqiiéncia imediata dessa_igual

dade € que o periodo de um péndulo simples nio depende nem da mas

sa nem da constituigfo-da bolinha. Bessel concluiu, apds uma lan




ga série de medidas, que a independéncia.do pericdo com a massa

e a constituicf@o da bolinha podia ser estabelecida com uma preci

s3io de: uma parte em '105. Edtvos, usando técnicas mais sofisti-

cadas e estudando desvios de um fio de prumo, mostrou que a igual

dade: das massas era vdlida dentro de uma precisﬁo de um por 109.

(6) com técnicas muito refinadas mostrou que

Recéntemente, Dicke
ela é vélida com uma precisdo de uma parte em 10' ' .

. Até hoje ndo sabemos explicar porque as massas S80
iguais e isto & aceito como um fato da natureza. Esta igualdade

€ denominada de Principio de Eguivalé&ncia de Newton. Uma conse-

gliéncia deste principic é a seguinte: "Um sistema que estd esta-
ciondric em um campec grayitépional uniforme com intensidade § é
fisicamente equivalente a um sistema que estd numa regifio livre
de gravitacHSo mas que estd acelerado com aceleragfio v = -E'{. Is
so corféspande a dizer que realizando experiéncias nos referidos
sistemas é impossivel distinguir entre os efeitos de uma aﬁelerg
¢&0 uniforme e um campc gravitacional uniforme. bhtra ﬁanseqﬁéﬂ
cia é a seguinte: "para um observadar no interior de um sistema
em-queda‘livre num cémpo gravitacional uniforme, num dadd'instag
te: 't ,-é coma. se- o esbaéo\fcsse livre de um campo de forgas". Is-
to-implica qﬁe, no instente t, o espago-tempo &€ o de Minkowsky.
= Antes de_continuarmos nossa andlise, € importante ng
t#rnqﬁe.o cdhceito'de.campo gravitacional uniforme em todo o es-
pago'haﬁ-é vélido: se fosse vdlido um corpo poderia ser ‘acelera-
do indefinidamente até adquirir momento infinito. E um conceito
\ ;

apenas aproximado: podemos admitir tal fatc somente em péqUEna§

regides do espago.

3. UMA ESTIMATIVA DA METRICA DO ESPACO-TEMPO DEVIDO A GRAVITACAD

Veremos agora como estimar a métrica do espago-tempo,

ntD)

levando em conta a eguivaléncia entre e m(g) , devido a

presenga de um campo gravitacional. Com este intuito, considere

mos um campo gravitacional esfericamente simétrico gerado, por g
(7)

xemplo, por uma estrela de massa M, suposta em repousc aum sis

tema S. Seja S0 um sistema {uma caixa) que cai em gqueda 1li-

vre radialmente em direg3o ao centro da estrela. As coordenadas

no sistema S0 serdpo indicadas por 'xo {longitudinal, isto &,

na direg¢83o do mavimento), y z_ (transversal) e t, . Como num

o' "o

determinado instante de tempo tO no interior do sistema SD ,

que cal em gueda livre, o espago-tempo pode ser considerado como

2 2

o de Minkowsky, o elemento de linha ds é dade por, ds® =

2

2.2 2
= C dt0 - (dxU + dy0

2 . .
+ dzo}. Supondo que a calxa chega, num ins
tante t, a uma dist@ncia r da estrela com velocidade v; r e
v s¥o medidas no sistema S da estrela, onde temos as coordena

das r, 8, 9 e t . Através qe uma transformagﬁc_de Lorentz en-
tre S e S obtemos, dx, = drA1-87 , dt - at/1-g2 , dy, =
= rdd e dz = rsensdddg, onde B=v/c. Desse modo o elemen-
to de linha_ dsz pode ser escrito na forma

ds? = c? dat?(1-g?%) - drz/(1-82) - r?(d¢? + sen?s d@?)

A fim de escrevermps o termo 1-B2 em termos do potencial gravi
tacional &(r) = - GM/;,.onde_.M ¢ a massa da estrela, conside-
remes a equagdo da conservagHo da energia de um cprpo‘no sistema
S. Sendo m, @& massa de repouso do corpo e m = ma/fi-sz ' te-

2 .
mos (m-mo)c +mé(r) = 0, onde, & esguerda, escrevemos g soma da



energia cinética e potencial. A erergia constante, & direita, é
tomada igual a zero, pois, gquando T+« -temas Mmoo Dividin
do a equacdo de conservagdo por me? , oDbtemos 1-/7:55 = —¢(r}/b2.
Se'a estrela for semelhante ao Sol, aM/e? = Km, podemos fazer

a seguinte -aproximagio, 1 ~BZ = 14 2¢(r)/c2 . Assim, ds? torna-

se:

ds? = c2(1+20(r)/c?) dt? - dr?/(1420(0) /e?) - £2(d9? + sen?s do?).

(3.1)

(1) _ _(a)

Assim, partindo da igualdade m =m , usando a
teoria.Newtoniané da gravitagdo e a R.R., mostramos que a métri-
frica do espago de Miﬁkowsky é alterada devido a presenga de um
campo gravitacional. Naturalmenfe, devido as aproximagtes envol
vidas na obtengdo da E£gq. {3.1), ndo podemos ter uma'idéia; no mo
menta, de qual é a precisfio dos nossos resultados. Com certeza,
podemos dizer que a geometria do espago-tempo nio & a mesma que
a adotada na R.R.; a geometria, conforme veremos na préxima sec-
géo,-é a de Riemann,

Porém, antes de passarmos a estudar a geometria Rie-
manﬁiana, analisemos a Eq. (3.%). Ora, se dt € o intervalo de
tampo entre dois "tics" de um reldgio dnde.néo'hé campo gravita-
‘cional, entﬁo:para o mesmo reldgio localizado no ponto t onde hé
um 6ambo Qravitécionél, o intervalo dtr entre dois "tics" se-
ré dado por dt_ = (1+¢(r)/cz)dt . Considerando dois pontos A e
B separados por uma distancia h = Tp-Tg, @ razédo entre os in-

tervalos de tempo nesses dois pontos serd dado por

dt,/dty = (1ed(r,3/e2)/(1s0(xg)/c?) = 14gh/e? | onde g=oMR®

L0,

e R € a raio do astro, suposto muitc maior do'que h. Esse efei
to fol comprovado, com boa precis3a, por Hafele e Keating(8’9),
utilizando reldgios de césio e realizando viagens de circunave-

gagdo da Terra em jatos comerciais.'

4, ELEMENTQS DE GEOMETRIA

Nesta secglo, iremos recordar algumas nogbes sobre es

pago, tensores, métrica e introduzir élguns conceitos bdsicos em
. . . (2,3,10) - s
geometria Riemanniana . Veremos o minimo necessario para

que se possa ter uma idéia razodvel da formulagdo matemdtica da

R.G..

Seja x],xz,_..._,xN = {x": (u-;1,2,...,N) um conjun-

- H
to de varidveis continuas independentes, que implica em gﬁ;—: 63.
: ax

Denominamos de espaco ao conjunto de todos os pontos representa-

dos por essas varidvels. Suponhamos gue seja possivel descrever

0 espaco em questdo por um novo conjunto de variaveis x'" que
: ~ s s - ,v' VR

sejam fungdes das antigas, isto &, «x = %' {x") . Se essa des-

cricdo é, sob todos os aspectos, equivalente & antiga, nds deve-

mgs ser capazes de obter x*  como funges das novas variaveis

'V, isto &, x" = xM(x'Y) . Desse modo, nads & perdido quande

u

efetuamos a transformaglo x +x'V . se quisermos, podemos Trecu-

‘ L s - DLV s
perar tudo por uma transformagdo inversa x' = x" . Tais trans-

formagdes denominam-se biunivocas ou um a um. A descrigio de um

espago € o conjunto de todas as suas transformagdes recebe o no-

me de GEOMETRIA. 0Os conjuntos de coordenadas M e xV sio cha

mados de sistemas de coordenadas S e $', respectivamente.

v . " v
Como  x'° - x'¥(x") , ©0s incrementos dx'" e dx" es




., ) . " . o .
tdo0 relacionados por dx'v = §5;~dxu . Comp assumimos que a trans
' ax! - .

formacdo de coordenadas ¢ reversivel, os dx" podem ser obtidos
usando a expressio acima, de onde resulta que o determinante dos

< = ’ ax' - '
coeficientes ndo deve se anular: detf-——f £ 0.

1
Ix
Qualquer conjunto de N elementos U que se trans-

v, :
forma, de um sistema S para outro S', como dx € denominado
. v axr B 2
de vetor contravariante: U'° = 5 u® . Por outro lado,. o con-
ax u
s X
junto de elementos Vv que se transforma segundo a lei V; =§—; Vu

é chamado de vetor covariante. Embora, de modo geral, ndo haja

nenhuma relac&c entre um vetor covariante e um contravariante, po

demos definir uma relagdo entre eles gue € um invariante, ou se-

jay gue é independente do sistema de coordenadas. Tal relagdo,

chamada de produto interno, é definida por VuU”. Assim, Vl'lU'u =

o M o
ax ii("é' c!Uﬂ= SLB VO‘UB = g\!’muB , de onde vemos que et
ax? gx ax _ H
= v, U® = invariante.

0 conjunto de grandezas, com deois indices, Uuu que
se transforma como U' = ax ax_

v 5 Uap € denominado de tensor ca
¥ axat ax!

variante de segunda ordem. Generalizandc essa idéia para contra

variantes e com mais indices, temas tensorés do tipo:

I o B
U'i"' - ax Jﬁi—liﬁig . Ulé"‘ ., que é um tensor misto com
uv... ax’ ax'Hax: :
covaridneias wuwv... e contravaridncias ... . 0 ndmero total

de Indices dd a ordem do tensor:

U tensor de ordem zero (escalar)

Uu tensor de 12 grdem (vetor)

U tensor de 22 grdem

TRV : R “
Ugv tensar de 3& grdem, etc..

Um espagco no gual vetores covariantes e contravarian

tes existem separadamente é denominado de espago_afim.  Num espa

12,

go afim nZ2o existe o conceito de vetopr, H& somente vetores cova
riantes e contravariantes sem qualquer vinculo entre eles. Hé-es
pagos fios guais vetores covariantes e contravariantes n#@o exis-

tem independentemente, podendo ser convertidos uns nos outros da
- . v v v s ~
seguinte maneira: Uu = guvu e U =g Uu. Tais espagos sdo

ditos métricos. O tensor guv é definido como sendo o tensor

métrico d¢ espaco em questdo e g““, a sua forma contravariante.

Nesses espagos, as grandezas Uu e UM s3Eo equivalentes, sendo
representadas pelo ente [} denominado, simplesmente, de vetor.

Combinando as duas equagdes vistas acima, temos, U, ;gu\,g”au

o L

o que implica em guvgv“ =_6ﬁ. Em outras palavras, g”v € o in
. : < Hv [/3Y] -

verso de g e vice-versa, isto &, g" = M""/ig|, onde |g| &

uv
o determinante de guv e MMV & o determinante menor do compo-

nente guv' Do mesmg modo que os indices dos vetores s3o abaixa

dos e levantados, os Indices de um tensor podem ser submetidos ao

mesmo processo, com o auxilio do tensor métrico. Por exemplo,
wT av .
Ui = 9y, U Toe UMVt - g®H YT | 0 tensor g,, funciona como

um aperader, para tensores de qualquer grdem, para elevar e abai-
xar indices.

Em um espago afim, o tensor guv ndo pade ser defi-
nido. A equivaléncia das descrigles covariante e contravariante
é uma propriedade da geometria métrica ditada por guv' Com @ au
xilio deste tensor podemos definir elemento de linha, disténcia,
comprimento, angulo, perpendicularidade e muitos outros conceitos-
geométricos que nos sHo familiares. Em um espago afim, essas gran
dezas ndo sdp definidas;

0 quadrado de um vetor € definido pélo produto inter
no 0% = Uu ot o Ty UMY - .gaB'Uu‘UB . De modo andlego, ppdemos

definir o quadrado do diferencial dXx : diz-:‘guvdxp dxV = ds2.
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A grandeza ds € denominada de.elemento de linha do espago métri

]

co & a equagdo que define ds2 & chamada forma gquadrdatica funda

~mental, Ela € a equagdo mais importante da§ geometrias métricas
pois define a grandeza bdsica de uma geometria métrica, que € a
distéhcia: ds..

Em um espago tridimensional Euclideano, os tensores

g em cogordenadas Cartesianas e esféricas s#Ho dados por g =

HVY
2senzs) , respectivamente, lembrandec

uv

2
= (1,1,1) e g&v 5.(1,r , T

que todes os termos ndo diagonals s&do nulos. Do mesmo modo, Ao

espago de Minkowsky x,y,z,ct, temos 9y ¢ (-1,-1,-1,1) . 0 ten

sar métricoc é diagonal somente guando as coordenadas forem corto-

gonais entre si. Quando o sistema de coordenadas for obliquo,

1

9w ndp é diagonal. € o caso, por exemplo, de dois eixas x =x

E-'x2=y que formam um angule § entre si, Nesse caso, ds? -

= dx” + 2c088 dx dy + dy® , de onde vemos que 9, =9,, = 1 e
_912 = 921 = CcOsH .

Notemos que, quando as linhas das coofdenadas sfo re
tas os guv sd@o constantes, ou seja, ndc dependem das coordena-
_das. Por poutro lado, quando as linhas das coordenadas forem cur
vas, como no casa das coordenadas esféricas, os g;v s8o fungles
de x" . As cocrdenadas sio denominadas, nesses dois casos, de

retilineas e curvilineas, respectivamente. 5e um espago pode ser

descriteo per coordenadas retilineas, ele & consideradoc um €spago
nlang. SHo os casos considerados nos exemplos anteriores. Quap
do .um espaco ndo pode nunca ser descrito per coordenadas retili-

neas, ele & um espago curvo ou Riemanniano. Como exemplo, temos

e e s P I 2
a superficie esférica onde r=a e as variaveis s80 x =8 e x"=g.

2 2senzs-dcpz , ou seja, g]] = a? ,g22 =

= 0. 0 elemento de arco ds n3Eo pode

Dai, tiramos ds a®d$? + 4
2 2

= a"sen" % e 9., = Uy

‘que em S' é dada por
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nunca ser escrito em termos de coordenadas retilineas. Isto ocor

re, essencialmente, porque nd3o podemos desenhar linhas retas so-

bre a esfera. O mesmo ocorre nas superficies de paraboldides, hi
perboldides, toros, etc., que sdo exemplos de espacgos curvos. A

geometria des espagos curvos é conhecida como Geometria Rieman-

niana.

Com o intuito de formularmos, mais adiante, o princi
pio da covaridncla, € de fundamental import&ncia observarmos gue
a transformagfo de qualquer tensor de S para S' € linear. E o

: Cad ad
caso, por exemplo, de T que se transforma em T' =

uy axtH ax
Assim, se as componentes de um tensor sdo nulas em um sistema e-

v af’

las ser#io nulas em qualquer outro sistema. DOesse modo, se em S

temos uma eqguaglo U = Vuv’ nds podemos escrever Guv

uv
a B
= Ul oy s X X -V ). De
TAVERERSTAY axt® gtV uv v

ornde concluimos, como uma consequéncia imediata do cardter temso

=U -V
uv uv

G 1
uv

H ' - v
rial, que qu = Vuv'

4.1. ANALISE TENSORIAL

Através da diferenciagfo ordindria de um vetor cova-

s A\ v v
riante U , por exemplo, obtemos duu = d(guvlJ) =dg U * 9 du

(5]
mostrandoe gue em coordenadas curvilineas e, portanto, também em
espaGos curvos, a diferenciagio ordindria destrdi o carater vetp
rial de dUu , pois, em geral,-dgpv £ 0. 0 mesmo ocorre cmjum ve
tor contravariante cu com qualguer outro tensor de ordem supe-
rior. A fim de manter o cardater tensorial com a operagdo de di-

ferenciac3o, precisamos generalizar o conceito de diferenciagdo.

Com este intuito, é introdezida a diferenciagdo absoluta que é

indicada pelo simbolo D. Ela é definida por, DUp = D{guv ) =
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= G0V -
=Dguv=0.

Assim, numa diferenciagfc absoluta, temos Dguu =

Considerando agora o prodqto escalar Uuuu que & um
invariante, independente de guv , devemos fer D(Uuq“) = d(qluu),
cu seja, DUu (TL Uu out = dUu Ut . Uu du que estd satisfeita se

o

; HO_ogH T A _ ~
assumirmos que DU = du™ + PQU}J dx e DUu = dUu ruvlﬂxdx

6nde rﬁv s3o coeficientes chamados de simbolos de Christoffel.
Partinde desta definic8o de diferenciagfio absoluta, vemos facil-

mente que-a diferenciacfc de um tensor covariante A B € dada

A
[TRAY] N ok pa alov

por D(A B;) = DA B, + A DB -d(AB)-I‘ Aadx-r“Ade.

De onde podemos concluir que para ¢ tensor covariante gu“ te~

- (g +g

mos Dguv = dg oV aA

uv O al ;
te os Indices p, v e A & somando as trés equagdes resultantes,

Mo | o

obtemo§;_lembranda que 9,9 = 5,
= (/)5 g, + 3 g, - 8.0 ). (4.1.1)
HY v 2Au u AV A Cuv’ t T
Sendc %  dada pela E£q.(4.1.1), vemos que TI® = 1% e que
uv T . uv v
. - l
a,uv = ra,vu , onde ra,pu € definida por Fa,uv gul e

come DUY e DUu podem ser escritas como ouM =

- u [EN 3 v _ _ po : -
= (av U+ Pau U~ ) dx e DU;J = (av Uu ryu Ua) ax” , podemos ve

rificar gue a derivads covariante, definida por U“_v = D\JUu =
L

_ u ST \ - _ ool
= 8,00+ F VY e Uu‘v =z Dv Up = av Uu Fuv Uq , gera um fovo

tensor e é considerada cemo = generalizagfio da derivada parcial

ordlnarla
Como D U -D U =3 U - U cons m
. 2 Yy vy aLi v’ tata 0s que
[s] operador rotac1onal ardindrio &. alnda Uit tenso; em coerdenadas
curv1llneas, ndg precisando ser generalizado. Por outro lado, a

generalizagfio do operador givergente é feita da seguinte maneira:

)dx . Permutando ciclicamen

p u" = y* =3 U¥ . TH B , que € um escaiar. 0 Laplaciand ge
i JH u oy : =
neralizado de um escalar f é definido por: DMDu f = f{E
¥

_ KV Lo . N .
= au(g av f) + Fap g av f. 0O divergente e o Laplacianc podem

ser escritos, de modo mais compacto, com o auxilio da diferencia

g8 do determinante g, 3 g = MwaOt 9, = 0 g*? 30 Oy 2 o que
nos permite escrever [‘Eu = (g"V/2) 3y Oy = (1/29) 3,0=3, logva .
Assim, U”;u e féz sdo dados, respectivamente, nor U“;u =
= (/Q)a G UY) e f:‘: = (/Qa, VG ") . '

A'generalizagﬁo do invariante quadri-volume de? é da-
da por df = g do eo téurema de Gauss fica escrito coma,
Juu;u Vg do = § " g dSp , onde dsu € o elemsnto de drea da

hipersuperficie gue envolve o hipervolume,
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Em um espago plano; a derivada segunda au av UU

igual a avau UG. Num espago curvo, D“D\J UU ndo e, em geral,

igual a DvDu UU. Subtraindo estas duas derlvadas, temos a se-

: . . _ph A
guinte igualdade: DyDv Uo"Dv Duuc"RcuvUA y onde o tensor Rouv’

: A A X A o AT Lo . .
dado por R(m\J = av Tpv - ap Fvo + rav wo - Fau ov ! ¢ connecido
como tensor de curvatura ou de Riemann-Christoffel, Ele dd uma

1ndlcagéo da curvatura do espago pOlS depende somente dos % e

By
de suas derlvadas De fato, se o espago for plano, os componen-

tes de g » sendo escritos em coordenadas retilineas, sHo cons-

tantes, anulando os ¥ . Consequentements, R =0 em qual-
By quv )
quer sistema de coordenadas
Atraves de uma contraclo em Rguv y abtemos o tensaor
s . g o o T .0 T .0
R : R = = = - -
ge Riccd Auo Rhu RuA au AC ac Au * o FuT Ap TTU

Par meia de umra outra conura;ao, resulta o escalar R = gAUR

ax’?

conhecido como curvatura escalar ou 1nvarlante de curvatuka 0

nome uurvatura provém do fatg de;e nedir uma proprledade do espa

Go que &€ andloga 3 curvatura de uma superrlcle b;dlmen310nal. Is
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to é simples de verificar,analisando ¢ caso de uma superficie es

férica de raio &, na gual a méirica & dada por 9, = az, 9y, =

= a2 senzs v 95 F Oy = 0, de onde vemos que g]] = a_2 ' g22 =

(a sen&)_z e g = a" sen’s . Assim, usando a Eq.'(a.1.1), veri

ficamos gue os vdnicos rgY gue nio se anulam sdo r;z = ~ sen(28)/2

2
21

= -1 e R22 = - sen’s que geram a curvatura R=g

e I = P?2==cotgﬁ. Desse modo temos os tensores de Riceci, R =

11
1 22
Ripr9 Ry =

= ~2/a2 . Ou seja, R ‘& proporcional 3 curvatura Gaussiana de
uma esfera de raio a, qué ¢ dada por 17a% . a analogia entre ¢©
tensor de curvatura e a curvatura Gaussiana é razodvel somente no
caso de supe;ficies bidimensionais; para espagos de maior dimen-
sﬁo.a relag8o entre eles €& muito remota.

Se, em um determinado espago Riemanniang, for possi-

vel_encontrar um sistema de coordenadas, cobrindo todos 0s pon-

tos desse espago, no qual os guv sdo constantes, os sz s as
c R
tensores R R e o escalar R se anulam. Se isto ocor

Apv ? T8Y
rer, tal espago se denomina plano. ‘S5e o espago for plano, o ten

sor de curvatura € hulo e esse cardter n3o pode ser mudado poar
nenhuma transformagdo de coordenadas. Um espago Riemanniano que
ndo é plano € chamado @e curve. A "curvatura" de um espago ¢ uma
propriedade intrinsecs dele e nﬁo deﬁende de um particular siste
na_de coordenadas no qual a métrica possa ser expreSSa. A fim de
ndo queimar os ngupéniqs, nﬁp devgmos ficar imaginando como é um
"espégq';grvo, Um espago curyo, para 0. propésito dessas notas, €
.sihpleshehté‘qqyele.norgual 0 tensor 'Riuv
lo menas, um ponfo do espago en qqestﬁo.‘ Pode-se mostrar que,num

ndc se anula em, pe-

espago curvo, € sempre possivel, nas vizinhangas de um ponto P,
encontrar um sistema de coordenadas no qual o espago seja local-

mente pianc.
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Para terminar essa secg#io, vamos definir o seguinte

tgﬁsor, Guv = Ruv - gy\l

que possui as seguintes propriedades:

R/2, conhecido come tensor de Einstein,

a}) Tem um cardter puramente geométrico pois depende somente de

guu e de suas derivadas.
b) € um tensor simétrico de segunda ordem, G = G“u.
c) A sua derivada covariante é nula;'DuCﬁv = 9.

Estas propriedades, como veremos na secgHo 6, s8o fundamentais

para a formulacdo das equagiies de campo da gravitacgdo.

4,2, GEODESICA

Consideremos, num espaco Riemanniano, dois pontos P]

e P2 pertencentes a uma curva y . 0 comprimento de arco 312

entre os pontos P] e P, & dado por

2 2 ' ' '
Sip = J ds = J v guvdxudx“ » onde a integral é fei-
1 1

ta ao longo de v . Pelos pontos P] e P2 podemos passar uma

infinidade de curvas; denominamos de geodésica a curva que extre

miza a integral S, ¢ OU seja, tal due 6312 =90. A fim de de-

duzir as equagdes diferenciais de uma geodésics, levemos em con-

2 _ u vy u v a
ta que &(ds”) = G(guudx dx’) = 2ds &(ds) dx" dx (acguu)ax +

+ 2 gvv dx" 6 (dx") . Usando este resultado, € facil vermos que(z)

2

_ 1 dxH dx” g dx¥ §(dx")
aslz N J {5 ds ds (30 gpu) 8x7 + 9.v ds ds ds .

1

Integrande o segundo termo par partes,




[2 " y w1t 2 ,

dx” d(8x") _ v dx d dx v
Jguv ds g5 98 = [(Gx ) {guv ds}j] v J ds [guv ds }6x de
1 1 ’

Comg o primeiro termo do segundo membro € nulo, §s € dado por

12

2

1 gx? ax” d dx¥ . g
85y, = J{f ds ds (aaguv) -8 Yo Ts % =9 -

1

o . sefs . .
Camo 0os 4&x sdo arbitrarios, ficamos com a igualdade,

R P d dx"
% ds ds acguv - I {guc TE?) . Desenveclvendo o segundo termg,
teremos

: ETE 2 wo y
4 . dxt. d“x"  dx d dv p T
ds (gua‘ds);‘-guc ds? R CR T (guo) = U gtV (aTguv)V :
onde definimos v® = dx®/ds . Desse moda, cbtemos,
AN ORI TANTING DU .
5 VOV (Ba‘guv)-- 90 a5 vV V (BT_guc) = 0. Notando que o Gl-

timo termo. pode ser escrito como

T [ N I S ¢ ' .
vh v (aTng) = 3z Vv (BT R au gfc}
resulta,
dv uoT 1
po ds +I‘c’_mv v =0 onde rcr,-ru = 5(31_ guc+augw'acgm)
Elevands o indice v obtemos,
u o
(o153 dv o W T _ dv a [T
o] gucr s+ 9 Po,Tu LERRAE g5 % Ttu vy =10
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Finalmente, podemos escrever as equagfes de uma geodésica,

K
d™x a  dx dx B : _
d52 + T --—-—ds .W——Ds = 0 (&,M,T—1,2,...,N). (‘1.2.1)

Av longe de uma geodésica,'como ov® bv®/Ds = 0 ,b vetor velo-

cidade v® = dx%sds , gue & tangente & cirva em cada ponto, é
constante. Num espaco Euclideano, como os simboles de Christoffel
sdo nulos, teremos, simplesmente, dzxa/ds2 =0 ,Que integradas ge
ram as retas x°-x" = vas, onde x e v® s3o constantes de
integragdo. As geodésicas, num espago Euclideano, sendo retas,
ddo as dist8ncias mais curtas entre dois pontos. Um guiro exem-

plo interessante é o que se obtém em uma superficie esférica de

raio a. bLembrands que x'=8 e x2=@ e

, usando os valores do
tensor métrico vistos na seccfio {4.1), as equagBes da geadésica
(4.2.1) se reduzem ao par:

dg

d 2 2
a—-g(a sen“® =) = 0.

2 d&) 2
ds

d as dgy2_
I= {a a5’ - @ send cosé (ds) =0

As sofugﬁes particulares dessas equa¢des s&o g = constante e
ak=5 ou $=7/2 e ap==s5, correépondendu aos meridianbs e egua
dor da esfera, respectivamente. Assim, os grandes circulos sio
geodésicas em uma superficie esférica. Como sabemos, a distan-
cia-minima entre dois pontos nesse espago e dada pelo comprimen-
to de arco de um grande circulo, gue passa pelos referidos pon-
toé. Em espages curvos de maior dimensﬁa, ou mais intricados, &
muito diffecil saber se uma geodésica abtida corresponde s uma dis
tancia mdxima ou minima entre dois pontas. Para as prapdsitos
dessas notas esse aspecto é irrelevante.

Ao deduzirmos as equaglies da geodésica admitimes que



L2171,

. FRNSAY
0 intervalo ds#0, o que implica em guv%if gx_ = 1. Existe

s
um outro tipo de geodésica, chamada de geodésica nula, que & ob-
tida assumindo que o intervalo entre dois pontos sobre a curva é
zero. Definindo por A um parémetro escalar nio nulo variando
sobre. a Qeodésica, entdo para essa espécle de curva, & viliida a

equacio ds’ = g gxt gx” 0. Usando o parametra A na inte-
T Guv o dx dh T :

(10), de modo anédlogo

gral que deve ser variada, podemos mostrar
ao-anterior, que, para uma geodésica nula, as seguintes equagdes

diferenciais s3o obedecidas:

2.0 u T -
d x o dx" dx
" + I‘_n_l T ar =0 {a,p,T = 1,2,...,N)

Vejamos como interpretar uma geodésica nula num espagco de Min-
kowsky onde x¥ = (x4,§) = (ct,;) e ds? = (dx4)2 - (d_;}2 . As-
sim, se ds=0, teremos (d;/dt)2 = VZ = c2 Por outrg lado,
integrando as equagBes da gendésica, obtemos linhas retas. Des-
ses resultados, vemas que, num espaco de Minkowsky, uma geodési-
ca nula pode ser interpretada fisicamente como a histdria do mo-
vimento de um raio de luz. Esta mesma interpretag8o se mantém

quanda um fdton se movimenta em um campo gravitacional,

5. AS HIPGTESES BASICAS DA TEORIA DA GRAVITACAD

Conforme vimos antes, o espago dos eventos fisicos da

‘R;é., denomlnado de .espago de Minkowsky, € um espace Riemanniano
qﬁadridimensicnal plang com uma métrica pseudo-Euclideana. En-
tretanto, como mostramos na secgBo 1, a ‘geometria de Minkowsky &

alterada devido a-presenga de um campo gravitacional. Einstein
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usou este fato como ponto de partida para generalizar a teoria
Newtonlana da gravitagdo. Ele assumiy gue 0 espago-tempo, -devi-

do a interag@o gravitacional, fosse um espaco curvp guadridimen-

sional Riemannianag. Assim, um elemento de linha desse espaco se

ria dado genericamente por ds® = guv(x) dx"ax¥  (u,v-= 1,2,3,4).
Ha, porém, uma condicdo subsididria a ser obedecida: se em um de
terminado ponto desse espace estabelecermos um sistema localmen-
te planc, o elemento ds2 deve ser escrito, neste pento, na for
ma ds? = (dx*)? - @%)?. Em outras palavras, o0 espago-tempo
devido a gravitagdio deve ser localmente redutivel ao de Minkowsky.

Este tipo de espago é denominada de guasi-Riemannians.

Outro principio -adotado é o da covaridncia que ex-
pressa a hipdtese de nZo existir um sistema de coordenadas prefe

rencial, deixando o observador livre para escolher gualguer sis-

tema de coordenadas. De acordo cem o que fol analisade na see-

cdo 4, essa condigdo estd satisfeita, do ponto de vista matemdti
ca, escrevendo as leis fislcas usando tensores e equacgBes tenso-
;iais pois assim elas se transformam‘de modo covariante ao pas-
sar de um sistema para cutro. Dentro do contexto geométrico da
teoria, a cévariéncia das equagBes nfp refletiria wum principie
fisico mas seria, simplesmente, um requisito matemdtico.

Uma vez estabelecido que a gravitag3oc encurva o espa

go-tempo, e que esta curva & dada através de 9y ndo -precisa-

v ¥
mos, de certo modo, nos preccupar com a interacgfio gravitacional.
Podemos agora considerar que as particulas se movem livremente num.
espago curvo onde os fendmenus fisicos devidos a gravidade podem
ser medidos com régua e reldgio.

Nos dominios de validade da R.R., admitirmos que a

trajetdria de uma particula ¢ ums geodésica implica gue ela seja
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livre. De fato, como neste caso € sempre possivel encontrar um

P o
sistema de toordenadas Cartesianas no qual os coeficientes Fuv
dzxa dv®

= 5= = . Ou se
2 ds 0 =

se anulem, da Eq.(4.2.1) conclui-se que

av® ds )
ja, nesse sistema a aceleragdo s € nula e, consequentemente,
a velocidade - v® = constante . Obviamente, num sistema de coorde
nadas curvilineas os .guv ndo se anulam e a particula, apesar
de no estar sob a ag#o de nenhuma interagfic, possui aceleragfes
inerciais. Em R.G., numa generaiizagio dbvia da R.R., postula-

PR o

se que uma particula livre descreve uma geodésica. Como Dv /Ds =

= DVC‘

= 0, temos, como conseqguéncia, a constancia absoluta da ve
locidade v® . A hipdtese de que particulas livres descrevem geo

désicas. € denominada -de principic geodésice e corresponde a uma

extensdo do principio-de inércia de Galileo. Assim, unificando
inércia e gravitaglio, eliminames o conceito de forga externa trans
formando a teoria da gravitagdo em geometria pura.

Para terminar essa secgdo, vale a pena notar que ape
sar de muitos ancs de trabalho com a teoria da relatividade, cu-
jo formalismo matemdtice € muito bonito e elegante, sentimos gran
de dificuldade com os conceitos relativisticos, tanto no nivel
da intuigdo como no da linguagem usual. A familiarizagdo com o
formalismo, due nos fez aprecid-lo, nfc ajudou muito a nossa in-
tuigdo. N&o possuimos experiéncia sensorial d;reta do espago-
tempo guadridimensional ou de quaisquer outros..conceitos usados

nela teoria.
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6. GRAVITACAGC E MATERIA

Vimos na secgfio 5 como uma parte das leis da gravita
G830 pode ser formulada postulando que o espaco-tempo & uma varie
dade Riemanniana e que todas as aceleraghes devidas a. forgas gra
vitacionais e inerciais té&m uma origem métrica. Agora vamos re-
lacionar o campo gravitacional com = matéria que o gera. Quere-~
mos, novamente, chamar a atencgfo para o fato de que as argumen-
tos que usaremos para obter essas equagdes, como também os utili
zados na secgdo anterior, ndo podem ser considerados rigorosos.
Eles parecem ser os mais simples, e de certo medo os mails razos-
vels, que sabemos formular.

Indicando por ¢ o potencial escalar da teoria Mew-
teniana da gravitacHo podeﬁos dizer que:
(1) N#io hd campo gravitacional presente quanda =0 .
(2) Numa regifioc em gue hd matéria presente, com densidade p, va

le a eguagio v?

d = —-ﬂﬂGp .

Vejamos como generalizar essas leis Newtonianss. Ora,.
conforme discutimas antes,'na auséncia de gravitagfo a curvatura
do espago-tempo deve se anular. Pode-se mostrar, usando a geame

tria diferencial, que a condigio necesséria e suficiente para que.

isso ocorra € que o tensor de Riemann-Christoffel se anule, RA =0.

[TRHe)
Esta seria, entdo, a generaliza¢8o da caondigdo (1), de ¢=0. A

fim de obtermos & correspondente a condigdo (2), vamos conside-
rar, apenas para simplificar a andlise, a matéria como sendo um
fluido ideal. Na R.R., o tensor energia-momentc T"Y para um
fluide ideal & dado por THY = (p+pre?) vM vV gtV el , ande p

€ a densidade escalar, p a pressfio escalar e o quadrivetor ve-

iocidade obedece, 2 condigdo gph,vgyv =vu vPo 1. A equagdo -
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v
Y

™ = am"VsaxY =0 , qQue estd satisfeita para o tensor T”“,ex-

pressa as leis de conservagio de energia e momento para o flui-

d¢o. Na R.G., o tensor THY possui a mesma forma, porém, coma 0s

¢coeficientes I da métrica ndo sdc mais constantes, ao invés

T ¢ = 9, @ condigdo que ele obedece & DvT““=1““
¥

(3,5)

de termos =0,

HY
b
que ndo exprime nenhuma lei de conservacgio Nessas notas o
tensor energia-momento THY € encarado como o ente gue engloba
"todas as propriedades fisicas da distribuig8c de matéria. De al
guma maneira as propriedades geométricas do espago-tempo devem ser
deduzidas a partir das propriedades fisicas, dadas por ™Y | Po
. . o . v v
deriamos tentar escrever a seguinte equagio tensarial: GHY = kT s
onde ¢ tensor GM° deve depender somente das propriedades geomé
‘trieas-do espago quasi-Riemannmiano € k € uma constante a deter
minar. Além disso, o tensor GP“ deve obedecer as seguintes prg
‘Priedades:
(a) Ele deve ser simétrico em pv, pois ™ & simétrico.
(b) o 6" = 0, pois D T"V-0g.
v v
Dré, como vimos na secgdo (4.1), sdé existe um temsor de segunda
ocrdem que obedece a essas propriedades e gue é linear nas deriva

das de segunda ardem de g Esse tensor é o de Einstein, de-

TA
finido por - 6"V = R*Y_Rg"¥/2. Deste modo, as equagBes do cam-

po de gravitag3o seriam dadas por {EquagBes de Einstein):

RMY - rgMV72 = kWY

Resta agora determinar a ceonstante k. Com o intui-
to de determind-la, impomos que no iimite de c-+« a teoria de
Einstein se reduza a de Newton. Precisamgs mostrar que no limi-
te de c-« a3 equagBes de Einstein, com uma escolha apropriada

2

de k , se reduzem a equagHo de Poisson 9°¢ = - 41Gp . Ora, é fa
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cil vermos que quande c-+« "a Unica componente nd@o hula do THY

. 4 2 5o
é ‘TA ® pC e gue TE::T =pc2. Nestas mesmas condigdes, as com

kN

ponentes do tensor métrico, conforme Eq.(3.1), .s¥o dados por D4y =

-1. - Calculando

= 1+20/¢” , g, = -1-20/67 e 9y, = 954 =

RV em termos dos Tuv » usando o gque fol visto na secglio (4.1),

obtemos R44 = -(1/402)V2¢ . Por outro lado, levando em conta
Gue a equacdo de Einstein pode ser escrita na formas RV _
= k(T™Y _g®V s » thegamos & seguinte igualdade, (174¢%) V%0 =

klpe? = (1+20/¢2)602/2] = kpe2/2 - koo = koc2/2., de onde dedu-

zimos que a constante k deve ser k = - BnG/cé.
Com a determinagio da constante k completamos a "de

rivagHo" da eguacdc de Einstein que &, entdo dada por
R™W - g"VRrs2 = - (BrGse?) THY (6.1)

Esta equag8o constitui, de fato, um sistema de equagfes de deri-
vadas parciais de segunda ordem. SiHo dez equacgles de campg pois

v ~ T .
os tensores guv e TH s8o simétricos. Entretantc, como as

coordenadas xM podem ser submetidas a uma transformag3o arbi-

trdria, € possivel escolher arbitrariamente quatro das dez campa
nentes de guv . Como as guatro componentés de -v? ; gue compare-
cem em THY , 580 ligadas pela relagdo guvvu vy ; ;uyu =1, so-
mente tréé delaé sdo indépendentes; Desse modo, és dez eqguagies
du.campo gravitacienal sdg efetiQamente constituidés porﬁez éraﬂ
dezas éeéconheﬁiqas; seis.éombepentes de éﬁv.’ ffés éemponentes
de v° e a densidade de matéria op (cu.a présséo_ p). Lembrag.
do que tembs de conhecer‘de_anteméo a equagéo_d; eétado da ma{é-
ria, gue relaciona p e 5 ;”bUiS.eSSQIQED‘DOde ser determinada

através da Eq.(6.1).
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. Cemp- as equacBes definidas por (6.1) nd3o sfo linea-
res, o principio da superposic@o ndo é vélido para- os campos gra
vitacionats {a n83o ser para campos fracos):'centrariamente a0 gue
pcorre para o0s campos eletromagnéticos na R.R..

. No- caso do eletromagnetismo a distribuicdo e o mo
vimento das cargas podem ser arbitrdrios, desde que a carga -to-
tal se conserve. -Uma-dada'distribuigéo de cﬁrgas determina, a-

través das equagdes de Maxwell, o campo que elas criam. No caso

da gravitag8o, a distribuic8io e o movimento da matéria que gera o

campo ndEo podem ser tomados arbitrariamente, muito pelo cuntré

rig, eles, ao mesmo tempo que 0 campg criado pela matéria, sHo
determinados por intermédio da Eq.(6.1), dadas as.condigBes ini-
giais.

(5) e de virias tentativas

Apesar das muitas criticas
gara desenvolver uma Leorla da grav1taga0 leerente da de Einstein
é esta que, até o presente momento, melhor expllca os resultados
experlmentals(11) ‘

DD ponto de vista hlStOflCO, é 1mportante notar que
resultados samelhantes aag de E1n5t91n foram obtidas, pnr Lurentz
e Hllbert, antes do proprlo Elnste1n, conforme ele mesmo cita em

Seu famoso_artlgo de 1916.(v1de'referencia 12z, pag.16?).

Para flnallzar, vale. a pena observar que, dentro do

esquemu da R G., sempre que exlstlr materla, existird um campo

gLaVLtaclonal que se’ manllestara atraves da curvatura do espago

circunvizinh0 équela matéria. N&o devemos pensar, contudo, gue

0 campo preenche o] espago e 0 "curva“, pois ndo podemos diferen-

CLar os dois ccnce1tos: 0 campo € 0 espago curvo. 0 campo gravi

taclonal e a estrutura (a gecmefria) do espago—tempo sHo idBnti-

cos, e sdo representados na Z¢.{6.1) por uma Unica grandeza mate

.28.

midtica. Na teoria de Einsteln, a matéria nio pode ser separada
de seu campo gravitacional e este nic pode ser separadao do espa-
¢o curvo. Matéria e espago devem, pois, ser encaradeos como par-

tes insepardveis e interdependentes de um dnico todo(a).
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