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RESUMO

Aplica-se a teoria do momento angular complexo ao pro
blema do espalhamento critico de luz, no limite de altas freqlién
cias, por uma cavidade esférica (indice de refragio N relative
ao meio externo < 1 {e.g., bolha de ar na dgual. Este & um novo
efeiteo de difragdo encontrado na regido de transigdo em torno do
‘ngulo de espalhamento critice. O dominioc de aplicagio dos re-
sultados é definido por (kza)v3 > 1 e (I—Nﬂ/Q(kfﬂ1/3 >> 1, on-
de k

5 € o nimero de onda da luz no meio infinito e a o raio

da cavidade. As principais contribuigdes ao espalhamento na re-

g180 critica provém de um "dominio critico" prdximo & incidéncia

critica. A sclugdo € obtida pelo uso combinado da expansdc de
Debye para incidéacia subcritica, e da transformagio de Watson mo
dificada, sem utilizar essa expansdo, para incid@ncia supracriti
ca. Sdo obtidas as expressBes para as contribﬁigées dominantes
na aproximagdo de ordem mais baixa. Em particular, o termo supra
.critico de rerlexdc total é representado por um novo tipo de in-

tegral de difragdo.

{+)rrabalhe parcialmente subvencionado pela FINEFP, CNPg e CAPES.

1. INTRODUCEO

Vamés conéiderar o_eépalhamento,'no'limite'de altas
freqiiéncias, de uma onda eletromagnética mMonocromdtica plana de
freqiéncia ® no vacuo por uma esfera bompgénea, isotrépica, de
constante dielétrica 51; com indice de refragio absoluto N,, de
raic a, imersa em um meio infinito com as mesmas -caracteristi-

cas e com indice de refragdo absoluto N {constante dielétrica

2
32). Ambos os meios sdo supostos ndo magnéticos (permeabilidade
maghética u=1) e transparentes (N, e N, reais a freqiéncia w).

Assim
N = — ’ ’ " o (1.1}

€ o indice de refragio da esfera relativa ao do meio.
Consideraremos neste trabalho o caso ‘especifico do

espalhamento no qual o material de que é constituida a esfera €

oticamente menos degso que o meio envolvente, i.ei, N<1t. Tra-

ta~se do espalhamento de luz por uma cavidade esférica;’ exemplos

tipicos s8c o de bolhas de ar-na dgqua’ (N'=0.75) ou de bolhas "de

ar em vidro (N=0.60).
0 dominio de aplicag¢do dos presentes resultadbs € de

finido por

8 s 1, -, V2eV3 0, (1.2)

onde

B = k.,a : (1.3)




é o parlmetro adimensional associadoc com o nimero déuénda k2 da
-luz no meio-infinito. { =k N, ,. onde k- é seu nuimero de onda no
vacuo) ..

BExcluimos - ¢ caso N <<.1, embora os resultados, com

-adaptagdes,  possan ser -parcialmente aplicados nessa situag8o.

~ . a . 1
No contexto da mecdnica guintica N< 1 corresponde

2

ac espalhamento de Schrodinger de particulas com energia E = k2

(em unidades h=m=1) por uma barreira quadrada.

A sclugdo exata do problema de espalhamentc de luz
por uma’estera é dada pela solucgdo de Miez. 0 campc fora da es-—
fera é representado por uma série de narmdnicos esféricos e fun-
gBes de Bessel de Indices semi-inteiros. Estas contribuiges sdo
chamadas condas parciais e podem ser especificadas em termos de
multipolos elétricos e magnéticos.

... Entretanto, no limite de altas.freqiliéncias, a série

. de Mie. converge lentamenteT e o nimerc de termos que deve ser re
tido na série para se. obter uma boa aproximagio deve ser da or-

.dem.de. B . No caso 6ticquval§res‘t£picos de. B vao desde algu-
mas. dezenas- a-alguns milhares. O tempo.de execugdio em computador

@ grosseiramente proporcional a 82 para uma largura fixa de &n-

gulosB. Além disso, os resultados variam rapidamente com £, N

@ com a diregdoc, assim a dispornibilidade de grandes computadores

ndo resolve o problema de extrair a informagio contida na série

de Mie.

E com a finalidade de resolver este problema que se
tem langado mdo das bem'conhecidas4 técnicas do momento angular
complexo (MAC).

Para o espalhamento pof uma ééfera :transparente, a

programa fol inteiramente cumprido para indice de refragao rela

. ) 1 ' . 5,6
tivo N=>1, tanto no caso escalar como no eletromagnetismo™' ",

incluindo resultados satisfété;ios para os problemas do arco-iris
e da auréocla.

Aplicégées mais recentes da teoria de MAC ao espalha
mento de Mie para N=>1, comc a derivagio do comportamento assin
tético {frequéncias altas) das segdes de chogue médias de Mie
para extingdo, absorg@c e pressdo de radiagéo7, a predigdo de os
cilagBes da segio de chogue de Mie na auréocla Stica dianteira8 e
no espalhamento correspondente nuclearg, tém.mostrado excelente
concorddncia com a solugdo exata obtida pela somagdo numérica da
série de Mie,

Um.programé andlogo ao desenvelvido para N > 1 ndo

foi possivel para ¢ espalhamento por uma cavidade esférica (N < 1),

embora vdrias tentativas utilizando a teoria de mac 'O 18.1.17 ti.
vessem sido feitas,
Para N< 1, a regido critica, i.e., a vizinhanga em
torno do dngulo de espalhamento critico
s I -1 '
Ot = om ZGC = 2sen (N) {1.4)
‘ -1 . ~ . A . P .
(@c = sen (N} € o &ngulo de incidéncia critica) & a gue mais

problemas‘causa.e para.a gqual ndo ha sélucao satisfatdria.

No ésbalhamento por goticulas (N ;1) a difragdo é im
portante para a descri¢do do arco-iris e das auréolas dianteira
e traseira, Para bolhas (N< 1), ndo existe arco-iris; entretan-
to, na regifioc critica a difracdo & importante por causa da mudan
ga abrupta na amplitude da onda refletida gquando o dngulo de in-
cidéncia passa de Gi < OC para 91 > GC, resul;ahte da varia% 

gdo rdpida das refletividades prdximo de SC.Y'A regifio critica €



.5,

para N< 1 o andlogo da regido de beirada para N> 17 trata-se

‘Je uma regific onde difracgdo ocorre e, em pkincipio, ‘muitas con-
tribuigdes séo importantes, sendo_neceésério selecidnar aquelas
que sac realmente doﬁinantes.

A mais recente proposta de solugdo para N>1 foi fei

ta per Marstoh18_20

. Trata-se de uma aproximagido de Otica fisi-
ca ac longo das linhas da teoria cldssica da difraqao..Essa aprg
Ximaqéo‘reproduz razoavelmente as caracteristicas das oscilagdes
lentas presentes na solugfo exata de Mie; entretante, na regifo
critica, a concordincia quantitativa é péssima,

Neste trabalho apresentamos a solugdo para o problé4
ma do espalhamento de Mie na regific critica, utilizando a tgoria
de MAC, Os resultados para a intensidade de luz espalhada séo oé
tidos na aproximagdc de ordem mais bhaixa, mostrando, guando com-
parados com a solugdc exata de Mie, muito boa concordincia, para
valores do parfmetro B a partir de algumas centenas, e tanto me
lhores quanto maior o valor deste parfmetro.

A idéia céntral neste trabalho é localizar e calcu-
lar as contribuigdes dominantes ac espalhamento na regiZo criti~

. ~ . - - m P P M
€a, 4a4s Jquals proveam de raios incidentes em um dominic critico

proéximc a incidénqia critica. Para iﬁcidéncialmenor que a criti
ca, ﬁeste dominio, & usada a bem coﬁhecida expansdo de Debye‘,
.péra inéidéncia‘maior‘que a critica usam—se_expresséeé_seﬁ esta
exbanséo. .

. A segad 2 resupe procedimentos importantes da teéria
de MAC ao mesmo tempo que introdgz as expressdes que serdoe utili
zadas posteriormente. Na segéb 2E discute-se_o anélogo quénti-
co do problema; esta discpssip sugere a definigic de um dominio

critico, em torno da incidéncia critica, que tem interpretagdo

6.

. A A L .

simples em termos do-cbmpor%aﬁénto doéCraioé;assdciadés, e-de'oﬁ
de provém, pafé_.N.>{ , -as céntfibulgaes dbmﬁnantesd do espatha-
mento critico. o 7

Na Segaq 3 faz-se o levaﬁtamento e'a dgscrigio sumé~
ria dos trdtamentos anteribres, bem_como~de'suas_limitagﬁes.

Na segdo 4 & apresentada a 301u¢507-para o problema
do espalhamentd de Mie na regido critica. Na segdo 4A sd3o idéentji
ficadas as contribuigbes mais importantes ac espalhamento. Nas
segdes que se seguem ¢ada contribuigio é coﬁsiderada'separadameg
te. Na segfo 4B considera-se a contribuigdo dos raios com inci-
déncia subcritica. porém no dominio critico, gue se refletem di-
retamente na supeffféie da éa&iéade;“eié é:fepfeseﬁtédé pét intg
grais incompletas de Fresnel-Fock. WNa seglfic 4C s3o considerados
os raios gue, com incidéncia éﬁﬁtfitica,.traﬁsmitém—se diretamen
te através da cavidade; tal contribuigio € representada por fun-
gbes de Fock generalizadas incéﬁpletas._ Na sééao 4D trita-se o
efeito acumulado dos raios com incidéncia suberitica die perfa-
Zem uma ou mais reflexées_internas;'a expressao obtida é bastan-
te complicada, contudec, o© fo;te amoffeéimenta presente no inte-
grando é indicio de gue tal termo n#o contribui significativamen
te ao espalhamento. Na-ségﬁo 4E é tratada, 5em a_1h;i1izag§o da
expressdo de Debye, a_contribuigao dos raios do domin;o critico
com incidéncia éuéfﬁéfftica; este térmd'leﬁa‘a umi ﬁbvo tipo: de
inteéral de'difraéés; a integral de Pearcey-Fock. Com relagio a
esta contribuigaoré'também interpretado um termo- da fase desta in
tegral em termos do deslocaménto angular Goos—ﬁﬁnchen obtido via
conceito de deslocamente angulér'em espalhamento. Na seg¢do 4F,
embora ndo diretamente ligada ac éspakhaﬁento critico, bonsiderg

~-se a contribuicdo dos raios com uma reflexdo interna e que inci




dem . no lado oposto do espalhador e gue, devido a grande diferen—
ga de caminho dtico, -interferem com os demals termos produzindo
oscilagdes rdpidas de pequenc periodo nas curvas de intensidade
de luz espalhada; essa contribuigdo é fornecida pela aproximagio
WKB.

Na secdo. 5 discutem-se os ;esultadqs_obtidos, bem co

mo suas limitagBes. e possiveis abordagens futuras.

2. CONSIDERACOES PRELIMINARES

A. REPRESENTAGAO EXATA DAS AMPLITUDES DE ESPALHAMENTO {SOLUCAO
" DE MIE) o ' ' '

A solugdo exata de_Mie2 para. as amplitudes de espa-
lhamento guando uma onda eletromagnética plana incide sobre uma
esfera homogénea de raio a e indice de refragio N pode ser es

crita como segue:

| R e |
s;8.00.= - 3 ) {[s(8) - 1] gy (cose)
_+. I:s_énJ(B)""]_Pz{cqs_e)} ro {0, 3=1,2 , n# 3 r (2.1)

onde 5,(8,0) e SZ(B,Q) sdo as amplitudes de espalhamento as-
sogiadag_cpm as polarizagées perpendicular {ou magnética) e para
lela_(qg elétrical, respectivamente e 8 € o &@ngulo de espalha-
mento.

As fungdes angqlares sdo dgfin;das por

[Pv—1f¢°$e)_f Pu+1(CQSG)}

pu(cose) = Yoo - (2.2)

senze

'tV(COS@} = - cos@pv(cose + {2v+1) Ev(cose). . .(2.3).

onde Pv(cose). é a fungdo de Legendre de primeiro tipo (polind-
mio de Legendre guando v=4%4 & um inteiro). As fungdes séj)(s)
sdo elementos da matriz S associados com multipolos magnéticos

(3j=1) e elétricos (j=2), de ocrdem £ , respectivamente. Eles

' sdo dados por

) 232V 8) (28] - nn,la]
g7 (B) = - <3 d L i=1,2) ,  (2.4)
g, " (B) L[1B] - Nn.[a]
3
onde
_ R - - -
n, =1, n, = N ;@ = k1a = kONTa = NB (2.5}

e em analogia com o casc escalar definimos

Yz}
_ L
[z] = E;TET ;
. {2.6)
Céj)(z) _ :
[j=z] 5 (j = 1,2) '
Zy (z) :
H
onde ¢l(x) = P%ﬂ J1+l(x) .
. H
' (2.7)

n

(3) _ |mx {3) Ca .
oo = [ aeo g,
sendo wl a fung@c dé Ricatti-Bessel, ;é1’2) as fungdes de

Ricatti-Hankel, Jop1 2 fungdc de Bessel de ordem semi-inteira e
H

(1,2) X R .
H2+i as fungdes de Hankel de primeira e segunda espécies, res
1 =3
pectivamente,



‘A partir das amplitudes de espalhamento Sj(B,e) é

possivel obter todos os.observdveis fisicos na zona de radiagdo.
As intensidades espalhadas para as duas pblafizagﬁes sdo dadas

por

1,(6,8) = ;sj(s,e)|2 , i =1,2) , (2.8}

6(8,0) = argl[s (8,8)] - arg[s,(B,8}] , {2.9)

determina o estado de polarizag@c da luz espalhada. Outras quan
tidades de interesse sdoc fornecidas na literatura21’22’5.
Uma representagdo alternativa para Sj(B;G) pode ser

obtida em termos das fungdes

pl(—cose) = {—)E+T pz(ccse)

{2.10)
tE(~cose) = (—)itltcose) , R =1,2,3,... .
Uéando estas expressdes cbtemos
c.1 F (3) gy -1 e (o
s58.0 = -5 ) 1* {[s{ s 1]1;1( cos 0)
=1 '
(n} L .
(B}—1p£( cos 0} {n,3=1,2 , n#j) - (2011

Ambas as representagoes,(Z 1} e {2. 11) 880 equivalen

tes e regulares para valores fisicos de & (reais) em todo domi- |

nio angular. Entretanto quando o momentc angular % & estendido

~ 10,

para valores complexes (o que serd feito neste trabalho), a re—'
presentaqao (2 1) torna -se slngular em 9-—ﬂ ¢+ & para (2.11) isto

ocorre em @=0. Como conclusdo, fora das.diregdes para frente

" & para trds ambas as representagdes podem ser utilizadas.

Para e 1bnge de _e;_o' e B8=1 a contribuigio de 'tJ?.
é dominante sobre a de p, em (2.1} eu{z.li); nesta situagio
SltB,O) (SZ(B,@)) € dominado por contribuigSes de multipolo mag

nético (elétrico}.

B. A TRANSFORMAQKO DE WATSON MODIFICADA

' Com a finalidade de extraif’ as’ informagées contidas
nas séries de ondas parciais, no - iimite de “altas fregiiéneias
(§/3 >> 1}, langamos mic das técnicas de MAC.

. A idéia central destes métodos & Feescrever a.série

de ondas parciais como uma integfai”nb;piano—l, onde
SER | RN o za
2 .

é agora.tomadd como uma -varidvel complexa ("momento angular ‘com—
plexo"), de tal forma que o caminho de integragdo possa ser de-
formadc neste plano. Assim proceéendo, as contribuigfes dominan
tes, no limite de altas fregli®ncias, podem ser concentradas em
um pequeno nimero de pontos criticos: pontos de rela reais {asso
ciados é raios de dtica geoméﬁrica)}:béle‘dé'Regge ou de Regge-
Debye (0os residucs associados podem ser igterpreta@os em termcs
de ressondncias e em aléuns casos ondas subérficiais); poﬁtos de
sela complexos (associados a "trajetérias complexas" (efelto do

tipo tunelamento)). Maiores detalhes sobre essas técnicas sdo en




L11.

contrados na literatusa®.

A melhor forma éé'generélizar o momento angular a va
lores complexos com a fifalidade de tratar problemas de espalha-
men£0 é através de um“§r6éé&imént6.dendminado tfaﬁsforﬁagéd de

Watson modificada1'23

. Este ﬁroéedimento & baseado na aplicacgdo
da férmula de soma de Poissén

ZE(9,+%) = Z (—)me(A)exp(2imnA)dl_ P (2a13)

=0 m=—w 0

onde a fungdo interpolatriz £(A) reduz-$e a f{£-+%d nos.valg
res fisicos_de__k. O termo m=0 em (2.13) corresponde a apro-

. . 24
ximar a soma por uma integral” .

Termos com m#0 s3o associa-
dos com caminhos que envolvem |m| o centro da esfera.
A aplicagfo da férmula de soma de Poisson (2.13) as

expressdes (2.1} e (2,11} fornece

. 1 _ 2(9
5,08.0) = 8,(8,0) + % [01(31 1] sec [2] , (2.14)

N 1 (2] .
~858,0) = 8,(8,0) - (-1} ] Gz(ﬂ)coseczE~% , o ti=1,2)

2
(2.15)
onde'és fatofes
. o - .

o, (B) = 423"9[2‘“‘]2”3] (2.16)

Co {(B+1)° - (N-1)}" exp{4in)}: .
Co(8) = [E] exp(-2i8) - o (8) . (2.17)

2 N+ ) - o, B e

provém da adicio e subtragdo em (2.1) e (2.11} de um termo ficti

cio =0, de forma a aplicar (2.13}, e

12,

+oo .
=t m _gld)

m=—c 0 :
+[1—S(n)(k,5)]p)\_l(cose)} exp(2miTA)dr C (2.18)

. teo ® (43
& = -1 L g3 -
8,800 = -3 ) () J{P s 00,8)¢, (~cos0)

m=-c 0

- [l-.s(n)(A,B)}pA_l(—ccsej} exp[i{2m+1)nk]dA ] (2.19)
2

onde

sPoe = siPe ., G-, (2.20)

C. A EXPANSAOC DE DEBYE

Uma forma bastante eonQeniente de representar a inte
ragdo da onda incidente com ¢ espalhador esférico ¢ através da
expansdo de Debye4.

Nesta expansdoc a interagéo de pada onda multipolar es
férica com o espalhador & guebrada em uma série infinita de inte
ragdes com a superficie (cada onda sofre reflexdes intefnas su;
cessivas na superficie e no centro dé esfera gue simuia um refle
tor perfeito).

A expansdo de Debye para os elementos da matriz-S se

5.
escreve



a 12,

sidig) = séj)(x,s) + ot e
E p-1 (o (0,817 .
X Z [Dj(l.ﬂ)] + WH:E;TXTET y (i=1,2) ,
p=1 ' (2.21)
onde .A =2+l
2 ’
H;$)(&) (4)
Py(A,8) = —me— Rr1I00,8) , (2.22)
J HA (o)
(2)
. 5'?)(g) .
sgaee = 2 2 PaLe (2.23)
1 ')
(1), . (2)
. . H {a)H (B) .
vl ,e) - Tég)(k,ﬁ)%—"—-% e, 2200
TSN

‘T;g)(l,ﬁ) e Rig)(h,ﬂ) (r,s=1,2) s8o respectivamente os coe-
ficientes esféricos de transmissdo e reflexdo entre a re-
gidio 1 (dentro da esfera) e a regidc 2 (fora da esfera) (apén-
dice B).

A correspondente expansdo de Debye das amplitudes de

espalhamento &

. P
P+1)}
5.(8,0) = S, (§,0) + z §, (8,0) + R . (2.2
3 B,Q) 30(8 ) Jp(B 0) 5 {(B,®) { 3)
p=1
onde Sj0 é associadoe com reflexdo direta na superficie da esfe
ra, 5. , o p-ésimo termo da expansic de Debye, & associado com

p

transmissdo depois de (p~1) reflexdes internas na superficie, e

.14, -

R€P+i)

3 (B,0) = . Z Sjp(B,@) corresponde 4s ondas gue sofrem P

p=P+1
ou mais reflexdes internas. Embora a expansdo de Debye seja con

vergenteq, a velocidade desta convergéncia pode ser lenta em de-—
terminados dominios do pafémetro de_impacto, o gue compromete,
nestes césos, sua utilizagdo de forma eficiente.

Podemos agora substituir (2.21) em (2.14) e {2.15) (ou
aplicar a cada um dos termos de (2;25) a mesma transformagio gue
levou de (2.1) e (2.11) a (2.14} e (2.15), respectivamente. 0 re
sultado desta operagio € aplicar a férmulé_de soma de Poisson a
cada um dos termos da expanéao de Debye [(observe-se gue previa-
mente deve ser feita a expansfo de Debye dos termos Fficticios
L =0, entretanto isto é triwvial).

Para a represehtagao (2.1), obtém-se para cada um dos
termos de (2.25}):

_ 1 ..2({e) '
SjG(B,@) = §jD(B,B) - 5 séc Eiﬂ . _ {2.26)

-1
. p 2(8 N n-1\F
B,0) = Sjp(B,S) + [T-—(—) ]sec [j;) R [N+1J

5. (
ip (132

‘x expl2i{N-1)8) expl2i(p-1Ja]l , p»1 , (2.27)

(P+1) _ gD T - (1P)sec? (L) ¥
2P s, = &F s, ¢ ) [1 ( }._]sec [2)
p=P+1

N-1}P7] :
&ﬁﬁ) expl2i{N-1)Bl expl2i(p-1)a] , (j=1,2) i

(2.28)

onde




< cepgere

15,
& B (3 '
. Ay b w_m I P N o . -
8588 = ) (o) J{[z 5! {x,s)]tk_%(c_o;__e)
Ty ‘[1 s, B}]pf\ l(cose)} exp(2m111}\)d}\ . (2.29)

LSped=te2 , nAg)

8. (B,8) = - = i? T { (3)(A B}[p &, B)] et ti-p{cos@)-: -
meTe 000 B ) : : : .
Ty gttt (X;Bf[ph(l;B)] ' pA_i(cose{}exP(ZminX)dl , (2,30
2
(n,j=1,2 ’ n?é:l) e PRV,
. to (7 [0.02,8)1%
-(P+1') o ___l : _Il’l (:l) L.
S R S J{ (8 gy t)3(cos@)
m=—cw 0 :] . . T '
lp, (A, 8y1F
+ utm

{A,B) -—'m P, _ 1(cos®)}exp(2mlﬂk)dk , (2.31)

(n,3=1,2 , n¥

Procedendo de forma sxmllar para a representagdo

(2 11) obtemos

2((1;11)) cosec” [%] exp(-2i8) , (2.32)

It,

C . .. _ 3 3
S10(B,0) < 8,0(8,0) - (-1)

L TR I ey P
S. (8,8) = §, (8,0) - (-1)3[1 — (-)P] cosecz[iJ N [-“-‘:lJ
jpP ‘ Jp 2 (N+l)2 N+1

x

exp[2i(N-1)8] exp[Zi(pf1)u1 ¢ p»l , {2.33)

16.
R;P+1)(B’e) - ﬁgPH)(B’O) _ Z (.“1}j[7—(—)P:'COSe02[-2“J
p=P+1
N N-1y P ' '
% 5 Eirﬂ - expl[2i(N-1)8] expl[2i(p-1)a} , (i=1,2) ,
{N+1)
(2.34)
onde
w " ( )
- - i _ m ]
850(8:0) = - 3 Z (-) J{[1 (A, s)] y_1(-cos8)
- [1—5(“)0\ B)] y_1(-cos@) bexpli(amt1)milar (2.35)
z R
(n,3 = 1,2, n#3) ,
. i v w [0 : p-1 -
8,p(8:0) = 3 Z (-) {U (A,B)I:ﬂj(k,ﬂ)] £y_1(-cos0)
p-1
- U(ﬂ)(A,B)[pn(x'B)] pk_%(—cosa)}.
x expli(2m+1)maldx , {n,3#1,2 , n#3) ., P.>1 '
(2.36)
R . [o.(x,8)1F
A (P+1) _i _\m (j)
R0 =3 ) 0 J{ (x,B) _L‘"”_'pj(x,s)
m==~ca

0
(n) Lo ta, 8)1F
x tA_%(-COSG) - U a8 -“m Py 1("COSG)

* expli(Zm+1)wxldd , (n,3=1,2 , n#¥j) . (2.37)
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D. 05 POLOS DE REGGE E COS POLOS DE REGGE-DEBYE PARA N< ]

O procedimento que fornece a localizagdc aproximada
) nd.plano—l dos pdlos de Regge e de Regge-Debye para N< 1, no 1i
mite de altas freqﬁéncias, € bastante similar aquele utilizade pa
ra N>1 nos casos escalar1 e_eletromagnéticoS. Nesta seg¢dc in-
terpretam-se apenas os resultados. Considera-se, para melhor com
pfeenséo, o limite N << 1 (i.e., B>>a>>1) que corresponde a
uma regifo esférica envelvida por um meic oticamente denso ou
quénticamente a uma barreira de potencial bastante alta.

Os integrandos de 5.(B,6} e éjts,e) em (2.14) e
(2.15), respectivamente, sfo fungdes meromorfas de A com pdlos
simples, denominados, em conformidade com a literatura, pdlos de
Regge,

Pelas expressdes (2.4) e (2.20) os pdlos sdo as rai

zes de
f1B] ='nj Niel . {i=1,2) ' (2.38)

para valores Eixés de B.

A representacdc esquemdtica dos polos de Regge para
B »>> a > 1 & mostrada na Fig; ta.

Esses pdlos dividem-se em deis tipos: aqueles préxi-
mos db eixo real (classe I) e os localizados pgéximbs 4s linhas

‘ o 1 '
de Stokes da representagdo assintética de H; }(B) {classe II}.

Cemo no caso N >11'5,

os pdlos classe II tém o compor-
tamento tipico daqueles .associados a ondas. superficiais e s83c pra
ticamente insensiveis ao comportamento do potencial na regido in

terna (desde gue N n&c seja proximo da unidade), dependendo fun
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damentalmente da forma geométrica -da superficie. Sdo em nimero
infinite & freqliéncia (energia) finita.

0s pélos de classe I estio associados a ressonfncias

-acima do topo da barreira, sdo em nimero finito no primeiro qua-

drante, diferindo do casoc IL$1 pelo fato de que ocorrem reéaxﬁﬂ
cias estreitas (vida média longa) inclusive a baixos valores do
Momento angular. Associam-se com o "interior" do potencial. oti
camente eles correspondem a modos livres de vibragdo da esfera

25 a interpretagio em termos do andlogo quintico do

dielétrica
problema serd feita na segio 2E.
0s pélos de classe I contidos no dominio [A~a|é o1/3
correspondem a peculiares modos 1i§res'de vibragdo da cavidade.
A intérpretagaO‘cuidadosa dos residuos calculados nestes gﬂosthzs
no caso escalar mostrou éﬁe eles rééresentam a. Situagao iémiée
de ondas gue incidem préximas mas abaixo do dngulo critico, s3o
transmitidas guase ﬁahgencialmente, inﬁernaménte refletidas moi-
tas vezes, e'emergem em um Angule préximo do.critico, amortecen-—
do-se exponencialmente, devidora aessa mesma.emisséo,é medida que
se propagam. Em anaiogia coh o caso acﬁsticsz utilizémos a de-
signagio modos de galeria de sﬁssuffos genéréliéadﬁs para”estes
modos. 7
’ 0s pdlos de claséé II préximbs de A= B estéo asso-
cia@os, através de seus residuos, a éndas com incidéneia rasante
gque, viajando externamente & caﬁidéde; radiam tangencialmente-é
medida que se propagam, amortecendo-se com um fator proporqioﬁal
& parte imagindria dos:fespectivos polos. .
. Os poles no planc-A para cﬁéahfenm;dé Debye em (2.25)
s&c denominados polos de Regge~9ebye]. :Eles tém a mesma posiqéo

para todos os termos de Debye, entretanto sua ordem varia de ter
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mo para termo; eles sdc de crdem {p+1) para o p-ésimo termo de
bBebye.

Segue de {(2.21} e das expressBes para os coeficientes
esféricos de reflexic e transmissdo: (apéndice B) gue os pdlos de

.Regge-Debye sdo.-as raizes no plano complexo A de-

[—18],_=._nj4N[2aI.-, (i=t,2) , .. (2.39)

apéré-vaioreé fixqs de B.

A representagdo esqueﬁética dos pdlos de Regge-Debye
Ve mostrada na Flg Tb - -

Em contraste com a dlstrlbulgao de polos derReggei
Knao ha multos polos prox1mos do eixo real; isto decorre do fats
que a expansao de Debye € uma fepresentagao em termos de intera-
goes 5uperf101als. .

Os polos de Regge Debye nos primeiro e tercezro qua—
drantes sdo multo prox1mos daqueles encontrados para a esfera im
penetrave123, podendo, os prox1mos de A= B, ser tambem assoc1a—
dos a ondas superf1c1als exc1tadas por ralos com 1ncukxwla rasan
te com um fator de amortecxmento proporC1onal as suas partes lma
‘glnarlas.. Os polos nos segundo e gquarto quadrantes néoc ocorrlam
para a esfera 1mpenetravel e para N >T os re51duos neles calcg
lados davam contrlbulgao despre21vel ] comparec1mento destes po

los é 1nte1ramente dev1do & expansao de Debye

E. ANALOGO QUANTICO PARA N< 1

" Para discutir o espalhamento critico em termos da teo
. . . . S . L]
ria de MAC & conveniente utilizar a bem conhecida analogia com

0 espalhamento de Schrédinger de particulas com energia E = kj
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{em unidades h=m=1) por um potencial quadrado
v{r) = v {(0gr< a) s =0 (r >a) . (2,40)

0 indice de refragio associado €

woe 1 - vym | (2.41)

de tal forma que N< 1 corresponde a uma barreira quadrada (Vb >0).

0 potencial efetivo para movimento radial ¢
(r) = vix) + = ' {2.42)

onde o dltimo termo representa a barreira centrifuga.
Para N< 1, Véf(r) representa um degrau de poten-
cial em forma de cispide como mostrado na Fig. 2.

0 momento angular critico
AL o= a ' (2.43)

associado com incidénecia critica corresponde a um nivel de ener-
gia _E no topo_do_degrau, situaqaq em que o ponto' A se encon-
tra sobre a linha de ordenada E. Do ponto de vista‘da_ética geo
métrica a cadstica:fica na superficie da gsfgra e se tem uma on-
da superficial estimulada por incidéncia_critica.

Para N< 1 existe um dominio critico

-0 ¢ 2 < o+ 0’/ , (2.44)

que corresponde a valores do momento angular A(g) tais que o.
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ponte A estd em uma faixa estreita em torno da ordenada corres~

pondente & energia E (fixal.

0 dominio critico (2.44) & para WN< 1 o andlogo do
dominio de beirada1 (em torne de momento angular de beirada Ae= B}
para N>1 . ©Neste dltimc caso os raios deste dominio constituem
& contribuigdo principal & auréola4, para N< 1 as contribuigBes
dominantes ac espalhamento critico na teoria de MAC provém todas
do dominio critico.

Para raios incidentes no dominio critico inferior

9 ¢ r_ -1 ¢ o3 \ (2.45)

O ponto A se encontra préximo, porém abaixo da linha de ordena-
da E. Assim o0 pontc de retorno radial no interior da esfera en
.contra—se muito proximo de sua superficie, correspondendc a raios
que sofrem reflexdo interna (miltipla) guase total, estandc a
caustica assoc;ada igualmente préxima da superficie da esfera.

No deminio critico superior

051/3

o
I/
b
1
>
W

(2.46)

o poﬁto A se encontra préximo porém acima da linha de ordenada
E, nessa situagio a profundidade de peretracic por tunelamento
para dentro da esfera € ainda muito maiér que O comprimentc de
onda; cemo consequéncia, as ondas evaneScentes geradas por refle
xdo total preopagam-se como ondas superficiais, viajando interna-

mente ao longo da superficie {modes de galeria de sussurros).
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3. LIMITACOES DOS TRATAMENTOS ANTERIORES

Na iiteratura héd duas linhas principais para tratar
o problema considerado neste artigo: pela utilizagdo da teofia
de MAC e através de métodos da teoria cléssica da difragdo. -

Para N< 1, o0s tratamentos utilizando a teoria de MAC
falham devido a dois problemas.

A& expansac de Debye introduz pélos nos segundo e quar
to quadrantes, aos guais ndo é possivel associar um significado
fisico plausivel17 ou evita-los quando a transformacdo de Watson
modificada € aplicadazs.

Por outro %ado, no éngulo-de obsefvagéo 0=0, , A=
= Ac==a é um ponto de acumulacgio, no plano-X, de pontos de sela
associados com diferentes termos da expansao:em reflexdes malti-
plas de Debye, e o cdlculo deve, em principio, estender-se a to—
dos os termos desta série na vizinhanga do Zngulo critico, o que
é problemidtico.

Vdrias tentativas foram feitas no sentido de contor-
nar estes problemas: evitando a contribuigdo dos polos "nio-fisi

W10,14
S i

co propondo uma somagdo sobre os pdlos de Regge origi-

15'1-6; considerando a contribuigio dos pélos "ndo-fisicos",

nais
mas atribuindo-lhes um significado inéorretoT. Contudo essas pro
postas mostraram-se todas insuficieﬁtes para resolver o problema.,

‘Binda utilizando a teoria de MAC, Ludwig17, para
8« 0, e suficientemente longe de et . pfopés inciuir 0(31/4)
contribuigSes de pontos de sela e igual nimerc de contribuigdes
de pdlos de Regge; tal representacio seria muito diffcil de cal-

cular na prdtica. BAlém dissc, a regido em torno do espalhamento

. . . . ﬁ .26
critico fol excluida de seu tratamento. Fiedler-Ferrari®", par-
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tindo do trabalho de Ludwig, simplificou-o e incluiu uma propos-
ta bara abordagem do espalhamento prdximo do fngule critico, a
qual exige, contudo, maior elaboragio.

Na aproximagio de ética geométrica, Davis28 obteve
uma distribuigdo angular da intensidade de luz espalhada gue a-
presenta uma ébrupta diminuigdo quando o dngulo de espalhamento
e exceég o, . Além disso, esta distribuigédo most;a_uma@¢éspide

em 6=60 resultado da aproximag¢doc abrupta das réfléti?idades

iy

de Fresnel & unidade no dngulo de incidéncia critica Gc
Calculos exatos de Mie3 mostram um comportamento os-

cilatdério da inténéidade de luz espalhada na regido de reflexio

total prdxima de Bt (Gg,Bt). Essas franijas de difrac8o foram
também observadas experimentalmente18.
Uma “aproximégﬁo de Stica fisica" nas linhas da teo-

ria cldssica da difragdo foi proposta por Marston em uma série

18-20 29

de artigos (existe um resumo dos resultados obtidos®”), A

contribuigdc de reflexdc superficial é tratada por um procedimen

to similar ao da teoria de Airy do arco-iris: uma aproximag¢do do
tipo Kirchhoff é aplicada a distribuigéo de amplitude ao longo

de uma frente de onda virtual refletida. Em vista da aproximagdo

abrupta a reflexfo total, as refletividades sdo aproximadas por -’

fungdes de grau. Esta "beirada de refletividade" d4 origem a uma

distribuigio angular de intensidade espalhada similar a uma figu

ra de difragdo de Fresnel de uma beirada retilinea, a gual expli
caria as franijas de difragao. -

Entretanto, a distribuigdo angular real18 difere da
‘de Fresnel: a amplltude das 05c11ac6es aumenta a medida que va-
mros além de et. Este reforgo foi explicado por Marston19 atra-

vés da interferéncia com raios diretamente transmitidos devidos
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a incidéncia abaixo da critica.

Sobreposta &s oscilagBes lentas discutidas, os célcg
los exatos de Mie3 mostram uma estrutura fina representada por
oscilagBes rapidas de amplitude relativamente menor. Estas osci
lagBes resultam da interferéncia de contribui¢Bes "near-side" e
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"far-side™ (usamos aqui a terminologia do espanﬁménto nuclear
provenientes pfincipalménte de raios.que sofrem uma reflex&d in—.
terna (raio 2' na Fig. 3), Essa estrutura fina nfo estd relacio-
nada com o espalhamento critico, assim ela deve ser subtraida ou
deve-se fazer uma média sobre essas oscilag¢Bes de forma a isolar
efeitos de espalhamento puramente critico.

A aproximagdo de dtica fisica de Marston estd em a-
cbrdo razodvel com as caracteristicas gerais das oscilagdes len-—.

tas presentes na solugdc exata, como pode ser visto na Fig. 4; en

tretanto, na vizinhanga de et ,r O agé;do gquantitativo € pobre,

. especialmente para © >9t .

VArios fatores contribuem para este resultado: a a-—
proximagdo de degrau usada para as refletividades, que resulta em

desprezar a contribuicidc das reflexdes superficiais devido & in-

.cidéncia abaixo da criticar a utilizagdo dos coeficientes de trans

missdo de Fresnel, ac invés de considerar-se a curvatura da su-

perficie (obviamente importante préximo da incidéncia cFitica);

€, O tratamento incorreto da contribuigdo dos raios totalmente re
fletldos, O que corresponde a tratar de forma aproximada o deslo

camenta angular no processo de espalhamento (conforme segdo 4E).
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4. AMPLITUDES DE ESPALHAMENTO PROXIMAS DO RATO CRITICAMENTE RE—

FLETIDO

A. ABPECTOS GERAIS DO PROCEDIMENTO

Apresentamos aqui nossa soluglo para o espalhamento

na regifio critica

e>0 1 g = 0(8_1/3)
e<0 : Jej = 087172 (4.1)
e = 1 (e -a)

7 (8¢ ’

* onde o pardmetro e mede a diregdo de espalhamento relativamente

4 do espalhamento critico. Reflexdo total ocorre para Aangulos
de incidéncia Oi >ec {i.e., para B9« Gt (e>0)). Para 8nqulos

de incidéncia ei< @c (ou seja, para @ >et (€< 0})) ocorre refle

xdo parcial. Nestes termos (4.1) & uma regifio de transicdo (as-

simétrica) em torno do espalhamento critico (Fig. 5). A defini-
G8o (4.1) adotada para a regifo sera justificada a posteriori, ao
longe desta secdo.

Conforme assinalamos antes, as contribuicdes dominan
tes ao espalhamento critico provém do dominie critico (2.44).

As ccntfibuigées dominantes do dominio critico infe-
rior {2.45) sdo os termos de Debye de reflexdo direta e trans-
miss8o direta (p=1). Para os termos associados a uma ou mais
reflexBes internas (p »2) obtém-se uma udnica eXpressdo que repre
senta ¢ efeito somado destes; entretanto, a contribuigdo associa
da € desprezivel no limite de altas freqiéncias considerado e pa

ra valores tipicos do indice de refragio. ©Os principais efeitos
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novos estdo bohtidos ho termo supracrftico dé reflexio tétél, ﬁrg
veniente do dominio critico superior (2.46); utilizam-se para o
cdlculo deste tefmq as expressdes originais, Sem a expansdo de
Debye. A contribuigéo'"far~sidé" associada a raids uma vez in-
tefnamente refletidoé, a quai é a principal responsivel pelas os
cilagBes na estrutura fina, é dada pela aproximacdoc WKBj’S.

No limite de altas fregiidncias (1.2} a regido criti-
ca (4.7} é estreita e consequentemente ¢ & pequeno. As contri-
buigdes & essa regido que provém do dominio critico (2.44) sdo
de raios com incidéncia éréxima a critica;: assim, o parimetro: §=
= ai—ec ¢+ que mede o desvic do &ngulo de incidéncia relativamente
ao critico é pequenc. Algumas das-expressées que_obbamﬁ.para as
contribuigdes do dominio critico sfo expresstes em séries de po-
téncias de & (ou varidvel correspondente} cnde apenas 0s termos -
de ordem mais baixa foram levados em_ccnt;; sd3o portanto tanto
melhores guanto mais préxima se estiyer_da diregac do raio.cr;ti
camente refletido (g =0).

No dominio critico a aproximagio dos coeficientes de
reflexdo e transmissdo pelos de Fresnel para uma superficie pla-
na ndo & boa; tais coeficientes s&oc escritos levando-se em conta
a curvatura da superficie (Apéndice B).

A diregdo 8==9t (e =0} & um contorno de sombra para
o8 sucessivos termos de Debye. Assim, € >0 (B< et) é um regi&o
de sombra para ¢ termo subcritico de reflexdo direta. Jd e <0
(e >Ot) € uma regifio de sombra para os termos de transmissdo di
reta (p=1), multi-reflexdc interna (p3»2), e de reflexdo total.

As contribuigdes a¢ espalhamento critico sdo obtidas
na forma de integrais sobre o eixc real do plano de MAC, as quais

pedem ser facilmente calculadas numericamente. Nos termos de
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Debye serd considerado aperas parte do alcance dos respectivos

pontos de sela {aquela que se encontra no dominio critico infe-

rior); tratam-se, portanto, de expressdes que representam apenas

parte da contribuigio do respectivo termo de Debye. O mesmo ocor

re com o termo de reflexZo total, onde considera-se apenas a par

te do alcance do ponto de sela que se encontra no dominio criti-

co superior {(a cutra parte do alcance estd considerada nos ter-

mos de Debye associados ac dominio critico inferior).

B. TERMO SUBCRITICO DE REFLEXAO DIRETA

- Para.vélores de'intefessé dorindice de refragido rela
ti?o a £égi§o critica (4;1) se encontra longe das diregdes dian-
teif% e-tfaséira. Aséim, pode-se utilizar a representagdo {2.1)
oﬁ (2;&1), cohfbrme-éﬂﬁoﬁveﬁiéncia., . o

" Procedendo éomo Khares; parfe-se de (2;32) e {2.35)

levando em conta a proériedadé de reflexio
ssd-ne) = expr-2inny (e, e L 4

para obter o termc dominante

cometiE

5 (se) o -1 (31 (1), o
‘.Sjgﬁg'e) : 3 J {éﬂ .fﬁfB} tkfé(cose)
“wtie
+ sén}(AlB)piil{cosel} ar ..., .. (4.2)
7 ) .

(n,3=1,2 , n#3j) .

) (i)

onde as fungdes tiil(cose) e p,_ileosd), (i=1,2}, sEo @efini
2 I C .
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das_no_Apéndice A,

A contribuiéaﬁ dominante a¢ termo subcritico de re-
flexdo direta seqgue de (4.2) com algumas modificagdes.

Inicialmente, o limite superior de integragdo é in-
terrompido nc extremo superior A = Q4 ie = Ac-kis do dqminio
critico inferior, sem prejuizos adiiconais, ja que o restante do
dominio de integragdo para este termo, bem como para os demais
termos de Debye, sera incluido no termo supracritico de reflexdo
total. A contribuigfo dominante na regifio critica provém da vi-
zinhanga de A = Ac; assim, trazemos ¢ caminho de integragdo para
© e@ixo real no dominio c¢ritico inferior, onde se encontra o pon-
to de sela associado. Longe da vizinhanga do ponto de sela a fa
se de {(4.2) oscila rapidamente e é contribuigdo é‘iptégral € des
prezivel. O ponto A' onde o caminho de integragéo encontra o
eixo real é ngcessariamente & direita do pélo em X = +1/2 das
fungdes angulares. A esquerda de A' éé;aminho de integragiio es
td abaixo e longe do pdlo de Regge—Debyé mais prdximo do eixo
real no segundo quadrante (Fig. 6).

Na regifo considerada piii(cose) é O(A—1saf1e)qmm1
L a

do comparada com t;ii(cose) {Apéndice A}. Como consegiidneia,
no limite de altas fregiéncias, o segundo termo do lado direito
de (4.2} é desprezivel em comparagio ao primeiro e as amplitudes
de espalhamenteo para polarizagbes 1 ¢ 2 sdo respectivamente domi-
nadas por multipolos elétricos e magnéticos.

Finalmente podemos escrever para a contribuigio domi

nante ao termo subcritico de reflexdo direta S;O(B'e)
A

c (2)

H, %' (B) .
< P . SRR . ¥
Sj0'E. 9 2 J' W g, a2 O8
—wtig A
(1) ' . - IR
x ty ilcos@)ar ,  (j=1,2) , - (4.3)
2
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onde foi usada a definigao {2.23) para _Séj)(s) ;' €& 08 extremos
‘de integragdc representam ¢ caminho indicado na Fig. 6.
Substituindo em {4.3) as expansdes assintdticas de
Debye para as fungdes de Hankel (Ref. 27, Apéndice A), os coefi-
cientes de reflex@o externa Rég)(x,s) pelas suas expressaes va

(1)

lidas no dominic critice {Apéndice B}, t (cos@) pela sua ex-

A4
'pansdo assintdtica vdlida no dominio € < B < m-g& , {xle »>> 1,
Ix]' >> 1 (Apéndice A}, e definindo a varidvel
L ( .
- 2 S P £
Vo= [Bsen(@/z)] [A SCOSLZJJ {4.4)
obtemos
; H
. 2%1 Nsenﬁ%J _ . a
SjO(B,E)) = e ~—Srsent 8 exp¢ - 2iB sen(T}
2=0 il wyn; _2§ﬁ
1T+ e ko' Ai[e Z]
M .
* b 2im
~ig NY'n R
1 - e W 1 pne Al(e Z]
L2 .
x exp{-iv") dv . (§=1,2) , (4.5)
sendo
N1/3 1/3
CeE e
c
s .
z = Y'[[Ssen(%&] v o+ BCOSE%J - a] R ) (4.7)
. 5 1 :
M = (1-N%7 . (4.8)

.30,

Al a fungioc de Airy e &n' designa derivada logaritmica em re-
lagdo ao argumento. © extremo superior da integral em (4.5) & da
do pela solugdc da eguacgdo Z=0.

Desta forma, a contribuicio dominante ac termo sub-
critico de reflexdo direta (4.5) é dada por uma integral incomple
ta de Fresnel-Fock, contendo scmente parte do alcance do ponto
de sela de reflexdo direta.

Na regifo critica (4.1}, ¢ é.pequeno; para e< U,SE

que de (4.7) que
% o~ Y'E@ﬂg v - MB|€[] —_— (4.9)

Uma vez que a contribuicidc dominante & integral (4.3} provém de

Z~0, (4.9) fornece
v o~ /MB lel - . (4.10)

Para v »>> 1 a fase oscila rapidamente em (4.5} ndo resultando

contribuigio significativa & integral. . © inverso ocorre para
v<l. Usando (4.10) esta dltima condigioc se escreve
-1 .
le] < 872 {4.11)

para €< 0.

A expressdo (4.11) acima define a regiéo'de'trgnsigao
cnde a contribuigdo do terme de reflexdo direta & ainda bem re-
presentada por (4.5} em €< 0  {regifo iluminada para este ter-
mo). Além desse limite, deve ser usada a aproximacio WKB. A re-

gido. € >0 -é uma regifo de sombra para este.termo.
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0 termo subcritico de reflexdo direta calculado nes-
. - 18
sa segdo ndo fol levado em conta na aproximagdo de Marston ., uma

vez que as refletividades foram aproximadas por fungSes degrau.

C. TERMO SUBCRITICO DE TRANSMISSAO DIRETA

Partimos agora de (2.33) e (2.36) com p=1. As con-

tribuigdes dominantes neste caso sdo

ofig
& - _ 1 (3) (1)
Sjﬁ(B,B) == J {U (X,B)th_%(cose)
) —mtie
ot aey pll) j = '
. pk_é(cose) dar , (n,j=1,2 , n¥¥j) .

(4.12)

0 termo subcritico de transmissio direta 531(6,9) é
obtido de (4.12) com modificacdes e justificativas andlogas as

feitas para SEO(S,O] . Resultando

A
c {1 {2
1 J. Hl {Q)HA {(8)
2

L S, SV (3}
{2} (1}
Hy (a)HA (B}

< - () _ -
s5;(8,0) = 7 (.8 13 (,8)

" twtie

(1)

x oty _ilcesO)dr (3=1,2) , (4.13)

onde o caminho de integragic é andlogo aoc do termo subcritico de
reflexdgo direta em (4.3).

Substituimos agora em (4.13} as.funqﬁes de Haﬁkel
Hij)(B}, os. coeficientes de transmissdo e a fungdo angular, pe-
las swas expressdes assintdticas como fora feito para S§0(B,O).

. Para as_fungaes H;J){u}}_(j= 1,2)., utilizamos as expansdes as-—
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sintéticas de Schdbe (Ref. t, Apéndice A), wma vez que a contri-
buigdo principal & integral em (4.13) provém da-vizinhanga de A =

=A =a. Assim procedendo obtemos

=
=

1

b

< = -
Sj](B,Ol = - e

poyE MYy
[Zﬂsen@) wM
A
C

x J T%%S??z exp{}-Zi[[Bz-AZJ

—w

Rl

(4.14)
onde
_2ir
Alg) = Ai[e 3 ;] {4.15)
533 '
o= [T] (-a) = y' (A-r) . {4.18)

Procedendo como no caso escalar1, escolhemos tm ca-
minho de integragdc no plano 7 de tal forma que a contribuigdo
dominante provenha de |fj £ 1. Coerentemente os integrandos

podem ser expandidos em torno de A =Ac . Isto nos leva aoc resul-

tado
. i% g 3F Naan
sj1(B'e?' = -2e [ZnseneJ M
xexp[—ZiB(M—en)]f(S) , i=1,2) (4.17%
onde
s = [%]w-(e—et) - -?{—? - (6.18)



e
T
% {-isg}
= e exp{-1i
f(8) = T 21w 5 dz . , (4.19)
. 3
e
_2i7w
Q caminho de integragdo T vai de e 3 w a 0 .

- <
E conveniente reescrever Sj1(8,9) em termos de uma

integral sobre ¢ eixo real. Introduzimos a varidvel

2in
x = e’ ¢ ) (4.20)

Em termos desta varidvel (4.17) fica

7im /2.
s (8,00 = e 2 (B ) oxpd-zipimecen) il 0
Jj1es 2nsend M
0 _1_11
expke 6 J% x]
x ——5— ax , (i=1,2) . (4.21)

c
| —
e
i
0]
W
NI

A contribuigdo dominante a0 termo subcritico de trans
missio direta € dada, portanto, por Fungdes de Fock Generalizadas
e incompletas, contendo também apenas parte do alqance do ponto
de sela.

A regido de espalhamento crftico é uma regifio de tran
siglo de Fock entre os dominics de O~raio e l-raio para o termoc

s i 1
de transmissdo direta, Tipicamente a largura dessa regido &

g1/ . ' (4.22)
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com €> 0, regifioc em que (4}21) é_uma boa; representagio na re-
gido iluminada. A regidc e£<0 & de sombra para o termo de trang
missdo direta. ) -
A contribui¢do que calculamos nesta segdc € a de in-
terferéncia incluida na aproximacio de Stica fisica de Marstm]lg,
onde ela foi calculada pelo métoda dé fase estaciondria (WKB}.
Entretanto na regiéo critica a aproximagdo WKB ndo é valida. A

expressdo (4.27) fornece essa contribuicdo calculada corretamen—

te, levando-se em conta inclusive os efeitos da curvatura.

D. TERMO SUBCRITICO BE MULTI-REFLEXEO INTERNA

Neste termo vamos considerar o efeito acumulado de
todos o0s raios "near-side" que perfazem uma ou mais reflexbes in
ternas.

O ponto de partida € (2.34), e (2.37) com p=1.

Primeiro reescrevemos a somatdria no segundoe termo do
lado direito de {(2.34). Para isso usaremos a expansio de Debye
de 01(8}, obtida a partir de (2.16) expandindo seu denominador
em uma série geométrica de w = (N-1)/{(N+i)exp(2ia)}. A dife-
renga entre 61(3) e o termo pé 1 de sua  expansdo de Debye
fornece a somatdria em {2.34). ASsim procedendo obtemos

(2}

(2) LA 3 278
Rj (B,0) = Rj (B,9) + (-)” cosec [2)

Nexp[2i({N-1)R] Nexpl[2i(N~-1) 8]
x 2 2 + 3
{(mn —(N-1) exp(4ia)} (N+1)

. (4.23})

onde ﬁSZ)(B.B) ~continua sendo dado por (2.37) com P=1.
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A'contribuigéo dominante em (4.23) &

w+1£
(x,8)
<2> - .1 f (3) Py )
(B,0) = ~ 5 J (A, B} — p 8T tk_%{cose)
: “wtig
p (A,B) .
{n} n (2)
- u {A,B) 1—~B;7T,§3_)PA—§(CDSO)} ar (4.24)

ta,i=1,2., n#j) .

LS contribuigéo dominante ao termo subcritico de mul-

ti~reflexdo 3 p;Z(B 9} segque de (4.24), feitas as mesmas con-

sideragdes que as concernentes aos outros termos. . Temos

xc 2
: 8" (a) 2 (g)
(8,8) = -3 Z7 )
052 a2 | onl )
LT TR SPLICY gy r{3 0,8y

(TI(COSQ} dx . (3i=1,2y ,.

(1)(uJ (.

) :
— s (A, B}
(2)( } 1

{4.25)

onde o caminho de integragic € o mesmo dos outros termos.
Substituimos agora em (4.2 ) as mesmas expansdes as-
. o .- P <
sintoticas ja utilizadas para Sj1(B,G) : obtendo a contribuigic

dominante ao termo subcritico de multi-reflex3dc interna

ir 3 1% c
5% - 5(B.0) = el .m0 Yy W.(g)
JrBP2 : ) 2n35en6 M |

1
) exp{}'Zi{(ﬁzfﬁz’z.f-*°°si1E%J_* %ﬁ]}’l1/?dljij;1,z),-(4.zm
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onde
Ny' n.

mile) = E(C) . : Ny' n, {1 oo j

Alzy  in/3 Ai(z) B(c) _2_1TM_3
[
x | —— 4 2ie ® %‘C’] + e((y')z)} . =12
2nA{L)A(T) A(g) : . .

: 14.27) -

e

Alz) = Ai[e 3 ;J , (4.28)

sendo A dado por (4.15) e [ por (4,16},

¥a medida em gue a pr1n01pal contribuicgio & integral
provém da vizinhanga do extremo superior da integral em {4.26){
nds a escrevemos em termos da varidvel L e . expandimos o inte-

grando em poténcias desta para obter

im
e'? g 3 H _ —=
< ) 5 [ w3 { : } J
3. (B,0) = ~ exps— 2i8(M-cN) W.{t)
J.p32 M {2ﬁ35en9] ]
: o
. Nz/.3- vt | 33 w3 g~!/3 2
X @axp v N + —;—Er - ;E??“i <
1
PRl LR LA cJ a ., t3=1,2 (4.29)

0 integrando presente em (4.29) & uma fungdio cuja en
voltéria, que passa pelas solugBes de Ai(g) = 0, diminui rapi-~

damente & medida gue nos afastamos de =0 . A estrutura compli
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cada de (4.29) decorre do fato que nela estdo sendo levado em con

ta todos os termos subcriticos de Debye (contendo somente parte
do alcance dos respectivos pontos de sela) com p »2; contudo, o
forte amortecimento do integrande de (4.29) é indicio de gque

j p;Z(B (@) npdo contribui significativamente & intensidadetotal

da lu%z espalhada. Isto ¢ de fato confirmado pelo cdlculc numéri

co®’.

- E. TERMO SUPRACRITICO DE REFLEXEQ TOTAL

Utilizamos para o cdlculo desta contribuigdo as ex-
pressées sem a expans3o de Debye. Partindo de {2.135) e (2.19) e

da propriedade de reflexao
'3 (a8 = expl-2innm)st3(n,8) (4.30)

vélida para incidéncia maior que a critica, obtemos para a con-

tribui¢do dominante neste casco

w1 €
8,(8,0) = %J {s% s eficoser + s 08

“wiig

X

(”(cose)}d)\ , (n,j=1,2, n#3) . (4.31)

‘A expressdo (4.31) acima inclui a contribuigio ao es

palhamento na regido critica proveniente do dominio critico infe

rior {2.45). Contudo, essa contribuigfo ja foi levada em conta
em (4.5}, {4.21) e (4.29). Com a finalidade de considerar ape-

nas a contribuigdo do dominic critico superior (2.46), toma-se o

limite supericr em (4.31) em X = Ac +1ie, Assim procedendo, o ca
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minho de integracio podé ser trazido para o eixo real j4 que nio
hd péles das fungdes angulares no nove dominic de integragdo.
Portanto, a contribuigdo dominante ao termo supracri’

tico de reflexdo total S;(B;G) se escreve

g [P (128 - wnlal L) o
si(g.0) = 5 (” . N ty-1{cos@)dr . (3=1,2) ,
3 (8) \[18] - Nn la] -
onde usamos {2.20), {2.4) e (2.7).
.No dominio critico superior
Bl281 = -i(82a%H*
818} = 1 (g°-x%)® -, (4.33)

fe}l = —-y'on'Ai{Zg) Y

onde nas duas primeiras expansdes foram usadas as expansdes assintd

ticas de Debye e na terceira a expaﬂéao assintética de Schibe.
Substituimos agora as (4.33) e as expansaés assintd-

ticas édequadas para Hij)(B} e t(i)(cose) em (4.32) para ob-

ter

1 o F

LT S

i Ny 3 1

> _ '3 1 )? a2 ,2.% -1{ A8
sj(s,e) = e [Zﬂs e] J exp< 2i [(B7=A7}) A cos [B] + 5

Ny' Bn, A ' :
+ tan” [ tn' Ai(g) } Wran o, (y=1,2)
(g2-g2)? ' :

(4.34)
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Procedemos agora as seguintes mudangas de varidveis:
primeiro, reegcrevemos (4.34) em termos da varidvel Oi {Angulo
de incidéncia) usando a relagdo XA = Bsen@i , depois, em termos
da variavel .§ = Oi —OC . MNa medida em gque a contribuigdc domi-~
nante & integral provém da vizinhanga de seu exiremo inferior, on
de § << 1, o integrando pode ser expandido em série de potén-
cias de § tomando-se apenas o termo dominante em cada expansdo.

U em (4.34) & ot/

1

Em particular, o argumento de tan } << i1

no limite de altas fregiiéncias, e tan pode ser aproximada pe
lo seu argumento.

Obtemos entdoc finalmente

e

Y

. T
_iT
s;(B,_e) ~e ° [ﬂ—] 8 exp [— 21_3(:4-@1)] Pp(X,¥) , (i=1,2),

2nsen @
{4.35)
onde
= T re=vd/3
- = .2 = fy v na 43 _u
Pplx,y) = J exp ‘l.[?_ xu - [ﬁ} yAn .Al[z 2/3” du ,
0
(2.36)
com
x = 20m2e : (4.37)
3/2 /2
— 2 N
Y = Sy . (4.38)
W/E /A
u = '(BM)T/Z‘G T, o o (4.39)

representa um novo tipo de integral de difragéo.

.4G.

Se desprezarmos a variagido do dltimo termo no expoen
te de {4.36), substituindo-o por uma constante, obtemos uma inte

: : = . .. 10
gral de Fresnel, como na aproximacio de otica fisica ~. Uma vez

/4

-

gue Yyoo B? , 0 arqumento da fungdc de Airy em (4.36} ¢ >> 1
para B »>>1, exceto prdximo de u=0, assim podemos utilizar a

expané&o assintdtica
in' Ailz) = V= , z >» 1 . (4.40)

Isto corresponde ac "limite de superficie plana", no qual os e-
feitos de curvatura esférica sdo desprezados. Neste limite, com

u=t%, (4.36) fica

%(i§)m2 Jemw}iw4—§t2+§tqtdt . (4.41}

0

A integral de Pea:cey31, associada em termos da teo-

2

de catdstrofes aguela denominada de cﬁspide3 , & dada por

400
Plx,y) = J exp[i(t44-§t2-+§1n] a . (4.42)

Lo
Entdo, 3P/3y estd relacionada com PF(;,g) daaa por (4.41)

Neste limite de superficie plaﬁa, o.termo em vy no
expoente dé_origem a ﬁm'padréo do tipo Fresnel desleocado. Para
cada raio com incidéncia acima da critica este deslocamentoc cor-
responde ao desleocamento lateral Goos—Hénchen33.

No presente ~aso, nos temes o anélogo esférico deste
deslocamento.o gqual é um deslocamento angular Goos-Hinchen A® .

Um raio. com dnguleo de . incidéncia. Oi acima do “dngulo critice 8a
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tunela ac longe da superficie de um 8rngulo extra A® (Fig.7) co’

mo uma onda superficial interna (onda evanescente) antes de re-

emergir no &ngulo de reflexdoc.

Para obter A@, devemos utilizar o conceito de des-

locamento angular em um processc de espalhament034, o gual é and

logo ao deslocamento temporal de Wigner35’36

aplicado ao par con
jugado momento angular e &ngulo. Para um "pacote de ondas de mo-

0 deslocamheto angular

mento angular" céntrado em torno de AO'

® & dado por

dnik, i)
@ = ZT— ’ (4.43)

onde n(k,A) & o deslocamento de fase no espalhamento comc uma
fungao do momento angular {continuo) A . O efeitoc Goos-Hanchen
aparece como um deslocamento angular adicional gue surge do dlti
mo termo em {(4.36).

Segue de (4.43) com n(k,lo) dado pelo argumento de

tan”| em (4.34) que -

(1) N (v )2 2 '
@ - ——--JM——[m- Ai(c‘;)] ;o (3=1,2) . . (4.44)

Na regifo critica Jg| £ 1, loso &n' Ailr) = 6(1) e A@#j)
= 0[(7')2] . Observe-se que AP < 0, logo estd associado a um
efeito atrativo do potencial efetivo, podendo ser interpretado em
termos de andlogo qudntico do problema como yesultante do efeito
de penetracgdo da barreira centrifuga.

A contribuigio dominante & integral (4.36) provém da

vizinhanga do ponto de sela, gue na aproximagio de ordem mais bai
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xa & u=x. Na regifio critica u = u3/2 gl/2

€ £ 1, logo usan=

B

do (4.37) esta desiqualdade se escreve

c < B—?/Z

< . (4.45)
gque define para >0 a fegiao de transigdo para o termo_supra—
critico de reflexio total.‘ A regido e€<0 € de sqmbratpara es;
te termo.

A regifio critica délimitada émr(4.1)_segue diretémeg
te das larguras de transicdo em torno do’raié;c?itiqémehte refle
tido associadas a cada termo critico cdnsidefédb}lfeéﬁééﬁiVameﬁ—
te (4.11) para e<0, e, (4.22) e (4.45) .§a'ra:-',-'-éi;>o.'_-'('a'jciu'i"'tomg
mos a maior largural). : o .

A nova integral de difracio {(4.36) prépomos chami-1la
de integral de Pearcey-Fock, por causa dé sﬁé'conéx5o tanto com

as fungbes generalizadas de Fock como com a'integréi de Pearcey. -

F. TERMO "FAR-SIDE" COM UMA REFLEXAQ INTERNA

A contribuigdo dos .raios. "far-side™ uma vez . interna-
mente refletido (p=2) e gue emergem na-regific critica & dada; pe.
la aproximag3o WKB.

O cdlculo desta conﬁfibu1gao esta feita na literatu-

ra1’5. As amplitudes de espalhamento associadas sao5

3/2

i}

/2 7]

1/2
s (2Nc1c2)
j2 end

st-S-(3,0) - ip — :
(2c1-ch)

x epr:ZiB(Zch—ci}jI |-1+0(B—1}} , (3=1,2) .- {4.46}
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onde
N¢, - ©
8, = ___E___nlg , (4.47)
(Nc2+c3)
c, - Nc .
a, = —2—1 (4.48)
(cz-ch1)
¢, = coswi .
(4.49)
s =.saﬁ% s (i=1,2) '
com W, e. W, satisfazendo..
seni-;l1 = NsenW2 ¥ - (4.50)
4w2 - 2W1 - %+ 6. =0 ., . {4.51)

G. RESULTADO PARA A INTENSIDADE DE LUZ ESPALHADA

Segue de (2.8) que a intensidade total de luz espa-
lhada‘em um'dngulo ©7:deobseivagdo’para bum valor B do parfme
tro adimensional de tamanho ¢ dada pelo mddulo ao guadrado da am

plitude total de espalhamento Sj(B.O)-

Escrevemos -
s;(8,0) = si°%(s,0) +si°%" (8,0, (4.52)
onde S?’s'(B,@) ¢ a soma das amplitudes de espalhamento criti-

cas "near-side" e Sﬁ's'(B,@)_ é a soma das amplitudes de espalha

mento "far-side®.
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Em {4.52), em principic, 4&&o contribuic&o dominante
para Sg's'(ﬁ,@) os termos subcriticos de reflexdo direta 530{8,8)
(eg. (4.5)), de transmissdo direta s§1(s,e) (eq. (4.21)), de mul

ti-reflexdo interna (8,0} (eqg. (4.29)) e’'o termo supracri

<
5,
jepz2 .
tico de reflexdo total S;(B,G) (eg. (4.33)). Para Sj's'(ﬁ,ef
a contribuicio dominante € a do termo "far-side" de uma reflexHo

interna {(eq. (4.46)}. Assim

n.s. o< < <
sj {B,8) = st(B,e) + Sjl(B,G) + Sj,pzZ(B'e)
+ s;(s,a) . (4.53)
a
s§'5'(s,e) = sgés‘(s,e) . (i=1,2) . {4.54)

Come assinalamos antes sf's'{ﬁ,e) € a principal res
ponsavel pelas oscilagdes rapidas na intensidade de luz espalha-
da, ndoc estande relacionada com o espalhamento critico, Assim, .
a intensidade associada ao espalhamento puramente critico & dada
por

2
1?'5'(3,9) - |s;‘s°{8,e)| . (4.55)

5. CONCLUSAO

0 uso da tecria do momento angular complexo em pro-—
blemas de espalhamento, na regidc de altas fregiiéncias, tem mos-

trado que a maior dificuldade reside na localizagiio das contribui
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¢Bes dominantes e na obtengfo de uma forma factivel de se proce-— |

der ao cdlculo destas contribuigdes.

Neste trabalho identificamos o "deminio critico" éo—
mo a regife de onde provém as contribuigdes dominantes & regiso
critica; estas foram representadas como integrais sobre o eixo
real.do planc do momento angular complexo, que podem ser facil-
mente calculadas numericamente.

¢ espalhamento critico por uma cavidade esférica pb-

de ser compreendido em termos de trés contribui¢des dominantes:

1) O termo subcritico de reflexdo direta, cuja representagio & da
da em termos de integrais incompletas de Fresnel-Fock, que cons
tituem uma combinagic de comportamento do tipo-Fock devido &
refletividade critica com efeitos do tipo-Fresnel devido ao

ponto de sela em um dos extremos do intervalo de integracdo;

2) O termo subcritico de transmissdo direta, gue & representado
por integrais de Fock incompletas, constitui uma regifio de tran
sigdc de Fock entre os dominios angulares de 0O/raio e 1/raio,

cnde apenas parte do alcance do ponto de sela & incluido;

3) O termo supra-criticoc de reflexdo total representa ¢ campo to
talmente refletido e € cado em termos de uma nova integral de
difragdo, a infegral de Pearcey-Fock, relacionada com a inte
gral de Pearcey, que pbr sua vez representa a catdstrofe dena
minada de cﬁspideBz, de codimensdo 3. Nesta contribuicido a
identificagdo de um dos termos no expoente da integral de Pearcey
-Fock conduziu & interpretagdoc deste como representandc tune-
lamento através de ondas evanescentes, levando ao andlogo es-

férico do deslocamento lateral Goos-Hinchen.
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Foram obtidos ainda dois outros termos: o termo sub-
eritico de multi-reflexio interna, que representa o efeito acumu
ilado dos raios incidentes do lado adjacente do potencial e que

sofrem uma ou mais reflexfes internas (com contribuigdc desprezi

vel na ordem de aproximagdo considerada37); e finalmente o termo

associado aos raios que incidem no lado oposto e gue perfazem uma
reflexic interna, interferipdo com os que incidem no lado adja-
cente e produzindo oscilagées rdpidas nas curvas para intensida-
de, ndc estando 11gado ao espg;hamento critico.

TodaS‘asrcontribuigées foram obtidas em ordem mais
baixa de aproximagdo.

0 efeito combinado dos termos dominantes (termqs sub
critico de reflexdo e transmissio diretas, e termo supracritico
de reflexdo total) foram comparadas37 com a solugdo exata de Mie
na regifo de espalhamento criticc, para B =1U3 e B 2104 . 0s
resultados estdo em muito boa concordincia com a componente len-
ta da sclugdo de Mie. A compara95037 com os resultados de Marston,
que usou uma aproximagdo de ¢Otica fisica, permite localizar as
limitagdes de uma tal aproximagdo.

A exemplo do tratamento para N> 1, neste trabalho fo-
ram usadas, representagdes transacionais, isto &, representagbes
vilidas em dominios angulares especificos. B de interesse obter-
se uma representagdo uniforme para as amplitudes de espalhamento,
fazendo-se uso de representagdes assintdticas uniformes para as
fungdes especiais. Isto tornaria desnecessdrio utilizar diferen
tes representagbes em diferentes dominios angulares,

Obteve-se, para N >1, a extensio do tratamento para
indice de refragdo complexo, em conexfo com problemas de ética

. 7 . . -
meteorologica’ . O mesmo pode ser feito, com igual interesse, no
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caso N< 1, sendo tal extensdo imediata.

Extens®es mais ambiciosas do tratamento incluiriam:
espalhadores de diferentes formatos ou inomogénecs; aplicagdes,
para indices de refragio complexos, & fisica atdmica e & fisica
nuclear>? {via potencial Stico), onde N< 1 estd associado a um
potencial repulsivo; tratamento de potenciais com bordas arredon
dadas, e outras. Observe-se, contude, que tais programas s8o de

diffcil execugdo; mesmo para N> 1, resolvido o caso escalar hd
mais de guinze anos, ainda ndo foi obtiéa uma representa¢dc uni-
forme.

Foi tratada neste trabalho a regifo na vizinhanga do
raio criticamente refletido. A solugdo do problema para as de-
mais regifes angulares ndo apresenta dificuldades essenciais. Em
particular, em um trabalho anterior26 foi feita uma proposta gue

permanece valida.
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APENDICE A: FUNCOES ANGULARES E SEUS COMPORTAMENTOS ASSINTOTICOS

0 presente ap@ndice inclui boa parte dos resultados
compilados por Knare5 (Apéndice B).
2
Definimos, como no caso escalar 3,

(N
2,

| —

(cos@) = [Pv(cose) (-1) T Qv(cose)],_ (§j=1,2)

(A1}

onde Pv e Q\J sio as fungdes de Legendre do primeiro e segun-—

do tipo, respectivamente. Ent8o temos
e teeso) = 0l (cose) + @ tcose) _ (a2)

e as fungdes tij)(cose) e pLJ)(cose) , utilizadas no presente
trabalho sio cbtidas substituindo Qij)(cose) para Pv(cose) nas
definigBes {2.2) e (2.3) de pv(cose) e tv(cose) , respectiva—'

mente. Assim procedendo resulta

1 v+1

N sen26

[Q\(E_) (cos®) - Q(j"(cose)1

p{3) (cos o) (a3)

Zieh

el (cosor = - cos0p' 3 (cos) + (2v+1) {3 (cos0) . (A1)

A partir das relagBes entre. Qtj)(cose) e Pv(cose)
dadas em conexdo com O caso escalar23, podem ser obtidas as relagbes
que se seguem, as quais foram utilizadas na segdo 4 para se es-—

crever as contribuigdes dominantes em cada . termo que contribui
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na regific critica. Temos: ’ : tas regides. Nesta situagic
tili(—cos@) = g eim t;fi(cose) ; (a5) E<@G<T-¢€ , [Ale »> 1, [%] »> 1 (B171}
F . 2
piTz(—cosG) = - ie_iwl pizz(cose) , (A6) e valem as seguintes expansdes assintdticas:
Tz Tz .
£ L (-cos0) = -(o)d i ef-limk £, (cos®) (3) (coso) = YL exp |ie.(A0-m/4)] 41 + e, 1L
A3 i . A~z trylees®) = reane pliey(20 j 8
i .. (3}
+ (-1)7 2i cos(mr) tyJifcos®) (a7) N co;e . O(A—z,} , : (a12)
) 3. _(=31im \
Py al-cos®} = {-1)-ie P, _1fcos@) () i 2 3 . P ]
2 - i L
2 pl_%(ccsel Sen® ©j (ﬂlsen@} exp[l 53[ 4]
- (=117 2i cos(mr) p;;i(cose) , (a8) ) :
’ x 41 + e, 3% S8 O(A_z)} (a13)
3 8 A
(1) =2imh {1} _ -imA
t)\__%(cos@) - e t_A_%(cose} = - e tan(mi) onde
x th__%(wcose) . . S (n9) e, = (_”j , (3=1,2) . ta14)
I
' i ; ' . -1 -1,
p£11(cos@) + g 2imh p(l}l(cose) = o imA tan(m}) Observe-se que na regifc (A1) pizi(cose) € 0(% (sen®) ') quan
_i - -S . . 2
do comparada com .tgzi(cosa} .
2
x pk_l(—cosOQ P {A10}
2
todas valendo para j=1 ou j=2.
{3} (3}

As expansGes assintdticas para tl_%kISG) e pl_%@osel
(3=1,2) seguem dagquelas para Qiji(cos@} {1=1,2) {(cf. Ref. 23,
Apéndice C, equagdes (C7)-(C11)]).

Neste trabalhe utilizamos apenas as expanségs_assin—

téticas validas longe das diregles para frente e para trds, j4

que a regifo critica ndo se estende, nos casos considerados, a es
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A
APENDICE B: EXPANSOES ASSINTOTICAS DOS: COEFICIENTES ESFERICOS DE
REFLEXAO E TRANSMISSEO NO DOMINTO CRITICO

0s coeficientes esféricos de reflexdco e transmissdo

entre a regido 1 (dentro da esfera) e a regifio 2 (fora da esfe-

ra) sdo definidos (Ref. 5, Apé&ndice H) por

{181 - Nn.[la]
(7.8) —_— . (B1}

{3)
! [18] ~ Nnj[20]

R

—u

it
¥

. [2B] - Nn,f2e]
Ré%)(l,ﬂ) -— s ' (B2)
[18] - Nn,i2a]

(

(3 _ 3)
T21 {A,B8) = 1+ R22 {x,B)

- [18] - [28] ' (83)
[181 - Nnj[2a]

(3] - (3)
T,3 (A,8) = 1+ R;77(R,8)

N"j[hs]-.mnj'[za]J SRR

{B4)

onde nj € dado por (2.5) e foi empregada a notagdo definida em
(2.68).
No dominio critico (2.44) as expansdes assintdticas
de. Debye (Ref. 23, Egq. (A16)) fornecen
g

pEteY =~ i(BZaHF o (85)

L
6l28] ~ -i(g2a%)?  (86)
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e as expansbes assintdticas de Schébe (Raf. 1, Egs. (A1) e (A2)})},

sequida de uma expans@c em série de poténcias de Y’ =(2/a)1/3 R
fornecem
SAT
el = e 2 2y vagyn? v oty (B7)
im _
(2a] = e 2y 4 By +0tiyn® _ (B8)
A
onde
im im
3 - -= 2 2 :
- Iz e 3 20 A' 3 ¢z (Aa"
b= [60 10] te s A " ° 60 {A ] : (B9)
im im
3 = - = .2 ,=,82
% o [t 1 3 202 _ 3 to(m _
b= [60 10] el BT T w0 G%—J , (B10)

sendo ¢ definido em (4.16), ¢ A=A(g7) e A=2{g) dados, res
pectivamente, em (4.15) e (4.28).

A substituicdo de (B5)-(B8) nas expressdes {Bl) e (B2),
seguida de uma expansdo em série de poténcias de y', fornece pa

ra os coeficientes esféricos de reflexdo no dominio critico

RiIVo,e) = -1+ X v+ Yj(y‘)2 + 2y 4 o[(y')4] ,

(B11}.

() . .2 3 s
RS (A, B) 1 - ij - Lj(v ’: - Tj(Y )T+ 0[(1 ) ] P
{(j=1,2) B {(B12)

cnde
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n. .
N J .
X o —d . ) ) (B13)
h| 2TM AR - . :
_inm
6 2
e ns =,
v, = —d A (B14)
J 2 T2 o
2mM AT A ' -
1 1m
N =" —
s N . 3 (A% _ 3?2
i M {0 a € -
a
L im 3.3 2in
o L N°pr &2 5
2 3 A 3 ' '
+%[E s w|| e’ B e
2 27M AR
. in
K, = s e? a - (B16)
3 M i
el 2w,
L. = i .3 EALJ (B17)
- ’
J e F _
3
. Nn> =, ~3
_  2iN - Al
I UERE RSN 210

05 coeficientes esféricos de transmissio na regifo
critica seguem de (B11) e (B12) desde que ng’(x,s) =1+, 8)
{3} _ (3} :
e T21 {A,B) = 14—R22 (A,B) .
Fora dec dominio eritico, as expansdes assintéticas

dos coeficientes de reflexfio e transmissio sdo dadas por Khare5

{Apéndice A).
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LEGENDAS DAS FIGURAS'

Fig.

T - Representagdo esguemdtica dos pdlos no plano-A para

" tica de H

Fig. 2 -

Fig.

Fig.

3

4

B> a > 1. heh', e hi e hi, corresponden, respec
tivamente,:és linhas de Stokes da representagioc assintd
(1) 2 (2) e

2 (B) HA

los de classe I; X - Pélos de classe ITI. (b) P3los de

(@) . (a) PSlos de Regge. & - PS

Regge-Debye.

Potencial efetivo para ﬁo%iméntb”rédial “visto por uma
onda parcial &, para o espalliamernto de particwlas ndo
relativisticas por uma barreiré_de.altuxa VO e raiq a
(N< ). - E represenfa a energia (fixa} da particula in

cidente.

Para um ponto ‘de observagdic P no semi-espagc superior
na diregdo 9, as contribuig¢Bes 0 ‘e 1 sdo do lado ad-
jacente ("near-side"), a conéribuigao 2' & do lado opos
to ("far-side"), A diferenca de caminho Stico entre os
raios "near-side"™ e "far-side" leva a interfer@ncias que
produzem oscilagdes de pequeno periodo na intensidade

de luz espalhada.

Resultados de Kingsbury e Marston {Ref. 3) para compara
¢a&o entre as intensidades de luz espalhada (ambas as po
larizagfes) por uma bolha de ar na dgua (N=0.75) em fin
gdo do dngulo de observaciio @ obtidas pela aproXimacio
de otica-fisica (linha pontilhada) e somacic numérica da
solugfo exata de Mie, O parSmetro de tamarho € B = 10.000.

¢ dngulc de espalhamento critico o, é indicado.




Fig. 5 -
Fig. & -
Fig. 7 -

Geomerria dos raios fora da cavidade, onde se mostra o
raio criticamente incidente (L) e a regido de transigdo
(assimétrica} em torno do raio criticamente refletido

1/3)

(L'); (88), = 0(8 (ae)_ = 0(8™"%) .

Caminho de integragdo para o termo subcritico de refle-
xdo direta. O extremo superior de integragdo &€ A =2
0 ponto i' & necessariamente 4 direita do pélo em

A = +1/2. A esquerda de i' o caminho’ de ihtegragdo

:esté abaixo_e_lqnge_do pélo_@e Regge-Debye mais préximo

do. eixo real do segundo quadrante.

O raioc 0A, ac sofrer reflexdc total,ndio & reemitido no

mesmo éonto de incidéncia (como 0AD); ele sofre um des-
locamento angular A4 para depols ser reemetido no mes
mo dngule de incidéncia (0ABC}. Trata-se do andlogo es-—

férico do efeito Goos-HAnchen.

Imx _
A ‘h
}
b
: /
X
!
h
3
/
X
. I
.-.&Q—.@-_g-e-e- e-q-@-e-e—&@--@—-@-'@"@"el ;K'x
L ° o B Rex

@®Llasse I

Ressondncias esireitas acima-
do topo da barreira { no 12
quadrante)

X Classe IL

Ondds superficiais excitadas
por Incidéncia rasante,

Fig.1 (a)
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