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MECANICA CLASSICA—SOBRE A DEDUCAO
DAS EQUACOES DE LAGRANGE

S.F. Cortizo

Instituto de Fisica da Universidade de Sio Pa.u]o,
Sao Paulo, Brasil '

Resumo:  E apresentada uma dedugéo das equa.goes de Lagrange 4 par-
tir das Leis de Newton. Procuramos seguir de perto a deduga.o original de
J.-L. Lagrange (que utiliza o Principio de d’Alembert), porém dentro de
um formalismo matemdtico atua,hzado, que nos fornece rmultados inéditos.

(0) INTRODUCAO

A mecénica clssica tem passado, nas filtimas deca.das, por um proceasn
de reformulagdo de suas beses matemsticas (compare, por exemplo, o livro
de Whittakerl?| com o de Abraham e Marsden!®l ). :

Nosso objetivo é estender essa reformulagio & dedugio das equagoes de
Lagrange contida no livrol do préprio J.-L. Lagrange.

Esse livro €, sob o ponto de vista histérico, a obra inaugural da mecé-
nica analitica, posteriormente desenvolvida por Hamilton, Jacobi, Poisson e
outros. Ainda hoje esse trabatho de Lagrange é :mportante pois ¢ através
dele ‘que relacionamos os cornceitos bdsicos da mecAnica clissica —espago,' _'
tempo, massa, forga— com aqueles presentes nas formulagoes analfticas
{mecanica lagrangeana e hamxltonmna)

Nosso programa & o seguinte: na secsio (1) resum:mos as nogoes .
bésicas-da mecanica newtoniana em algiinias defini¢es e proposigdes, Na
accgdo (2) introdusimos o conceito de vinculo (holénomo) aobre um sistema
de partfculas e classificamos as virias reagdes vinculares através do teo- '
rema 2.5 , que nos fornece trés corolirios importantes: o primeiro (2 6) £a
noesa versio para o principio de d’Alembert; o segundo (2.18) estabelece as
equagoes de Lagrange (na. sua forma anterior a: mtrodugao do' de

' forgal¥!); e o terceiro é uma expressio para 4 reacio vinculir qué dispénsa
0 uso dos multiplicadores de Lagrange. E finalmente, a secga.o (3) analisa o

€aso das forcas: conservativas, qite é o ponto de- partida. para’ a formulagao '
da mecinica lagrangeana. -

(1) MECANICA NEWTONIANA -

- Reunimos abaixo alguns conceitos elementa.res da. mecanica newtoma.na._
“—espago-euclideano; massas pontuais e campos. de forgas— em uma defi- )
nigéo adequada H08 108808 propésltos

CONVENGAO. ‘Todos os objetos ¢ aphcagoes aqm conslderados

o .serao supostos de classe C°°




1.1 Definiglo. Chamaremos de SISTEMA DE PARTICULAS me qua-
dra (N,g, M, F) tal que:

{i} (N,g} € um espago euclideano—isto &, uma variedade afim N, de
dimensio finita, munida de uma métrica riemanniana g invariante por trans-
lagdes afins; :

(ii) M:TN — TN é um tensor sobre N, simétrico, definido positivo
—segundo g— ¢ mva.mnte por tra.nslagoes afins: e '

(i} F: TN ~ TN é uma aphca.ga.o n&o necessariamente tensorial mas

gue preserva o ponto base (ﬂ'NoF = 7, onde N: TN — N € o fibrado
tangente 3 N)

1.2 Proposigio. Se (N,g, M, F) é um 'éfstema de paftz’éulas entio o ten-
sor m de&mdo por m(X,Y) = g|X,M(Y)] ¢ uma métrica euclideana so-
bre N.° S B '

Prova. - Basta lembrar que Mé g—s;metnco, aeﬁmdo pos1t1vo, e invariante
por franslagdes a,ﬁns. : :

1.3 Beﬂ.nigao. Dado um ﬂwtema de parﬁrcu}as ( ,g,M F) definimos
K:IN.— R por: K(v) = fm(v,u] : . e

1.4 Propos:lgao. SeJa (N, A M F) um szstema de. pa.rtxcu]a.s e c:{<e,€) =
N uma curva sobre N. Se representarmos a velocidade e aceleragdo de ¢
por vi(—e,6) = TN ¢ a:(~s,&) = TN (respec.), entéo:

(i} %(Mov)—Moa i © ainda ' '

(n) se Foy=Moa enta,o ;;(Kov) = g{v, Fov)

Prova. O item {) decorre da invariincia de M pelas translagfes afins e o

(i) da definigio de K:
dion- [am(“’ﬂ] =m(0,0) =5(u, M) =g(s,Fos) B
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O eigniﬁcado dessas definigdes e proposigoes pods ser melhor entendido
3 lug do exemple abaixo (L5}, Em geral, se (N, g, M, F) é um sistema de

partfeulas, chamamos N de espago de conﬂguragﬁes (do sistema), M de

tensor de massa (pois leva uma velocidade v € TN & quantidade de movi-
mento M(v) € TN), F de campo de forgas (dependentes da posigio e da
velocidade do siatema.) e K de energia cinética {total do sistema), Nesses
termos a proposigdo 1.4(ii) afirma que se um movimento ¢ do sistema satis-
faz a Lei de Newton (F o v = M o ) entao a variagao temporal da energia
cinética € igual ao trabalho g(v, F ov) da forga F sobre o sistema.

1.5 Exemplo. Se na defini¢do 1.1 tomarmos:
(i} (N,g)= R™ munido de sua métrica usual;
() M(F,..r R0, Piyee sy ¥0) = (Fayer oy Bny mi 1,0y mg ), onde my;,
M2,..., My, 330 constantes reals positivas; e
(iii) F:R™ — B® uma splicagio de TN em TN ( TR = RO} tal
que (Xh vy Xny Viyes ‘3 Vn) (X1, xm f1: ) ]

entéo (N,g, M, F} seré um sistema de particulas, no qual:
: n
— - o - 1 —
(0B Papeens o) = Y ool
=1

e, para qualquer curva ¢: (—E,E)—tN.‘
(Fov=Moa) <= (F,-mm,ﬂ;, i=1,...,n).

A proposigao 1.2 mostra que estamos considerando duss métricss si-
multaneamente sobre N (que sio diferentes, & menos que M seja a identi-
dade) isso ¢ inevitdvel e as duas métricas (g € m, segundo a nossa notagao)
ndo devem ser confundidas; a primeira —g, que chamaremos de métrica
espacial— nos fornece o trabalho g{v, f) de uma forca f € TN sobre um
estado v € T,N (z € N); e 2 segunda —m, que chamaremos de métrica
das massas— nos fornece a energia cinética K (v) do sistema quando ele ge
encontra em um estado v € TN { K{v) = im(v,v) ).



(2) SISTEMAS DE PARTICULAS VINCULADOS
Vamos introduzir agora & definigio de vinculo (holénomo) sobre um
sistema de particulas, mas necessitamos antes de alguma notagio.

2.1 Notagdo. Seja (N,g) um espago-euclideano; @ C N uma subvarie
dade (sem bordo) de N, e ¢:(~£,e) ~» Q uma curva sobre . Desig-
naremog por TN|Q a unigo dos TyN, com q € Q; e por ™ TN|IQ—-Q o
fibrado vetorial definido de maneira dbvia. Vamos omitir nas composicies as
inclusées (¢:Q — N, T:TQ — TN, #:TQ - TN|Q, i:TN|Q — TN,
ete) e, além disso, vamos indicar por v: (—5, €)= TQ ¢ a:(~5,) = TN |Q
a velocidade e a acelera,ga.o (respec.) de uma curva c:(~¢,6) > Q C N.

2.2 Definiciio. Um par (Q,Fum) é um VfNCULO sobre um sistema de

particulag (N,g, M, F.o:) se: -

(i} @ C N for uma subvariedade sem bordo de N (nio necessariamente
de codimenséo 1);.e

fii) Fpn:TQ — ™ |@ ume aplicagdo que preserva 0 ponto base (n' o
Foin = 7q.), ¢ tal que para qualquer vo € TQ exista uma curva c: (~e,8)—
Q com 0(0) =vg e (Fyn+ Fem) cv=Muva.

Se (@, Fuin) for um VINCULO enta.o dx.remos que Fm ¢ uma RE-
AGAO VINCULAR sobre Q..

Nosso .ob_]etwo corrente e.-class_iﬁca_.r todas as possiveis reagbes vincu-

lares sobre uma subvariedade Q em termos de sua capacidade de realizsr

trabalho sobre o smtema (teorema. 2. 5) Vamos necessitar de mais algumas

* definigdes.

2.8 Deﬁmgao. Se (N h) é um espago euclidea.no (he{gm})eQC N

uma subvariedade (sem bordo) de N, definimos ||»: TN|Q — TQ pela pro-
Jegdo ortogonal —segundo h— de TN sobre T,Q (g€ Q) e L:TN|Q —
TN|Q pela projeéo (segundo k)-de T, N sobre (T;Q)* C T,N (g€ Q). Em
outras palavras, os veteres ||B(X) ¢ L*(X) sdo as componentes paralela e
normal a TyQ (respec.), do vetor X € T,N, segunido a métrica h.

5.

2.4 Notagdo. ' Se @ ¢ uma variedade, representaremos por X{Q) o > con-
Junto dos campos vetoriais sobre Q {seccdes de 14:TQ ~ Q), e por ¥ (Q)

) conjunto des campos vetoriais dapendentes da veloclda,de sobre Q, isto é:

Q) ={x:TQ - TQ| mq oX =ng}
Enunciamos a seguir o teorema central dessa. a[__n_'esgnt'a‘.gio.

2.6 Teorema {Classificagiio das Reagdes V‘meulares) Seja {N,g,
M, Foz:) um sistema de particules e @ C N uma subvariedade de N (ndo.

necessariamente do codimenséo 1), Para cada campo X € ¥(Q) existe uma,

¢ uma dnica reagio vincular Foin:TQ — TNIQ tal que ”9 o F,,m_— X L

2.6 Corolério (Princfpio de d’Alémi)ért) Se (N, g,M Fm) é u_m_ .
sistema de particulas e Q C N uma subvariedade de N, entdo existe uma,
¢ uma fnica reagio vincular Fygy, aobre Q tal que 17 0 F“,,,_-— 0.

; Segundo a proposxga.o I 4 o-trabalho de uma forga fe TqN sabre um
deslocamento virtual v € TG é 1gua.l a g(v, f) assini uma reago vincular
Fyin ndo realiza tr&baﬂm, para gualquer des!ecamento virtual do sistema
8¢, ¢ somente ae ||¢ o Fyyn = 0, De forme mais geral, o teorema 9.5 mostra
que uma reacio vincular est4 determinada por sua camponente tangencial
— segundo a métrica g—& subva.nedade Q; mto &, por'sua componente apta
a.realizar trabalho sobre o sistema. :

Obgerve que o teorema 2.5 classifica toda.e asTeagoes wncula.ree, mclu- .

sive aquelas associadas &s vérias formas de atrito-¢ foras viscosas {depen-
dentes ounido da veloada.de), que ficam determmada.s pe!a. stia componente" -
que efetivamente dissipa energia- do sistema. - : L
O restante dessa secgio serd. dedicado & prova do teorema 2.5. (que-
depende de uma seq{iéncla. de lemas) ede aiguns outms resulta.dos correla- B
cionados. P o : '




2.7 Notagfo. - Se (N, k) é um espago euclideano (h € {g,m}) e QC N
uma subvariedade de N entao des:gnaremos por b & métrica riemanniana
definida por inclusio sobre Q; e por *: I*NI@ - T*Q o “oull-back”
de covetores pela inclusio ¢:Q — N. Akm disso, em uma variedade M
{M € {N,Q}) munida de uma métrica riemanniana b (h € {g,m, 5, m}),
representaremos por hn:TM — T*M e K4:T*M — TM as aplicagdes

definides por (W (X)}(Y) = h(X,¥) e b = (h’]' (abaixamento e levanta-

mento (respec.) de fndices segundo a métrica b).

A proposicao segumte é bem conhecida da geometria dlferencnal € serd
enuncza.da. (sem prova) apenas para ﬁxa.r notaga.o

2.8 Proposigdo. S'e”Q N é 'uma..submrfédade de um espago euclideano
(N,R) e ct{~e,6) = Q uma curva sobre @, entéo —com v e a definidos
como em 2.1— temos qgue:

) |Poa="Vhy, e
fii) .L“oa A"ov,

onde V‘{" é a conexao de Levi-Civita {sobre Q) associada a ke AMTQ =

TN ]Q uma a.p!zcaga.o deﬁmda. apenas pcIa. metnca. h e pda. mcluaao QC N _

(na.o depende da curva c}

2.9 Definigéio, Seja (N, g,M Feop) um sistema de particulas e @ C N
uma subvariedade de N, Além das méiricas § e @ induridas em Q se-
gundo 27, deﬁmmos o tensor M TQ =+ TQ  por. M= Hﬂ o (M lrg).

2.10 Lema, Nas co.ud!gm da definicéo acima (2 9) e com a notagio
introdugida em 2.7, temos que:

() M=gtom® T
(i} lI#e(Mlzwg)=Molm.

Prova. Lembrando que || = glos*o (¢"|7niq) temos, para o item (1):
M= o(Mlrq)
=g'0i" o (¢'lzwvig) © (Mrq)
=jloi*o (mblm)
T
e para o item (ii):
¥ o (Mizma) = g 7' 03”0 (¢|znig) o (Mirma)
o =gloi o( LITNIQ)
=7 7o (m o ﬁﬂ) otto (mbITNIQ)
=(g'om’)o|"
_ =Moj” ® . '
2.11 Lema. Se (N,g, M, F.st) é um sistema de parifeulas, Q C N uma

subvariedade, e ¢ (—e,6) = @ uma curva sobre @, entéo, mantendo a
notagio anterior, temos que:

G} FPoMoa=MoVPy e
(i} 15oMoa=MoAM™oy+BoMoViy,
onde B:TQ — TN € o tensor definido por E= (Mo M~ - idrq).
Prove. Para provarmos (i) basta utilisarmos o lema anterior (2.10(ii)):
(IFoM)oa=(Mo|™) oa=Mo(|"oa) = o Vv.
Para provar o item (i} lembrames que bt b = idrnig (B € {g,m})
logo: . '
150 Moa=(idryiq - [f)o Mo
=(M~-|foM)o{L™oa+]|moa)
— (M= Mo |[") o (Am ou + V0)
=-M05mou+{M——H)oV”ﬁu
=MoA™ov+(MoM™t—idpg)o Mo VT,
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onde usamos que [ o A™ =0, |#|rg = idrg,e ‘Pe existe M —1 (o0 lema
2.10(3) nos garante que M é inversivel pois §' e 7~ o sio). H

Estamos prontos para a demonstragiio do teorema 2.3, mas antes gosta-
riamos que o leitor comparasse o enunciado da proposigao 2.8 com o do lema
2.11 . Observe que em 2.11(i) projetamos ortogonalmente o vetor Mo q
sobre T'Q) segundo a métrica g, mas obtemos como resultado i aplicado na
derivada covariante Vv definida a partir da métrica {indugida em @
por m). Além disso, em 2.8(3i) a componente normal da aceleragio 1% oq
estava determinada apenss pelo vetor velocidade v da curve nesge ponto,
enquanto que em 2.11(ii) a componente normal (segundo g)de Moa de
pende também da aceleragio tangencial Vv (a menos que ¥ se anule no
ponto considerado, o que em geral ndo ocorre, conforme veremos adiante).

2,12 Prova (do teorema 2.5). Vamos demonstrar inicialmente & unj-
cidade de uma reagio vincular Fi, tal que |7 o Fuyn = X, onde X €
¥(Q) ¢ um campo dado. Se ec:{-¢,¢) —+ @ & uma curva que obedece
(Foin+ Feps) ot =Moa entio decompondo o vetor M o ¢ obtemos:

ifoMoa=|0oFunov+|[foFuov (1)

LfoMoa=190F0v+ 190 F0v {2
levando o lema 2.11(ii) na equagio (2):

'.!."QF‘,,',;_-OU——-MoA"‘ov+EOE¢f_9V;7‘v—.L’oFmov |
pelo lema 2.11(i) vem que: |
LfoFyipov=MoA™ov+8o(|foMoa)— L90F, 400
#equagio (1) nos garante entio que:
190 F 00 = MoA’,”‘ov-}—E.o(”ﬂoFﬁ;ou+I]"oF,,tolv)--J_”oFeﬂov
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lemprando agora que [[? 0 Fuyp = X, € que para qualquer vy € TQ existe

uma curva ¢ (—6,6) — Q com. v{0) = vo e (Fuin+ Fep)ov=Moa,

conclufmos que:
L0 Fun=Mo A +Bo(X+ |00 Fus) = 150 Fer  (3)

Essa express3o para a componente normal de Fyen demonstra sua unicidade.

Para provarmos & existéncia, suponha dade X ¢ ¥ (@) e defina F;,, =
X + 19 0 Fyin, com 19 o Fyy, dado por (3). Esta Fup 6 uma reagio
vincular pois, para qualquer vy € TQ, existe uma curva ¢ (-5} 2 Q
que satisfas v(0) = v ¢ MoViv = (X+|foFuz)ov (que além
disso ¢ dnica, se fixarmos um dos s suficientemente pequenos); essa curva
¢ também satisfaz a equagio (2) acima (basta inverter a dedugio de (3)
& partir de {2)); e finalmente, as equagdes {1} € (2) garantem juntas que
(Fm'ﬂ.'l' Fwt} ov=Moa. B

2.13 Corolério {Equagfes de Lagrange). Se (Q, Fuin) 6 um vineulo
sobre (N, g, M, F,4) entio ¢ (~2,6) = Q satisfaz (Fuip+ Fops)ov = Moa
se, e somente se:

m’o V:,T.‘v. = i’.c;.gb o [-F,,;,;-.-+ F,,g) oy. -

Prova. Na demonstragéio-anterior (prova 2.12) foi e‘st;hélt.’;cidaia;”e.qu.iva-.
léncia entre a equagio (Fyim + Fet)ov=Mos e o

Mo Vf‘v= 19 0 (Fuiw +Fuat)ov, o
basta entéo lembrarmos'que M= 7*om® ¢ llr =7%0i* o (g*lrmic). ®
2.14 Cc;rolériés Para qir#!éus’r reagio vincular Fyen tomos que: -

190 Fyy = Mo A™ + E:q-.”" ° (an +Fext) — 190 Foy.
Prova. A cxpresso acima é exatamonte a ¢quagéo (3) deduride na de-
monstragdo 2.12. B : : : S
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O primeiro coroldrio (2.13) serd discutido na préxima secgao.
- Sobre o corolirio 2.14 temos dois comentirios a fager:

(1) A componente normal {segundo a métrica g) da reagéo vincular
¢ usualmente descrita em termos dos “multiplicadores de Lagrange”, que
a0 varidveis determinadas com o auxilio da equaggo de movimento. O
corolrio 2.14 nos fornece explicitamente 1% o Fiip, {que é equivalente aos
multiplicadores) como funcdo do estado v € TQ do sistema vinculado,

{2) O corolério 2.14 deacreve a componente normal da reagao vincular
Fyin como a soma de trés termos: SR .

Fl = MO Am ‘
'Fz =Eo||? o (Fupn + Fegt)
Fs ==1%0Feut.

A “mterpret&g ® dog termos F; ¢ Fs é clara: Fy é a forga centripeta
—dependente da velocidade, da maasa, e da curvatura de @ na diregio
do movimento— e F ¢ a parte da reagéo normal que compensa a compo-
nente da forca externa que tende a retirar o sistema da resiriggo vincular
@ C N. Esses dois termos s20 bem conhecidos de quem ji estudou sis-
temas mecanicos simples {como o pendulo plano vertical) pelos métodos da
mecinica newtoniana.

- A “origem” do-termo F; jé-nao é tio clara; uma vez que geralmente
ele se anula em sistemas “simples” (no exemplo 1.5, se todas as massas my
forem iguais entdo Fy = 0; isso decorre trivialmente da proposicio 2.15
abeixo). As vérias reagdes vinculares sobre uma veriedade diferem, em sua
componente normal, exatamente pelo termo Fj {que & o tinico que depende
de ]9 o Fyin). A proposigio seguinte cstabelece as condigbes em que as
véarias reagOes vinculares sobre uma variedade tém o termo Fy nulo em um
ponto dado (e portanto comadem nesse ponto) eo exemplo 2.16 apresenta.
um sistemna mecénico simples em qie F.,m =Fa#0.

2.15 Proposigiio. Seja (N, g, M, Furs) um sistema de particulas, Q c N
uma subvariedade de N e ¢ € @ um ponto qualquer de (. As componentes

-1

normeis (segundo g) das diversas reagbes vinculares sobre Q coincidem to-

das no ponto g se, e somente se T,Q for invariante por M|z, v ; isto é,se e
somente se M{T,Q) C T,Q.

Prova. Pelo corolirio 2.14 as componentes normais das virias reagbes vin-
culares coincidem todas no ponto ¢ € Q se, e somente se E|r,g = 0;
como E= (Mo M- £d'rq) (lema 2.11(ii)), esta condigio é equivalente
i Mlpg= M|T¢Q , que é o mesmo que M{T,Q) C T,Q (pela deﬁmgao de

M= o(Mlrq)). B

2.16 Exemplo. Considere o sisterna de particulas definido por um par
de pontos materiais de massas diferentes (m; # mg), que se movem sobre

uma reta, com uma mesma forga constante (ao longo da reta) agindo sobre
ambos: ' ' '

(i) (N,g) = R® munido de sua métrica euclidiana vsual—(z!,2?) € B?
¢ a configuragio em que as particulas estio dispostas a 2! e 27 (respec.}
unidades de comprimento de uma origem fixada;

(i) M(z,22,v%,v%) = (21,22, miv!,mav?) onde m; ¢ my sdo cons-
tantes reais positivas e diferentes entre si; e
() Feze(z!,2% 0}, v%) = (21,22 f, f}, onde f é uma constante real nio
nula. - ' .

Considere agora a subvariedade Q de N = R* definida pela condicao
devinculo z'-2®=¢ (L€ R.); quedescreve, por exemplo, uma “haste
ideal” (inextensivel ¢ sem massa) de comprimento £ ligada &s particulas,

Os espagog tangentes & variedade Q (variedade das configurages vin-
culadas) nio sio, obviamente, invariantes por M; ¢ portanto as vdrias re-
agbes vinculares sobre @ ndo tm componentes norma.fs (segunde g) todas
coincidentes. Além disso as forgas externas aplicadas nas particulas nos
garantem que o termo F (comentdrio (2) sobre o coroldrio 2.14) da compo-
nente normal da reagdo vincular determinada pelo principio de d’Alembert
¢ diferente de gero; e portanto, para essa reagio:

F1'=F3=0 e ngﬂ=_F27J-'0.
12



(3) MECANICA LAGRANGEANA

Vemos considerar agora o vinculo de &’ Alembert (aquele determinado

pelo coroldtio 2.6) sobre uma subvariedade de um sistema de partfculas cuja
forga externa é conservativa; iato é, derivada de um potencial V151,

- 8.1 Propesicéo. Seja (N,g, M, Fert) um sistema de particulas € (@, Fyin)
um vincwlo com |8 o Fyip = 0. Se existe V:N — R tal que F,; =
~glodV omy (onde xy5:TN — N & o fibrado tangente & N) entéo uma
curva e:{—¢,€) — Q satisfaz {Fyin + Feps)ov =M oz se, e somente se:

' oVPy=-dVoc ,onde V=V|g.

Prova. Pelo corolério 2.13 , basta demonstrarmos a equivaléncia entre a
equagdo acima &

ﬁbon‘v= i'~°§b°(Fvin+ Fctt)ova
o que ¢ facil, pois Fyip =0 ¢ Fops = —g? o dV o my implicam em:

i*og o (Foin+ Fetjov=—i*ogtogl odV omy ov
== —-i"odVoc

=-dVoe N

A condigdo obtida na proposigéio acima ¢ equivalente & equagéo de La-
grange X € ¥{T'Q) para o sistema (@, L = K|rg — V o7g). A prova
dessa afirmagao pode ser encontrada em Abraham e Marsden(®], assim como
as definigdes e resultados necessirios para sua formulagio precisa.

A correspondéncia estabelecida pela proposigio acima (8.1} entre os
formalismos newtoniano e lagrangeano para a mecénica cldssica conclui o

' programa descrito na inirodugdo.
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