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S. F. Cortizo

Instituto de Fisica da Universidade de 8io Paulo,
Sio Paulo, Brasil

Resumo: K apresentada uma generalisacio dos resultados obtidos em
um trabalho anterior intitulado “Mecanica cldssica—sobre a dedugio das
equagoes de Lagrange”, de forma a incluir sistemas como os corpos rigidos
e os vinculos ndo holonomes. Apresentamos também alguns resultados
relacionados & geometria de distribuigoes, necessdrios ao estudo dos vinculos
nao holdénomos,

(0) INTRODUGAO

Nosso objetivo é estender os reaultadoe obtidos em um tra.balho ante-_ .

norll] a uma classe mais geral de sistemas mecanicos e vinculos; de forma, _

& incluir os corpos rigidosl?) ¢ os vinculos ndo holénomos regulacesl?).
Nas duas primeiras sec¢bes apenas generalisamos os resultados obtidos:
anteriormente, segundo a mesma linha de argumentagéo, o que nos fornece.
uma equagao de movimento para sistemas suje:tos a vinculos-néo holbnomos
(coroldrio 2.16). O estudo dessa equagao nos leva diretamente a0s conceitos
e resultados apresentados na terceira secso. Finalisamos (quarta secgéio)-
com a aplicagdo desses resultados & resolugao-de uma- questao bésica sobre-' :
essa equagao de movimento, ' e

CONVENCAO. Todos os objetos &:aplicacies aqui considera- "
dos serfio supostos de classe C®. Além disso, vamos omitir as
inclusdes na composicio de aplicagbes. '

(1) SISTEMAS HOLONOMOS

A definigdo de sistema de particulas (vef. {1}, def. 1. 1) nao inclui alguns
gistemas mecinicos importantes, como é o caso dos corpos rigidos. Esses
sistemas também nao podem ser congiderados como vinculos holénomos
gobre um nimero finito de particulas pontuais {exemplo 1.3 adiante), devido
& sua distribuigdo continua de massa. O conceito de sistema holdnomo
{def. 1.1 abaixo) nos permite contornar essa dificuldade sem introduiirmoa_
espagos de dimenséo infinita (veja o exemplo 1.5 adiante).

1.1 Definicho. Um sistema holénomo ¢ ums quadra (Q,m,g,F)

onde

i) Q ¢ uma ume variedade sem bordo, de dimensdo finita;
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{5) m. e g sdo duas méiricas riemannianas sobre Q; ¢
i) F:TQ'—-» TQ ¢ uma aplicagdo que preserva o ponto base, isto &:
1o F=1g fonde 19:TQ — @ € o fibrado tangente & Q).

1.2 Definigéio, - S¢ (Q,m, g, F) ¢ um sistema holénomo entio definimos
sus energia cinética K:TQ — R por K(v} = im{v,v).

LSI-Q_E__XQI_;Ipng- 'O conceito _de:t}‘:’m:ulox(hal_&nomo)__(reﬁ {1], def. 2.2) so-
bre um sistema de. particulas (vef. [1], def. 1.1) nos fornece vérios exem-
plos.de sistemas holdnomos. Mais precisamente, se (Q, Fyir) é um vinculo
(holdnomo) sobre um sistema de particulas (N, g, M, F.;;) entdo a quadra
(@, m, g, F = ||8o(Foin+ Fezt)) (com a notagio da ref. [1]) é um sistema ho-
16nomo. Esse exemplo ilustra o significado dos diversos elementos —Q, m,
g e F— em um sistema holénomo qualquer: @ € o espago de configuragies;
 m & a métrica das massas, que nos fornece a energia cinética do sistema
(def: 1.2 acima); g é a méirica espacial, que nos fornece o trabaltho g(v, F)
de uma forga f € T,Q sobre um estadoe v e T;Q (g€ Q); e F & forge que
‘atua sobre o sistema {veja.o comentério 1.7 adiante).

1.4Deﬁnig§o. - Dedo ﬁm. aiafema_hafé‘ﬁonw (@, m, g, F), definimos o seu
tensor de inéreia I:TQ —»TQ por g[X,I{Y)] =m(X,Y).

1.5 Exemplo (corpo rigido). Um corpo rigido ou qualquer sistema
definido por um vineulo holénomo sobre um conjunto finito de particulas e
corpos rigidos pode ser considerado um sistema holénomo. O estudo deta-
lhado desses sistemas é demasiado longo e foge dos objetivos desse trabalho
(pre_té:idemos apresenté-lo em outra oportunidade), mas devemos ter em

mente que eases sistemas estao incluidos na definigio 1.1 acima; e portanto

+ » . X A . . ~
os vinculos (ndo necessariamente holénomos) que introdusgiremos na secgéo
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seguinte (def. 2.1) descrevem praticamente todos os sistemas usualmente

. _considerados na mecinica cléssica (descrevem, por exemplo, todos os sis-
temas estudados no livro de Whittakerl2]),

O iensor de inéresa definido em 1.4 acima estd associado, nesse exem-
plo, ao objeto que descreve a distribui¢do de massa de um corpo rigido, e

-que usualmente recebe esse rome. No exemplo 1.3 o tensor 7 coincide com

M (ref. [1), def. 2.9).

1.6 Proposigdo. Seja (Q,m,g, F) um sistema holénomo ¢ e (~e,€) —
@ uma curve sobre Q. Se ¢ satisfizer a equagdo

IoViv=Fouv,

onde vi(—e,e) = TQ ¢ a velocidade da curva ¢ ¢ V™ g conezdo
riemanniona associada d méirica m, entdo

d
F(Kov)=g(v,Fov).

Prova.

T:‘E(KOU) = % [%m(v!v)] = m(v, V*v) = g{v,] o V') = g[v, F ov). . |

1.7 Comentério. A equagdo de Lagrange IoVTy = Foy presente no
enunciado da prop. 1.6 acima foi dedusida na ref. [1] (coroldrio 2.13} para os
sistemas construidos segundo o exemplo 1.3. Pode ser demonstrado também
que ela € equivalente & “equagio de movimento” dos sistemas compostos por
eorpos rigidos (exemplo 1.5 scima) obtida da mecénica newtoniana. Usas
remos portanto essa forma da equagao de Lagrange como les de movimento
de um sistema holénomo qualquer. .

A proposigio 1.6 afirme entdo que se uma curva sobre @ satisfizer a

lei de.movimento IoV{iv.= Fov entéo a variagio temporal da energis
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cinética € igual ao trabalho g(v, Fov) da forca F sobre o sistema; o que -

demonstra que a interpretagio dada no exemplo 1.3 para as métricas m e g
‘vale para qualquer sistema holdnomo,

(2) VINCULOS
Vamos introdugir agora a &eﬁnigﬁ.o de vinculo sobre um sisterna hold-
nomo.

2.1 Notagaa. Se @ ¢ uma varsedade, vamos considerar ums distribu-
icdo M sobre @ (no sentido de Frobenius) simultaneamente como wma sub-
variedade de TQ (M C TQ), ¢ como um fibrade vetorial 7g|p:M — @
aobre Q (que representaremos simplesmente por M — Q ). Diremos que uma
cerve c:(—¢,6) - Q ¢ tangente & M se o imagem de sua velocidade
vi{~6,6) = TQ estiver contida em M, e nesse caso consideraremos v
com fungao a valores. em M C TQ.

2.2 Definigfo. Um vinculo sobre um sistema holénome (Q,m,g, Fozt)
€ um par (M, Fy;n) onde
i} MCTQ ¢ uma distribuicio sobre Q [nio neceasariamente de codi-
mensdo 1); e _
{i#) Foin: M — TQ uma aplicagdo que preserva o ponto base (rqoFiyim =
1Q|nm ), € tal que para qualquer vo € M ezista uma curve ¢:(—¢,8) — Q
tangente 4 M com v(0)=v;p ¢

IoVv = (Fyin+ Fert) 0v.

Se (M, Fuin) for um vinculo entio diremos que Foin € uma reagéo

vincular sobre M.

2.8 Definigho. Se M C TQ ¢ uma distribuiio ¢ b uma méirica rie-

- manniana sobre @ (b € {g,m}), definimos. [[MTQ — M pela projegio .

ortogonal —segundo h— de TyQ sobre My (g € Q) e 1M:TQ —. TQ
pela projecdo (segundo h) de T;Q - sobre M- C TyQ {2.€ Q). .Em outras
palavras, os vetores |[*(X) e L*(X) sdo as «componentes paralele e normal
o M (respec.} do vetor X € T7,Q, segundo a mélrica h.

2.4 Notagao Se M € uma dtstnbmgao sofm uma vanedade Q, yepre-
sentaremos por T'(M) o conjunio dos campos vetoriais sobre Q tan-
gentes & M (seccdes do fibrado vetorial M — Q ), ¢ por i"(M) o confunto
dos endomorfismos fibrados de M — Q; isto ¢:

F(M)={X:M = M| 190X =1q|u}.

2.5 Teorema. Seja (Q,m,g, Fese) um sistemas holénomo ¢ M CTQ
uma disiribuigdo sobre Q. Para cada campo X € f(M] -existe uma ¢ uma
tnica reagdo vincular Fyp: M — TQ tol que ||9 0 Fyyn = X,

2.6 Coroldrio. Se (Q,m,g, Fexs). € um sistema. holonomo ¢ M C 79
umas dutﬂbm;ao sobre @ entdo existe uma e uma dnica reaedo vinculor F,,m
sobre M tal que || o Fopp =0, :

2.7 Definigio. Chamaremos de reacao vmcular d’A]embertmna ao-
bre M CTQ aquela determinada pelo coralam 2.6 acima. Duremoa tam~
bém que (M, Fyip) € um vinculo d’Alembertiano se Foin. for a reagao
d’Alembertiana sobre M; isto £, se ][9 o F,,.,, = 0 :

2.8 Notagfio. Se {Q,}) ¢ uma variedade ticmanniana {h € {g; m}) e
M C TQ uma distribuigio sobre Q entio deaignaremoa por h o méirica
riemannsance definida sobre o fibrado uctoﬂqI.M -+ pela inclusdo &M —
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TQ; e por i*: T'Q A'M' 0 “pull-back” de covetores pels inclusio i: M —
TQ, onde M* 5 Q éo fibrado vetorial dual 4 M — @ (M* = .o My ).
Alem disso0, vamos mdicar por BhTQ —T*'Q ¢ h.:T*Q —~ TQ (respec.
h MM e TLY T N M) as apfscagoes definidas por [uhl’(X ]b(Y)

R(X,Y) e h¥=(h")"! (respec i (X)](Y) R(X,¥) e B ={h)1).

A notagio seguinte serd utilizada na prova do lema 2.20 e nas secgé'-es |

seguintes.

2.9 Notagdo {em coordenadas locais). Dada uma variedade Q, vamos
denotar por (¢f) (f = 1,...,dim Q) um sisiema genérico de coordena-
das locais sobre Q, ¢ por (¢*,¢%) o sistema de coordenadas locais induzido
em TQ. Dada ume distribuicGo M C TQ sobre Q, representeremos por
Tiu{M) o conjunto das sccgies de M — Q restritas a um aberto U C Q:

PIU(M) = {X:U-—%MITQ OX=i.dU},

e por (Xz) (o= 1,2,...,rank M } um referencial local tangente & M
fisto €, X € T|u{M) sdo campos vetoriais linearmente independentes que
geram M, C T,Q em todos os pontos ¢ de um aberto U C Q).

Se (qf‘) e {Xa) estio definidos sobre um mesmo aberto U C Q entdo
definimos X3:U — R (daqui por diante indices latinos ¢, 7,k,... percor-
rerdo os valores 1,2,...,dim Q e indices gregos a,8,7 ... 08 valores
1,2,. ,ran!c M) por Xa, = X‘a (soma em £}, onde &%= (8/9¢") €
¥ (U)

Se h € uma méirica riemanniana aobre Q, deﬁmmoa

hii =h(0isd5),  hap = h(Xa, Xp) = hisXiX3,

kY por KRy =65,  h*F por h“ﬁhg., 8,

T

l por 1(03) = lIfXa, LY por l(aj)=l§3¢, ¢
Tk por Vhp8; =Tkhoe.

E claro que _
IF = B8 X5hsi,

1
Pl = 5k (Ochyj + dshit ~ Dihyy),
onde 8; =38/8¢" [vamos utilizar também 3, = X} 3/3¢*).

_L;:&;—XL”?, ¢

2.10 Lema. Se (Q,h) ¢ uma varsedade riemanniana (h € {g,m}) e
M CTQ uma distribuigdo sobre Q entdo:

(i) Para todo campo Z € T(M) e todo vetor vo € M, eziste uma curva
c:(—e,e) = Q tangente 4 M com v(0)=vp ¢

fFoViv=2Zouv.

(i) Eriste uma aplicagio AMM — TQ (que preserva o ponto base:
rg © Ak = rglpr) tal que, pare toda curva ¢:(—e,€) = Q@ tangente 4 M,

LhoThy=Aboy,
Prova. (i} Na notagéo em coordenadas locais introduzida em 2.9 uma

curva ¢:(—e,e) = U C @ ¢ tangente 3 M se e somente se existem
v%:(~£,6) = R com ¢}(t) = X;v*(t), e nesse cazo

§i(t) = (X‘ v®) = X5E0% + (3;X3)¢9 v = X0 + (8; X3 Juiv®,
Uma. tal curva satisfaz [|* o Viv = Zov se e somente se

H.(q +Tud'd*) = 2°(g,0),
8



onde Z{q,v) séio as componentes do vetor Z{g,v) € M; no referencial
local (Xq).
Substituindo ¢ e § por v e ¢ na expressio acima obtemos
200+ Tiudd") = [ X598 + @ X)o%o* + Tip X Xbv've]
= 0% +[|#{9s X} + T} X{ Xk} ve,

a existéncia de uma curva e:(~¢,6) —+ Q tangente 2 M com v(0) = vg
e [|[*oViv = Zov decorre entdo da integrabilidade (local) do seguinte
sistema de equagdes diferenciais ordindrias em (g,v):

q-,s' = Xi v
0% = Z%(q,v) — [[#(8s X% + T XiXFwve.

(ii) A aplicagéo que associa a cada par X,Y €l|u(M) o campo
1ro VAV c X (U)
¢ tensorial pois, para quaisquer X,V € T|y(M) ¢ qualquer f:Q — R,
ﬂf o Vhx(fY) = L} [f(VAxY) + (X/)Y] = f(LP o VRxY),
Basta entdo definirmos AMX) =150V X, paratodo XEM. B

2.11 Defini¢iio. Seja (Q,m, g, F.zt) um sistema holdnomo ¢ M C TQ
uma distribuigdo. Além das méiricas § ¢ m induzidas em M — Q segundo
2.8, definimos o tensor I:M — M por I=|9o(I|n).

2.12 Lema. Nas condigoes da definigao 2.11 acima, e com a nolagao
tniroduzida em 2.8, temos que

(i) T=glom® (portanto I ¢ inversivel);
g

(i) Wol=Tofm.
Prova. Lembrando que e = 7'0i*0g® temos, para o item (i),
I=1#o(fla)
=gtoi* ogb o (I|a)
|
H

08* o (m*]p)

oﬁl’,

=g
=7
¢ para o item (ii):

[Pol=gloi*ogtol

= E‘l og* omb
=glo(m om¥)oi*om
=(7"om") o)

=Iof™. ®

b

2.13 Lema. Se {Q,m,q,F) € um sistema holénomo ¢ M C TQ uma
distribuigdo sobre Q entdo:

(i) Pora todo campo Y & T(M) e todo vetor v € M, eziste uma curva
c:{~£,e} = @ tangente 4 M com v(0)=vo ¢

foleVltv=You.
(%) Para ieda curva c:(—e,e) — Q tangente & M, temos que

190loViv=I0oA™ov+EBo(|f 0l0VM),

onde B:M —TQ € o tensor definido por E={(IoI~! —idp). -
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Prova. Para provar (i) utilizamos o lema anterior (2.12(ii)):
o Io Viv=TIo|™o V™,
portanto [0 JoVPu =V ov é equivalente a
o Vv =(I-1o¥)ou,

e entio aplicamos o lema 2.10{i) com h=m e Z=(I-1oY).
Para provarmos o item (i) basta lembrarmos que [|* + L% = idrg

(A€ {gym});logo
LioToViv=(idrg —[{")oIo (L™ +[|") o Vv

=({I~|PoI)o(L™o0V ™y 4|0 Vi)
=(I~To|™)o(a™ov+ ™o Vi)
=loA™mou+(I-T)o|™oV™y
=JToA™ov+(folt —édpy)o(lol™ o V™)
=IoA™ov+Eo(|[f0lo V). B

2.14 Prova {do teorema 2.5). ‘Vamos demonstrar inicialmente a unici-

dade de uma reagio vincular Foin tal que- || 0 Fyy, = X, onde X € I'(M)

¢ um campo dado. Se ¢i{—¢,6) = @ € uma curva tangente & M que

obedece o VPy = (Fers + Fiin) ov entio

J¥ofo vg*ﬁ: I o Fuinovt|ff o Fgsov, e 1)
190loVPy=190F,0v+ 190 F,ov, (2)
levando o lema: 2.13(ii) na equagao (2):
Lo Fypov=ITocA™oy+Eo(|[foloVP)~ [P0 F, o0v,
| 1

pela equagao (1):

. %0 Fypov =IoA""ov-i—Eo(”’oFMnov-i-”"oFugov)—..L“oFugov,'

lembrando agora que | o Fy;, = X, € que para qualquer v € M existe
uma curva c:(—¢,6) = Q com v(0) =vy e Jo Vv = (Fopt + Fyin) 00,
concluimos que |
NE) °Fum—I°Am+n°(X+”"° ezt) .L‘DF,M (3)
Essa expressao para a componente normal de Fiq, demonstra. sua un1c1dade
Para provarmos a existéncia, suponha dade X & I‘(_M ) edefina
mn—X'{'-}-gOan,
com 190 Fy, dado por (8). Esta F;, € uma reagdo vincular pois, para
qualquer vy € M, existe uma curva c:(—¢,6) — @ tangente & M que
satisfaz v(0) =vp e . '
”goIova_ (X+”ﬂ° c:')ov
(lema 2.13() com Y =X + || 0 Fope ).
Essa curva ¢ também satisfas a equagio {2) acima (basta inverter a
dedugao de (3) a partir de {2)}, e a8 equagdes (1) e (2) garantem juntas que
. Iovg‘”:(Fm’n'i'Feﬂ)ot_’- L
2.15 Corolério. Se (M, Fyin) € um vinculo sobre um sistema holonomo
(@, ™, g, Fezt) entdo uma curva e:(—e,c) ~ Q tangenie & M satisfaz o
equagdo Io Vy = (Fy, + Fezt)ov se ¢ somente se

o [mboV:'ﬂ—9b°(Fvin+Fc=#)°”] =

Prova. Na demonstragio anterior (prova 2.14) foi estabelecida a equiva- -
léncia entre as equagies o VIte — (Foen + Fez)ov o

#oloViy = |00 (Fyn+ Feze) o0,
basta entdo lembrarmos que ||9=Euoz"og" e I=glom'. A
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2.16 Coroléirio. Para qualquer rea;&b vincular Foiy, temos que
190 Fyin = IOAm‘I'Eo”g O(Fm‘n'l'Fest) ~ 190 Fpas.
Em particular, para qualquer reagio vincular d’Alembertiang,

Fvu'n=IoAm"'Eo"ﬂoFezt_J-ﬂ"Fezt-

Prova. A primeira expressao ¢ exatamente a equagdo (3) dedurida na
demonstragio 2.14, e a segunda decorre triviaimente da definigio de reagio
d’Alembertiana {2.7). W

Sobre o corolério 2.15 veja o comentério 2.20 adiante.

Néo vamos explorar aqui as conseqiléncias do coroldrio 2.16; mas é
facil ver que os comentirios feitos no trabalho anterior sobre o resultado
correspondente (ref. [1], cor. 2.14) se aplicam a essa situacdo mais geral
(bem como a prop. 2.15 da ref. [1]). Em particular, as expreseies dedas
no corolério 2.16 acima dispensam o uso dos multiplicadores de Lagrange
na determinagio da reagio vincular, mesmo que o vinculo considerado seja
n&o holénomo,

Para encerrar essa secgio, vamos considerar rapidamente o caso das
forgas externas conservativas (proposigbes 2.18 e 2.19), e apresentar, em
coordenadas locais (comentdrio 2.20), as virias formas da equagio de movi-
menio obtida em 2.15.

'2.17 Definigdo. Um sistema holénomo (@, m,g, Fest} ¢ conservativo

se exisle ViQ — B tal que Fopp = —gl 0dV 0 7g. Fizada uma das
fungbes V, que chamaremos de energia potencial, definimos @ energia
total E:TQ — R do sistemapor E=K+V o1g. |
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2.18 Proposigio (conservacio da elfergia). ~ Seja (Qym, g, Fozs) um

' sistema holénomo conservativo com energia potencial V ¢ energia total .

Se ¢:(—e,£) > Q satisfar ToViy = E,,t oy entdo %(Eov) =0,

Prova. Basts levarmos Fipy = —gf o:{V o1Q & proposigéo 1.6:

d ' . P
gEov)=glv,Fasrov) =glv,~g"odV o1g0v) = -V °9)s

portanto . Ao g
ZEov)=g(Eou)+Z(Voe)=0. ®

2.19 Proposigio. Seja (M, Fyn) wm vineulo d’Alembertiano sobre um
sistems holénomo conservative (Q,m,g,F..;) com energia poiencial V.
Uma. curve ¢ (—-e,_e) — @ aatisfaz Io V{,"‘v = (F,;,-,, + F;,'t')"ov se ¢

somente se

' o [m’o--vg‘v -!-JV oef=0.
Prova. Pelo corolario 2.15, basta demoénstra.nnos a equivaléncia enfre a
equagao acima e
i“o [m* oV —gto (F,,.-,%+ Foai)o u] =0,
o que € fécil pois [[¢o Fpyp =0 ¢ Fe“= —glodV org implicam em
¢* o (Fuin + Ferg) ov= —_:;r5 oglodV oigov
= —-dV oe. B
2.20 Comentério. Em um referencial local (Xa) _(ﬁota_.;&o 2.9), & equagio
o [m" o V™y — go (F,,,',é. + Feut) ov] =0
se escreve |
Xi [mag(@? + THdAd) - gi(Fl + Fl)] =0,
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-onde:-T§,.s40.08 sfmbolos:de:Christoffel da. conexdo riemannia.na. assoeia.da.
& métrica m: Essa equacio é. equwa.lente a : :

d (0K 3K
X‘ [dt (aq') ags - 9'-1(Fom+F i]]

onde K = --m,gqi i~
Nas condigdes da prop. 2.19 (forga externa conservativa e reagdo vin-
cular d’Alembertiana) a equagdo acima pode ser escrita como

[d (3K\ 8K  aV]_
%[z (57) - 5 3]

Qu,deﬁni_ndo_ LTQ—- R por L=K-Vorq,

. d {0 oL
% (& (aF) - 5]~

{3) GEOMETRIA DE DISTRIBUICOES
Na secgho: precedente dedusimos (cor. 2.15) a equagéo

' o [m’ oVMu—gto (Fuin + Fot) ov] =0

para um sistema holénomo sujeito a um vinculo (M, Fyn). Suponhs que
M C TQ seja uma distribuicio integrdvel (existe uma folheagio 7 sobre Q
tal que M =TF ) e considere uma subvariedade integral genérica F C Q,
munida da métrica riemanniana m m indugida de m por inclusdo, e da conexio
riemanniana D™ ‘associada 3 . B claro que

i‘omsovvmv =m’ oDy,

de forma que & equagéo acima 86 depende da métrica m definida sobre as

fibras de M — Q, ¢ nao da métrica m definida sobre Q. Esse resultado
| | 15

- importante, pois possibilita uma descricdo “intrinseca” da mecénica do- - - -
" .gistema, vinculado.

Veltando a0 caso nio holénome (M C T'Q ndo integrével) chegamos
& seguinte questao:

O termo i*om’ o Vv estd determinado apenas pels méivica m
definsda sobre as fibras .de M — @ ou depende também dos valores da
métrica m caleulada nos velores nao langentes 4 M ¥

Para responder & essa pergunta {na préxima secgio), vamos introdugir
agora a definigio de conexao sobre uma distribuigio M — Q, e estudar sua
relagao com as métricas riemannianas. - o

Vamos seguir de perto a defini¢do de Kossul para conexdes infinitesi-
maisl®l, que nos permite verificar rap1damente a tensorielidade dos objetos
considerados.

3.1 Definicdo. Seja Q uma variedade e M — Q uma distribusgdo sobre Q
(ndo necessariamente de codimensio 1). Uma conexio sobre M — Q ¢
ums aplicagdo D que associa a cada par X,Y € T|p(M) de campos tan-
gentes & M (definsdos sobre o mesmo aberto U C Q) um terceiro campo
tangente. DxY €T|y(M) (sobre o mesmo domindo U C Q), ¢ que satis-
faz, para quaisquer campos XY, Z € T|y(M) e qualquer fungdo f:U — R,
a4 seguintes condigoea:

(i) Dx{Y +2)=DxY + DxZ;

(ﬂ) D(x+y)z =DxZ+DyZ;
(i) Dix)Y = f(DxY);

8.2 Notagdio (em coordenadas locais). Usando um referencial local
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tangente & M (notagdo 2.9, secgdo anterior) definimos 015U = B por

Se Y =Y2X, ¢ Z=2%X, sdo campos tangenies 4 M, decorre das
propriedades 3.1(i)—(iv) acima que

DyZ =Y* [(852%) + 08,2"] X.

Pela representagio de D em coordenadas locais (sfmbolos Qg. in-
troduzidos na notagio 3.2 acima) ¢é fécil verificar seu cardter local; ¢ fécil
ver também que se M for uma distribuigao integrével entio uma conexio
sobre M — Q ¢ equivalente & uma famflia {D(F)} de conexdes, uma sobre
cada subvariedade integral de M. Além disso, & claro que se M = TQ
entdo a definigo 3.1 acima é equivalente 4 defini¢io de conexio sobre a
variedade Q. |

- Como no caso de uma conexao sobre uma variedade, o valor de DxY
em um ponto ¢ € ¢} depende apenas do valor de Y 20 longo de uma curva
¢i(—eye) =+ Q tangente & X no ponto ¢ € Q. Podemos entéo calcular a
aceleragdo covariante Dyv de uma curva tangente & M e definir as geodésicas

de M — @ por Dyv =0; podemos definir também o transporte paralelo de
* um vetor tangente 4 M ao longo de uma curva (~&,2) = Q tangente
& M e, conseqlentemente, a derivady covariante de qualquer tensor definido
sobre M — Q).
Nio nos deteremos aqui nos detalhes dessas construgdes,

3.8 Proposicio. Se D ¢ uma conezdo sobre uma distribuicio M — Q
entdo eziste um ¢ um dnico tensor Torp: M O M — TQ ( ® representa
¢ soma de Whitney de fibrados vetoriais} tal que, para quaisquer campos

X,Y € Tju(M),
Torp(X,Y) = DxY - DyX - [X,Y).
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Prova. A unicidade é Sbvia, Quanto & tensorialidade:
Dyx)(9Y) - Dgry(fX) - [fX,g¥] = fo(DxY) + f(Xg)Y
—¢f(DyX) - 9(Y )X
~ folX. Y]~ f(Xq)Y +9(Y )X

3.4 Definicdo. Seja D uma conezdo sobre ume distribuigio M — Q.
Chamaremos de torgao de D o tensor Torp: MOM — TQ definido pela
proposi¢de 3.3 acima.

8.5 Proposigio. Se D ¢ uma conezdo sobre uma disirsbusgio M — Q
entdo seu tensor de torgdo tem as seguinies propriedades:

i) Torp € entissiméirico; ¢

(i) para qualquer par de campos X,Y €Ty (M),

TWD(X,Y) +7[X, Y] € rlu(M) .

Prova. Trivial. B
3.8 Propesi¢io. Sejo-D uma conezdo sobre uma distribuicio M — Q.
Se D tem torgdo nula entdo M € integrduel. '
Prova. Decorre do teorema de Frobenius se levarmos Torp = 0 na -

prop. 3.5(ii) acima. B

Introduzimos abaixo o tensor diferenga entre duas conexdes sobre uma
mesma, distribuigdo (prop. 8.7), ¢ estudamos sua relagio com as torgdes e
com as geodésicas dessas conexdes (proposigoes 3.7-3.13). '
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3.7 Proposigio. Dadaé duas conezdes D¢ D sobre uma mesma distri-
busgio M- — Q, existe um ¢ um dnico fensor B:M &M — M td que,
para. qmazsquer campoa XY e PlU(M],

- B(X Y) DxY - DxY.
Ch‘aﬁaretfws:"Bs ‘Eeatensor de’- diferenca entre D ¢ D.
Prova. Basta verificar a tensorialidade de DxY —DxY emrelagioa ¥:
B(X,SY) = {(Dx¥) + (XN)Y - §(Dx¥) - (X)Y = JB(X,Y). ®

8.8 Definigio. Nas condigdes da proﬁf 3.14 acima, definimoe os tensores
[B],(BXM @M — M por B=|Bj+(B), com [B] antissimétrico ¢ (B)
siméirico; slo é:
1
BICGY) = 3 (BX.Y) - B, X)) e
1
(B)(X’Y) = E(B(mel + B(Ya X))-

3.9 Notagiio (em coordenadas locais). Utilisaremos, para qualquer
gimbolo ‘Bf., (tensorial ou-ndo), a seguinte notagdo:

W 1
Bfyy=35(B5, - B3g) ¢ Bfay=5(Bg, +BS).

3.10 Proposigiio. Se D e 5 sdo duas conezfes sobre uma mesma dis-
iribuigao M — @ enido

1
(B] = 3(Torp —Torg).
Prova, Trivial. " |
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3.11 Definicio. Dada uma conezdo D sobre uma disiribuiggo M — @,
definimos seu spray geodésico S € ¥ (M) (campo velorial sobre M, con-
sidereda como uma variedade) pelo seguinte par de condigoes:

fi} 8 ¢ uma equagio de segunda ordem sobre M — Q,.ia_to é: '
T(TQ'M) of = t'dM;

(i) e(—=,2) = M € ume curva integral de S se ¢ somente se 10 oe

for uma geodésica de D.

3.12 Notagfio {em coordenadas locais). 5Se (X,) ¢ um referencial
local tangente & M C T'Q, definimos em 2.9 o siglema de coordenadas lo-
cais (g,v) introduzido sobre o variedade M por (X,) ¢ (¢°). Se (82,8a) ¢ o
referencial local (sobre a variedade M) dos versores de (g,v) entdo o spray
geodésico S de uma conezio D sobre M — Q) se cacreve S = §13P+8%9,,

com
5 = Xiv
{ S = —ﬂ(&)usu'.

3.13 Proposigdo. Duas conezes D e D sobre uma mesma distribusgdo
M — Q tém o mesmo spray geodésico se ¢ somente se (B) =0; isto ¢, se
e somente ge o tensor diferenca B entre elas for antissiméirico.

Prova. Decorre da notagéo 3.12 acima e de Bf,y = ) - ﬁ?&,). [
3.14 Proposigiio. Duss conezies D ¢ D sobre uma mesma distribuigso

M = @ sdo sguais se e somenie se arnbas ém o mesmo spray geodésico e

a mesma lorgdo.
Prova. Basta considerar simultaneamente as proposigoes 3.10 ¢ 3.13. W
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‘Decorre da prop. 3.15 abaixo que qualquer distribui¢io M — @ sobre Q
admite uma conexo, se @ admitir uma métrica riemanniana.

3.15 Proposigiio. Seje (Q,h) umﬁ variedade riemanniana eM - @
uma disiribuigdo. Se V* ¢ ¢ conezdo riemanniana sobre Q entio o aphi-
cagdo D* definida, para quaisquer X,¥ € Iy (M), por

DixY = “h o V"’xi"
é uma conexdo sobre M.

Prova. As condigdes 8.1(i)-(iii) sao Sbvias, quanto & 3.1(iv):

Drx(F¥) = |* [£(VAxY) + (X1)Y] = f(D*x¥) + (X1)Y,

pois ||* é tensorial e (Xf)Y €T{y(M). W

" 8.16 Definicio. Se M — Q ¢ uma distribuigdo sobre uma variedade rie-
manniana (@, k), chamaremos o conczio VP definida sobre M — Q pela
prop. 3.15 acima de conexfio induzida pela méirica h.

3.17 Proposigdo. Se M — Q ¢ uma distribuigdo sobre uma varie-
dade riemanniona (Q, k) ¢ D* sua conezdo snduzida entdo, pars quossquer

XsY € I‘IU(M)!
| Torps(X,¥) = —LP o [X,Y].

Prova.
Torps(X,Y) = D*xY - Dby X - X, Y]
= o (VhxY - VRy X) - [X,¥]
=- ([XaY] - ”hOIXsY])
=—1to(X,Y]. W
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8.18 Corolério.  Uma disiribuigdo M — Q aobre uma variedade rieman- -

' niana (Q,h) ¢ inegrivel se ¢ somente se sua conerdo induzide tem torgdo

nula,

J& haviamos visto na prop. 3.6 que se uma distribuicio M C TQ é nfio
integrével entao uma conexao D sobre M — Q deve necessariamente ter
torgdo ndo nula. O corolério 3.18 acima mostra que se D for indusida por
alguma méirica riemanniana entio vale a reciproca; isto é, M i.ntegr'é,vel
implica em Torp = 0.

8.10 Proposicio. Se M — Q € uma disinbusigio sobre uma variedade
riemanniana (@, k) ¢ D* sua conezdo induzida entdo vale, para- quaisquer
X,Y,Z €T|y(M), a seguinte condigio:

X{Y,Z)=(thY,Z)+(Y,D"xZ)., onde {, )=h(,).

Prova. Temos, para todo par A,BeT,Q (g€ @),

(IM4),B) = {4,[["B)),
logo, para quaisquer X, ¥, Z € | (M), |
(DY, Z)+ (Y, D*»xZ) = {||F o Vix Y, Z) + (Y, P o Phx Z)

={V*x,IM2)) + {[MY), V22 Z)
= (VhxY,Z) + (Y, V*x2)
=X{Y,Z},

pois V* ¢ a conexdo riemanniana associada & métrica k. W

8.20 Definigfo. Uma distribui¢do riemanniana ¢ um par (M, h) onde

M CTQ ¢ uma distribusgdo sobre uma variedade Q ¢ h uma méirica re-

mannsana sobre o fibrado vetorial M — Q.
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3.21-‘-1'-Téoreﬁia. “ “Seje (M k) uma disiribuicdo riemanniane sobre uma
_vaﬂ'é'dade Qe AAMoM —+TQ um tensor antissiméirico tal que, para
quaisquer X, Y €T|u(M), A(X,Y)+|[X,Y]€F|u(M). Esiste uma e uma

tnica conezdo D sobre a distribuigio M que saitsfaz as seguinies condigoes:

{i). Pm.-a,-, quaiaquet-_x Y Ze T (M), .
‘ X(YZ} . {DxY,Z)+{Y,DxZ), onde { ,)=4h{,).

(i) Torp=A.

Prova. Farcmos a demonstragao em um referencial local (X} tangente
& M:{notagao 2:9). ‘A unicidade nos garante que as construgoes locais coin-
cidem nas intersecgoes dos dominios e que, portanto, a conexao estd definida
sobre M — Q. —

Aplicando (i) & soma

XJ(XQ ,Xg)+ XQ(XQ,XS) - Xa(xﬂ ,Xg)

obtemos

Oshae + Ochas — Ouhse = hapﬂs, + h,ﬁﬂ + haﬂﬂ + hspﬂm
- hs@ﬂ - h.gﬂ s+ (hqgﬂ hqpﬂa,)
= 2hap0f, + hagls) + heslifsyy + Bsa0l.)
portanto

af, = -k"'Jﬂ (Oshge+d.hgs— aghss)+ﬂ[5,}+h°‘ﬁ(h5.,ﬂi’ﬁ‘]+h,.,ﬂi'ﬁsl). (1)
A condxga.o (n) eas hlpoteeee sobre’ A determinam ﬂﬂs ¢1 por
X0 = -(Aae + C?e) ) IR 1)
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~ onde A}, e Cf, siodados por A(Xj, X:)= A}, 9

e X5, X, = C},0:.
As expressoes (1) e (2)-obtidas acima demonstram a unicidade de 01,.
Para. provar a existéncia, defina os simbolos 1%, pelas equagdes (1)

e (2) Uma verificagio direta de sua lei de tmnsformaga.o (por uma mudangs; .

de referencial) mostra que eles definem uma conexdo. Além disso, est claro
que essa conexao satisfas as condigdes (i) e (i) do enunciado. W

3.22 Comentdrio. Se M for uma distribuicao integravel entao é facil
ver que, dade uma conexao D sobre M, existe uma e uma Gnica conexdo D
com o mesmo spray geodésico e torgio nula (basta tomar DxY = DxY -
}Torp(X,Y)). Por outro lado, se a distribuicdo M for ndo integrivel,
ent3o ela nic admite conexdes sem torgio (prop. 3.6). Essa obeervagao,
juntamente com o teorema 3.21, nos indica qual o papel desempenhado
pelo tensor de torgao nesse contexto; a prop. 3.18 nos mostra porque esse

papel nao fica claro quando nos restringimos ao estudo da geometria de

variedades e subvariedades.

{4) CONCLUSAO

Vamos responder agora, com o auxilio dos resultados obtidos acima, a.
questao formulada no inicio da secgao precedente:

Sega (M, Fyin) um vinculo sobre um sistema holdnomo (Q,m, g, Fope).
0 termo ' om’ o Vv da equagao deduzida em 2.15:

*o [m" o Viy _ g'o (Foin + Feat) ov] =0

estd determinado apenas pela méirica m definida sobre as fibras de M — Q@
ou depende também dos valores da méirica m calewlada nos vetores ndo
tangentes 4 M7 '
E claro que
i*omboV:,“t):ﬁbODL“U,
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onde D™ ¢ a conexdo sobre M — Q induzida pela métrica m {definigio
3.16). Se M for integravel entio Torpm =0 (cor. 3.18) e o teorema 3.21
nos garante que a conexio D™ estd determinada apenas pela métrica m
indugida sobre M — Q. Por outro lado, segue da prop. 3.17:

Torpm(X,¥)=—1™0[X,Y]

e do teorema de Frobenius que se M for nio integrével entdo D™ nio pode
ser “intrinseca”; isto ¢, néio pode depender apenas da métrica indusida 7.
Portanto, a conezdo D™ estd determinada apenas pela métrica induzida m
se e somenie se o distribuigdo M for integrduel.

A expressio D'v ndo depende integralmente de D™, mas apenas
de seu spray geodésico § € X (M) (def. 3.11). Resta entdo uma, dltima
pergunta:

O spray geodésico do conezio tnduzida D™ depende apenas da méirica
mduz:da m f

Eaté claro que a resposta é afirmativa se M for integrével. Vamos
provar agora que se M for ndo integrével entdo & resposta é negativa. Para
tanto, considere a componete S do spray geodésico de D™ (notagio 3.12
e prova do teorema 3.21):

8%(g,9) = ~0f,y0%v* = —m*¥(Ipmp, - —3pn35¢ + 2msy O, ])u s,
De D™ = |[m o V™ vem que
1
nﬁs;} = _“} Gg:
{onde Cm sdo dados por [Xp, X,| = Gﬂ, ;), logo
8%(g,v) = -m°*(3smg, — %35?1?.5, + Xfm; Cg,)v‘su‘
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Podemos supor que o referencial local (X} tangente & M ¢ rigido; isto é, '

o8 simbolos mag = m(X4, Xp) nio dependem do ponto base (Bemap = 0);

e entdo teremos:

mii Xiv® Ch v = —map9°(g,v).
Essa expressio .é equivalente a

m(V,[Xp, V])g = ~mqap$ a_(% v},

onde V €T|y(M) éo campo vetorial tangente & M que tem por coorde-
nadas, no referencial (X.), as constantes v*; ¢ g€ Q um ponto genérico.
Como M é ndo integrivel, existe um par X, , X,, de campos no referencial
(Xa) tal que [Xa;, X,,) ‘ndo ¢ tangente & M no ponto ¢ € Q. Tomando'
V=X4 e Xg=X,, obtemos:

m(X¢;7 lXag,qu] )q = “'maﬁs (q, ) Com ” —_ 5'1

Essa equagio nos mostra que, conhecendo spray geodésico s X [M)
da conexdo D™, podemos calcular o valor de m(X,Y), para um par
XYETQ com YEM (X=X, (g} e ¥ = [Xagy Xaylq)- Portanto,
o spray geodésico de D™ nio ¢ inirinseco, se M for ndo integrdvel.

Concluimos entao que:

0 termo 1* om? o Vy estd determinado apenas pels métrica in-
duzide W se ¢ somente se ¢ distribuigio M for integrdvel

Ease resultado ¢ bésico para o desenvolvimento de um formalismo la-
grangeano (ou hamiltonianc) que descreva a dindmica dos sistemas mecéni-
cos sujeitos a vinculos nio holénomos, que pretendemos apresentar em outra
oportunidade.
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