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1 Introdugao

A fisica contemporinea apresenta duas vertentes razoavelmente nitidas. De
um lado, a investigagio do infinitamente pequeno, exemplificada pelos avangos
na compreensio das propriedades das particulas elementares, pelo desenvel-
vimento da teoria quintica dos campos e pelos sucessos das vérias propostas
de unificagio das forcas da natureza. De outro lado, o estudo dos siste-
mas complexos, com um ndmero enorme de componentes elementares, cujo
préprio tamanho enseja o aparecimento de novas regularidades fisicas.

A termodindmica e a mecinica estatistica fornecem as bases para o es-
tudo moderno das transigBes de fases, que ocorrem nos sistemas complexos,
e de uma grande variedade de fenémenos fora do equilibrio. Nestas trés au-
las vamos utilizar a termodinimica e a mecénica estatistica para dar uma
idéia de como se desenvolveram as teorias sobre as transigdes de fases e o
comportamento critico da matéria.

A termodindmica é o tiltimo grande pilar da fisica cldssica, ao lado da
mecénica newtoniana e do elefromagnetismo de Maxwell. As leis da ter-
modinémica se tornam bem estabelecidas através dos trabalhos de Clausius
(1860 ~ 1870), que representam uma conciliagio entre as idéias de Joule
(conservagio da energia) e de Carnot (teoria das méaquinas térmicas).

A termodindmaica é uma teoria macroscépica, fenomenolégica; que pres-
cinde de um detalhamento maior do mundo microscdpico. No final do século
passado também se desenvolve a chamada teoria cinética dos gases, que
pretende explicar o comportamento termodinimico dos gases através da
aplicagio das leis da mecinica (e posteriormente da teoria das probabili-
dades) a um grande conjunto de particulas em movimento. A equagio de
Boltzmann, que ainda permanece atual para gases diluidos, surge num tra-
balho publicade em 1873. A definigic estatistica de entropia & de 1876.
Finalmente, numa obra publicada por Gibbs, em 1902, encontram-se cla-
ramente enunciados os principios da. moderna mecinica estatfstica. Vale a
pena observar que a formulagiio de Gibbs atravessou de forma incélume toda
a revolugdo da mecanica quintica, constituindo a base para as investigacoes
atuais dos fenémenos de transigdes de fases.
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Figura 1: Esbogo do diagrama de fases de um fluido simples.

2  Fluidos simples. Equagao de Van der
Waals . '

Vamos considerar o diagrama de fases de um fluido simples. E melhor usar
como varidveis independentes os “campos” p (presséo) e T' (temperatura} que
assumem os mesmos valores em duas fases coexistentes. As linhas cheias da
Figura | indicam wma coexisténcia de fases. No ponto triplo (T}, p¢) trés fases
coexistem, com valores diferentes para as “densidades” (volume especifico,
entropia por mol, etc...). O ponto critico (temperatura T;) representa o
terminus de uma linha de coexisténcia de fases.— no ponto critico as fases
" liquida e gasosa se tornam idénticas. Nas fases sélida, liquida ou gasosa,
o comportamento da matéria é bastante regular. Nas vizinhancas de um
ponto critico , no entanto, surgem cnormes anomalias -~ a compressibilidade
e o calor especifico, por exemplo, podem crescer desmesuradamente. Neste
sentido, pode-se dizer que, nas vizinhancas de um ponto critico, a matéria se
encontra numa espécie de novo estado, o estado eritico.

As vezes é mais conhecido um diagrama p — v, em que v = V/N, onde
V é o volume total e ¥ o nimero de moles. Ver, por exemplo, a Figura 2.

. Figura 2: Esbogo do diagrama p—v. de um fiuido simples.. .

Para T < T,, h4 um patamar, que indica a coexisténcia, a uma determinada -

pressao, de uma fase liquida (com volume especifico vr) e uma fase gasosa
(com volume especifico vg}. A medida que T aumenta, a diferenga ¢ =
v — v, diminui. No ponto critico, ¢ = 0, pois ndo hd mais diferenga entre
as fases liquida e gasosa. Acima de T}, p é uma fungiio bem comportada de
.

Os primeiros estudos sistematicos dos gases foram realizadas por Re-
bert Boyle (1627 - 1691) e Robert Hooke com base no aperfeicoamento das
miéquinas pneumdticas. Boyle é um contemporineo de Newton, influenciado
pelos escritos de Roger Bacon, que participa da fundagio da Royal Society
de Londres. A lei de Boyle, :

pv = RT,
estabelecida em bases puramente empiricas, datada de 1660, explica razoa-
velmente bem o comportamento dos gases acima de T, (dos chamados “gases
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permanentes” na época). No passade houve virias tentativas de deduzir a
lei de Boyle com base em azgumentos microscopicos—por exemplo, é interes-
sante estudar o modelo de Krdnig-Clausius, descrito no texto de fisica bisica
de Resnick-Halliday. .

A idéia de temperatura e de pressio criticas, bem como a prépria con-
tinuidade dos estados liquido e gasoso da matéria, isto é, a inexisténcia de
“gases permanentes”, ficaram bern estabelecidas com as experiéncias sobre
CO; realizadas por T. Andrews (1813 - 1885) em Dublin (ver T. Andrews,
Phil. Trans. 159, 575 (1869)). A explicacio tedrica das “isotermas de An-
drews” foi fornecida por Van der Waals (1837 - 1923) na sua famosa Tese de
Doutoramento de 1873. A idéia consiste em partir da lei de Boyle e fazer as
substituicbes :

v—ru—2>b
a
p—p+ g
onde b & um volume efetivo, que leva em conta a repulsic de carogo duro
entre as moléculas, e afv® & um termo de corregio que leva em conta uma
certa atracio entre pares de moléculas. (s parimetros @ e b se ajistavam

razoavelmente bem aos dados experimentais da época e podiam ser tabelados.
A equagio de Van der Waals ¢ dada por

(p+ =5)(v— ) = AT

Um gréfico de p contra v, para T' < T., estd esquematizado na Figura 3.
Ao invés de um patamar, existe uma regio termodinamicamente instavel,
onde (gﬁ) > 0. Maxwell propés uma construgio (de dreas iguais) para
eliminar este defeito. Para T' > T, por outro lado, as isotermas de Van der
Waals sio funcdes biunivocas de p contra v, tendendo para a lei de Boyle &
medida que T aumenta. - .

Notar que a equagio de Van der Waals pode ser escrita na forma

RT a ab
P = (b == 4y - — =4,
P P p
Para T < T;, dado p, esta equagdo ciibica pode ter trés solugbes reais. Para
T =T, ep=p,, as trés solugdes colapsam em um vnico valor, v = v,; nestas
condigies a equacio cibica se escreve como {v — v,)® = 0, ou seja,

v® —3v’ 4 Julv — 0¥ =0
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Figura 3: Isotesma de Van der Waals paraT < T,

Comparando os coeficientes das diversas poténcias de v, temos 0s parimetros
criticos '
v, = 3k,
8a

= %R’
Q@

o
Notar que, para qualquer gds, femos

T:

De

Pcle § _
BT =5 = 37

Como

temos
dp RT 2a

v (u—bp W

donde vem que
ap _ RT' 2 R fa R .
((‘3‘!})1’___“c h __462 + P rT) (T - 276R> = _&E(T—Tc) =37 0.
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Figura 4: Curva de coexisténcia liquido-vapor.

Entio
_ 1 v -1
KT = » (ap)r (T—Tc)

para, T - T, comv =1,
E facil, embora malis trabalhoso, mostrar que

Vg — v~ (TE—T)%

para T — T7. Temos assim 2 “curva de coexisténcia” esquematizada na
Figura 4. .

A partir da equagio de Van der Waals, suplementada por consideragies
puramente termodinimicas, também podemos mostrar que o calor especifico
a volume constante nio diverge, mas apresenta uma descontinuidade no
pento critico.

Na moderna linguagem dos expoentes criticos temos

Kp~t]™7 (parav-—.vcetET—;%—rO)
Y|t |f (a0 longo da curva de coexisténcia para £ — 07)
Cp~|t|™ (parav=v,et—0)

Para o gis de Van der Waals temos entio os seguintes valores:

T=1

7
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Figura 5: Diagrama-de fases de um férromagneto uniaxial simples

1
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a=10 (descontinuidade).

Vamos ver agora o que acontece numa transi¢ic magnética. ..

3 Ferromagnetos uniaxiais simples. Equacio
de Curie-Weiss

Devido & sua simetria, o ferromagneto uniaxial estd associado a um diagrama
H —T (onde H é o campo magnético aplicada) bemn mais si_mpleé_.qu'e o dia-
grama p—T' dos fluidos. Na Figura 5, para H =0, abaixo de 7;, h4 uma coe-
xisténcia de duas fases, caracterizadas por magnetizagdes espontaneas iguais
em médulo mas com sentidos opostos ao longo de um certo eixo (as fases F1
e F2 indicadas na figura). Acima de T, no hd magnetizagio espontinéa. '

As mudangas da magnetizacio com a temperatura, que ja haviam sido”
observadas por Faraday, foram exaustivamente investigadas por Pierre Curie
{1859 - 1906). Em um trabalho publicado em 1905, Curie mostra que o fer-
romagnetismo e o paramagnetismo sio fendmenos correlacionados que ocor-
rem no mesmo material, a temperaturas diferentes. Na regifio paramagnética
(para temperaturas altas}, Curie propde a lei experimental
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onde M é a magnetizagio e C a constante de Curie. Esta..%expres,sé.o fenome-
noldgica € o anélogo da lei de Boyle, com boa validade para campos pequenos
e temperaturas altas (paramagneto ideal). A susceptlblhda.de magnética é

dada por
)
BH T

A dependéncia de x, a campo nulo, com o inverso da tempera,tura é a marca
registrada do paramagnetismo. - - -

Paul Langevin (1872~ 1946), que ta.mbem se tarnou conhe(:]do por seus
trabalhos em relatividade e reflexées sobre a filosofia da fisica, propds a pri-
meira teoria microscopica, com base na fisica estatistica, para explicar o
paramagnetismo (e também o comportamento diamagnético, que se carac-

teriza por uma susceptibilidade constante e é explicado em outras bages).

Langevin, em 1905, considera um dipole magnético localizado j# na presenca
de um campo H. A energia magnética de interagio ¢ dada por.

- energia = —ji - B= —#ZH

onde a ‘diregio z:foi colecada ao longo do campo. Vamos mostrar a versio
quéntica de Brillouin, para spin 3, da teoria de Langevin. Neste caso . pode
assuqiir os valores +,t¢o ou =ptp. Temos entio dois nivels de energm

+pDH — l (“spin para. baixo”)
. —poH — T.(“spin para cima”)

A proba.blhdade de encontrar um dipolo ma,gnetlco para cama, COI fi; = -+ o,
é dada pelo fa.moso fa.tor de Boltzmann :

P(T) = —émp (—:,ff%f{),

onde kg é constante de Boltzmann ez éum fa.tor de normal:zaga,o Da.
mesma forma temos . -
. ﬂgH )

Pl = E”” ( ksT

E claro que

PN+ P =1

Portanto,

- (2) o ()
PA\kaT/) P\ hgT )

Q valor esperado, ou valor médio probabilistico, de g, é dade por

Br_ i
poe* 8T — pioe” "5
<z =+ P(T) — woP{l) = —F——F7— = tanh £
. HoP(T) — o (l): T EL . I Ha kBT
Definindo as grandezas

m = Sﬁ;}?- (r‘riagnetizag&o_reduzida, adimensional),

h= "poH {campo com dimensdo apropriada),

8= g5 (ndo confundir coin o expoente critico GII),

temos a equagdo de:Brillouin-Langevin em forma mais compacta:
= ta.nh Bh.

Para temperaturas altas e campos £racos (ol < k,gT) pode-se derivar,
como caso limite, a lel de Curle:

w ph = Pl

ma B = T

A susceptibilidade magnética seré dada por
m__ B
X=Tn T cosh? gk’

A campo nulo vem (T h =0) =y = k;+T7 que é outra expressio da lei de
Curie. ‘

Até agora explicamos o comportamento paramagnético. No entanto, para
T < T,, onde T, é chamada temperatura de Curie, ji vimos que hé magne-
tizagBo espontanea (isto €, magnetizagio quando £ = 0). Vamos considerar
as isotermas M — H desenhadas na Figura 6. Estas isotermas sfo absolu-
tamente andlogas &s curvas p — v de um fluido. Da mesma, forma, podemos !
tragar a curva de coexisténcia da Figura 7. A fungie M(T,H — 0%), ou
uma combinagio do tipo

M(T,H — 0%) — M(T, H — 07),

10
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Figura 6: Isotermas der um ferromagneto simples.
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Figura 7: Curva dé coexisténcia de um ferromagneto simples.

desempenha o mesmo papel que ¥ = vg — v no caso de fliridos simples.
Grandezas desta natureza, que se anulam nas fases mais desordenadas, fo--
ram chamadas por Landan de "parametros de ordem”. No caso do ferromag-
netismo, para H = 0, acima de 7. temos uma, fase desordenada;, simétrica,
com 1 = 0; abaixo de T, temos fases ordenadas com % # 0 (pois hd um
alichamento espontineo dos spins a0 longo de um eixo).

Uma explicagio fenomenolégica para o ferromagnetismo foi proposta por
Pierre Weiss (1865 - 1940}, em 1907, em termos muito semelhantes 3 teoria de -
Van der Waals para os fluidos. Segindo Weiss, & possivel utilizar a equagio de |
Langevin, mas devemos substituir o campo k por um campo efetivo realmente
experimentado pelos jons magnéticos. Entao temos que fazer '

h— hey = b+ Am,

onde A € um certo pardmetro, que depende do material estudado e m é a
magnetizagio por fon. Isto significa que um alinhamento de spins vizinhos
produz uma espécie de campo molecular ou campo médio que afeta o spin

" central. Para spin-1 temos a equagio de Curie-Weiss:

m = tanh{fk + fAm)

12
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Figura 8: Solucéio grifica da equacio de Curie Weiss a campo nulo.

E facil verificar, a campo nulo, que a equagio de Curie-Weiss produz uma
magnetizacdo espontinea. Para h = 0, temos

m = tanh Sim.
Na Figura 8 ésquemétiza.mds. as solugdes grificas desta equagio. Sempre hi
uma solugio m = 0. No entanto, para A > 1, ou seja, para kgT < }, isto
é, temperaturas pequenas, hi duas solugdes iguais e opostas. Claramente ha
uma temperatura critica, T. = ) /kg, abaixo da qual as solugdes +mg # 6
devem ser termodinamicamente estiveis.

Assintoticamente, abaixo de T, a magnetizacio deve ser pequena e nds
podemos escrever . :

ﬁAm:té.nh“m:m+ém3+%m5+----
Com m # 0 temos

N NP .
,8)_1+3m +5m-§-

Desprezanda os termos de ordem superior vem
' T.-T
T

1, T |
g BA-) =2 - 1=

Portanto T_T
e .
(para b = 0 com T — T;7). Isto indica que o parimetro de ordem do fer-
romagneto uniaxial tem o mesmo comportamento assintdtico, caracterizado
pelo expoente critico # = 1, do pardmetro de ordem dos fluidos simples.
Vamos agora calcular a susceptibilidade, que é o analogo termodinimico
da compressibilidade. Entdo temos

om 1
ah cosh®(#h + Bim)

m? ~ 3

: dm

onde

Para campo nulo, & = 0, ¢ acima de T, vem

{ X(Tv h) — X(Tsh = 0) = XU(T) .

m ~ 0
Entéo
Xo = ﬁ + .3)\)(0,
ou seja, '
1
= kB _
o=g_T,

que conduz & mesma divergéneia no ponto critico, com v = 1, exibida pela
compressibilidade a volume constante. Com um pouco mais de &lgebra,
também ¢ ficil mostrar que ¥ diverge com | T — T, |, ou seja, com o

_mesmo expoente ¥ = 1, abaixo da termperatura critica. Por outro lado, uti-

lizando mais alguns argumentos termodinémicos, ndo é dificil mostrar que
o calor especifico a campo nulo ¢ finito mas sofre uma descontinuidade na
transigio. Como no caso dos fluidos, temos entdo

,@=%;7=13a=[}(desc.).

14




4 Universalidade do comportamento critico

Até agora estudamos um fluido simples e um ferromagneto uniaxial. No
entanto, transi¢bes de fases com pontos criticos simples existern mum grande
nimero de sistemas inteiramente diferentes, Muitas vezes hd mais variiveis
em jogo, além da temperatura e da pressio ou do campe, e podem surgir
linhas ou superficies criticas, onde o comportamento da matéria é certamente
mais complexo. Nesta notas vamos nos limitar ao estudo das vizinhangas de
pontos criticos simples. ’
Vale a pena citar alguns outros exemplos de transigies de fase:

(i) transigdes ferroelétricas— a polarizagio desempenha o papel do pardmetro

de ordem. Ha uma teoria fenomenoldgica, proposta por Devonshire.

(ii} transicdes ordem-desordem em ligas bindrias como o latdo (Cu-Zn)
— teoria fenomenolégica de Bragg-Williams. _ '

(i) antiferromagnetos simples uniaxiais — hi uma teoria, proposta por
L. Néel em 1932, que considera duas subredes com magnetizacdes diferentes.
A campo nulo, na fase ordenada, a magnetizacio é nula, mas 2 magnetizagio
de subrede, que desempenha o papel do pardmetro de ordem, é diferente de
zero. Na década de 50, o modelo de duas subredes foi comprovade através
de experiéncias de difragio de néutrons.

(iv) antiferromagnetos mais complexos e helimagnetos. Pode-se mostrar,
como exemplo, medidas realizadas no Laboratério de Baixas Temperaturas
do IFUSP para os cristais NiCl,.6H.0 {PRB 18, 6165 (78)) ¢ MnP {ponto
de Lifshitz - PRL 44, 1672 (80)).

(v) transicbes termotrépicas em cristais liguidos — hé uma teoria feno-
menoldgica devido a Mayer e Saupe — ver as notas de aula de A. Figueiredo
Neto,

{vi) transi¢cdes em misturas de dois ou mais fluidos — o diagrama de fases
¢ riquissimo — pode-se aplicar uma generalizacio da teoria de Van de Waals
— hé uma teoria fenomenocldgica de Griffiths e Wheeler. _

{vii) *velha”™ supercondutividade — teoria BCS — ver notas de aula de
C.C. Becarra.

(viii). superfluidez — o hélio (*He) se torna um superfluido abaixo de T}
— teoria dos dois fluidos — possivel analogia com a condensagio de Bose-
Einstein.

A partir da década de 60 foram realizadas intimeras experiéncias com
grande precisao nas vizinhangas dos pontos criticos, Verificou-se entdo, como

15

ja era indicado pelas teorias fenomenoldgicas, que sistemas inteiramente di-
ferentes, com temperaturas criticas distintas, acabavam exibindo o mesmo
tipe de comportamento assintético, caracterizado pelos mesmos expoentes,
nas vizirhangas do ponto critico. - Fm outras palavras, grandezas termo-
dindmicas andlogas apresentam o mesmo tipo de comportamento singular na
criticalidade. Temos assim :

pardmetro de ordem b ghe (~1)?
{ao longo da curva de coexisténcia)

(onde ~ indica comportamento assintdtico nas vizinhancas do ponto critico,
ou sefa, t = (T - T,}/T, — 0)

susceptibilidade com campo nulo —  xp~t77

(a susceptibilidade deve ser entendida como a derivada da grandeza corres-
pondente ao parédmetro de ordem em relagfio a seu campo "termodinarni-
camente conjugado” — esta derivada deve ser tomada para parédmetro de
ordem nule — no caso dos fluidos isto corresponde a Kp com v = v, )

calor especifico a pardmetro de ordem nule —  Clyog ~ =

(para um fluido, C, com v = v,; para os ferromagnetos, Cf, com H = 0).
As experiéncias no entorno da criticalidade deixaram clare que. os ex-
poentes criticos assumem valores universais, razoavelmente hem definidos,
mas que certamente nao coincidem com as previsdes das “tecrias
cldssicas™ (Van der Waals, Curie-Weiss, Bragi-Williams, englobadas nuria
formulagio geral proposta por Landau em 1937). De fato, temos os valores
experimentais '

1
: 3 _ _
(um pouco menor para flnidos, um pouce maior para ferromagnetos isotrépicos)
7oA L2-1,4
e > 0

(o = 0 significa também uma divergéncia logaritmica; & < 0 significa um
comportamento do tipo de uma ciispide; em qualquer casc, nio h4 evidéncias
de uma descontinuidade). As figuras de 9 até 12 mostram alguns dados
experimentais que ji se tornaram cldssicos nesta area.

16
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Figura 9: QGréficos do calor especifico do *He como funcio da ternperatura
nas vizinhangas do ponto A (transigio superfluida; Ty ~ 2,18K). A forma . o " . :
das curvas lembra a letra grega A. F impressionante notar a precisio do F igura 10: A curva de coexisténcia de oito fluides, de acordo com dados
controle de temperatura (a escala da figura & direita est4 em micrograus?), reunidos por Gl}ggenhts_lm em 1_945, pode ser razoavelmente bem ajustada por
Pode-se explicar o comportamento assintético do calor especifico com um. uma equagao cibica (linha sélida), contrariando a curva parabdlica prevista
expoente a > 0. Ver M.G. Buckinghem e W.M. Fairbank, em Progress in pela equacio de Van der Waals, Ver E.A. Guggenheim, J. Chem. Phys, 13,
Low Temperature Physics, ed. C.J. Gorter, vol. 3, North Holland, 1961, 253, 19435, :
p- 80.
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Phys. Rev. 170, 213 (1968). '
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Atualmente se reconhece que os expoentes criticos sio influenciados por
pouquissimos fatores: (i} a dimensionalidade dos sistemas fisicos — vamos
ver que é possivel obter experimentalmente sistemas praticamente bidimen-
stonais, que se caracterizam por um conjunto distinto de expoentes criticos;
(ii) a dimensionalidade do pardmetro de ordem — para fluidos simples ou
ferromagnetos uniaxiais o pardmetro de ordem é um escalar; para um ferro-
magneto isotrépico o parimetro de ordem ¢ um vetor tridimensional; (iif) o
alcance das interagdes microscopicas — nos sistemas fisicos as interagbes
microscopicas sdo em geral de curto alcance; vamos verificar que mode-
los estatisticos com interagBes de longo alcance acabam produzindo valores
classicos para os expoentes criticos.

Em resumo, temos:

- | teorias classicas | experiéncias
] i = 0,33
v 1 12~=14
a 0 (desc.) =0

Vamos- agora: construir uma’ teoria microscdpica do ferromagnetismo. Em
principio; temos que justificar a equacio de Curie-Weiss. - 56 que os resultados
experimentais da década de 60 111dlcam que a prépria equagio de Curie-Weiss
deve ser substituida.

5 Modelo estatistico para o ferromagnetismo

De acordo com o modelo de Langevin para o pa.ramagnetismo, vamos consi-
derar um fon localizado, de momento magnético 7, na presenga de um campo
H A energia de mteragan entre o momento magnético & o campo ¢ dada por

energ:a = —,u d=- ,qu .

Se cons1dera.rmos um-ion de spn:p2 , lb; ASSHIME S valores Fpg ou — pn Usando
a notagdo h = ,uuH a energia pode ser escrita como

. energia = —he ,

21

onde a varidvel o assume os valores +1 (para p. = +p) ou —1 (para yi, =

—tho)- . _
Vamos agora considerar uma rede cristalina com ions magnéticos nos seus

N sitios. Uma configuracio de spins da rede, designada por {¢} = {o1,03,

., On}, serd dada pelas especificagBes dos valores de ay,09, ..., oy, Como
o; = £ 1, Vi, hi claramente 2V configuragies possiveis. A energia de uma
particular configuracio {¢} serd dada por

. N
H =H({o}) = —h }_:10‘-.

Podemos entdo utilizar o famoso fator de Boltzmann para escrever a proba- -
bilidade P{{s}) de ocorréncia da configuragic {o}:

1
PU{oY) = Jop{-AHol} = Fom (3 3,01) = gt oo,
i=1
onde o fator de norrﬁalizat;'éo Z serd dado peor

Z= z e',(?ha'l eﬁhog o e,ﬁ.’my =

C12 TN

- (Z eﬂku’1) (E eﬁha'-z) . (E eﬁhvn) = (2cosh ﬁh)N

Como P({e}) se fatoriza fica muito facil calcular, por exemplo, o valor espe-
rado de oy para um sitio qualguer. De fato, temos:

(= T alPlo)) =g 3 owhncer.how

TLO2 s N TLT2 TN

1 N-1

Como {ox) = m, independendo do particular sitio k, acabamos obtendo a
equagio de Langevin-Brillouin para spin-1,

m = tanh fh.
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Devido & falta de algum ingrediente basico este modelo ndo explica o
ferromagnetismo {pois m = 0 para A = 0). Como ja vimos na teoria fe-
nomenoldgica de Weiss, o ferromagnetismo pode ser explicado através da
introdugdo de um campo médio produzide pela magnetizacio dos fons vizi-
nhos. - Vamos entdo introduzir um termo de interaciio entre os vizinhos no
modelo "livre” de Langevin. Podemos, supor, por exemplo, que quando dois
vizinhos estiverem alinhados (os dois spins para cima, ou os dois para baixo)
a sua energia é menor do que quando estiverem desalinhados (um para cima
e outro para baixo). Considerando um para.metro J > 0, terlamos para os
vizithos t e j:

it Tjouillj = energia—J
iTljouilT7 = energia+J

Matematicamente isto seria realizado pela inclusdo de termos do tipo —Joio;
na expressio da energia H.

O hamiltoniano de Ising,que incorpora os efeitos de interagio entre vizi-
nhos, é definido por

N
H= —-chr,-orj - hZa’;,

@ =¥
onde i = 1,2,...,V designa as posi¢des de uma rede cristalina de N sitios,
= +1,V¥i, e a primeira soma ¢é restrita a vizinhos mais préximos. Sem
divida este se trata do modelo mais simples que inclui interagdes e que tem
uma certa chance de explicar o ferromagnetismo. Sé que agora, devido 3
existéncia do termo de interacho, as probabilidades ndo mais se fatorizam.
Vamos considerar, por exemplo, o fator de normalizacio (ou fungdo candnica

de partigio, na linguagem de Gibbs),

N
Z= 3 exp {ﬁJZJ,-or,-+,6hZJ,-}.
a;,a’g......a'N - {i3) =1

E f4cil perceber que

N E{o’} (Eﬂ U-) A 12
g z = Ealnz
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No entanto, nao é trivial calcular o fator Z.
Para .J = 0 (caso paramagnético) jd vimos que

Z = exp(Bhoy + Phos+--- + Bhoy) =
{s}

- (gexp(ﬂhcq)) (%:exp(ﬁhoz)) ---.(gexp(ﬂhm\r)) = (2cosh BR)".

Portanto, como jé vimos, no caso paramagnético este formalismo conduz &
equagio

14
Nm= Foh 2710 Z = Ntanh Sh.

Em 1922 Lenz propds ao sen aluno de doutoramento, E. Ising, que tentasse -

calcular a fun¢io de parti¢do deste modelo, com J # 0, a fim de verificar se

ele seria capaz de explicar o ferromagnetismo (isto &, se ele seria capaz de .

produzir uma magnetizagio espontanea). Em 1925 Ising publica uma solugio
exata para Z, em uma dimensfo, mostrando que nfo hi magnetizacio
espontdnea. FEmbora Tsing acreditasse que em duas ou trés dimensdes o
modelo também nio seria capaz de explicar o ferromagnetismo, certamente
o problema estava em aberto.

H4 uma longa histéria associada 20 modelo de Ising (ver, por exemplo
5.G. Brush, Rev. Mod. Phys. 39, 883 (1967)). Inicialmente o modelo foi
retomado na Inglaterra para explicar a transicio de fases em ligas bindrias
(teorias de Bragg-Williams e de Bethe-Peierls}). Através de um argumento
engenhoso — colocado em bases rigorosas mais recentemente — Peierls mos-
trou que deve haver magnetizagio espontanea em duas ou trés dimensbes.

No inicio dos anos 40 Kramers e Wannier utilizaram uma transformacio

de altas para baixas temperaturas a fim de, partindo da existéncia de uma

anica singularidade na fungio de particdo, localizar ‘a témperatura critica.
Um grande avango, no entanto, s6 foi obtido através de um trabalho de On-
sager, publicado em 1944 (Phys. Rev. 65, 117 (1944)), que representa um
verdadeiro tour de force matemdtico. Entre outras coisas, Onsager mostra
exatamente que o calor especifico para uma rede quadrada; a campo nulo,
diverge logaritmicamente na temperatura critica (ou seja, o = 0, mas lo-

garitmicamente). Em 1952, C.N. Yang publicou um cilculo extenso para a

magnetizagio espontinea, confirmando um. resultade que Onsager ja havia
divulgado h4 alguns anos — em dimensiio d = 2 o expoente critico § vale
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1. Além das funges de correlagiio, a partir das quais & possivel dizer com
seguranca que ¥ = I, pouca coisa mais se conhece, com rigor, para o modele
de Ising ern d = 2. Em particular, ndo se conhece a fungio de partigio para
campo & s (. Vale a pena enfatizar que os valores dos expoentes criticos
(B ), ndo dependem da geometria (bidimensional) da rede ou do valor
de J. Foram feitos cdlculos exatos para modelos de Ising em indimeras re-
des planas, com valores distintos de J em diferentes direcSes. Ao contririo
da temperatuza critica, por exemplo, os expoentes s3o certamente universais.
Para o modelo de Ising ferromagnético em trés dimensdes pode-se apenas pro-
var, utilizando o argumento de Pelerls, que existe magnetizacio espontinea.
Nada mais se conhece com rigor. Outros modelos estatisticos nfo triviais,
um pouco.mais complicados, permanecem também insolfiveis.

O trabalho de Onsager representa o primeiro cdlculo estatistico rigorosa
que produz uma funcio termodinimica singular, conduzindo a umna transigio
de fases. Em d = 2, os resultados para os expoentes criticos sio curiosos —
os valores de o, § e 7 slo certamente diferentes dos valores experimentais
€ dos resultados cldssicos. Na primeira edicio do livro de fisica estatistica
de Landau e Lifshitz em inglés (1958), os trabalhos de Ounsager e Yang séio
mencionados, mas o modelo de Ising é considerado como uma espécie de cu-
riosidade atinente ao mundo bidirensional. QO munde fisico, tridimensional,
ainda seria bem explicado pelas teorias cldssicas, englobadas numa bela des-
crigio fenomenoioglca. proposta por Landau em 1937 Na edigio em francés,
de 1967, j4& se coloca um ponto de vista diferente — o modelo de Ising ga-
nha destaque e ha toda uma segio devotada a tma solugio bidimensional
proposta por Vdovichenko, (L. Landau e E. Lifshitz, Pbquue Statistique,
MIR, Moscou, 1967)

A importancia do modelo de Ismg se acentua na década de 60, quando fica
patente a universalidade dos expoentes criticos e quando surgem resultados
de aproximagdes mais controladas para.as propriedades do modelo tridimen-
sional. Atraves da andlise de expansdes em séries de altas temperaturas, em
termos de 2= posed T, obtidas com imenso labor, é possivel obter excelentes estima-
tivas para os expoentes criticos em trés dimensdes. Até 1973 (ver C. Domb
e M.5. Green, Phase Transitions and Critical Phenomena, vol, 3, Academic
Press) estavam razoavelmente aceitos os segumtes valores pa.ra. quaisquer geo-
metrias tridimensionais: -
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v =~ 2 (erro da crdem de 10-%)
g = 0 2312 + .005 (con_]ectura 8=
@ = 3 (certamente acima de Ti; abaaxo de T, é mais dificil).

Vale a pena apontar que estes resultados sio consistentes para diversas geo-
metrias tridimensionais e para valores maiores do spin. Em certos casos
tem sido possivel mostrar que a inclusio de interagdes entre segundos vizi-
nhos também nio modifica estes valores, Mais recentemente uma analise de
séries mais extensas, para a rede cibica de corpo centrado, indicou o valor

=1,239%0, 002 (B Nickel, Physica 106A, 48 (1981)), em desacordo com a
con]ectura 4 = 2, mas de acordo com uma hlpotese moderna de hiper-escala.

Em resumo, t‘.emos a tabela de expoentes criticos:

TEORIAS CLASSICAS | EXPERIENCIAS | 18ING (d = 2) [ 15ING {d = 3)
5 1 12— 14 4 ™
8 1 ~ 0,33 3 2
o 0 (desc.) 2 0 0 (log) m L

EXERGICIO: Resolver o modelo de Ising em d = 1. Isto &, dada a energia
' N N
H=-J ZU’.‘C’,‘.H - hZa‘;
i= i=

onde ; = 1, ¥i (com condigdes periédicas de contorno, por exemplo; oNp = 01)
calcular & dado por

Z= 3 exp {ﬁJEUiCHH + ﬁ_hzoe} .
O2402)--00 N B H
Na realidade, é importante calcular In Z e tomar o limite (In Z)/N para N — oo,
pois a energia livre por spin, g(T, k), é dada por
R i
~Ba(T,h) = 1\;:_13100 ﬁ]n Z.

A termodindmica s6 funciona para sistemas grandes, macroscopicos. Por

outro lado, qualquer singularidade matemdtica de Z 56 pode ocorrer no limite
N — oo, Tentar calcular Z pelo menos para campo nulo! Obter o calor
especifico, a campo nule, em fungfo da temperatura.
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6 Aproximacao de Bragg-Williams

Todas as aproximagdes para o cdlculo das fungdes termodinimicas do modelo
de Ising, com base em diversos tipos de truncamento, em geral pouco contro-
lados, acabam produzindo um comportamento critico cldssico, do tipo Curle-
Weiss. Como exemplo de solugio aproximada, vamos mostrar o métode de
Bragg-Wiliams, aplicado originariamente para ligas bindrias (¢ = +1 indica
o componente A; o = —1 indica o componente B), que parte de um raciocinio
termodindmico elegante.
Vamos considerar o modelo de Ising, dado pelo hamiltoniano

H= —JY o0 —h Za,,
&)

para valores fixos do campo & e da temperatura T. Vamos também supor
que haja um vinculo externo, adicional, que esteja impondo um certo valor
m para a magnetizagico adimensional por spin. Neste caso temos

N++N_=N,
N.;.—N,:Nm,

onde Ny e N. sdo os niimeros de spins para cima e para baixo respectiva-
mente. A entropia do sistema serd dada por

NI

§ = th] kBan]Wm)l
2 2

N!
NJIN_Y
A energia livre na presenca do vinculo serd escrita como
G(T, h,Nym)=U-T5.

Removendo o vinculo, a energia livre fisica, que é funciio de T\ A ¢ N, serd
dada por
G(T, b, N) = min G(T, k, N;m).

O problema, no entanto, consiste em obter uma expressio para a energia
interna U/ na presenga do vinculo. Como U é o valor esperado de H temos

U=<H>= —Jz<a;aj>—hz<m—>
(4) i
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Devido & simetria translacional & claro que
N
= —-J% < 05 > —th.,

onde < g; »>= m, ¥i, e g ¢ 0 niimero de coordenagio da rede. Agora, o
problema reside no cileulo do valor esperado < o;0; > e nds vamos fazer a
aproximagao

' < o5 BRI 0y >< 0 >=m’

Entéo temos a expressio de Bragg-Williams,

gN N1 :
Ggw(T,h,N;m)‘— J—m — hNm— ln(N—"“-'-— W

Usando a expansdo de, Stirling,
lnn!=ninn —n+ Olan),

no limite termodinimico (N ~» co) temos

14 AR % _l{ il — ey = L
NGBW(T,h,N,m)_, 2J’u;[m hm ﬁln2 2111(1 m*) 2m1u

Minimizando com relagio ao vinculo m temos: .

m = tanh(Bh + BqJm),

l-i»m]
1<ml’

que é a propria equagio de Curie-Weiss, com A = ¢J. Nio hi duv1das,
portanto, de que os expoentes assumem os seus valores cldssicos.

7 Teoria fenomenolégica de escala

Na. década de sessenta ficou patente que as teorias fenomenolégicas clissicas
— englobadas na formulagio geral de Landau, com base numa expansio
da energia livre termodinimica em termos do- parimetro de-ordem — nio
reproduziam os valores experimentais dos expoentes criticos. Surgiu entdo-
uma nova abordagem fenomenoldgica, que evita truncamentos, expansdes
ou hipoteses muito restritas de analiticidade dos potenciais termodinamicos.
Vamos dar uma idéia destas teorias fenomenoldgicas de escala.
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Consideremos o potencial termodindmico por spin ¢g{T, H) de um ferro-
magneto simples, Vamos supor que, nas vizinhangas da criticalidade, ¢(T, H)
possa sér escrito como a soma de uma parte regular, gofT, H), & uma parte
que contém singularidades, g,(T, H). E mais conveniente escrever g, como
fungdio de te k, onde ¢ é a temperatura reduzida e k o campo em unidades
convenientes, a fim de que a singularidade se verifigue para ¢ = 0 eh=0,0u
seja quando g, assume o valor gying(0,0). Etitdo. temos :

g(Tr-H) = gU(TrH) + g_,(t, h’)

A hipétese de escala ou de homogeneidade consiste em supor que g,
possa ser escrita como uma fungio homogénea.generalizada das suas
varidveis, ou seja que

“ gi(A%t, A R) = Agy(t, b)

onde-A é um parimetro arbitrario ¢ e e b 530 dois expoéntes bem definidos.
A arbitrariedadeé de 4 nos permite, em particular; escolher
Xet =1, o seja; A=1%

g;(;f, k)= tig, (1,%) =t p (%) .

Supondo agora que a fungio F(z) seja bem comportada para x = 0, podemos

Ent3o.temos

‘utilizar as ferramentas usuais da termodindmiica-para exprimir os indices
_criticos (o, 3, v) em termos dos expoentes a e b. De fato, temos

dg = =sdT" — mdh.

" Entdo
‘ (T, k) =- —%
. B Bg
.m(T, k) = T

l:_’_oz.'taht.oi, a. p_,arte-..singula.r da entropia e a magnetizagé.q deverdo ser &ados

por: .

i - —%{a er (i) 48 (’g)t” @)} .
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Portanto

% faéil notar que

m(T,h) = —t1F (%) .
ta ta
A campo nulo temos
—0) = —-li-ipa.
&{T,h =0) = aTct F{0);
m{T,h=0) = —35aF (0).

Daqui j4 temos o expoente critico 3,
' 1k
ﬁ—;——

@

Para calcular o vamos tomar 2 derivada de s(T,.h = 0).. Assim vern '

AN S

Portanto temos

a*?—l
o a,

A suscept]bﬂ]dade magnetlca. a campo nulo fomece . Assnn tem()s
Om . 1_2b h . :
T h = —=ta "0 | =
X ) (ah)T t F(i%)’ .

x(T,h=0) = 5= 2F(0).

ou seja,

a+284+7=2,
pois apenas dois expoentes, ¢ e b, determinam todes os derna.ls Esta &
uma Jei de escala, que tem sido. verificada tanto nas experiéncias quanto

em. cdlculos tedricos exatos ou. resulta.dos de anlises de séries. As teorias
cldssicas também fornecem valores que obedecem esta 1e1
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Consideremos o potencial termodindmico por spin (T, H) de um ferro-

magneto simples. Vamos supor que, nas vizinhancas da criticalidade, g(T, ).

possa ser escrito como a soma de uma parte regular, go(T, H), € uma parte
que contém singularidades, g,(7", H). E mais conveniente escrever g, como
fungio de t e &, onde ¢ & a temperatura reduzida e & o campo em unidades
convenientes, a fim de que a singnlaridade se verifique parat =0 e £ =0, ou
seja quando g, assime o valor g,ng(0,0). Entdo temos

g(TrH) = gﬂ(T’ H) + g,(t, h)

‘A hipétese de escala ou de hemogeneidade consiste em supor que g,

possa ser escrita como: uma fungido homogénea.generalizada das suas

vari4veis, ou scja que
B © (X%, XR) = Ag,(t,R)

onde A & um parametro arbitrério e a e bsdo dois expoéntes bem definidos.

A arbitrariedade de A nos permite, em particular, escolher

At =1, on seja, A= =

9;(5”%_) = tﬁg.,.('l, t%) =¢iF (%) ;

£
Supendo agora que a fungio F(x) seja bem comportada para z = 0, podemos

Entio temos

‘utilizar as ferramentas usuais da termodinamica para exprimir os indices

criticos (o, §,7) em termos dos-expoentes @ e b De fato, temos

dg = —3dT — mdh.

Entéo
S(T,h). = _gT_g
A
mI}k) = ~5k

Eor.tapto:,, a, -paxte-éingn_ﬂu da entropia e a magnetizagio deverdo ser dados
per.." . o s -

1t A L e
i {8 (Yeror (8
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T =

m(T,h) = —t%:tlsF’( )

A campo nulo temos

sTh=0) = —=tF(),
m(T,h=0) = —t5~%F(0)
Daqui j& temos o expoente critico 8, .
P="3

Para calcular & vamos tomar a derivada de s(T,'h =0). Assim vem

Coy=r(2) il (L Yy
cwi=0=1(Z) ~-(5-1)ero).
Portant_o temos B
a=2--

A susceptibilidade magnética a campo nulo fofneoelﬂf. Assim _tembs -

' om 1w oa(BY .
T.hy=|=—} =—ts5F 5],
= (57), = ()

ou seja, o " i
x(T,h = 0) = —ta~= F'(0).
Portante N
. 7T T a
I facil notar que .
ot 2.3 + 7y :-'21

pois apenas dois expoentes, a e b, determinam todos os d_e'mais; ‘Esta é
uma lei de escalz, que tem sido verificada tanto nas experiéncias quanto
em cdlculos tedricos exatos ou resultados de andlises de séries. As teorias
cldssicas também fornecem valores que obedecem esta lei.
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No contexto desta teoria fénome‘nolégii:a, a magnetizacio & dada por
h
m(t,h) = 1°Y (t_A)

onde ¥ (x) deve ser uma fingdo bem comportada & A = b= a4 8 Entio

temos

Ty (i) .

t# 4
O gréfico de 1, isto é, de m numa escala definida por ¢#, contra & X, onde t4
¢ a escala correspondente a k, deve produzir a curva Y(z). Gréficos desta
natureza, corroborando a hxpotese de homogeneidade, tém sido construidos
com ba.se em enorme rmassa de dados experimentais. Ver, por exemplo, os
dados para CrBr; mostrados na Figura 13.

No entanto, como justificar a hipétese de homogeneldade e as leis de
escala? Além disto, como calcular os expoentes a e b7 Respostas para estas
questdes foram obtidas na década de 70, com o advento da téenica do grupo
de renormalizacio. '

8 O argumento de Kadanoﬁ'

Va.mos mostra.r um-argumento- sugerido. por Kadanoff (e por Patashinski e
Pokrovski, com o nome de hipStese da similaridade) para justificar a forma
de escala do’ potencial termodindmico do modelo de Ising. Numa rede hi-
perciibica de dimensdo d temos o hamiltoniano de Ising

N
H= —JEG'{O'J'_— hEO"'.

((J)' . i=1

onde o; = =1, Vi, e a primeira soma & sobre os pares de vizinhos mais
proximos. Perto de T hé grupos de spins que ficam bastante correlacionados,
Isto. é, hd, um comprimento € que se torna bastante grande em relagio ao
pardmetro darede a..

* Conie indicado. na Figura 14, podémos. considerar. células de: dimensio
‘ba (com b > 1, mas ba. << £); contendo 5% spins altamente correlaciona-
dos.” A cada ce!ula. podemos associar uma nova variavel de spin, 8, com
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Figura. 13: Forma, de escala. do campo magnetmo (H/t4) contra a magne-
tizagdo (m/ tﬁ) para.o ferromagneto isolante Cr Br3, usando dados experimen-
tais de sete isotermas supercriticas (T > Te. = 32,844K) e onze isotermas

suberiticas (T < T.). A-funigdo Y () é diferente acima-e abaixo. de-Ts - Os:

ajustes foram feitos com 8 =0,368 ¢ 7= L,215: Ver J.T. Ho e J.D. Litster,
Phys: Rev Lett 22, 603 (1969)
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Figura 14:
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a = 1,2, ... Nt tal que 8, = +1. Vamos supor que.o. hamiltoni-
ano do sistema obtido apds esta transformacio possa ser escrito numa forma
semelhante & anterior,

N
H=-T3 0.00-%3 b
(a8) =1

mas com novos pardmetros J e k. Come J. define o valor da temperatura
critica, a mudanca de J para J eqiiivale a uma mudanga de t = (T~T)/T.
para um certo #. Por outro lade, como os hamiltonianos tém a mesma
forma (termo de interagio, envolvendo vizinhos mais préximos, termo li-
vre de campo) as energias livres por spin também terdo a mesma forma, mas

com valores distintos de ¢ e h. Assim temos

a(f, k) = t%(t, b),

l_ﬁoig os blocos tém b* spins. A hip6tese de similaridade considera ainda que
t'e h se relacionam com t e k da forma simples

§=phi
ho=brp

onde )q e )\2 580 dois expoentes. Temos enté:o; de maneira imediata, a forma
de escala )
g(bMt, b"’h) = Blg{t, k).

Resta agora implementar este esquema e calcular os expoentes ); e Ay. Isto
foi conseguido pela primeira vez num trabalho seminal de K.G. Wilson, pu-

blicado em 1971 (Phys. Rev. B4, 3174 e 3184 (1971)).
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