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I -.INTRODUGEO -

H& uﬁa permanente discussac nos laboratdrios
didaticos sobre o significado da menor divisaoc da escala de
ﬁﬁ'eqﬁipaﬁénto.rﬂao raramente essa discussio & prolongada
q&én&o um'résﬁitadb obtido a partir de mialtiplas medidas de
uma mesma grandeéa'épresehta un desvio padrdo menor do que é
ﬁétade da-menor diQiééo.das‘éscalas dos ap&relhps utilizados
pefmitifié supor..Nestéftrabalho discutiremos essas guestdes
iigahdﬁ os conceitos astatisticos & pratica da fisica

experimental.

Inicialmente faremos uma revisdc das equagdes

usuaiélﬁara a aetérminaqao dos desvios padrdes dos dados e
da média chamando a atehgéo paré as condigdes estatisticas
ﬁué devem_ser satisfeitas para que elas sejam validas. Enm
seguidé estabeleceremos cémo essas condicdes estatisticas
podem ser satisfeitas na pratica de um laboratorio de
fisica. '

Ap6s essas discussdes iniciais usaremos os

resultados de medidas de comprimentos de objetos para

discutir - os significados da metade da menor divisdc da

~escala de um instrumento, no caso uma régua escolar’ comum, e

do desvio padrio da média.
IT - REVISAQ DAS IDEIAS BASICAS
a) Revisdo

Vamos supor gue {x;), i = 1,2,...N, represente o
conjunto de dados correspondentes todos eles a medida de
uma mesma grandeza <fisica. Vamos chamar de X, ©- valor
verdadeiro dessa grandeza e supor ainda que os. dados
obedegcam a uma distribuig¢dc normal centrada em Xo & com
desvio padrao ao.(l} S8e os dados sao estatisticamente
independentes uns dos ocutros entaoc

: N

o L
i=1 =+ : @

x =

2

€ uma estimativa boa de'xc.

O termo estatisticamente independente usado acima
significa qgue a matriz de covariadncia dos dJdados - aqﬂela
matriz cuje termo Vij & a varidncia do dado ¥ e Viq = vji §
a covariancia dos dados x; e Xy — € diagonél. Ou. seja,
Vij = 0 se 1¢ j. Além disso, como ja estava suposto
inicialmente, _todos os termos diagonais dessa matriz. sio
iguais a 002. Na secdc III discutiremes como procedér na
pratica para obtermas dados estatisticamente independentes

em uma medida.




Foi dite tambeém acima gue X & uma “boa estimativa®
de x,. Em termos astatisticos essa expressac significa que

se N tende a » éntio % tende a x,. Alen disso X tende a x,
de forﬁa_néo tendenciosa, ou seja, nac & em geral nem uma
superestimagido nem uma subestimagio de xo(z).

Além de % ser uma estimativa boa de x,, ela ¢é a
melhor.estima:iva. Qutras estimativas possivels, como por
exemplc.a-mediana, agquele valor de x que divide ¢ conjunto
(xi}__ém dois grupos, um com Os elementos menores que a

1mediana-e outro com os elementos maiores, também & uma boa

_eéﬁiﬁativa-'deg #o, na mé&i§$ em .que satisfaz < as duas

':éondigéeé-acim& - ‘convergir a'xo gquandc N tende a = e nao
ser fén&enciosesh Entretanto a mediana € pior que X pois, em

.ﬁédié,'ela estd mais ~distante de x, do que X esta(3). B
'possivel mostrar que de todas as estimativas dé X, 2 partir

do conjunto de dades (x;} ® é'aquela, entre as convergentes

e nioc tendenciosas, gue mais rapidamente tende a x,.
b) Mas, o gue & uma medida

_ Quando saimos ﬁe um ;éboﬁatéfio .apés medirmos
'detérminada grandeza, devemos ter uma estimativa numérica de
seu valor, ﬁor exemplo ¥ da eg. (l). No entanto apenas isso
& pouco, muitc pouco. Além da estimativa da grandeza medida
& fundamental que sejamos capazes de responder a duestao

*quio boa é esta medida?"

-especificos para os gquais podemos. dizer com certeza que o

A menos de algumas situagdes mﬁito particularés,
néo. pddemos em geral dizer gque o valor gue temos &
exatamente © valor da grandeza medida. Assim,'para diéef‘
qudo boa & a medida preciéamos indicaf.uma estimafi#a-ae
quio longe © nosso resultado pode estar dd-valor.§érdadéiro.
da grandeza medida. Alguma coisa assim:
estimativa. de gudo
longe o valor: ver-
dadeirc. pode:- estar

da estimativa que
temos dele

Resultado = estimativa do valor|
da grandeza medida | —

()

Mas  isso ainda. nio estaria completa, pois ficamos. sem.
resposta a uma pergunta do -tipo: "é abscIutameﬁﬁe*éegﬁfo_que
o ﬁalor.verdadeirorda qrandeza-esfej&-nesSe:intervalo?“?Se-
nao,'quéo provavel é isso? A menos novamepnte. de. alguns; casos
valor verdadeiro esta contido ne- intervalo, em geral podemos
apenas dizer o gqudoc provavel & isso. Assim, para que a
expresséo {2} tenha sentido ﬁrecisamos dar a probabilidade.
que © valor verdadeiro da grandeza esteja no intervalo
indicade, © chamado nivel de confianga. Feito isso o
resultado estara completo e tera alguma utilidade. Novamente
a menos de alguns casos particulares, apresentar um
resultadc gque nao conténha um intervalec e um pivel de
confianga associado € inmitil e apresentar mais informagdes

do gue estas & impossivel.




Voltando ao caso dos dados {x¥j} com as quais
iniciamos esta segdo, sabendo dque elés obedecem a uma
distribuigio normal centrada em X, e com desvio padrao ¢,
podemos dizer que .

P(xi € Xg

. £ 0g} = 0,68, (3}
ou seja, a probabilidade que X;. gualquer i, esteja contido
no intervalo (Xg = Ogs X5 + 0g5) é de &8%. E direto mostrar

entdo que
B(xg, € X; * 0,) = 0,68. (4}

Assim, - se tomarmos um -dado. qualquer ¥; - nédo vale esceolher o
dado, & necessario sorted-lo ao. acasc - pédemos apresentar o
resultado da nossa experiéncia da forma

Resultgdo'= X3 ¥ Og. (5)
G- resultado apresentade dessa forma esta suficientemente
completo: hd uma estimativa da grandeza medida, i, de um
intervalo (xy - 65, %X; + ¢,) e sabemos a probabilidade que o
valor verdadeiro da grandeza esteja nesse intervalo & 68%.

. Mas se temos N dados equivalentes, porgque. usar
apenas um deles? TFazendo assim teriamos trabalhado
inutilmente gquandc obtivemos os outros N-1' dados. De fato,

come fol dito acima, a média dos N dades & a melhor

estimativa de Xy E é facil mostrar que se os dados se
distribuem normalmente em torno de X, com desvie padréo [
entido a média de N dados independentes se distribuem tamhém
normalmente em tornc de ¥, com desvio padrac (ou desvic
padrdc da média) Opo = -oo/Jﬁ(4). Assim sendo podemas

apresentar ¢ resultado do experimenteo na forma

Resultado = ¥ + Ogq {6}
cujo nivel de confianga & de 68%. Isso & o melhor qué
bodemos fazer: esta é uma forma completa de representar o
resultado de um experimento e, entre todas as possiveis. no ‘

casc em que os dados obedecem a uma distribuigaoc. normal, a

melhor delas.

¢} Como estimar ¢, quando isso € necessario?

Ba varias situagdes experimentais nas guais
sabemos a priori o valor de 05+ Mo entanto em alguns casos

ni3e o sabemos. Quando isso acontece é hecessario astimarmos

0, a partir dos préprios dados experimentais. Essa

estimativa, que chamaremos de g, & (4}
(x-®)2 . : (7)

E possivel uostrar que essa & uma boa estimativa de o hoa

o

no mesmo sentido gue ¥ & uma boa estimativa de ¥, discutido




acima. Assim podemos escrever o resultado do experimento na
forma

Resultado = ¥ & 0 {8)
onde ¢ = 0//N & a estimativa do desvio padréoc da média.

Entretanto apesar de ¢ ser uma beoa estimativa de

4] o conteido probabilistico do intervale Iindicado na

ol
expressidc (8) ndo & mais de 68%(5). A ‘tabela 1 mostra o
conteido probabilistico do intervalo g//8 para diferentes

valores de N.

Tabela 1

conteudo probabilistico fator multiplicativoe

m

N do intervalo ' de ¢, para que o
| conteudo. de intervalo

seja de 8%

2 50% 1,84
3 58% 1,32
4 61% 1,20
5 63% 1,14
1g 65% 1,06
20 67% 1,03

Assim se apenas dois dados sdo usados para estimar

%, @ 0, entac o conteudo probabilistico do resultado i‘i Oe

o
com N=2, € de apenas 50%. Se desejamos restaurar o conte&dé-
probabilistico de 68,3% usual en distribuiéées normais
devemos aumentar o inte;vaio o, multiplicando—o por 1,84,
come indicado na tabela 1.

Mas desde qué o nimero de dados seia sﬁficien~
temente grande essas corregdes Sao desnecessériés. Dé.qual—
quer forma devemos chamar a ateﬁgéo para o fato Que =3
possivel fazermos experimentos com apenas dois dados, mesme
gue nio conhegamos 0,. (Se conhecemos 0,, um unico dado ja &
suficiente para obtermos wum resultado complete de um
experimentﬁ).

E fundamental a diferenga entre g e:amr-enquahto o
& uma estimati§a do desvio padrao de.cada dado xi,.dm'é ﬁﬁa
estimativa do desvio padrdo da média R. Logo, 'o é a
"largura' do histograma de dados x; e independe de X,
depéndendo basicamente dog instrumentos de medida e do
observador. J& gy é a "largura" de um possivel histograna de
médias Rj erdiminui com © crescimento de N (& invefsamente

proporcional a /N). Portanto; guando N cresce o histograma.

de dados x;

i hdo fica mais estreitoc (comc é comum - pensar) o

gque acontece & gue o pico do histograma fica cada vez mais

préximo {(em média) do valor verdadeiro x,.




III - E NA PRATTICA?

H& alguns pontos chaves na discussio dog aspectos
estatisticos da segdo II gue devem ser traduzidos para a
pratica de um laboratério de fisica experimental. Um desses
pontos se refere a distribuig&o‘dos_dados X; em torno do
valor verdadeiro x,. Nas discussées da segdo anterior
supusemos que essa distribuigdo é normal, com desvic padrao
0,. Se entretantc a forma da distribuiciio for outra,
diferente: da normal, isso deve ser considerado na
determinacgéao de resultado de um experimento na forma da
expressao (2).

Mas vamos nos restringir ao caso,de_distribuigées
normais. Outros casos séo'discutidos na ref. (4). Um ponto
importante, e gue nés gostariamos de ser considerado central

neste trabalho, & quanto a independéncia estatistica dos
dados {x;} obtidos em um experimento. (0 fatc dos dados nao
serem independentes ndo impede um trataﬁento estatistico
complete; mas neste caso exigiria que levassemos em
consideracdo ~'0os  termos ndoc diagonais da matriz de
covaridncia). {Caso os dados niaoc fossem iﬁdependentes as
equagdes (1) e (7) ndo corresponderiam a melhor estimativa
da grandeza medida e do desvio padrao dos dados.} Como fazer
para - que na pratica os dados sejan estatisticamente

independentes?

Para que dois dados sejam estatisticamente

independentes é necessario que a distribuicdo  de

probabilidade associada a um deles seja independente do
valor gue tenha assumido o outro dado. Em cutras palav:ﬁs, a
probahilidade que um dade a ser obtido em um experimeﬁto
esteja contido em determinade intervalo independe - dos
valores particulares a;sumidos -pelos dados anteriormente
obtides (8}, .

Suponhanos wm caso - pratice. de medidas de
comprimentos com o usc de réguas. Para que dois dados sejam
independentes entre.si, & necessario que eles sejam obtidos
com réquas de origens diferentes: fabricas diferenfes;-que

utilizam equipamentos industriais de diferentes origens, os
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quais por suas vezes foram construidos por equipamentos

diferentes etc. Além disso as leituras devem ter sido. feitas
por pessoas diferentes-pois alguns fatores de erro podem: ter
origem humana - paralaxe, subjetividade no momento:: de
"arredondar" a leitura etc.

Caso essas condiéﬁes* nic fossem satisfeitas. os
dados seriam estatisticamente dependentes e a matriz de
covaridncia ndo seria diagonal. Por exemplo, suponha que uma
mesma régﬁa tenha sido usada para medir_o comprimento de
dois objetos. Suponhamos gque uma das medidas tenha. sido
superestimada. Entre os varios fatores que podem ter levado
a essa superestimagao, um deles pode ser o fato que a régua
seja mais curta do que aeveria. Se este for o caso, entéc
provavelmente a outra medida também tera sido superestimadé.

‘8endo dados independentes, as equagdes (1) e (7}

podem .ser- usadas. Assim a expressao (8) permitird  que




determinemos ¢ valor ‘de uma grandeza com a prediséo que
desejarmos, desde que tenhamos paciéncia para obter uma
quantidade de dados N suficientemente grande, qualguer que
seja - .

Uma cbservacdc que nos pareée impoertante aqui &
sobre o fato que tanto ¥ como ¢ sio medidas de grandezas. Se
¥ & uma medida de x,, a grandeza fisica que nos interessa, ¢
€ uma medida de 0, uma grandeza de qual necessitamos para
apresentar de forma completa © resultade. Se X, &, por
exenplc, uma caracteristica'fiéica de um sistema, 0, € uma
caracteristica. do arranje experimental usado. o, pode
depender - dos . instrumentos escolhidos, das variacdes das
condiqﬁe3vambientai§1 do: procedimento experimental, da rede
’ eléﬁrica,. de flutuagbes intrinsecas do equipamento ou de
muitOmﬁutrOSJfatares que fazem com que um dado obtido possa

sexgdiferenté de -outro.
“IV - MEDIDAS' COM REGUAS

Para ilustrar essa discussio medimos uma barra de
aluninio usando N = 87 réguas escolares, todas subdivididas
em- milimetros, de varias origens diferentes e 1lidas por
pessdas diferentes. Essas condigdes foram: suficientes para
gue. o8 87 dados obtidos fossem na pratica independentes uns

'aos outros. Talvez se todas as réguas fossem lidas por uma
mesma pessoa . essa independéncia nao seria garantida, pois

algumas das causas de variagioc das leituras feitas pode ser
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1z

0 préprio usuario do equipamento. A mesma interdependéncia
estatistica dos dados poderia ocorrer por exemplc se todas
as réguas tivessem sido fabricadas pela mesma maguina na
mesma época; As leituras foram feitas éubdividindd¥sel o
milimetro, visualmente, em no mninimo 3 partes iguaié.'ds

resultados estio mostrados no histograma da figura 1.
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X € a estimativa da grandeza medida; ¢ & a estimativa de O, -

Se ¥ representa uma caracteristica do objeto, ¢ representa

uma. . -caracteristica do - arranjo experimental, ne  caso

variagdes na fabricagdo de réguas e de leitura.
0 resultado obtido pode entic ser representado
COmo

¢ = 11,814 + 0,004 cnm, (1L0)

correspondende a uma precisad final de 4 centésimos de

milimetros.

Pademos: comparar esse resultado com medldas feitas
com paquimetros lldOS ate 2 centésimos de mlllmetros.,Duas
medidas. feitas por pessoas diferentes.e usando paqﬁimetros
diferentes levaram-aos-valores_ll,&;z e 11;814cm, mostrando
que-o resultado da eq. (10) pao é incorreto.

Em principic poderiamos conseguir uma precisio tdo
boa quanto quiséssemos mesmo Com. 0 usa de réguas comuns,
desde. gque obtivéssemos -uma- quantldader suficiente delas e
fossemos capazes de garantir uma real independénﬁia rdcs
dados. . .

A expressfc (10) mostra gque pudemos obter uma
precisdo final de 0,004 cm, usando reguas graduadas em
ﬁilimetrns. Ou seja, .a precisdo final & cerca de 25 .vezes
mgno: que & menor diviséo_dé:escala de aparelho usado.

Para.  chegarmos & precisio de .cerca de 0,02mm

tipice de paquimetros, teriamos gue usar aproximadamente 350

réguas (e 350 "observadores"). Em cruzeiros de maio/1990,
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uma regua de p}astico_comum cu;tava Cr$ 20,00 (e, pértantp,
350 _régués custavam . Cr$ 7.000,00}, enquanto .gque  um
paquimetro com menor divisdo da escala de 0,02mm custava Cr$
6.300,00. Apesar dos _pregos | serem da mesna ordem,
seguramente owﬁrgbalhq na obtengédo dos‘daqos_é_pelo menos
duas ordens de<gr§qdeza<mai9r no casc de medidas feitas com
reguas! Esta & -a razdc pela qual, guanda gueremos alta

precisao, usamos um paquimetro e nio centenas de reguas. . |
V - CONCLUSAQ

E interessante observarmos gue a resolugdoe de uma

réqua é da mesma ordem de grandeza que a menor subdivisdc de
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sua escala. E € razoavel gque seja assim. De fate, se um.

aparelho permite uma leitura que vai além de sua resolugdo,.
ele & um mau aparelho, pois induz seu usuaric a supor gue

tem uma precisdo gue de fato nio tem. Se um aparelho permite

uma leitura muito mais precisa que a menor sub-divisdo de

sua escala induz, parece haver um ‘“desperdicio™ de

qualidade; neste caso seria bom sub-dividir mais a escala

ou, o que & a mesma coisa, dotar o aparelho de um nénioc ou

de algo equivalente, de forma a ampiiar as _Suas

possibilidades de uso. Entretanto essa observacgdo nio nos da
o direito de supor que a menor divisio ‘da escala de . um
instrumento ~ ou a metade dela - seja o desvioc padrao Qe um
dade obtido com o instrumento: a unica coisa que observamos

€ gque no casc das réguas usadas nesta medida o desvio padrao




dog ‘dados & aproximadamente da mesma ordem da menor divisao

da escala. NAo temos nenhuma garantia gue este seja um
procedimento padrdc dos produtores de equipamentos de
medida: ndc ha gqualquer garantia que um fabricante
inescrupuloso. ndc venha a sub-dividir exageradamente as
escalas de seus éparelhos de medida para ocbter um melhor
preco bor eles; também ndo temos nenhuma certeza gque um
-fabricante'ﬁéo possa produzir instrumentos para determinado
uso - e portanto com determinada subdivisio da escala - de
gualidade superior a necessaria apenas porgue conseguiu
éomprar'por'bom prego materiais é equipamentos para isso.
Uma ultima conclusdo é quanto ag fato de podermos
obter em um experimento uma precisdo final muite melhor do
que & menor sub-divisio das escalas dos equipamentos usados
permitiria supor, desde que obtenhamos uma qu&ntidade
suficientemente grande de dados.'independéntes uns  dos
outros. Uﬁ corolario desta conclusio & que nic podemos obter
uma 'preciséo' muito grande se ndo temos como garantir a

independéncia dos dados.

(1)

(2)

(3)

(2)

(5)
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NOTAS E REFERENCIAS

A distribuigdc de probabilidade normal (bu'gagssiaha)-é

dada por ’

f(x) = i e'(x_xo)

2 2

/2045°

REES -

Por . exemplo se X tende a X, quando N tende a infinito,
entdo '

x! =R + 1/N : oo

também tende a x,. Entretanto x’ & uma superestimacao

de x_ para N finito.

Q
E possivel mostrar que o .desvio' padrio dai'médianayié N
J/i7Z-9,, onde 06, & o desvio padrdoc de ¥ ("The Advanced
Theory of Statistics™, M.G6. Kendall ‘and  A.. Stﬁa;t,
vel.2, 4a. ed,‘charles Griffin & Co, 1979, Londresi;

Veja por exemplo "Tratamento Estatistico de  Dados em

Fisica Experimental"; 0. Helene e V.R. Vanin, Ed. Edgard

-.Blucher, 1980, Sao Paula).

¢ conteddo probabilistico do intervalo apreseﬁtadﬁ'=na._'

eq. 6, de 68%,  leva em conta apenas a - flutuagio.

estatistica de ¥ uma vez que~am6-ébo valor verdadeiro do . .

_desvid_ padrdc da média;:fEntretanto:_aa-estimadq-xpelaf

equagaoc 7 tambémufluﬁua-estatisticamente;emwtorhdnde-dd-
£ ‘entdo devide a essa Elutuacde - de'.@ que’ & contelids
] . - i .
probabilistico do .intervalo  da equagado- '8 nao: &68%. A

referéricia citada em (4) discute: essa questao.




(6) E importante observarmos'que a dependéncia estatistica

entferdados nada tem a ver com a relagidoc fisica entre
eles. Por éxemplo, suponha medidas de massa e volume de
uma amostra de um material. E claro que a relagio fisica
- entre eles é massa = densidade x volume. Entretanto se a
massa for medida com baléngas e- o volume com copos
graduados, os dados de massa e volume serao
estatisticamente indepéndentes entre si. Como outro

exemplo, imagine que dois objetos diferentes tenham seus
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comprimentos medidos pelo mesmo observador usande uma

mesma régua. Neste caso os. resultados dessas nedidas

poderdo ser estatisticamente dependentes.




